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Introduction

Introduction

La mécanique quantique est un outil indispensatile gécrire et étudier les phénoménes physiquesequi
manifestent a 'échelle atomique et subatomique.dst communément subdivisée en mécanique quantioj

relativiste et mécanique quantique relativiste.

La mécanique quantique non relativiste trouve argelapplication dans beaucoup de problemes diwhys
atomigue et chimie moléculaire on les énergiessgistemes ne sont pas trop élevées. Pour les sgstame
stationnaires en interaction, on s'intéresse éstament a la détermination de leurs fonctionsndkop qui
caractérisent toute l'information sur leurs étantiques. Dans un systeme degré de liberté, gouverne par un
HamiltonienH, la détermination de la fonction d'ondE(x;t) releve de la résolution de I'équation de

Schrédinger dépendante du temps
ih=-W(x;t) = HY(x;t) 1)

En générale, la solution exacte de cette équatimh connue que pour trés peu de systémes denadfion est
relativement simple. Si le phénomene étudié distnstaire, son operateur Hamiltonien ne dépencepplicitement du
temps. Dans ce cas, il est d'usage de mettredtidord'ondel (x; t) sous la forme d'un produit d'une fonction
de l'espace et d'une autre fonction du terifisy; t) = @ (x)Z(t), de sorte que la résolution de I'équation

(1) se réduit la résolution d'une équation auxuwraleropres pour la fonctish(x),
HP(x) = Ed(x) (2)

gui est appelée aussi équation de Schrodingenstatie.
Lorsque le systeme étudié ne subit pas l'effetafflamp magnétique extérieur, 'Hamiltoni&mst

généralement compose d'une partie cinétique epdtentiel d'interaction scalaire.

Pour les phénomeénes relevant du domaine des lémgegies, comme les interactions nucléaires, laaniggee
guantique non relativiste s'avere non adéquatdaattifaire appel a la théorie quantique relatviginsi, dans le

cadre des hautes énergies, le spectre énergétigne @articule soumise a une interaction extérieure
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s'obtient en résolvant soit I'équation de Kleinddarsi la particule est sans spin ou I'équatioDide si la
particule est dotée d'un spin. Dans le cas staii@nita différence entre les trois équations, adedginger, de
Klein- Gordon et de Dirac, réside non seulemers @aforme des operateurs Hamiltoniens respedifs aussi
dans les énergies et les fonctions propres.

Cependant, on petit montrer que dans la plupartcess la résolution des équations relativistes
stationnaires se réduit a la résolution d'une é@qude type Schrddinger avec un potentiel effeBtifur
cela, les techniques et approches de résolutidieégieation de Schrddinger stationnaire jouent Um rd
primordial en mécanique quantique et sont doncidténét particulier pour les physiciens aussi Rjee
pour les mathématiciens. Il existe de nos joursigais techniques différentes de résolution dedtémn de
Schrddinger, dont chacune petit étre mieux adapbée certains types de potentiels. L'approche des
intégrales de chemin, qui a été utilisée avec symmé résoudre une multitude de potentiels campysique
et en chimie, occupe une place centrale a causerdterprétation physique et son lien avec larithé
classique. L'autre technique, tres utilisée dandstalution de I'équation de Schrodinger, consiatesformer
cette derniére en une équation de Sturn-Liouvilléypge hypergéométrique. L'avantage de cette dpgprst

gue les fonctions propres et valeurs propres gamesntes sont données sous formes compactes [1].

La méthode de factorisation, connue depuis lesauraxde Schrodinger lui-méme [2], s'applique
notamment pour une certaine catégorie de potertielsype harmonique. Elle a été considérablement
développée dans les années quarante grace awxtdevénfeld et Hull [3]. Elle connait un regaimtBrét
depuis deux décennies [4, 5] et notamment depuiintienduction par Gendeshtein [6] de la notion
d'invariance de forme. Cette méthode est maintesmiue sous le nom de méthode supersymetrique en
mécanique quantique. Dans cette technique, quids®raloppée en détail dans le chapitre suivant, on
construit ce qu'on appelle le superpotentiel, raliepotentiel du probléme par lintermédiaire d'une
équation différentielle non linéaire du type Ricdae superpotentiel permet de construire la fongiropre de
I'état fondamental du potentiel d'origine et laed@ination de son énergie correspondante. Lesiénassociées
aux etats excites peuvent ainsi étre déterminéasmpaapproche algébrique trés élégante. L'avadt@agette
méthode réside surtout dans sa simplicité relaéwmeax autres' méthodes citées plus haut, maadat son
inconvénient est qu'elle ne permet pas d'exprimetes les fonctions propres par une seule fonction
génératrice.

Dans la derniére décennie, une nouvelle théorigtigua s'appliquant aux potentiels non Hermintaerxs
le jour. Elle concerne spécialement les potertjeissont invariants par la réflexion de l'espacape et est
appelée mécanigue quantique PT-symétrique. L'ayardt l'intérét de ce type de potentiels est gsie le
hamiltoniens associes pourraient avoir des speeets, si les fonctions propres correspondantis &8ss
invariants par la réflexion de l'espace-temps [0 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. Il se trouve lgudouble
propriété d'invariance par rapport a la réflexien'espace-temps pour un Hamiltonien ainsi que pesir

fonctions propres est essentielle pour que cet lkdgnain décrive la dynamique d'un systéme physique.
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Parmi les systemes qui peuvent étre décrits pgarmeaivelle théorie quantique on trouve les systélissipatifs
dont les potentiels dinteraction sont souvenésgmtés par des fonctions complexes.

Le travail de ce mémoire de Magister s'articuldesitechniques et approches citées plus hautjelans
cadre de la mécanique quantique PT-symétrique. [Bacdisapitre 1, nous donnons un apercu général sur
I'approche de la supersymetrie en mécanique quantitpus présentons les différentes étapes néesseai
cette approche, menant au calcul des valeurs prdpre potentiel a. une dimension satisfaisantpgdgriété
dinvariance de forme.

Le chapitre 2 est consacre a une bréve présentatiamouvelle théorie quantigd -symétrique. Sans
rentrer dans les détails, gu'on trouve dansdgdlitire, nous présentons les fondements et basettalthéorie
tout en insistant sur les points qui nous intéresiEns I'expose de notre travail propre.

Le travail original, réalise dans ce mémoire fabjet des chapitres 3 et 4. Dans le chapitre 8s no
présentons en détail la démarche a suivre pouetpdss équations couplées pour les deux composantes
du snipeurs de Dirac a (1 + 1)-dimensions aux @@ngstéquivalentes du type Schrodinger. Nous
commentons aussi, les raisons pour lesquelles tentja P T-symétrique est non seulement adéquat mais
nécessaire clans ce cas pour obtenir un spedtr®aées le chapitre 4, réserve pour quelques aifits,
nous présentons les solutions exactes de I'équdgi@irac (1 + 1) pour quatre modéles intéressianis
lesquels la particule fermionique est supposéeadsearvariable dans l'espace et interagissant ayeatentiel
non hermitien mais PT-symétrique. Dans chaqudeapectre des niveaux d'énergie est obtenu exaatem
sous forme compacte. Nous donnons aussi, la foerfierk des composantes du spineur associé et mentro
comment obtenir l'autre composante. Nous termirgangravail par une conclusion générale ou nous

discutons nos perspectives dans ce domaine.
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Chapitre 1

Approche de supersymeétrie en

meécanigue quantique

1.1 Introduction

La supersymetrie en mécanique quantique est lalteae la physique qui essaye de donner
une description commune pour toutes les interactmmdamentales dans la nature. Elle combine les
degrés de liberté des bosons et fermions dans eswiption simple et élégante en fonction de
superchamps [4]. Elle constitue donc une desariplla symétrie entre les bosons et les fermions,
en associant a chaque fermion a un "superpartégairest un boson et vice versa, qui merle a une
dégénérescence entre les spectres des fermiosems dans une théorie commune.

Ce formalisme a vu le jour avec les travauhdmlai [18] et Witten [19] sur 'unification de
la théorie de champs des le début des années (1¥&)dées fondamentales out stimule de
nouvelles approches clans d'autres branches tgdggee quantique, allant de la physique atomigue e
moléculaire a la physigue nucléaire et physiqua deatiere condensée. En mécanique quantique non
relativiste, la supersymetrie est une approche peurésolution algébrique de I'équation de
Schrédinger dans le but, de déterminer les étsteliles énergies correspondantes pour une eertain
catégorie de potentiels, dits invariants de foriEke est aussi tres efficace pour générer de
nouveaux potentiels exactement solubles a. pantibtentiel de référence donné.

L'approche de la supersymetrie en méganguantique peut étre considérée comme une
ramification de la méthode de factorisation quiifitiée par Schrodinger et développée plus tard

par Infeld et Hull [3]. Les fondements de baseett=@pproche se sont considérablement développés
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avec les travaux de Cooper [4], Junker [5] et Khetral [20]et la découverte de la notion
d'invariance ddorme par Gendeshtein [6]. Avec cette méthode, dacauvert une multitude de
nouveaux potentiels physiques qui sont analytiqnéswubles.

De fagon générale, dans I'approche de la supersyeeimécanique quantique, on procéde par la
réalisation d'une algébre supersymetrique englotest opérateurs bosoniques et fermioniques,
satisfaisant respectivement des relations de coationutet d'anticommutation. Cette algebre est
fermée sous une combinaison de relations de corionuéd anti-commutation. On peut donc voir
I'approche de supersymetrie comme une méthoderiglggbsimple et élégante, de résolution de

I'équation de Schrodinger [7].

1.2 Equation aux valeurs propres non relativistes

Considérons une particule de masse constante emement a une dimension sous l'effet
d'un potentiel hermitien et stationnaiféx).Dans le systéeme d'unités=2m =1,

I'Hamiltonien en mécanique quantique non relatvil la particule s'écrit
dZ
H = T ixZ + V(x) (11)
Supposons gue le potentidlx) satisfait aux conditions de confinement. Ainspdaticule peut

avoir des états liég, (x), dénergies quantifiéds,, qui sont les solutions de I'équation de Schrodinger

stationnaire

HY,(x) = E,¥%,(x) pour n=0,12,...... ,N, (1.2)

ou N est le nombre de ces états lies, qui peut étretinnfini selon l'allure du potenti&l(x)
. On ne tient compte que des solutions physiqless;aedire pour lesquelles les fonctions propoes s

de carré sommable, qui seront choisies normaliségi. Ainsi

J(# () Pa(x)dx = 8, (1.3)

Par ailleurs, puisqu'A une dimension les énergissipleskE,, ne sont pas dégénérées, sera
Bien commode de les classer par ordre croissasgrteque I'énergie la plus basse, correspondant

a 'état fondamental es, , celle du premier niveau excite Estet ainsi de suite :
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1.3 Construction de potentiels partenaires

Avant d'exposer les ingrédients de l'approche gdersymetrie en mécanique quantique pour résoudre
I'équation (1.2), c'est-a-dire pour obtenir I'enbtardes fonctions propre, (x) et des énergies propres
correspondantel,, montrons d'abord comment construire le potentitepaire d'un potentiel donne, appelé

potentiel de référence. Nous allons exposer iciapgoche directe, légerement différente de I'abero

standard qu'on trouve abondamment dans la littérfth
Partant du potentiel original du probléiiéx), on construit dabord le nouveau poteridg(x) qui

diare d&/ (x) par la simple soustraction de I'énergie de I'éadémentaE,. Ainsi

Vo(x) =V (x) — Eo (1.5
L'Hamiltonien correspondant qui sera dénotéhaest donne par
d2
Hy = ——+ Vo(x) (1.6)
L'éguation de Schrodinger stationnaire correspdrdsécrit
Ho?®,00 =EQ%® )  poum=0,12,....N (1.7)
avec
py© (x)=¢¥,(x) poun=012,.......,N (1.8)
et
E® =E, —E, pourn = 0,1,2, ..........,N (1.9)

Ainsi, par construction 'énergie de l'état fondatadedeH, est nulle et toutes les autres énergies propngs so
positives

E@y=0 et E®@, >0 pour n=1.2,...... ,N (1.10)
Signalons ici que le passage du potentiel origif@) an potentiel déplack,(x) n'est pas vraiment
nécessaire pour la suite du raisonnement maipelfeet de simplifier les démarches des calculeset |
expressions finales.

SoitV; (x) un autre potentiel de confinement, dont I'Hamikkontorrespondant est donné par
d2
H1 = _W-}_Vl(x) (111)
avec des valeurs propres quantifie$ et des fonctions propré&®, (x),
HYY, 0 =ED, ¥vP ) pourm=012......M (1.12)

ou M est le nombre des états propres. Les foncpmgesy¥ (1)m(x), qui sont orthogonales, sont aussi

choisies normées,
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f(lpm(x))* Y (x)dx = 6y

Le potentiell/; (x) est dit partenaire dé,(x) au sens de l'approche supersyniétrique si leslidaiens
correspondantd, et.H, satisfont la relation d'entrelacement (“intertmgiien anglais), qui s'écrit :

AoHy = Hy Ay, (1.13)
0U A, estun certain operateur linéaire. La question rexdemic aux choix de I'operateur linéatrg qui
devrait caractériser la forme du parten#iyéx).

A partir de (1.13), on voit bien qu'on peut postliéxistence d'un autre operatéutels queH, et
H; seront mis sous les formes
Hy = BA, etH, = A,B (1.14)

D'autre part, I'nerméticité dé, etH; entraine que

B*A*y=AyB et A*4B* = BA, (1.15)
De cette maniere, le probléme se réduit ainsi@vémodeux operateurs linéairdg et B satisfaisant aux
équations (1.14) et (1.15). Il peut y avoir plussezolutions différentes mais la plus simple esssoute
celle onB coincide avec son adjoint Ainsi, on a
Hy = A% A, (1.16)
et
Hy = ApA™ (1.17)
Dans ce cas}, doit étre nécessairement linéaire par rappodpgtateur de dérivatio%. Sans perte de
généralité il peut étre choisi sous la forme
Ag = ==+ Wy (x) (1.18)

dont I'adjoint est donnée par

Aty = —i+W (x)
0 I 0

ou W, (x) est appelé superpotenteil pour la raison que éetietion caractérise a la fois le potentiel
de référencd/,(x) et son partenaird/; (x). En effet la relation (1.16) entraine quig(x) est
obtenu & partir du potentiel en résolvant I'équatie Ricatti
W2o(x) = Wy (x) = Vo(x) (1.19)
Par ailleurs, la relation (1.17) montre que legyaaireV; (x) est obtenu par une relation similaire
Vi(x) = W?(x) + Wo(x) 1.20)

De ces deux équations, on voit bien qu’on peutdhi@nger les réles des potentiBlgx) etV; (x)
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Et considérer le premier comme partenaire du sedoswlffit pour cela d affecte; (x) par le

signe— . Ainsi, V5(x) et V;(x) seront simplement appelés potentiels partenaires.

1.4 Quelques relations utiles

Une relation trés importante entre la fonction peoge | état fondamental et le
superpotentiel est donnée par

_ L}J(O)n(x)
lp(o)n(x)

Wy(x) = (1.21)

Autrement dit, connaissant la fonction propre de l'état fondamental d'un potentiel
quelconque, on peut directement calculer le superpotentiel qui conduit a son
partenaire par la relation (1.21). Par ailleurs, connaissant le superpotentiel associe a un
potentiel donne, on peut obtenir la fonction propre de son état fondamental par

intégration des deux membres de (1.26). Elle sera donnée par

PO, (x) = Cyexp[— [* W(y)dy], (1.22)
ou C est une constant de normalization.

1.5 Brisure de symmetrie

Il est Bien claire que les fonctions propres correspondant aux valeurs propres permises
d'un Hamiltonien doivent étre physiquement acceptables, c'est-a-dire normalisables sur
tout l'intervalle permis au mouvement de la particule. Donc, pour pouvoir aller de 1'avant
il faut s'assurer d'abord que la fonction propre de I'état fondamental donnée par (1.22), est
bien normalisable. En général, on doit simplement regarder le comportement de cette
fonction aux bornes de l'intervalle permis au mouvement. Par exemple, la fonction doit
nécessairement s'annuler pour x — too pour les mouvement a une dimension de
l'espace. Pour un potentiel radial, defini pour r >0, on doit aussi exiger que la
fonction d'onde s'annule a l'origine et a l'infini. Ainsi, si ces conditions sont
satisfaites, la fonction propre ‘IJ(O)O(x) est alors bien normalisable et on dit que la
supersymetrie est non brisée. On procédera pour les étapes suivantes comme ce qui va

suivre dans les prochaines sections. En revanche, si les conditions précédentes ne sont
pas satisfaites, ¥(®(x) est nécessairement non normalisable. Dans ce cas on
regardera tout d'abord la fonction propre de I'état fondamental du partenaire H;, qui

sera simplement proportionnelle a l'inverse ¥ (x):

8
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qj(l)o(x) = (, exp I_ fo(}’)d}’l

1

~ T (1.23)

Si cette fonction est normalisable, alors la supersymétrie est non brisée.
Cependant, dans ce cas il faudra inverser les roles des Hamiltoniens H, et H;. On
considérera H; comme I'Hamiltonien de référence et H, comme son partenaire, et
poursuivre 1'étude comme ce qui va suivre dans les prochaines sections.

Dans le cas ou les deux fonctions ¥, (x) et ¥, (x) sont non normalisables,
on dit que la supersymmetrie est brisée. Les démarches que nous allons développées
dans les sections suivantes ne s'appliqueront pas donc systematiquement de sorte que
dans la plupart des cas le probléeme ne pourra pas étre résolu par l'approche de la
supersymmeétrie et il faudra utiliser d'autres méthodes alternatives. Il faut cependant
noter qu'il existe certains cas particuliers de supersymetrie brisée qui demeurent

traitables par l'approche supersymetrique aprés avoir éliminer la brisure par des

techniques spécifiques [4].

1.6 Relations entre les valeurs propres et fonst

propres deéd, etH;

Nous nous intéresserons dorénavant au cas ou la supersymetrie entre les

Hamiltoniens partenaires H, et H; n'est pas spontanément brisée.

La relation entre les E (1)n etE (O)n est telle que

E@© . =E®,  pourn>1, et E®;=0 (1.24)

Les relations simples entres les fonctions propres des deux partenaires sont donnée par

1
lp(l)n(x) =

AT W@, (x) pourn=0,1.2,....,M (1.25)

E@,

ou de facon equivalente

1

p@ (x) = AT W™ (x) pourn=012,.....M (1.26)

E@®,
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Ainsi, connaissant les fonctions propres de 1'un des Hamiltoniens partenaires on peut
déterminer celles de l'autre par des applications répétées de A, ou A*, selon le cas.

Enfin, la premiére conclusion qu'on peut tirer de la supersymetrie est qu'elle peut
servir comme outil élégant pour construire de nouveaux potentiels physiques et
déterminer leurs spectres et fonctions propres ii partir de celles de potentiels de référence

sont les caractéristiques dont connues d'avance.

1.7 Invariance de forme

1.7.1 Définition

Commencant par définir ce qu'on entend par “invegiade forme". Si les potentiels partenaires
supersynietrique, (x) etV; (x) définis précédemment ont une forme similaire letrsd différent que par
certains parametres, on dit deux quils sont iamts de forme. Autrement dit, si les potentiels
Vo(x; ay) etV (x; a,) satisfont a la condition

Vil aq) =Vo(x;ap) + R(ap) (1.27)
olia, est un ensemble de paramétigsest une fonctiodea,, etR (a,) est une fonction indépendante

dex , alors ils sont invariants de forme.

1.8.2 Formules géneérales

Le spectre complet des valeurs propresHdest donné par

Ey®(ap) = 0 et E,V(ay) = X", R(ay) pourn=>1 (1.28)
Et la fonction propre du nieme etat dener@®., (x; a,) pour | Hamiltonien

H,(x; ay) est donnee par
l[!(O)n(x; ao) = A" (x; ao)lIJ(O)n_l(x; al)

10
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Chapitre 2

Quelgques notions sur la PSlymetrie
en mecanigue quantique

2.1 Introduction

Il est connu en algébre que si un opératiéfini sur un espace de Hilbert, est hermities,
valeurs propres sont toutes réelles et les fosgtimpres correspondantes forment une base orthlegon
En revanche, s'il est non hermitien, il n'est @aamgi que ses valeurs propres soient réelles mais
plutét elles sont en général complexes.

En mécanique quantique, la dynamique gsi@isie physique est completement régie par son
operateur Hamiltonien. Il a toujours été admis kfdamiltonien doit étre un operateur linéaire
et hermitien (dit aussi auto-adjoint) par rappdtéspace de Hilbert. Ces deux conditions avaient
été considérées comme nécessaires pour 'Hamitobue systéeme physique afin d'obtenir une
évolution unitaire de sa fonction d'onde [21]. Hete révolution unitaire de la fonction d'onde
signifie automatiquement que le carre de son madiereeure indépendant du temps, ce qui est-
compatible avec son interprétation probabilistefdiinla condition d’hermiticité est généralisée a
toutes les observables physiques du systeme en jmas son Hamiltonien.

Depuis un peu plus d'une décennie, de rieavdEées commencent a émerger dans la littérature
et qui vont dans le sens d'une extension du dondenegalidité de la mécanique gquantique.
En 1998, Bender et al [8] proposérent pour la pregnifois une famille d'Hamiltoniens

stationnaires a une dimension

11



Chapitre 2 : Quelques notions sur la PT-symétrie en mécanique quantique

H =p? + x2(ix)® (2.1)
et montrérent que toutes ses valeurs propreséatierpou€ > 0. Pour les valeurs négatives&@jdes
calculs numériques montrent que le spectre estlerenl est évident que I'Hamiltonien (2.1), cgii s
réduit a celui d'un oscillateur harmonique dansake particulier o& = 0, n'est pas nécessairement
hermitien pour toutes les valeurs @d_es auteurs avaient attribue la réalité des valgugres
de a son invariance par rapport aux opérations lisinde de réflexion de l'espace, et du
renversement du sens du temps. Cette double ingarest alors baptisée PT-symétriePaet T
désignent respectivement les operateurs de réfleeidespace et du renversement du sens du temps.
En terme de mathématique, cette invariance signiiese transforme en lui méme par l'action du
produitPT. On écrit

(PT)*H(PT) =H
Un peu plus tard, il s'est avéré que la conditimvatiance d'un Hamiltonien non hermitien par
rapport a la réflexion de I'espace-temps n'essptisante pour la réalité de son spectre [9, 10].
En effet, les valeurs propres réelles correspondart fonctions propres qui sont elles aussi
invariantes par cette double réflexion de I'espangs, PT-symétriques. Par contre, il correspond
aux fonctions propres non PT-symétriques des \ajfgopres complexes.

Depuis cette découverte, on s'intéresselue en plus aux propriétés fondamentales des
Hamiltoniens PT-symétriques. Le but de ce chapitale donner un apercu sur le développement
de cette nouvelle théorie et de faire ressortipfexipaux résultats auxquels on est arrive dzgs |
recherches [8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16]. Nous hmiterons toutefois au cas unidimensionnel, tsnt
résultats seront utilisés dans les chapitres dsivan

2.2 Propriétés des Hamiltoniens PT-symétriques

2.2.1 Realité des valeurs propres d'un Hamiltoridn
symeétrique

La réalité des valeurs propres d'un Hamiltoniersjamétriqueest une conséquence de la non
brisure de la symétrieT, qui signifie que les fonctions proprestdasont simultanément fonctions
propres dePT. En fait, méme sH et PT commutent, on ne peut pas affirmer gu'ils possddent

mémes fonctions propres, comme c'est le cas emiggeaquantique. La raison est que le produit
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Chapitre 2 : Quelques notions sur la PT-symétrie en mécanique quantique

PT, n'est pas un operateur linéaire mais anti-linézgrgui ne garantie pas I'existence d'un enserable d
fonctions propres communes.

Ainsi, pour construire une théorie a pattis Hamiltoniens PT-symétriques, on exige de gligsla
symétrie ne soit pas brisée. Il faut noter ceperglaa cette condition n'est pas évidente carxlgtéeaucun
moyen pour affirmer a priori que poutel HamiltonienPT-symétrique, la symétrie est brisée ou non. Il
faut tout d'abord déterminer ses fonctions prgpoasen tirer une conclusion.

Avec cette condition supplémentaire, ort gémonter la réalité des valeurs propres d'un ltarign PT-
symétrique. En effet, soit dof®,(x)}, pour n=1,2,....... , l'ensemble des fonctions propres

communes &l etPT, on a

H®,(x) = E,@p(x) (2.2)
et
PT®y,(x) = A, Py (x) (2.3)
avec
[H,PT] =0 (2.9)

aveck,, etA,, les valeurs propres correspondantes, qui sorbvragomplexes.
Cependant, puisqGBT)? = 1, il résulte qugA,|? = 1 pour toutes les valeurs possibles de n. Ainsi
A, est un facteur de phase qui peut étre absorbéladnaction propre de sorte que, sans perte de

généralité, on peut prendre et écrire

PT®,(x) = @,(x) (2.5)
Par ailleurs, en appliqua®T a gauche sur les deux membres de (2.2) et tenapteale (2.5), on
obtient
H®,(x) = E* @y (x)
(2.6)
Cette derniere relation, combinée avec (2.2)ammque les valeurs propres sont réelles
E,=E*,

2.2.2 Fonctions propres et espace de Hilbert

La question qui se pose maintenant et de savoir si les Hamiltoniens possédant une
PT - symétrie non brisée peuvent décrire la dynamique de systémes physiques réels.
Autrement dit, il faut savoir si les fonctions propres de tell Hamiltoniens peuvent
engendrer des espaces de Hilbert munis de produits scalaires conduisant a des normes
positives. En plus, il faut aussi garantir que I'évolution des états propres clans le temps

demeure unitaire.

13



Chapitre 2 : Quelques notions sur la PT-symétrie en mécanique quantique

Bien entendu, ces deux exigences sont satisfaites dans la théorie quantique usuelle
avec des Hamiltoniens hermitiens. La premiére permet d'interpréter la norme dun état
comme une probabilité, qui doit étre défini positive, alors que la deuxiéme condition
garantie justement l'indépendance de cette probabilité par rapport au temps.

Les fonctions propres engendrent donc un espace vectoriel de Hilbert. Le produit
scalaire de deux fonctions quelconques Y(x) et @(x), dans le nouveau espace de

Hilbert, a été définie comme

W, @)pr = f dx[PTY ()] ()

Cc

= [, dxp*(=0)e(x) (2.7)

oucest un certain contour clans le plan complexe,régmment a un domaine contenant I'axe réel.

L'avantage de cette définition du prododlare est que, comme en mécanique quantique
ordinaire, la norme de toute fonction d'onde estquantité indépendante de sa phase globale et de
plus elle est conservée dans le temps. Cependtiatdéfinition contient un inconvénient majeur qui
réside dans le fait que les normes de certains ptapres d'HamiltonienBTsymétriques sont
négatives.

Les fonctions propres d'un Hamiltonien PT-8ique vérifient les deux relations suivantes
[8, 9, 10]

(W, ¥im) = (=1)"6pm (2.8)

et

Ln(CD" (YR (y) = 6(x = y) (2.9)

qui ressemblent aux relations d'orthonormalisadtate fermeture.

Ces deux relations présentent des desngar rapport a ce qui est admis en mécanique
guantique, usuelle. En effet, il découle que lesnes de certains état sont négatives et par
conséguent ces derniers ne peuvent pas étre édsraomme des probabilités. Par ailleurs, l'espace
engendre par les fonctions propres, qui n'est guerespace de Hilbert usuel, ne peut pas étre
considéré comme un espace complet. Dans la retatiserde Dirac, on peut écrire les relations
(2.8) et (2.9) comme

Wnlhm) = (=1)"Em (2.10)

et

Xa(=D" h/)n >< lpnl =1 (2.11)
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ou |y, > est le ket de Dirac associe a la fonction prapgéx) et < | le bra de Dirac
correspondant par rapport au produlit scalairelaiis la suite, nous appelons ces dernieres redation

pseudo relation d'orthonormalisation et pseuddioelde fermeture.

2.3 Nouvelle symétrie pour des Hamiltonid?iE-

symeétrigues

L'inconsistance des relations (2.10) et (2alhéme poussé certains auteurs a renoncer pendant
un certain temps [14, 15, 16] a l'idée de conetume théorie quantique pour ce type d'Hamiltoniens
non hermitiens. Cependant, plus tard il a été reamqe tous les Hamiltoniens PT-symétriques
dont la symétrie n'est pas brisée possedent ure umétrie cachée, engendrée par un nouveau
operateur dénot€. Autrement dit, si un Hamiltonied estPTsymétrique et si cette symétrie n’est
pas brisée il existe un operateur non triGalappelé operateur de conjugaison de charge, qui
commute avetl et PT. Ainsi,

[H,C] =0, [C,PT] =0 (2.12)
et par conséquent H commute avec le produit CPT

[H,CPT] =0 (2.13)

On montre alors que les fonctions propres communes a H et CPT sont toutes de normes
définies positives. Ainsi, une fois que l'operateur C est détermine, il sera possible donc
de construire une nouvelle théorie quantique qui satisfait a toutes les contraintes
requises. Cependant, jusqu'a présent il n'existe pas de méthodes systématiques pour
déterminer l'operateur C de maniére exacte, sauf pour certains cas simple ou
I'Hamiltonien est de dimension finie. Pour plus de détails sur cette question, je renvoie

le lecteur au mémoire de Zeghou [22].

2.3.1 Construction de l'opérateur C

Bien que lexistence de loperateur C peut étre prouvée facilement, sa
détermination explicite n'est pas une chose facile dans le cadre général. En effet, jusqu'a
présent il n'existe que des tentatives pour déterminer l'operateur C au premier ordre
par rapport a un parameétre de perturbation. Ici, nous allons suivre brievement la
recette originale de Bender pour prouver l'existence de l'operateur C. Les détails

peuvent étre suivis dans les travaux de Bender ([8, 9,'10, 11, 12]).
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Le but est alors de chercher un operateur C, représentant une nouvelle symétrie
cachée, qui doit commuter simultanément avec H et PT et telles que les nouvelles
fonctions propres communes a H et CPT ne présentent pas les anomalies citées plus
haut.

Si les |y, > sont les kets associés aux fonctions propres ¥, (x), l'operateur C doit
donc transformer en un nouveau ket ||1,bn(x) > dont la norme PT est positive. Cc

nouveau vecteur doit satisfaire a

[, 0 > = Clp, >
= D"y > (2.14)
De cette maniére, la pseudo relation d'orthonormalisation et la pseudo relation de
fermeture vont conduire aux relations d'orthonormalisation et de fermeture usuelles.

En utilisant la pseudo relation de fermeture (2.11), on peut représenter C comme

C=Xn(=D" [ >< 1yl (2.15)
qui s'écrit dans la représentation position comme

C(x:y) = anpn(x)lpn(y) (2.16)

Ainsi, cet operateur est Bien défini en fonction des état propres PT-symétriques de

I'Harniltonien, autrement dit, C est une fonction de H. En effet, en utilisant la pseudo

relation de fermeture (2.11), on peut représenter H comme

H=Yo(=D)"Ep|tp, >< 9, | (2.17)
Evidemment,
[H,C] =0 (2.18)
Par ailleurs, on vérifie facilement que
c*=1 (2.19)

Pour terminer, signalons que puisGuest une fonction del, il est un operateur spécifique qui
dépend particulierement du systeme étudie, cagnaint, aux operateurset T. Cette contrainte
conduit a conclure que méme si l'operateur C rdsmamalie de la non positivité de la norme, la
théorie quantique qu'il peut engendrer ne peuglatmle mais spécifique pour chaque Hamiltonien
PT-symétriqgue. A notre avis, ceci est du au faie da relation (2.14) ne peut en fait étre

considérée comme une définition compléte d'un t@argui représente une réelle symétrie.
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Chapitre 3

Résolution de I'’équation de Dirac
stationnaire a une dimension avec masse
dépendante de I'espace de la position, en
présence d’'un potentiel PT-symétrique

3.1 Rappels sur I'equation de Dirac stationnaire

L’équation pour une particule fermionque relatigist été historiquement introduite par
Dirac en 1928 pour une particule dotée d’'un spiertfnouvement dans un espace a (3+1)-
dimensions. L'idée de Dirac était d’écrire une éguagénérale ayant une forme semblable a
I'équation de Schrodinger mais dont I'Hamiltoniesitdenir en compte I'existence du spin.
La contrainte principale imposée par Dirac est ga®s le cas d'une particule libre,
'équation doit étre compatible avec I'expressian l@&nergie E d’'une particule relativiste,
donnée par

pic? + m?c* = E? (3.1)
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ou c est la vitesse de la lumiere, m représentadase de la particule au repospeson
impulsion. Dirac montra alors que dans le cas atafire dans un espace a (n+1)-
dimensions cette équation doit prendre la forme

(ca.p + pPmc>)¥(r) = E¥ (1) (3.2)

ou ¥ (r) est une matrice colonne de rang N, appelée snieur

a = (ay, a,,a3) sont (n+1) matrices NxN hermitiennes. Pour satesfdéa contrainte de

I'énergie (3.1) on montre que les matrices préctedesont toutes de carré égal a la matrice

unité

a?; =p*=1 pour i=1.2,.....,n (3.3)
Et qu’elles doivent satisfaire les relations d’aathutations suivante

a;ff+Pa; =0 pour i=12,.....,n (3.4)
et

a;a; + aja; =0, pour [ #j (3.5)

Pour satisfaire aux contraintes (3.3), (3.4) €)(3n montre que le rang N des matriegs

et est un nombre qui dépend de la dimension n dedoes A trois dimensions ces matrices
sont de rang supérieur ou égal a 4. Ainsi, desicesat¥x4 son compatibles avec un spin ¥z et
peuvent étre représentée de différentes maniéaeefdrésentation standard de Dirac utilise

les matrices de Pauli pour construire des matficas= (a4, a,, a3) comme

I 0 0 o .
,8=(0 _1) et ai:(ai 0‘) pour i=x,y,z (3.6)

ou | est la matrices 2x2, les sont les matrices bien connues de Pauli,
/1 0 /0 1 (0 —i /1 0
1_(0 —1)"7’“_(1 o)'ay_(i 0),02—(0 —1)

Pour les dimensions inferieures de I'espacestea-dire a deux dimensions et a une
dimension, on a seulement besoin de deux matticasdeux dimensions et une matrice
une dimension. Il se trouve que, dans ce casplasaintes
(3.3), (3.4) et (3.5) peuvent étre satisfaiteslparmatrices de Pauli. A deux dimensions, on
aura besoin seulement de deux d entre elles. Cdesrimis matrices de Pauli sont unitaires
et forment une base compléete avec la matrice upditér les matrices 2x2, elles se
transforment entre elles par de transformationsaines. Par conséquent, n'importe quel
choix de ces matrices, a (2+1)-dimensions et a)tlirfiensions conduit a la méme solution

pour I'énergie dans liquation aux valeurs propré)( Autrement dit, le passage d une
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représentation a une autre est équivalente a daieetransformation unitaire sur le snipeur,

qui laisse invariant le spectre énergétique.

3.2 Equation de Dirac a (1+1)-dimensions a masse

variable, en présence d un potentiel PT-symétrique

De facon générale, liquation de Dirac stationnpger une particule en interaction avec

un potentiel indépendant du temps est donnée par
(ca.p + Bpmc?> + V(r))¥(r) = E¥ (1) (3.8)
Ou V® est I'énergie potentiel correspondante adiiaction. Cette équation demeure valide
guelles que soient les natures des fonctions V@& éa masse.
Les solutions physiques qu’on doit considérées seligs qui sont normalisables. Autrement
dit, pour un potentiel hermitien, on doit exigerequ
Jar?r P () = [dr GV (MP() =1 (3.9)

ou I'intégration est étendue a tout le domaine duvement permis par le potentiel
d’interaction. Il est donc nécessaire d’'imposer tmenorme de chaque composante soit
normée. Le snipeur est représente par une matolomree a quatre composantes a (3+1)-
dimensions et a deux composante a (2+1) et a (dwignsions. Ainsi, I'équation (3.8) est en
fait équivalentes a quatre équations couplées @mipr ordre, selon la dimension de
'espace, qui sont souvent difficiles voir impodsila résoudre de maniere exacte. A trois
dimensions, le nombre de problémes exactement Issluést tres réduit et concerne
spécialement certains potentiels a symétrie spi€rigomme le potentiel coulombien. La
difficulté de résolution de cette équation est adraiblement réduite pour les problemes a
une dimensions de I'espace ou a deux dimensiortssyveétrie radial.

Depuis I'émergence de la nouvelle théorientjgae PT-symétrique, un grand intérét a
été donne a la résolution de cette équation a {dii¢nsions pour les potentiels PT-
symétriques avec des particules de masse constavariable dans I'espace. Dans le cas de
masse constante, il existe un nombre non négligedél problemes qui ont été résolus
exactement. Cependant, en admettant que la masgariable dans I'espace et en faisant un
choix judicieux pour cette variation, on peut augtee dune maniére considérable le nombre
de problémes exactement solubles.

Nous allons présenter, dans ce qui suitldmarche a suivre dans le cas de (1+1)-

dimensions afin de transformer les deux équatianprdmier ordre couplées, relatives aux
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composantes du snipeur en équations indépendanteégpd Schrodinger. Pour ce faire,
choisissons | axe z comme axe du mouvement detiaya et considérons le cas général ou
la masse de la particule est une fonction de lesp8ans perte de généralité, prenons le

choix particulier suivant pour les matriceset

a,=a=(y °) B=0a=0 ) (3.10)

L’équation (3.8) s’écrit comme

[or: (o )+ (o Dm@ vy DIED)=2(, DG e

OUE est I'énergie dela particuley(z) sa massey, est I'operateur impulsion.
Du fait que la matricer, nets pas diagonale, I'équation (3.11) se scinddearx équations

couplées du premier ordre pour les composap(es et¢(z), données par

heS22 4 (E - V(2)¢(2) - m(2)c*p(z) = 0 (3.12)

et

ihe 2 + (B - V(2)p(2) — m(2)c?p(2) = 0 (3.13)
Il faut donc résoudre ces deux équations pour déterminer les énergies possibles et les
snipeurs correspondants. Commencant tout d’abord par I'élimination de la composante
¢(z) dans I'équation (3.13). Pour ce faire, dérivons par exemple I'équation (3.13) par
rapport a la variable z. Apres un réarrangement des termes, on obtient une équation du

second ordre par rapport a Y (z) et du premier ordre par rapport a ¢(z), donnée par
ihe LD 1 i(E - v(2) %2 1 YDy 7) — 120D 4() — ictm() L2 = 0 (3.14)

Pour éliminer maintenant la composante ¢(z) et sa dérivée ¢'(z) de I'équation (3.14), on
utilise de nouveau les équations couplées (3.12) et (3.13) qu’on peut réécrire pour

I’occasion de manieres équivalentes comme

o = e 20 4 619
et
LD = X @2 — = (E - V(@)p(2) (3.16)

En se servant de (3.150 et (3.16), on obtient une équation différentielle du seconde ordre

pour la composante Y (z) toute seule, qui s’écrit
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2 ! ! 3 ! _ 2_ 40,2
_ @ | m'(2) dp() [_iv @ _1m@ ) - EV@Rocim (Z>]zp(z) 0 (3.17)

dz? m(z) dz hc he m(z) h2c2

Cette équation est du type Sturn-Liouville dont desfficients sont des fonctions variables
dans I'espace et pourraient, selon le potentielngre des valeurs complexes. Cependant, on
ne s’intéresse qu'aux solutions physiques normaksaet correspondant a des énergies
réelles. Pour ce faire, le potentiel V(z) et la s@am(z) doivent étre judicieusement choisis.
Pour mieux voir les différentes possibilités duighde ces parameétres, il conviendra mieux
de transformer I'équation (3.17) en une équationype Schrodinger. L’astuce, qui est bien
connue, consiste a faire une transformation sifwriationy(z) de sorte a éliminer le terme

du premier ordre dans I'équation (3.17). Cettedf@mation doit avoir la forme suivante
Y(z) = ym(2)e(z) (3.18)
En insérant I'expression (3.18) dans liquation 73.lon obtient une équation du type

Schrédinger pour la nouvelle fonctigr(z), sous la forme

20 (z 2
— 2D 4 Ve @D = () 0(2) (3.19)

OuV,rr(z) est appelé potentiel effectif, et est donne par

Rt ctm?(2)-V2(2)+2EV(z) i m'(x) i m'(2) B _
Vers(2) — V(@) + ez G~ ame E V@)
/ 2 2
1mi@z  3(m @)\ _ 479 _
2 m(z) + 4 (m(z)) dz? +Vp(2)p(2) = 0 (3.20)

Il faut bien préciser ici que I'appellation de (B3)1équation du type Schrddinger veut dire
simplement quelle a juste la forme dune équatiorSderddinger. Il y a cependant une
différencie taille car le potentiel effectif (3.20¢pend explicitement de I'énergie qu’on veut
calculer. Nous avons écris I'équation (3.19) saitedforme, juste pour la conformité avec la
littérature.

A notre avis, I'écriture adéquate de liquation €3.doit étre sous la forme

_d*e(2)

— T Ve(2)e(2) =0 (3.21)
avec
i 4.2 _ E—V 2 . ] 1 "
Ve(2) = —év’(z) PaLEC hz(cz () —éz((zz)) (E-V(2) - EZ(S
3 /m'(2)\
* Z<m(z)> (3.22)

21



Chapitre 3

L’équation (3.21) est maintenant une équation derd@inger pour une particule d’énergie
nulle placée dans le potentigl(z). Le probléme est alors équivalent a considéreornse
parametre et résoudre I'équation de Schrodingezligsu

_ d*9(2)
dz?

+Ve(2)p(2) = €9(2) (3.23)

Pour le potentieV;(z) pour obtenir toutes les énergies possibles cononetibn deE,
e = f(E) et ensuite résoudre I'’équation
e=f(E)=0 (3.24)

Dans I'espace des réels, pour déterminer le speatpeobleme original.
Pour plus de commodité, introduisons la nouveltefion V' (z), qu’on appellera potentiel de

référence, relie au potentié(z) et a la massei(z) par la relation suivante

V(z) = hc (i@+ V(z)) (3.25)

2 m(z)

En insérant (3.25) dans (3.20), le potentiel effedans (3.20) s’écrira sous la forme

simplifiée suivante

cm(z)

)2 —72(2) + 2 %V(z) —iV'(2) (3.26)

Verr(2) = (

et le potentiel/; (z) prendra la forme

Ve (2) = (C";fz))z -(£- 17(z))2 —iV'(2) (3.27)
Puisqu’on s’intéresse seulement aux valeurs réeled’énergie E, alors la nature des
potentiellesV,;(z) et Vg(z) dépend du potentiel de référent¢z).Si V(z) est une
constante reelle, (en particulier nuf).+(z) et Vg(z) sont hermitiens et par conséquent les
valeurs propres de (3.23) sont réelles. Le spectre original serand donc par les solutions
réelles de (3.24) si elles existent.
SiV(z) est hermitien, alorB, ;¢ (z) et V(z) sont forcement complexes et par conséquent les
valeurs propres complexes, de sorte que le spectre original s&termiine par | intersection
des solutions des deux équations

Ref(E)=0 et Imf(E)=0 (3.28)
Chacune de ces deux équations est une équatiatdradante tres compliquée et il sera tres
difficile, voir méme impossible, d’espérer obtetids solutions acceptables.

Pour que V,¢¢(z) et Vg(z) soient hermitiens, il faut donc choisir impérativarh V(2)

comme une fonctioRT-symétrique ou une constante réelle. Autremeneditenant compte
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de la relation (3.25), il faut que le potentielgimal V (z) soit lui-mémePT-symétrique. Pour
cette raison, on trouve dans la littérature unigerendes propositions de modéle avde)
une fonctionPT-symétrigue mais, a notre connaissance, le raisoene qu’'on vient de

présenter ici n’a jamais été discute avant.
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Chapitre 4

Etude de quelgues modeles de potentiels
PT-symétriques avec masses dépendantes

de I'espace a (1 + 1)- dimensions

4.1 Introduction

L’objectif de ce travail est la construction destpue modéle d’équations de Dirac a
(1+1)-dimensions, exactement solubles, dont laiquéet est soumise a un potentiel-
symétrigue et sa masse est une fonction de I'esf@m®me nous l'avons montré dans le
chapitre précédent, il est toujours possible devieo une masser(z) qui, combinée avec le
potentiel PT-symétrique/(z), conduit a une potentiel effectif exactement skaub

Cependant, méme s'il nexiste, a priori, aucunetreamte sur le potentiel, la masse doit

24



Chapitre 4 : Etudes de quelques modeles de potentiels PT-symétriques

satisfaire certaines contraintes physiques. Eniteepelle doit étre nécessairement toujours
positive. Cette contrainte a elle seule nous obdigixer la forme de la masse(z) au
préalable et choisir le potentiel PT-symétrigig) qui convient pour obtenir une solution
exacte du probleme. On trouve dans la littératlusigurs travaux récents dans ce sens avec
des choix varies de la masse et du potentiel. iFaura, dans tous les modeles proposés dans
la littérature, on trouve que le potentiel et lasg@sont indépendants de sorte qu’on ne peut
en déduire des cas patrticuliers intéressants. e tes fonctions proposées pour la masse
m(z) dépendent d’'un seul parametre libre et ne se sédupas aux cas particuliers de la
masse constante pour n’ importe quel choix de canpeire. Nous allons proposer quatre
nouveaux modeles qui different de ceux de la &ttée par le fait que nos fonctions
m(z) dépendent de plus d'un paramétre et se réduisaneanasse constante dans un cas
limite. Ainsi, nous pouvons obtenir comme cas paligrs les résultats concernant chaque
potentiel dans le cas dune masse constante.

Pour la résolution de l'équation du type Schrddingsous allons utiliser I'approche
analytique ainsi que I'approche de la super symén mécanique quantique pour résoudre
partiellement le probleme aux valeurs propres.

4.2 Modele avec masse bornée et potentiel decrafer

constant

Considérons une particule fermionique dont la masseune fonction de I'espace et deux

parametres libres selon la loi

— —A? 2
m(z) = cosh2az tH (4.1)
Soumise a un pseudo-potentiel réel et constant
V(z) =8 (4.2)
ou a, u, A et B sont des parametres réels. Pour que la masagsdibnction toujours
positive, on doit on doit supposer que
|[>]2] (4.3)

Pourd = 0, la masse est une constante| izui représente aussi la valeur limite lorsque
z = to. Donc, dans la limitéd = 0, les résultats que nous allons obtenir devromtaidér
avec celles du méme probléme avec masse constante.

Cherchons maintenant la forme du poteritigt). Insérons les expressionsdé€z) et de
V(z) données par (4.1) et (4.2) dans (3.25), V(z) ptaridrme
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12
V(Z) _ hC[ iA“atanha z

2(u2cosh?az—22)

+ 5| (4.4)

Qui est bien non hermitien mat§’-symétrique ; i.el'*(—z) = V(2).
De méme, on tire I'expression du potentg(z) sous la forme

Ve(z) = 21 + (%)2 B (E_ )2 45)

h2 cosh?az hc

Qui est, a une constante additive prées, le potadgi®oshl-Teller a une dimension, bien
connu et largement étudie dans la littérature.
L’équation de Schrédinger (3.23) pour une énergiter = 0, s’écrit alors

_d*e(x) 8

it wmia P@) = Ee(@) (4.6)
avec
E=(2-p) - (%) (4.7)
et
=5 (48)

On est donc amene a déterminer le spectre duneypamuantique non relativiste de masse
constante (égale a %), placée dans le potentiel

U(z) = ——

cosh?az

(4.9)

Défini sur tout 'axe réel, z € |—oo,+oo[.

Bien que les solutions de ce probléme, c’est- & dk I'équation (4.6), sont présentées dans
différents travaux dans la littérature, en utilisias différentes techniques mentionnées dans
introduction, il convient ici de présenter la teichue de I'équation hypergéométrique pour
donner un cache pédagogique a ce mémoire. Noussallmus intéresser seulement au spectre
discret, qui, d’apres la forme du potentiel, est®ment négatif. Ainsi, en imposant au
paramétref la contrainte E < 0, on réduit les solutions acceptables pour les énergies du
probléme original par la contrainte
2 2

(=) (32 <o 10
La technique de I'équation hypergéométrique coasidaire une transformation ponctuelle
adéquate sur la variable de I'espace et une tranaf@mn similaire sur la fonction propre,
pour ramener I'équation (4.6) & une équation de tggpergéométrique. Considérons donc la
nouvelle variabl€, reliée & par

E=tanhuze |-1,1] (4.11)
Et posons
@(z) = 9(§) (4.12)
Apres quelque calculs algébriques, on obtient Edign différentielle dep (&) sous la forme
(1) TR 2620 4 [ L4+ 2] 3(5) = 0 (4.13)
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Afin de simplifier les expressions des formules goas allons obtenir, posons aussi

g =YL (4.14)

a

et

2

% =s(s+1) (4.15)

De sorte que (4.13) se mette sous la forme

d%[( —&2) dfp(é’)] [

e =0 (4.16)

Qui est I'équation différentielle dont les solutsosons les fonctions de Legendre
géneéralisées. Elle peut étre ramenée a la formdgdergéomeétrique en faisant tout d’abord

la substitution

5O = (1 - E2x(®) (4.17)
Qui conduit a I'équation suivante pour la nouvédection y(¢)
1-) D 25+ DEL - (- 9)(e+s+ Dy =0  (418)

En passant maintenant de la variapkela nouvelle variable
=319l
Et en posant
x(&) = x(m
On obtient I'équation différentielle satisfaite pein) sous la forme
n(n — 1) LX2 ZL+ e+ DA -2 L8 = (e = 5)(e+5+ D) = 0 (4.19)

Cette derniere équation est du type hypergéométdgut la solution, finie pour = 0 (c’est
a dire poug = 1, ou bien z =0) est une fonction géométrique donnée par

X)) =F(e—s,e+s+1,e+1,1n) (4.20)
En rechangeant de nouveau les variables, on obtient

3

)((g‘)—F(e—s<€+s+1£+11 (4.21)

Et

1-tanha z

¢(2) = (1 - tanh?az)s F(e — 5,6 + 5 + 1, + 1,200 (4.22)
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1-tanha z

Lorsquez = —oo0, on a———— 1 eto(z) diverge a moins que— s oue + s+ 1 ne

coincide avec un entier négatif. Si on choisieolatfon positive pur la valeur de s, c’est- a-

dire

s = %(—1 + 1+ @)2> (4.23)

La bonne contrainte serait de la forme
e —s=-—-navece >0 (4.24)

Dans ce cas la fonction hypergéométrique F esblynpme de degré n, qui converge vers
une valeur finie lorsque = —o, de sorte que(z) prend une valeur nulle dans cette limite.
La contrainte (4.24) donne les valeurs possibles [gparamétré sous la forme

E,=—a?(—n+s)? pour n < npgy

Ainsi nprend toutes les valeurs entieres entrer),gt ou ce dernier est obtenu a partir de

la contrainte de positivité du paramétr#é vient donc que
1 2c1\ 2
0Sn<5<—1+ 1+(£) >=nmax (4.25)

Pourd # 0, on voit qu'au moins la valeur = 0 est possible, et que le nombre de valeurs
possibles poun augmente avec la croissance |[d¢ , qui ne doit pas dépasser la valeufde
bien sur. Dans le cas particulier di= 0, correspondant a une particule de masse constante
égale du| , on voit que la contrainte (4.25) n'est plugsfaite et par conséquent il n’existe
aucune solution possible. Ceci veut dire que dansas la particule n’a aucun état d’énergie
négative, ce qui est logique puisqu’elle est libre.

Conformément a la relation (4.7), on obtiestniveaux d’énergie du probléme original

par I'expression suivante :

el |(2) - (&) (-2 + 1+ (_))H (426)

Le nombre des énergies possibles sera obtenu antteompte des contraintes (4.10) et
(4.25). Signalons que la contrainte (4.25) esfisarite pour assurer la positivité du radical

dans I'expression dg, et par conséquent la réalité de cette derniére.
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4.3 Modele avec masse bornée et potentiel decrafér

fonction hyperboliquBT-symétrique

Pour le deuxieme modéle, nous considérons la méassam(z) que celle du premier

modeéle mais avec un nouveau potentiel de réfénéaeke tels que :

—22
cosh?az

m(z) = + u?

et
V(z) = intanhaz + S (4.27)

Ainsi, si on remplacey par la valeur 0 on recouvre le premier modéle desitvaleurs des
energies ainsi que les fonctions propres qui learsespondent ont été déja déterminées. On
doit donc obtenir le méme spectre des énergiescglieé du premier modeéle lorsqu’on
remplace, a la fin des calculgpar la valeur 0. Ici, les parameétres 8,1, A et u sont réels
quelu| > || eta > 0.

Les expressions des potentiBlg) etV (z)sont données par :

aA?

V(z) = ihctanhaz [m

+n| + hep (4.28)

et

(2)

2 2
o=@ o)) @ e o

h

Et qui sont tous les delXT-symétrique. Dans le cas op= 0, ces expressions se réduisent a
celle du premier modele.
L’équation de Schrédinger (3.23), pauarbitraire, prend la forme :

_d*e(2)
dz?

— C +2in(%—ﬁ)tanhaz—§

+ p(z) =ep(z)  (4.30)

avec

F=(Ep) - [@) ] (o3

Pour la résolution de I'équation (4.30), nous alaotiliser le formalisme de la supersymetrie
en mécanique quantique que nous avons décrit dastsapitre 1 que nous allons adapter ici
au cas d’un potentiéT-symétrique.
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L’application de ce formalisme, qui pourrait senmhledigeste, est en fait tres simple. La
premiere étape consiste a déterminer un superpatéfr) tel que

() e

cosh?az

W2(z) —W'(z) = — + 2in (% — B) tanhaz — E — g, (4.32)
ou ¢, est a priori I'energie de I'etat fondamental dugmiel V; (2).
On cherchdV (z) sous la forme

W(z) = A+ Btanhaz (4.33)
Par identification, on obtient les relations era® paramétres dé;(z) et les inconnu#\ et

B, sous les formes

g+ E = —(A%? + B?) (4.34)
2 2
B*+aB = (%) +1?% —an (8)3
et
24B = 2in (= - ) (4.36)

En résolvant I'’équation (4.35) par rapport a I'inoaeB, on tire :

p=g(re e () + (- 2) 437

ou la solution négative est écartée cat la fonctilonde qui en découle ne sera pas

normalisable.

En insérant cette expression dans (4.36), on dbtexpression ded, sous la forme

A= (aF) (4.38)

(-1 1)+ ()" 2)

On obtient I'énergie de I'état fondamental a patérla relation (4.34). Elle sera donnée par
g = —E — (A? + B?) (4.39)

En admettant qu’a, correspond I'énergi&, pour le systeme original, cette derniere est
obtenue en remplacarit parE, dans (4.39) et en résolvant 'équation pgue 0.
Conformément aux relations (4.31), (4.34), (4.84)38) et (4.39), on obtient I'énergig

sous la forme
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8 n=(§)" (e (2) s

(
E():hc<ﬁ+[ T
| F

\ (4.40)

1 @z<_1+ j(-ﬂ)(—)—)‘ J

On doit ajouter a cette expression toutes les aonés nécessaires pour assurer la positivité

\

des expressions sous le signe du radical. On ¢lt@1T deux valeurs symétriques par
rapport ahcB. Pour le cas particuligt = 0, on aura deux valeurs symétriques par rapport a
0.

Avant daller de lavant dans la déterminaties énergies des états excites, constatons
que I'expression dg&, (4.40) coincide pouf = 0, avec celle qu’on obtient dans le modéle
précédent. A savoir,

Ey=he|f + l(%)z - (g)2 (—1 + m )ﬂ (4.41)

La fonction propre ¢,(z) qui correspond a I'état fondamental du potentiel Vg (z)

s’obtient par la formule usuelle discutée dans le chapitre 1. Elle est donc donnée par

@o(z) = Nexp (—f W(z)dz)

E=E0

= Nexp(—Az)exp (—B f tanh az dz)

E=E0

= Nexp(—Az)exp (— a In cosh az)
a E=E,

B
= N(cosh az) ae=4? (4.42)

E=E0

En reportant les expression de A et B données4par) et (4.38), pout = E,, dans

(4.42), on obtient I'expression la fonction propeel’état fondamentap,(z) sous la forme

in(iz-#)
¢o(z) = N(coshaz) 2 exp| — he z (4.43)
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ou N est une constant de normalisation. Elle doét énoisie réelle de telle sorte a assurer que
@o(z) est PT-symétrique.

Signalons que du fait qéig prend deux valeurs distinctes, on obtient augsk de
fonctions différentes mais toutes les deux norrables.

La fonction d’'onde,(z) satisfait bien les conditions aux limites ; i.e.

@o(z) » 0 quand z +. en effet, comme B et sont des constantes positives et A est un
nombre imaginaire pure, alors le terme assuracth&ergence de,(z), (cosh az)_g =
%(e“z +e7%) > 0.

On est donc assure que la fonction donde de letat fondamental est normalisable

dans le sens de la PT — symetrie.

L’ensemble du spectre est tout aussi fa@l@ndéduit de la condition d’invariance de

forme des partenaires qui s’écrivent, en tenantteatas relations (4.35) et (4.36), comme

- —nz(%—ﬁ)z , (B*+aB) | . (E
Ve (2) =——ps B ————"+ 120y (%—ﬁ) tanh az (4.44)
et
2
V" (2) = _nz(;# + B? — % + 2in (% — ,6’) tanh az
Ces potentiels partenaires satisfont a la condition d’invariance de forme
Ve (z,a0) = Vg~ (2) + R(ay) (4.45)
avec
ay,=B,a; =f(ay) =ay,—«a (4.46)
et

R(a;) = [— —

+ a?, (4.47)

a21

2
_ [_nz@—ﬁ) an

On en déduit I'expression des énergies des états excites de V;(z)

i R(ay)
k=1

5(_)n
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2(E _ z 2(E _ 2
_l_[_“ (ZCZ )+a21 _[_Tl (2621) _l_azz}
o T

2 z 2(E z

__ﬁ —_
| |- |

2 2
RREGE) 2 n*(52-8) 2
Avecn =0,1,2,....., Nmax
Etona en =, + &
T]z(E_n_ )2 -
= R+ (B-an)? - E (449)

En admettant qu'a,, correspond la valeuf,, comme énergie du probleme original, cette
derniére est obtenue en résolvant (4.49) pput 0 apres avoir remplade parE,. Il en
découle alors

2
)

"B + (B — an)?

qui donne, en tenant compte de (4.31) et (4.37) I'expression de I'énergie E,, sous la

forme

( 5)
2
ca)? z_zz(_ 2c1)? 2_,,2_4_,,>
+n aA+2n)+ 1+ ) % =
b= ne | TR )L
2
& (-vame [0 2-2)
\ - J

Le nombre des énergies acceptables est détermine en imposant la réalité de I'expression

(4.50). Pournn = 0, on obtient
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@) - (-avans Jo )|

Qui coincide avec le résultat obtenu dans la section précédente, donne par la relation (4.26).

1
2

Enln:O =hc{B £

Si on considére le méme probléme avec une masse constante, on a juste a remplacer 4

par 0 dans I'expression (4.50). Ainsi on obtient

[ B
2
() 4 -(§) (-avans 1+ () -2)
Enll:o =hc{f + ) T]Z >
- 2
B (raven Gy -2) |
\ |

Ce résultat coincide avec celui de Jia et al.

Ainsi, nous vérifions sur ce modele le résultat obtenu du premier modeéle.

4.4 Modele avec masse non bornée et potentiel de

reférence fonction linéaire PT-symeétrique

Nous considérons dans ce modéle les formes sew@our la fonction de la massgz)

m(z) = \JA%z% + u? (4.51)

Et nous choisissons le potentiel de référence comme une fonction linéaire avec un
coefficient imaginaire pur

V(z) =ifz (4.52)
avec U, A et B des parametres non nuls.

Le potentielV (z) correspondant s’écrit

V(2) = ihc (s + B2) (4.53)

A272 42
qui est bien PT-symétrique

En admettant que 4 et § ne s annulent pas simultanément, on peut metgreténtielV; (z)

sous la forme suivante
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) 2(Ac\? .
Ve(2) = (ﬂz * (%)2> 2t hc(ﬁzlffﬂ)z)z - (hc)f(ﬁ(::‘)(%)z) ’ (#)2 i 4

Ce potentiel, qui est PT-symétrique, coincide, @eonstante additive prés, avec celui d un

oscillateur harmonique dans le plan complexe. ESsauat a la nouvelle variable y, définie par

y=2z+ ﬁ—E (4.55)

ne(s2+(5))
et posant
v(z) = o(y)

L’équation de Schrodinger pour ¢(z) se transforme en une équation similaire pour la

nouvelle fonction @(y), qui s’écrit comme
a2 _
L2004 (52 + (2))v200) - F = ep ) (4:56)

avec

~|g (%)2] +% (4.57)

I'équation (4.56), de par sa forme, coincide diégation du type Schrédinger pour un
oscillateur harmonique a une dimension, nous akb@miquer I'approche de la supersymétrie
en mécanique quantique pur résoudre le problemealanrs propres, en mécanique
guantique pour résoudre le probléme aux valeunsreso Nous écrivons I'état fondamental

@, (y), d’énergieg,, sous la forme :
Po() = exp(— [ W(y)dy) 4.58)
ou W(z) est le superpotentiel.

Insérant (4.58) dans I'équation (4.56), on obtient

w2() - w'@ = (52 + (£) )y - B -z, (4:59)

L’équation (4.59), du type Riccati, peut étre résatn posant

W(y) = Ay (4.60)
ou A est positif pour assurer la convergence de la immgiropre ¢, (y).
en reportant (4.60) dans (4.59) et identifianttiéemes de méme puissances, on obtient
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A= |2+ (%)2 G4)
et
E+e=A4A (4)62

En termes de suerpotenti®(y), donnée par (4.60), on peut construire les paksnti

partenaires supersymétriques de la fagon suivante :

Ve () =W2(y) —W'(y) = A%’y* — A 8)
et

Vet () =W?(y) + W'(y) = A%y* + A (4)6
posanta, = A, il vient que.a; =f (ay) = a,, et on peut facilement vérifier que ces deux

potentiels partenaird; (y) etVg (y) sont liés par la relation suivante :
Ve v, a0) = Vg~ (y,a1) + R(ay)

(e () T 2

ce qui donne
R(a,) = 2a, (4.66)

on voit bien que les deux potentiels partenditegy) etV; (y) satisfont a la condition
d’invariance de forme.
Pour le potentie¥ (), on utilise I'approche de I'invariance de formeaupdéterminer le

spectre des énergies, que est donné par :

ey =0 (4.67)
et
n
£Op = > R(ay)
k=1
= 2na,
= 2nA
2
= 2n |2 + (%) (4.68)
de sore que

&p = e(_)n + &
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=A+2nA—E

=2n+1A-E

=@2n+1) /,82 + (%)2 —F (4.69)

En imposant ae,, de s’annuler poug = E, et en utilisant la relation (4.57), on obtient

B [(%)2 + ﬁ] * (hc)j(sz}:-)(AC) ) =G+ J'Bz + (%)2 (4.70)

qui se simplifie pour donner I'expression &gsous la forme

E, = i(FLC)—[(Zn +1) /ﬁz +(% ) + (%‘)2 + ,8] (4.71)

a condition qué. est un parametre non nul. Pour le cas particalie=0, qui correspond a
une masse constante, il n’existe pas de solutionslfgquation (4.70) et par conséquent, le
spectre discret est absent dans le probleme okigina

Pour déterminer les fonctions propres, écrivorguation de Schrodinger sous la forme

290 4 (524 (X)) y250) = n + 1 B2+ (£) 50 (4.72)

ou I'on a exploité la relation (4.69).
En passant a la nouvelle variable :

1/4

A’ 2
u = (,82 + (76) ) y (4.73)
et en posant
_12
¢(y)=e z H(y) (4.74)
on obtient I'équation pout (z) sous la forme
2 Hw) — 22 Hw) + 2nH@W) = 0 4.75
——Hu z—H(u nH(u) = (4.75)
qui est celle des polynbmes d’Hermite.

Les solutions de I'équation (4.72) correspondameatiers sont alors données par

Pn(y) = e 7 Hy (W) (4)76

Oou encore
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1

1( oo A\ 2\ /2 ) 2 1/
o) = e ) ) m(p2+ () "y (4.77)

Ainsi donc, on a la fonction d’onde correspondalat premiére composante du spineur sous

la forme

™

(o4

iBE,
L (4.78)
hc(32+(7) )))

Apres avoir substitue I'expression ge(z) dans la formule donnag, (z)

) )(B—) 2
n(2) = 2222 + pe re( () Hy ((ﬁz + (%) )

b (2) = —1_ @ +((En—V(z)>)¢n(Z) (4.79)

cm(z) dz c2m(z)

et utilisé les propriétés des fonctions d’Hermite trouve

¢Pn(2) =

i 12z (En—v(2)) Ac\2 2 iBEy
C\/%-I-uz [/1222+u2 + = ch - (ﬁz + (7) ) <Z +hc(TE(E)Z))] Yn(2) +

h

2n (52 + (%)2)_ b1 (2) (4.80)

4.5 modele avec masse non bornée et potentiel de
référence fonction réelle quadratique

Dans ce modele, nous choisissions la fonction dealsse sous la forme

m(z) = \/ﬂzz‘L + 1222 + 2 (4.81)
et le potentiel de référence comme une fonctiompimue

V(z) = %22 (4.82)

ou B est un parametre réel.

On obtient alors pour les potenti#l§z) etV (z) les expressions suivantes :
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V(Z) — he ( iz(222+12) + &ZZ) (483)

2(B2z4+22224u?)? h

_wreaEp(  incp \P L [(we\? (@B _ (E)?
VE(Z) - 72 (Z (c)l)2+25/3) + [( h) + (cV)2+2EpR (FLC) (4'84)

qui sont des fonctions PT symétriques.
Avec le changement de variable

ihcp

y=z- (cD)2+2EB (4.85)

le potentielV;(z) prend la forme
Ve(z) = L2 2y (E)2 + B (E)2 (4.86)
EAS ™ Y h (cA)2+2EB  \hc '

Apres quoi, I'équation de Schrédinger devient

AR 16%) n (cA)*+2Ep

e = Vo) —E = ep(y) (4.87)

= (BN [(ee\? (cB)?

k= (ﬁ) [(7) MNCOEETT (4.88)
Pour pouvoir identifier I'équation (4.87) avecleal’'un oscillateur harmonique comme
c’était le cas dans le troisieme modéle, il faypaser la condition

(cD)?+2EB >0 (4.89)

Ceci donne ainsi une condition tres sévere powgrobles énergies du probléme original.

En se limitant donc aux énergies conditionnéeg480), les équations (4.87) et (4.88)
deviennent semblables aux équations (4.56) ettt seulement un changement adéquat
précédent et faire les correspondances néceseairedes parametres. On obtient le spectre

a partir de I'égalité
E?pn % p? ]_ [ w2
(he)? [( h) + (cA)2+zEnﬁ] =(2n+1 (cA)2+2Epf (4.90)

qui est une équation transcendante assez compliqo@ela solution peut étre obtenue

numeriguement.
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Chapitre 5

Conclusion

Ce mémoire fait partie d'une vole de redte concernant des sujets d'actualité qui a pour
but d'apporter une contribution a I'étude des peterPT-symeétriques dans le cadre de I'équation de
Dirac a (1 + 1)-dimensions avec une masse dépendariespace.

Nousappelons, clans le premier chapitre, I'essergigl rdsultats généraux de la mécanique
guantique -supersymetrique, tout en mettant |'acanceux que nous avons utilises par la suite
dans noire travail. Nous rappelons aussi, danseiiéime chapitre, quelques notions de la
mécanique quantique PT-symétriqgue, une théorieicapf@ aux systemes décrits par des
Hamiltoniens non herrnitien mais PT-symétriques.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons uneet®unéthode de construction de potenfidls
symétriquesexactement solubles dans I'équation de Dirac aljditnensions avec une masse
dépendante de la position, dont la résolution stanai la rendre équivalente a. une équation du type
Schrédinger pour une particule de masse constaunase a un potentiel effectif.

Notre contribution dans ce domaine est lapgsition de quatre modéles de potentiels
unidimensiormels et PT-symétriques pour des plasidarmioniques avec des masses variables dans
I'espace. Nous résolvons exactement |'équationirde pour chaque modele et nous donnons les
spectres sous forme d'expressions compactes.

Dansnotre travail, la forme de la masse de la partiquiedépend de I'espace (de la position) joue
un réle central dans la construction des poterRi€lsymétriqgues exactement solubles. En effet clan

les quatre modeles que nous avons proposes, la é@ra masse n'est pas choisie arbitrairement,
mais d'une maniere tres astucieuse de telle soedegpotentiel de départ soit PT-symétrique

(puisqu'il dépend de la masse) et que le potesffiettif soit exactement soluble dans I'équation

du type Schrodinger.

Dans le premier modéle, le potentiel Pé&lyique de départ, dépend seulement de la
masse, puisque le potentiel de référence estomsante dont l'effet est un simple décalage detrgpe
des niveaux d'énergies. Nous somme conduit ainsiptentiel effectif bien connu, qui a été déja,
résolu par la méthode analytique faisant appelf@ustions spéciales. Le caractére de ce modele
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est d'autant plus physique que mathématiques étldspect le plus intéressant est la forme de la
masse qui fournie un modéle tres satisfaisantyotres grand nombre de systémes quantiques a une
dimension.

Dans le deuxieme modele, nous gardons la méme masselle du premier modéle, mais cette
fois-ci avec un nouveau potentiel de référenceyPiéfrique dépendant de trois parametres réels
de sorte que si nous remplacons le parametre 1 yaleur zéro nous recouvrirons les résultats du
premier modele. En quelque sorte, le deuxieme raa$] une généralisation du premier. Ici, nous
utilisons l'approche de la mécanique guantiquersypetriqgue pour la résolution de I'équation du
type Schrédinger. Dans ce calcul, les résultatsnoist par la méthode supersymetrique concordent
avec les prédictions de l'approche analytiquesédilidans le premier modele. En effet, lorsqu'on
remplace le parameétyepar la valeur zéro, le spectre d'énergies coiraige celui trouve clans le
premier modele. Ainsi, nous vérifions sur ce motetésultat obtenu du premier modéle.

Les deux derniers modeles se distinguent partied@ la masse est une fonction qui n'‘est
pas bornée. Dans le troisieme modéle nous chaisigsopotentiel de référenBd symétrique et
dans le quatriéme, il est pris hermitien. Nous avoontre que les équations du type Schrodinger de
la premiere composante du spineur sont similaimésa part la différence entre les coefficients Le
spectres sont obtenus de maniére exacte pour uesnaedéles aussi. Pour le troisieme modéle,
I'expression du spectre est relativement simples welle du quatrieme modele est une fonction
transcendante relativement compliquée.

Notre objectif clans un future proche et de poursuce travail afin de le généraliser a des
modeles a deux et trois dimensions de I'espaces pénsons qu'il est plus adéquat de considérer des
potentiels tridimensionnels ou a défaut bidimensimdépendant, de paramétres libres qui, pour
un choix particulier de ceux-ci, ils se réduisedea potentiels unidimensionnels. De cette maniére,
on doit travailler des le début avec I'équatiobtac a trois dimensions ou deux dimensions, on
la notion de spin est Bien clair, et ensuite emidédes résultats du cas unidimensionnel par inmaes

limite sur les parametres libres.
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Abstract

Abstract

We have presented in this paper exact solutions of the Dirac equation in (1 +1)-
dimensional for four interesting models where the fermionic particle of variable mass,
interacts with a PT- symmetric potential. We showed that in all cases, solving the
Dirac equation is equivalent to solving a Schrodinger-like equation for a particle of
constant. mass, interacting with a non hermitian but PT-symmetric effective potential.
To solve this equation we appealed either to the general method of hypergeometric

equations or the approach of supersymmetry in quantum mechanics.

In the first model, we considered a PT-symmetric potential rather unusual since it
depends directly on the mass of the particle. The spectrum is obtained in compact form
from using a single generator formula.

The potential of the second model is made more general so it does not depend solely
on the mass. In this case also, the spectrum is given by a single generator formula
which generalizes the formula. of the first model. The essential feature of the first and
second model is that the mass is a function of hyperbolic type, which remains finite in
space.

In the third and fourth model, we chose masses that. are not. bounded in space and
the potentials are linear and quadratic. We calculated the exact energy spectrum for
each model and showed that although in both cases we have to solve an Shrodinger-like
equation for a harmonic-oscillator potential, the spectra are found different.

Keywords : supersymmetry, shape invariant, non-Hermitian Hamiltonian, PT-

symmetry, Dirac equation, Energy, Spinor.
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Résumé

Resumeé

Nous avons présenté dans ce mémoire les solutions exact de l’équation de
Dirac a (1+1)-dimensions pour quatre modeéles intéressants on la particule fermionique,
de masse variable, interagit avec un potentiel PT-symétrique. Nous avons montre que
dans tous les cas, la résolution de I'’équation de Dirac est équivalente a la résolution d'une
équation du type Schrodinger relative a une particule de masse constante, interagissant
avec un potentiel effectif hermitien on PT-symétrique. Pour la résolution de cette
équation on a fait appel soit a la méthode générale des équations hypergéométriques ou
a l'approche de la supersymetrie en mécanique quantique.

Dans le premier modéle, nous avons considéré un potentiel PT-symétrique un peu
particulier dépend directement de la masse de hi particule. Le spectre est obtenu
sous forme compacte par l'intermédiaire d'une formule génératrice unique.

Le potentiel du second modéle est pris plus général, de sorte qu'il ne dépend pas
uniquement de la masse. Dans cc cas aussi, le spectre est donnée par une formule unique
génératrice qui généralise la formule du premier modele. La caractéristique essentielle du
premier et second modeéle est que la masse est une fonction du type hyperbolique, qui
demeure finie dans l'espace.

Dans le troisiéme et quatrieme modeéle, nous avons choisi des masses qui ne sont pas
bornées dans l'espace et des potentiels, linéaire et quadratique. Nous avons calcule
exactement le spectre énergétique pour cheque modeéle et montre que malgré que dans
les deux cas on est amené résoudre une équation du type Schrodinger pour un potentiel
d'oscillateur harmonique, les spectres qu'on trouve sont trés différents.

Mots clef : supersymetrie, invariance de forme, Hamiltonien non Hermitien, la

symétrie PT, Equation de Dirac, Energie, Spineur.
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