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Introduction

Cette these se compose de deux parties distinctes quoique s’inscrivant toutes deux dans
le domaine des systémes & petit nombre de corps.

La premiere partie de la thése concerne deux bornes inférieures pour 1’énergie de I’état
fondamental d’Hamiltoniens & 3 et & 4 corps gouvernés par une cinématique relativiste et
interagissant par des forces a deux corps invariantes par translation. Comme chacun le sait,
le probléme & N corps est extémement difficile. Déja, le probléme le plus simple, a savoir le
probléme & 1 corps invariant par rotation, ou, ce qui revient au méme, le probléme a deux
corps avec une interaction invariante par translation et par rotation, ne sont résolvables
que pour des classes trés particulieres de potentiel. En dehors de cas trés particuliers, il
faut recourir a des méthodes de résolution numérique de l'équation de Schrodinger. Si
le probléme & un corps avec un potentiel central est résolvable quasi-exactement, c’est
a dire avec n’importe quel degré de précision fixé a I'avance, la résolution se complique
trés rapidement avec N et requiert des moyens de calcul considérables. Plusieurs méhodes
de résolution approchée de I’équation de Schrodinger & N corps ont été mises au point,
dont la méthode, d’essence variationnelle, de développement systématique sur des Gaus-
siennes corrélées [1, 2, 3, 4]. Une alternative aux calculs numériques est 'obtention de
résultats exacts. Les bornes inférieures pour I’énergie constituent un chapitre important
des résultats exacts. On peut méme combiner ces bornes inférieures avec des calculs varia-
tionnels, utilisant par exemple le développement sur des Gaussiennes corrélées [1, 2, 3, 4],
qui eux fournissent des bornes supérieures, pour obtenir un encadrement de 1’énergie.
Les deux bornes inférieures que nous allons considérer dans la premiére partie de cette
thése possédent la particularité de résulter d’un processus d’optimisation et sont appelées
pour cette raison I'une ancienne borne inférieure optimisée et I’autre nouvelle borne infé-
rieure optimisée. Comme leurs noms l'indiquent ’ancienne borne inférieure optimisée est
chronologiquement antérieure a la nouvelle borne inférieure optimisée. Historiquement, la
premiére borne inférieure pour ’énergie de 1’état fondamental d’un systéme a N corps a
étre inventée a été la borne inférieure naive [5, 6, 7, 8, 9, 10]. Les imperfections de cette
borne ont motivé le développement de la borne inférieure améliorée [11, 12, 13]. Cette
entreprise n’a rencontré qu’'un succes partiel, c’est a dire que la borne inférieure améliorée
n’est pas toujours meilleure que la borne inférieure naive [14, 4]. Ceci a mené au dévelop-



pement de I’ancienne borne inférieure optimisée initialement pour le cas a trois corps [14],
ou elle s’est avérée supérieure et de maniére absolue, c’est & dire dans tous les cas de figure,
Aux deux bornes inférieures naive et améliorée [14]. Cependant la généralisation directe de
lancienne borne inférieure optimisée au cas a 4 corps [15] a montré que si ’ancienne borne
inférieure optimisée est dans tous les cas de figure meilleure que la borne inférieure amélio-
rée, il y’a cependant des cas ou la borne inférieure naive est meilleure que I’ancienne borne
inférieure optimisée. De plus, il y’a une propriété essentielle de ’ancienne borne inférieure
optimisée valable pour le cas a 3 corps, qui est partiellement perdu lors du passage au cas
a 4 corps. 1l s’agit de la propriété dite de saturabilité, c’est a dire du fait que I’ancienne
borne inférieure optimisée coincide exactement avec ’énergie exacte de 1’état fondamental
du systéme dans le cas d’interactions harmoniques. Cette propriété de saturabilité qui est
réalisée dans tous les cas de figure pour des systémes a trois corps, n’est réalisée dans le cas
a quatre corps que dans certains cas de figure [15]. Il se trouve que c’est précisément dans
les autres cas de figure que la borne inférieure naive peut étre meilleure que ’ancienne
borne inférieure optimisée. Cette corrélation suggére que la propriété de saturabilité est en
quelque sorte un label de qualité pour une borne inférieure. Ces constatations ont montré
que l'ancienne borne inférieure optimisée n’est pas complétement satisfisante pour le cas
a 4 corps, ce qui a motivé la recherche d’une autre borne inférieure et a abouti sur la
nouvelle borne inférieure optimisée pour le cas & 4 corps. Il se trouve premiérement que
la version a 3 corps que cette nouvelle borne inférieure est complétement équivalente a la
version a 3 corps de ’ancienne borne inférieure optimisée [15]. Mais, la version a 4 corps
est intrinséquement supérieure & ’ancienne borne inférieure optimisée pour le cas a 4 corps
[15]. Deuxiémement, cette nouvelle borne inférieure optimisée s’avére meilleure que toute
les autres bornes disponibles jusqu’ici sur le marché [15]. Et troisiémement, il se trouve
que la propriété de saturabilité est réalisée dans tous les cas de figure [15]. Ces succes
de la nouvelle borne inférieure optimisée ont été confirmé pour un nombre quelconque de
corps N par les travaux de Boudjema et Zouzou [4, 16, 17, 18, 19]. Notre contribution au
développement des ancienne et nouvelle bornes inférieure optimisées se situent au niveau
du 4 corps. Nous avons aussi considéré le cas a 3 corps, qui a été traité par d’autres auteurs
[14].

La deuxiéme partie de cette thése s’intéresse & une classe de problémes exactement
solubles. Résoudre exactement des problémes en physique est affaire d’exception. Jus-
qu'au XX*™e siscle, la quéte de telles solutions constitue pourtant une part importante
de la recherche en physique et en mathématique. Cependant, des travaux du début du
siecle, comme ceux de Poincaré, montrent clairement que la possibilité d’intégrer les équa-
tions (différentielles) du mouvement ne se présente que dans de rares cas. En particulier,
Poincaré souligne qu’il est mathématiquement impossible d’obtenir des solutions pour un
probléme gravitationnel & trois corps. Le développement de théories plus complexes, telles
la mécanique quantique ou la théorie quantique des champs, contribue par la suite au dé-
clin de 'intérét pour les systémes intégrables, & savoir, les systémes pour lesquels on peut



en principe intégrer les équations du mouvement. Enfin, le développement de la théorie du
chaos, dés le début des années 60, démontre que certains modéles physiques non linéaires
méme trés simples, c’est & dire comprenant peu de degrés de liberté, présentent une telle
sensibilité aux conditions initiales que tout espoir de leur trouver des solutions analytiques
reste illusoire.

Ce portrait négatif change considérablement vers la fin des années 60. C’est d’abord
dans le cadre de la théorie classique des champs (en fait, pour des équations hydrodyna-
miques) qu'une véritable révolution pour la dynamique non linéaire s’amorce. En 1967,
Gardner, Grenne, Kruskal et Miura initient le mouvement en inventant la méthode de
diffusion inverse (ou déformation isospectrale), une nouvelle méthode d’intégration des
équations non linéaires aux dérivées partielles. On la considére comme une généralisation
de la transformée de Fourier. Appliquée a 'origine pour résoudre ’équation de Korteweg-
de Vries, elle est ensuite généralisée pour solutionner les équations de Schrédinger non
linéaire et Sine-Gordon. Tous ces travaux sont reliés a la découverte des solitons. La mé-
thode de diffusion inverse est mise sous forme algébrique par Lax en 1968 [20]. Peu de
temps aprés, c’est de ce point de vue qu’on démontre 'intégrabilité de nombreux modeéles
classiques comportant un nombre arbitraire de particules. Par contre, ces problémes & N
corps intégrables sont d’abord découverts dans le cadre de la mécanique quantique.

Jusqu’en 1969, les seuls problémes a N corps quantiques connus sont d’une part,
I’exemple trivial des oscillateurs harmoniques découplés et, d’autre part, le modéle avec
interaction ponctuelle par paire (potentiel sous forme de fonction delta de Dirac). Ce mo-
dele est formulé par Berezin en 1964 [21]. En 1969, Calogero [22] résout exactement un
probléme quantique & trois corps non trivial en trouvant les fonctions propres et les valeurs
propres associées a I’équation de Schrodinger (stationnaire) du probléme. Les particules
identiques de ce modéle interagissent par paire et a longue portée, sur une ligne infinie,
selon un potentiel répulsif inversement proportionnel & la distance au carré (%2) ajouté a
un potentiel attracteur harmonique (r2). Peu de temps aprés, Calogero [23] compléte sa
surprenante découverte par la résolution exacte du méme modéle généralisé a un nombre
de particules N arbitraire, en trouvant tout le spectre et en caractérisant les fonctions
d’ondes.

Sutherland [24, 25] considére ensuite le probléme & N corps avec un potentiel répulsif
en r%, mais cette fois, sur un cercle. En plus du spectre du modéle, Sutherland obtient
une base compléte de fonctions d’ondes. On comprend plus tard, en particulier suite aux
articles de Stanley [26] et de Forrester [27] datant respectivement de 1988 et 1992, que les
fonctions propres obtenues par Sutherland correspondent aux polynémes symétriques de
Jack, découverts par ce dernier au début des années 1970 [28, 29].

Jusqu’a treés récemment [30], aucune formule explicite n’était encore connue pour les
polyndémes de Jack. On pouvait cependant les générer grace & des opérateurs différentiels
obtenus par Lapointe et Vinet au milieu des années 1990 [31, 32, 33]. Les opérateurs
différentiels en question sont des opérateurs de Dunkl [34]. On peut également obtenir les



polynomes de Jack a ’aide de formules intégrales proposées par Awata, Matsuo et Odake,
a la méme période [35]. Ces dernieres formules ont dévoilé un lien entre les polynomes de
Jack et 'algébre de Virasoro. Notons aussi qu’'une approche alternative a été proposée
par Langmann [36] en 2001 pour solutionner le probléeme de Sutherland et trés récemment
un "algorithme" pour le probléme de Calogero a été proposé dont le résultat essentiel est
d’obtenir une formule explicite pour les polynomes symétriques de Jack [37].

En mécanique classique, le développement des modeéles en T—12 connait un essor consi-
dérable lorsque le célébre mathématicien Moser prouve leur intégrabilité & ’aide de la mé-
thode de Lax en 1974 [38]. Dans un article paru en 1977 [39], Airault, Moser et McKean,
montrent que les poéles des solutions rationnelles de I’équation de Korteweg-de Vries ont
une dynamique semblable & celle des particules du probléme a N corps découvert par
Calogero. II s’agit donc d’un lien surprenant entre un modéle ayant un nombre infini
de degrés de liberté (Korteweg-de Vries) et un autre n’en comptant qu'un nombre fini
(Calogero-Moser-Sutherland).

Les travaux fondateurs de Calogero, Moser et Sutherland ont eu un impact certain en
physique. Soulignons que les modéles Calogero-Moser-Sutherland se retrouvent dans des
branches de la physique aussi diverses que le chaos quantique [40], leffet Hall quantique
[41], les systémes « mésoscopiques » (conduction électronique dans de petits canaux) [42],
les trous noirs [43], les anyons [44], les théories de jauges (Seiberg-Witten) [45], etc. Une
liste plus exhaustive des applications physiques et des références pertinentes se trouve dans
[46].

Le domaine des recherches mathématiques engendré par les modeles Calogero-Moser-
Sutherland s’est aussi considérablement développé. Parmi les travaux les plus originaux,
mentionnons ceux de Olshanetsky et Perelomov [47] (pour le cas classique) et [48] (pour
le cas quantique), dans lesquels ils généralisent les modeles Calogero-Moser-Sutherland en
associant un modele & chaque réseau de racines des algebres de Lie. En 1988, Haldane [49]
et Shastry [50] découvrent une chaine de spins intégrable avec interaction a longue portée,
de type %2 , sur une ligne ou un cercle. Le lien explicite entre le modeéle avec spins et le
modele dynamique Calogero-Moser-Sutherland est découvert par Polychronakos [51] au
moyen de son formalisme avec opérateurs d’échange. Plus tard, Frahm [52] et Polychro-
nakos [53] formulent une chaine de spins intégrable sur une ligne avec interaction a longue
portée, de type riz, augmentée d’'une force de confinement harmonique. Parmi les autres
développements trés influents, mentionnons les généralisations relativistes (avec algébre
de Poincaré) des modeles Calogero-Moser-Sutherland (cas calassiques) proposées par Rui-
jsenaars et Schneider en 1986 [54, 55]. Au niveau quantique, ces généralisations ont pour
fonctions propres les polynomes de Macdonald [56], polynomes symétriques connus en ma-
thématique et qui constituent une généralisation des polyndémes de Jack. Des extensions
des modéles Calogero-Moser-Sutherland dans le plan et en trois dimensions, comportant
une ou plusieurs especes de particules, ont également été formulées [57]. Enfin, les pre-
miéres versions supersymétriques sont découvertes au tout début des années 1990 par



Freedman et Mende [58] ainsi que par Shastry et Sutherland [59]. Signalons également les
travaux récents de Derosiers, Lapointe et Mathieu [60] sur des versions supersymétriques
des modéles de Calogero-Sutherland.

Pour les systémes & petit nombre de corps plusieurs résultats explicites pour les fonc-
tions d’ondes du modele de Calogero existent dans la littérature. Comme déja mentionné
Calogero obtena ses résultats pour les cas N = 2,3 [22]. En exploitant une structure de
groupe sous-jacente de ’Hamiltonien, Perelemov [61] pour N = 4 and Gambardella pour N
= 5 [62] ont obtenu les fonctions propres en fonction des opérateurs de ‘création’ agissant
sur I’état fondamental. Plus récemment, ces solutions opératorielles furent généralisées
pour tout N [63, 64, 65, 66]. Des solutions explicites pour le modeéle trigonométrique de
Sutherlad ont été obtenues dans [66] pour N=3.

Notons finalement que trés récemment de nouveaux modeles de type Calogero ( gé-
néralisations du modele original) pour le cas unidimensionnel & N=2 ont été solutionnés
[68] et [69] et qui faisaient apparaitre des propriétés telles que la supersymétrie et la sy-
métrie sous-jacente conforme SU(1,1). Etant donné I’étendue considérable des domaines
d’application des modéles Calogero-Sutherland en physique et en mathématique, il nous
paraissait utile de généraliser ces derniers modéles de type Calogero a des dimensions
d’espace quelconque ainsi qu’au cas N=3 et de généraliser ainsi les modéles & trois corps
connus de Calogero [22] et de Wolfes [71]. Le reste de cette thése est organisé comme suit :
le chapitre 1 traite d’un probléme a N corps exactement soluble : L’oscillateur hamonique
a N corps, appelé aussi systéme de N oscillateurs. Plusieurs configurations de masse sont
considérées dans le cas de systémes & 3 et & 4 corps. Dans chacun des cas une expression du
niveau fondamental du systéme est dérivée. Le chapitre 2 est consacré a ’ancienne borne
inférieure optimisée. Les cas & 3 et & 4 corps sont successivement considérés. Le chapitre 3
est consacré a la nouvelle borne inférieure optimisée. De nouveau, les cas a 3 corps et a 4
corps sont considérés tour a tour. Le chapitre 4 est dévolu a la présentation des résultats
numeériques. Le chapitre 5 traite de la généralisation & une dimension d’espace quelconque
d’un nouveau probléme a 2 corps de type Calogero. Le dernier chapitre traite de quelques
problémes & 3 corps et & 1 dimension généralisant le probléme & trois corps de Calogero
et de Calogero-Marchioro-Wolfes. La thése s’achéve par une conclusion.



Chapitre 1

L’oscillateur harmonique a 3 et a 4
corps

Nous nous plagons d’emblée dans le cas de systémes a N corps gouvernés par une
cinématique non relativiste avec des interactions & 2 corps invariantes par translation,
c’est & dire des systémes gouvernés par un Hamiltonien de la forme

N 72 N W)
— i ij) (.
H ; o K]Z_lv (), (1.1)
ou m;, 7;, P; désignent respectivement la masse, le vecteur position, I'impulsion de la
ieme particule. 75; := 7; — ;. On remarquera que le potentiel v() peut dépendre des
deux particules impliquées. Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de probléme a N
corps nous sous-entendrons par 1a des systémes gouvernés par des Hamiltoniens du type
défini par I’équation (3.1). Il faut souligner que le probléme & N corps est particuliérement
difficile. L’oscillateur harmonique & N corps (désigné aussi sous le nom de systéme de N
oscillateurs harmoniques) est 'un des trés rares exemples qui se prétent a une résolution
analytique exacte. Ce qu’on entend par oscillateur harmonique & N corps est un systéme
de N particules interagissant par des forces harmoniques & deux corps, i.e., un systéme
décrit par un Hamiltonien du type

N ]52 N
; 2
H:ZZ—WZ’L‘+ Z kij""ija (1.2)
i=1 =1
ou les constantes d’oscillateur k;;, qui peuvent dépendre des deux particules impliquées,
sont par définition positives. Nous allons dans ce qui suit préciser la méthodologie a suivre
pour résoudre l'oscillateur harmonique & N corps, que nous allons appliquer concrétement
pour résoudre 'oscillateur harmonique & 3 et & 4 corps pour différentes configurations de
masse.
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1.1 Meéthodologie

On commence d’abord par introduire des coordonnées de Jacobi, qui sont au nombre
de N — 1, ainsi que la coordonnée du centre de masse. Par définition, une coordonnée de
Jacobi est une combinaison linéaire des coordonnées individuelles, qui doit étre invariante
par translation. Les N — 1 coordonnées de Jacobi introduites doivent satisfaire & I'unique
condition d’étre linéairement indépendantes. On peut alors exprimer les coordonnées indi-
viduelles comme des combinaisons linéaires des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée
du centre de masse, puis réexprimer 1’énergie potentielle en termes des coordonnées de
Jacobi, la coordonnée du centre de masse est absente de cette expression, car 1’énergie
potentielle, tout comme ’Hamiltonien, est invariante par translation. Dans le cas de ’os-
cllateur harmonique & N corps, I’énergie potentielle se présente sous la forme d’une forme
quadratique en les coordonnées de Jacobi, une forme quadratique qui est généralement non
diagonale, sauf si le systéme posséde des propriétés de symétrie trés particulieres et/ou si
on a fait un choix trés judicieux des coordonnées de Jacobi, ce qui montre 'importance
d’un choix convenable des coordonnées de Jacobi.

A partir des coordonnées de Jacobi, on peut construire de maniére naturelle ou ca-
nonique des moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi. Par conjugué, nous
voulons signifier que la coordonnée de Jacobi et son moment conjugué satisfont aux rela-
tions de commutation canoniques. Nous pouvons alors inverser les relations donnant les
moments conjugués des coordonnées de jacobi ainsi que I'impulsion totale du systéme en
termes des impulsions individuelles pour exprimer ces derniéres en termes des moments
conjugués des coordonnées de Jacobi et de I'impulsion totale du systéme. On peut alors ré-
exprimer le terme d’énergie cinétique en termes des moments conjugués des coordonnées de
Jacobi et de 'impulsion totale. Plus explicitement, le terme d’énergie cinétique se présente
comme la somme de I’énergie cinétique du centre de masse et d’une forme quadratique,
généralement diagonale, en les impulsions associées aux coordonnées de Jacobi.

L’Hamiltonien du systéme est obtenu en additionnant les deux expressions obtenues
pour I’énergie cinétique et I’énergie potentielle, mais ce qui nous intéresse en réalité ce n’est
pas ’'Hamiltonien total du systéme, mais I’Hamiltonien relatif, c’est & dire ’'Hamiltonien
auquel on a soustrait ’énergie cinétique du centre de masse. Il s’ensuit que I’Hamiltonien
relatif du systéme se présente sous la forme d’une somme de deux termes, une forme qua-
dratique, qu’on peut considérer sans perte de généralité comme diagonale, en les moments
conjugués des coordonnées de Jacobi, qu’on désignera aussi par la suite, pour abréger,
moments de Jacobi ou impulsions de Jacobi, et une forme quadratique, généralement non
diagonale, en les coordonnées de Jacobi. On est alors en face de I'une des deux situations.
Soit que le terme d’énergie potentielle est diagonal, soit qu’il ne I'est pas.

Si le le teme d’énergie potentielle est une forme quadratique diagonale en les coor-
donnéees de Jacobi, alors ’Hamiltonien relatif se présente sous la forme d’une somme de
N — 1 oscillateurs harmoniques & trois dimensions et isotropes. Les vecteurs propres et
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les valeurs propres de 'Hamiltonien relatif s’en déduisent immédiatement. Les vecteurs
propres de ’'Hamiltonien relatif sont les produits tensoriels des vecteurs propres des N — 1
oscillateurs découplés et les valeurs propres correspondantes sont les somme des valeurs
propres des N — 1 oscillateurs.

Si le terme d’énergie potentielle est une forme quadratique non diagonale en les coor-
données de Jacobi, on a alors affaire & IV — 1 oscillateurs couplés qu’il va falloir découpler.
Pour ce faire, on procéde en deux étapes. D’abord, on fait une transformation d’échelle sé-
parée, ou homothétie, sur chaque impulsion de Jacobi et bien str la tranformation d’échelle
inverse sur la coordonnée de Jacobi correspondante en vue de préserver les relations de
commutation canoniques. On peut toujours choisir ces transformations d’échelle, mieux
encore il y’a une multitude de maniéres de faire ce choix, de telle maniére que le terme
d’énergie cinétique se présente comme une forme diagonale en les nouvelles impulsions de
Jacobi associée a une matrice proportionnelle & la matrice identité. Autrement dit, I’énergie
cinétique s’écrit, & un facteur multiplicatif prés, comme la somme des carrées des nouvelles
impulsions de Jacobi. Quand au terme d’énergie potentielle, il s’écrit comme une nouvelle
forme quadratique en les nouvelles coordonnées de Jacobi. La deuxiéme étape consiste a
effectuer une transformation orthogonale sur les nouvelles coordonnées de Jacobi, et évi-
demment la transformation orthogonale inverse sur les impulsions de Jacobi. Comme il
est bien connu, une transformation orthogonale préserve une forme quadratique associée
& une matrice proportionnelle & la matrice identité. Il en résulte que le terme d’énergie
cinétique s’exprime de la méme maniére en termes des impulsions de Jacobi transformées
qu’en termes des impulsions de Jacobi originales. Le terme d’énergie potentielle lui est une
nouvelle forme quadratique en les coordonnées de Jacobi transformées. Il est toujours pos-
sible de faire le choix d’une transformation orthogonale, de telle maniére & rendre le terme
d’énergie potentielle quadratique diagonal en les coordonnées de Jacobi transformées. On
est alors ramené au cas précédent, c’est a dire que notre Hamiltonien relatif se présente
sous la forme d’'une somme de N — 1 oscillateurs harmoniques découplés, et les vecteurs
propres et les valeurs propres se déduisent alors de maniére similaire. Le probléme revient
en fait & diagonaliser une matrice carrée (N — 1) x (N — 1) réelle symétrique définie posi-
tive, la matrice associée a la forme quadratique exprimant 1’énergie potentielle en termes
des coordonnées de Jacobi transformées. Comme les valeurs propres d’une matrice réelle
symétrique définie positive sont nécessairement réelles positives, ceci nous garantit que les
constantes d’oscillateur des oscillateurs découplés sont positives, comme il se doit. Comme
il est bien connu, diagonaliser une matrice carrée (N — 1) x (N — 1) revient a résoudre
une équation algébrique de degré N — 1, ce qu’on sait faire exactement dans le cas le plus
général jusqu'au quatrieme degré, c’est a dire pour N < 5. Donc, tant que N < 5, on
peut résoudre exactement 'oscillateur harmonique & N corps. Pour N > 5, on ne sait
pas résoudre exactement 1’oscillateur harmonique & N corps analytiquement, mais on sait
le faire numériquement avec n’importe quel degré de précision fixée a ’avance. De toute
fagon cette question ne nous concerne pas ici, car nous nous limiterons aux cas a 3 et a
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4 corps. Mettons maintenant en ceuvre la méthodologie exposée ci-dessus pour différentes
configurations de masse a 3 et a 4 corps.

1.2 L’oscillateur harmonique a 3 corps

Pour toutes les configurations considérées, nous prendrons comme coordonnées de Ja-
cobi, qui sont au nombre de 2, la coordonnée relative des deux premiéres particules, que
nous noterons g, et la séparation relative de la troisiéme particule et du centre de masse
des deux premiéres particules, que nous noterons X

1.2.1 Configuration (3 x m)

Cette configuration correspond au cas ol les 3 masses du systéme sont toutes égales.
Les coordonnées de Jacobi g et A sont définies par

p = Ty —11, (1.3)
X = Fg,*”‘;”. (1.4)

En adjoignant aux coordonnées de Jacobi 7 et X, (1.3) et (1.4), la coordonnée du centre
de masse R définie par

7] + 72 + 73
3
on peut inverser les équations (1.3), (1.4) et (1.5) pour exprimer les coordonnées indivi-
duelles 77, ™ et 73 en termes des coordonnées de Jacobi g et X, et de la coordonnée du
centre de masse R. Nous obtenons

R= (1.5)

1 1- .
o _1s 13
T 5P~ 3 + R,
. 1. 1- =
Ty = §p—3)\+R,
2.
T3 = §A+R (1.6)

Il s’ensuit que les coordonnées relatives 7;; := 7; — 7; et leurs carrés ont pour expressions

Ti2 = —p

S, 1, <

ns = —5h— A

S 1, <

23 = §p*)\ (17)
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et

2

2

T2 = 05
1 =
ri, = Zp2+>\2+ﬁ.>\,
1 -
ri, = ZpQ—l—)\z—ﬁ.)\ (1.8)

On en déduit alors 'expression de I’énergie potentielle V'
3
V= k]_g (T%Q + 7“%3 + T%g) = §k12p2 + 2]{512)\2. (19)

Les moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi sont, en utilisant une notation
évidente

I S
pp - 22 217
2 1 1
Dy = —P3 — =Py — —=P1. 1.10
DPx 33 32 3p1 ( )

L’impulsion totale ou, autrement dit, le moment conjugué associé & la coordonnée du
centre de masse R, est donnée par

P = p1 + pa + p3. (1.11)
En inversant les relations (1.10) et (1.11), on obtient les impulsions individuelles pi, pa

et p3 puis leurs carrés en fonction des moments conjugués associés aux coordonnées de
Jacobi p, et p) et de I'impulsion totale P

1 1=
> o_ oz 1. 1l3
b1 Po 2)\+3
. L 1, 15
P2 = Py ,\—l—gP
. I
p3 = p)HrgP- (1.12)
et
1 1= 2 - 1 -
2 _ 2 ) - -
PL = Dty Pa T g T Pp-PA T g p-P*§ AP,
1 1= 2 - 1 -
2 _ 2 ) 2 o o - -
Py = Pyt Pt gl = Dp-Dxt+ 3P, P = 3hx- P,
15 2., =
Py = ﬁ§+§P2+§ \. P. (1.13)



L’énergie cinétique T prend alors la forme

1
T=— (P+pi+p2) =—p°+ —p + — P2 1.14
p (P1 +P5 + 3) 7 No (1.14)
Ce qui nous intéresse réellement n’est pas I’Hamiltonien H, mais ’'Hamiltonien relatif Hgr
obtenu a partir de H en soustrayant I’énergie cinétique du centre de masse

3 3
Zkiap® + —— 52 + 2k19\2. 1.1
5 k120 +4m1p,\+ 12 (1.15)

IR |
Hp='H- —P*=—
6mq mi

P+
L’Hamiltonien relatif se présente comme la somme de deux oscillateurs harmoniques tri-
dimensionnels isotropes découplés. Les vecteurs propres s’obtiennent alors comme des
produits tensoriels des vecteurs propres des deux oscillateurs et les valeurs propres, ou
niveaux d’énergie, comme des sommes des valeurs propres des deux oscillateurs. Comme
ce qui nous intéresse ici est le niveau fondamental du systéme, nous allons nous contenter
ici d’en donner ’expression, qui est simplement la somme des énergies des états fondamen-
taux des deux oscillateurs hamoniques. Par conséquent, ’énergie E de I’état fondamental
du systéme est donnée par

[3k12 6k12 3k12
E=3/—=+3/—= =64/ ——. 1.16
2mq + 4ma 2mq ( )

1.2.2 Configuration (2 x mq, 1 X m3)

R

troisieme particule de masse ms3. Les coordonnées de Jacobi g et X sont définies de la
méme maniére que dans le cas de masses toutes égales, équations (1.3) et (1.4), et la
coordonnée du centre de masse R est cette fois-ci donnée par

R» . mlT_’i + mQ'FQ + mgfg

1.17
2my + ms ( )

En inversant les relations (1.3), (1.4) et (1.17), on obtient l’expression des coordonnées
individuelles en termes des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du centre de masse

o= —p- N+ R,
"2 2p 2mi1 + ms +
2m1 N -
r3 = —A A+ R. 1.18
"3 2mq +mg + ( )
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Les expressions des coordonnées relatives et par conséquent celles de leurs carrés restent
inchangées par rapport au cas de trois masses toutes égales, (1.7) et (1.8). On en déduit
I’expression de 1’énergie potentielle V'

1
V =kio (7“%2) + k13 (7“%3 + ’1“53) = <k12 + 5]613) p2 + 2/613)\2. (1.19)
Les moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi sont donnés par
" 1, 1,
bp = §p2 - §p1,
S 2my mg mg

2mq + m3p3 2mq + m3p2 2mi1 + mg

On peut inverser les relations (1.20) et (1.11) pour obtenir les impulsions individuelles
en fonction des moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi et de I'impulsion
totale avec comme résultat

P S IR S
S R T a—
1 mi -

- oy - p
p2 Pp 2p’\+2m1+m3
. . m3 3

= — P 1.21
ps p/\+2m1+m3 ( )

En élevant au carré les expressions des différentes impulsions individuelles, (1.21), et en
mutipliant dans chaque cas par l'inverse du double de la masse considérée, on obtient
I’expression de I’énergie cinétique T' du systéme

1 1 5 2mi+m3 1

1
T — — — 5 —_
2my Py +52) + oms’®  ma P T Tdmyms 2(2m1 + m3)

P (1.22)

En additionnant les expressions des énergies cinétique, (1.22), et potentielle, (1.19), et en
retranchant I’énergie cinétique du systéme, on obtient I'expression de ’Hamiltonien relatif
Hpr

1 = 1 1 2m1 +mg3
Hp=H——————P*= — 5"+ (kia + =ki3 | p* + ————p5 + 2k13A%. (1.23
R 2 (2mn + m3) mlpp+< 12 + 5 13)0 + Amyms Py + 2k13A*. (1.23)

L’hamiltonien relatif se présente donc comme la somme de deux oscillateurs harmoniques
A trois dimensions isotropes. Les valeurs propres et les vecteurs propres s’en déduisent
immédiatement. En particulier, le niveau fondamental FE est donné par

/21612 + k?13 (2mq +ma3) k13 (1.24)
2mima '
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1.2.3 Configuration (1 x my, 1 X mgy, 1 X mg3)

Dans ce cas, les coordonnées de Jaccobi g et \ sont définies par

p =Ty — 171, (1.25)
. mary + mof
X = martmary (1.26)
my1 + mg
La coordonnée du centre de masse est donnée dans notre cas par
= M7 + mery + msT
- 171+ mors + 373 (1.27)

my1 + mg +ms3

En inversant les relations (1.25), (1.26) et (1.27), on obtient les expressions de 7, 7 et 73
en termes des coordonnées de Jacobi g et A et de la coordonnée du centre de masse R

- ma2 ms3 Y. B
=— — A+ R,
! m1+m2p m1 + mg +ms
=—2 5o ___X|R
m1 + ma my +mg +ms3
mi+m o =
P _mtme g g (1.28)
m1 + mg + ms
On en déduit que les coordonnées relatives et leurs carrés sont donnés par
T2 = —p,
- ma Y
i3 = ——————p— A,
13 my +m210
Tog = ——————p— A, 1.29
23 m +m2p ( )
et
ry = p°
2
2 ma 2 2 2my 3
riy = ——2—p+ N+ ———F.)
13 (m1 + m2)2 mi + ma
2
2 my 2 1 \2 2m oy
ry3 = ——————=p +AX ———p. A\ 1.30
# (m1 + m2)2 myp + ma ( )

En faisant usage des relations (1.30) on arrive a ’expression de I’énergie potentielle V' en
termes des coordonnées de Jacobi

2 2
k13ms + kazmy makiz —mikas

) p? + (k13 + kag) A2 + 2 B (1.31)

V= <k12+ o——

(m1 + m2)2
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Les moments de Jacobi sont donnés par

R my
P = my + m2p2 m1 + mzpl’
R m1+mz m3 o _,

= — + . 1.32
PA m1 + mo + m3p3 mi1 + mo + ms (pl p2) ( )

En inversant les relations (1.32) et (1.11), on obtient les expressions des impulsions indi-
viduelles en termes des moments de Jacobi et de 'impulsion totale

N o mi N mi 5

pro= _pp_m1 +m2p)‘+m1+m2+m3

N N ma . ma 5

bz = Pp— m1+m2pA m1+m2+m3P

B o= ot —8 B (1.33)

m1 + mg +ms3

En élevant au carré les expressions des impulsions individuelles (1.33) et en multipliant
par des inverses de carrés de masses, on obtient I'expression de I’énergie cinétique 7' en
termes des moments de Jacobi et de 'impulsion totale

ﬁ% _mi+mg 5 mp+ma+m3z _» 1

T:
PA 2(m1+m2+m3)

3 =)
p1+p2+

- P?. (1.34
2m1 2m2 2m3 mimso P (m1 + mg) ms ( )

On en déduit 'Hamiltonien relatif Hg, en faisant usage des relations (1.31) et (1.34),
1 52
2 (m1 + mo + m3)
mi+me g Mp+met+mg »

= k
pp+ (m1+m2>m3p)\+( 12+

Hr =

klgm% + k23m%> 2 4
(m1 + m2)2

maokis — makas oy

(k?lg + k23) 22 + 2 (135)

m1 + mg

On a deux oscillateurs qui sont cette fois-ci couplés. Pour les découpler effectuons d’abord
une transformation d’échelle sur le moment de Jacobi p) et bien sir pour, pour préserver
les relations de commutation canoniques, la transformation inverse sur la coordonnée de
Jacobi A. Le but de cette transformation est de mettre le méme facteur devant p_% et le

carré du transformé de p). Définissons E et pe en termes de X et Dy respectivement par

= ma (1 + m2) X (1.36)
\/m1m2m3 (m1 + mo + mg)
et
. mimems (mi1 +mo +ms) _,
Fe = v/ mamams (my + my 3)“' (1.37)

ms (my + ma)
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Alors Hp prend la forme suivante en termes de p,, pg, p et 5

m1+m
Hp = ¥(ﬁ,§+ﬁ§)+<k12+

ki3m3 + kozm?2\ n
2mims

(mq + m2)2
mimamg (my + ma + ms)

ki3 + ka3) €% +
2 (a2 (k13 + k23) €

9 \/m1m2m3 (m1 + ma + ms)

= (makis — mikas) . €. (1.38)
m3 (m1 + ma)

Faisons une transformation orthogonale sur les coordonnées de Jacobi g et E et la trans-
formation orthogonale inverse, en vu de préserver les relations de commutation, sur p), et
Pe. Dans cette transformation le terme d’énergie cinétique reste invariant, c’est a dire
my+mz o my + mg (@ ﬂz)
_— + =—(p, +p ).
2m1m2 (pp pg) 2m1m2 pg
Fixons cette transformation orthogonale de telle maniére que le terme d energle potentielle

soit une forme quadratique diagonale dans les nouvelles coordonnées p et f Ceci revient
a diagonaliser la matrice réelle symétrique associée a énergie potentielle V

(m14ma2)2k1o+m2kiz+mikas mymamg(mi+ma+ms)
N XV 1 % 3 (mokiz — mika3)
V = (m1+ma) msz(mi1+ms2)

\/mlmzmg(m1+m2+m3) mlmgmg(m1+m2+m3) (k’lg + k23)

(maki13 — mykag)

ma(mi+ms)? m3(m1+ma )2

(1.39)
Si on note By et By les deux valeurs propres de la matrice V, alors ’'Hamiltonien relatif
Hp se réécrit comme

my+ma [ i,
Hp = % (p,%, +p§,> + Bip? + By£”. (1.40)
mimso

L’énergie de I'état fondamental s’écrit comme

=g, [t m) (VBi+VBs). (1.41)

27TL17TL2

Mais, en utilisant les propriétés des matrices

(\/Bl + @)2 = B1 + By +2y/B1By = trV + 2V det V. (1.42)

—31/M\/‘cr\7+2\/de‘c\~7. (1.43)
2m1m2
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Comme K k k
T — m3 (m; + my) kyo +my (m; + m3) kyz +my (mg + m3) kos (1.44)
mg (m; + my)

et
mimamg (m1 + ma + ms)

m3 (m1 + m)?

I’énergie E de I’état fondamental du systéme peut étre mise sous la forme

detV =

(k12k13 + ki2kas + k13kas) , (1.45)

B SJ m3 (my1 + ma) k12 + ma (m1 + m3) ki + my (m2 + m3) ka3 4 \/(m1 + ma +m3) (ki2k13 + k12k23 + k13k23)
mimams3s

2mimaoms
(1.46)

1.3 L’oscillateur harmonique a 4 corps

Dans le cas a 4 corps, nous devons pour chaque configuration de masses faire le choix
de 3 coordonnées de Jacobi, que nous noterons g, A et 7.

1.3.1 Configuration (4 x m;)

Un choix possible des coordonnées de Jacobi est le suivant :

p = Tr—T1, (1.47)
o= oo % (7 +7%), (1.48)
g = 774—%(771—1—172—%773), (1.49)
La coordonnée du centre de masse est elle définie par
R=2(f 7+ 75+ 7) (1.50)

4

En inversant les relations (1.47), (1.48), (1.49) et (1.50), on obtient les expressions des
73 et 74 en termes des coordonnées de Jacobi et de la

coordonnées individuelles 77, 75,
coordonnée du centre de masse

L 1, 1+ 1, =
no= —5h- 3)\—4U+R,
. 1, 1+ 1, =
Ty = 5;)—3)\—40+R,
L 2. 1, =
ry = +§>\*ZO'+R,
3 .
T4 = 15+R (1.51)

[\~]
[e)



On en déduit les séparations relatives

T2 = —p
L 1, <
ns = —5h— A
1 1<

— — __—’ _ _A _ =2
714 ZP 3 g,
L 1, <
23 = §P - )‘7

1 1o
— — _—'7 _)\ _ =
T24 2P 3 g,
L 25
= 25, (152

3

puis en élevant au carré ces derniéres, I’expression de 1’énergie potentielle V'
8
Vi=ko (T%Q + iy i, e+ Ta + r§4) = k12 <2p2 + g)\z + 302> . (1.53)

Les moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi sont donnés, en utilisant une
notation évidente, par

L1, 1,
pp—22 217
L2, 1, 1,
p,\—33 31 32,

3 1 1 1
Dy = =Py — —D1 — —Pa2 — —D3. 1.54
Do 44 41 42 4p3 (5)

Le moment conjugué associé a la coordonnée du centre de masse é, c’est a dire I'impulsion
totale, est donnée par

P =7p\ + P2 + P + pa. (1.55)
En inversant les relations (1.54) et (1.55), on obtient les expressions des impulsions indi-
viduelles en termes des moments de Jacobi, p,, p) et p,, et de 'impulsion totale P

1 1 1=

5 = —f,— ~Pr— ~fs + - P,
b1 DPp 2]9)\ 3 +4

1 1 1=
B = P — =Pr — =f, - P,
b2 Pp B A 3 +4
I N
b3 = D 3 o 4
. R
D4 = DPo+t ZP (156)



On en déduit, en élevant au carré les expressions des impulsions individuelles, I’expression
de I’énergie cinétique T’

1, 3 4, 2 5, 1

2 2 2
+
3m1pa

Ti=— (Pi+P;+P3+P5) =—p,+

P2, 1.57
- (1.57)
En additionnant énergies cinétique et potentielle et en retranchant 1’énergie cinétique du
centre de masse, on déduit ’expression de ’'Hamiltonien relatif Hp

Hp:=H — LP’Q = in + 2k12p2 + iﬁ%\ + §k’12)\2 + ipg + 3/42120’2. (158)

8m1 mia p 4m1 3 3m1 g

L’Hamiltonien Hg se présente donc sous la forme de la somme de trois oscillateurs harmo-
niques tridimensionnels et isotropes. Les états propres et les vecteurs propres du systéme
s’en déduisent immédiatement. En particulier, le niveau fondamental E du systéme est

donné par
2k
E=09,/22 (1.59)
mi

1.3.2 Configuration (3 x mq, 1 X my)

Pour cette configuration de masses, on fera le méme choix de coordonnés de Jacobi que
pour la configuration de masses (4 x my), (1.47), (1.48), (1.49). La coordonnée du centre
de masse R est elle définie par

R»:ml(771+772+773)+m4774 (1.60)
3mi + my

En inversant les relations (1.47), (1.48), (1.49) et (1.60), on obtient les expressions des
coordonnées individuelles en termes des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du
centre de masse, avec comme résultat

2 = %ﬁ%XSmfﬁ—lmzngrR”
e §X3m1m+4m46+é’
7 o= —3m?"fm4&+ﬁ. (1.61)
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Il s’ensuit que les séparations relatives ont pour expressions

Ti2 = —p
S 1, <
m3 = 5P A
1 1
P W
714 2/0 3 g,
., I, <
T3 = 5P- A
1 1-
— = Zp3_)N—¢&
724 2P 3 g,
2 -
= A7 (1.62)
et I’énergie potentielle prend la forme
Vi = ki (riy+ 73 +733) + kia (rig + 3y +734)
3 1 2
<§k12 + 5]614) p2 + <2/€12 + §k14> A2 + 3]61402. (1.63)
Les moments de Jacobi sont donnés par
L1, 1,
pp - 2 2 2 1,
2. 1., 1,
by = 3 3 3 1 3 2,
S 3mi my my my
- _ _ _ . 1.64
p 3mq + m4p4 3mq + m4p1 3mq + M4p2 3mq + M4p3 ( )

En inversant les relations (1.64) et (1.55), on arrive aux expressions des impulsions indi-
viduelles en termes des moments de Jacobi et de 'impulsion totale

N = 1_, 1_, mi —

e L L ey

. N 1, 1. my iR

b2 = ppfi )\*g U+3m1+m4 >

. I my =

p3 = p)‘_gpg+3m1+m4 5

P = ﬁg+ﬁﬁ. (1.65)

Les expressions précédentes des impulsions individuelles (1.65) permettent d’accéder a
I’expression de I’énergie cinétique T’
1 3
+ D +
1

—p2 3m1 +77’L4 9 ]. 32
mi1 P 4m

6mimg ~ % 2(3my +my)
(1.66)

—

1 1
T:=— (p2 +p2 + 32 2=
Sy (p1 + D +p3) + 2m4p4
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En faisant usage des relations (1.63) et (1.66), on arrive a une expression pour ’'Hamilto-
nien relatif Hr du systéme

1 -
Hp: = H—————P?
R 2 (3my + my)
L 3 1 2, 3 -9 2 2, 2 9 2
= — -k =k — 2k —kia | A+ — 3k .
mlpp+<2 12+ 3 14)/0 +4m1p,\+( 12+3 14) +3m1pg+ 140

(1.67)

L’Hamiltonien relatif Hg est la somme de trois oscillateurs harmoniques tridimensionnels
et isotropes. Il s’ensuit que les vecteurs propres son des produits tensoriels des vecteurs
propres des trois oscillateurs et que les valeurs propres sont des sommes des valeurs propres
des trois oscillateurs. En particulier, le niveau fondamental du systéme est donné par

/6k12 + 274214 (3m1 + my) k14 (1.68)
2mima ’ '

1.3.3 Configuration (2 x my, 2 X mg)

Ici un choix approprié de coordonnées de Jacobi sont les coordonnées de Jacobi dites
en "halteres"

p = To—11, (1.69)
X o= 7, (1.70)
. 1., . 1.,

G = 3 (P53 +74) — 3 (71 + 72), (1.71)

avec la coordonnée du centre de masse R définie cette fois-ci par
R’ _ mq (Fl +F2) +mg (F3 +F4)
2mq + 2mg '
En inversant les relations (1.69), (1.70), (1.71) et (1.72), on obtient des expressions des

coordonnées individuelles en termes des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du
centre de masse

(1.72)

o= %ﬁm1ﬁ3m36+ﬁ’
7 = %ﬁ—mlﬁ3msa+ﬁ,
T3 = _%_’ m1ﬁ1m36+ﬁ’
7 = %X+7mlﬁlm35+ﬁ. (1.73)



Les expressions des séparations relatives se déduisent des relations (1.73)

T2 = —p,

Fs = —5Pt3h—d

T4 = *%ﬁ*%xfﬁa

P = 3Pt g7

Tog = %ﬁ*%xff?a

o = —\ (1.74)

En élevant au carré les relations (1.74) on arrive a l'expression de 1'énergie potentielle

V = kioriy + ki3 (7‘%3 +rd i+ 1“%4) +k3ar3y = (k1o + k13) p? + (k13 + k3q) A2 +-4k130%.

(1.75)
Les moments conjugués associés aux coordonnées de Jacobi sont donnés par

O T
Pp = 2p2 2p1,
L1, 1
by = 2 4 2p3a
. mi - . ms3 . -

- + - + . 1.76
Po my + ma (P53 + Pa) M1 + s (P1 + P2) ( )

L’inversion des relations (1.76) et (1.55) permet d’obtenir les expressions des impulsions
individuelles en termes des moments de Jacobi et de I'impulsion totale

1 mi s
5 - a5 Sl —
5 — gt my 5
b2 = Pp—3bo 2 (my +ms3)
. R ms3 3
= —Prx+ =Po + —/———P,
Ps PaT 5P 2 (my + m3)

L1 mg =
Pe = P+ 5P+

TR T r—r (1.77)

puis l'expression de I’énergie cinétique 1" en élevant au carré les expressions des impulsions
individuelles

1 1 1 1 my +m3 1 5
2mq (pl +p2) T 2ms (p3 +p4) mlpp + m3p>\ * dmimz ©7 4 (my +mg)
(1.78)
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Les relations (1.75) et (1.78) permettent d’obtenir une expression pour I’Hamiltonien relatif
Hp

1 ~ 1 1
Hp=H————P?>= —p?+(kin+k 2+ — 52+ (ks + k3a) N2+
R A (my + my) mlpp (k12 13) P m3p>\ (k13 34)

my +m
g]ﬁ +4k1302.
4m1m3

(1.79)
L’expression précédente montre que ’Hamiltonien relatif Hg est la somme de trois os-
cillateurs harmoniques tridimensionnels et isotropes. Il en découle que les états propres
et les niveaux d’énergie de Hg s’en déduisent immédiatement. En particulier le niveau
fondamental E du systéme est donné par

k1o + ki3 N k13 + k3a . (m1 +ms3) ki3
miy ms3 mims

E=3

(1.80)

1.3.4 Configuration (2 x my, 1 X mg3, 1 X my)

Comme pour la configuration précédente, nous avons fait le choix d’un systéme de
coordonnées de Jacobi en "haltéres", c’est a dire

p = -, (1.81)

X = -7, (1.82)

5 — M3T3 + M4Ty 7771—1—772. (1.83)
ms -+ my 2

La coordonnée du centre de masse R est définie par

- Pl + ) + mais 4 myT
Ao (71 + 72) + mg3T3 maTy (1.84)
2m1 + msg + my

On peut inverser les 4 relations (1.81), (1.82), (1.83) et (1.84) pour exprimer les coordon-
nées individuelles en termes des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée du centre de
masse. On obtient

1., ms3 + my

— _ - — R’
" 2" 2m1+m3+m40+ ’
. 1, m3+mg ., 3
— — — R7
"2 2" 2m1+m3+m40+
. 2 .
[ ——L " ™ G4+ R
ms + my 2my +maz 4+ ma
. m3 v 2my L. 3
T4 = A+ g+ R. 1.85
4 ms + My 2mq +msg + my ( )
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Pour obtenir I’expression de I’énergie potentielle en termes des coordonnées de Jacobi, on
a besoin des expressions des séparations relatives en fonction des coordonnées de Jacobi

— —

T2 = —p,
1 my -
— — . — )\ . —”
13 2P + mg + my g
1 ms3 o
— — = )\ _ =
"4 2 m3 + my o
1 may N
— — _—» )\ . —”
23 29 + m3 + my o
L 1, ms oy _ s
T = —p————A—7,
2 29 m3 + my
oy = —\. (1.86)

Tous calculs faits, on obtient pour ’énergie potentielle V' I’expression suivante

1 1
Vi = ki, +kis (7"%3 + 7”33) + k14 (7"%4 + 7“54) + k3ar3, = (k12 + 51613 + 51614) P+

makis — m4k135\» 5

mZ m% 2 2
2—2k13+2—2k14+k34 A +2(k13+k14)0 +4
( ) mg + my

ms + my) (m3 + my
(1.87)
A la différence des cas précédents, on voit s’introduire un terme de couplage entre les

coordonnées de Jacobi A et &. Les moments conjugués des coordonnées de Jacobi sont
donnés, en faisant usage d’une notation évidente, par

. 1. 1,
Pp = §p2 - §p1,
o ms3 N my o
by = ms +m4p4 ms3 +m4p37
2mq ms -+ My

De p3 + P4) — D1+ Pa) . 1.88
ba 2my + ms + my (s + p1) 2my + ms + my (P +p2) (1.88)

En inversant les relations (1.88) et (1.55), on arrive aux expressions des impulsions indi-
viduelles en termes des moments de Jacobi et de 'impulsion totale

. I my 3

PL = TP~ §pa + 2mi +ma +ma

. R mi 3

P2 = Pp §p0 + 2my + msg + my

S o m3 mg3 >

b3 = 7P\ ms + M4pa + 2my + ms + my

Pr o= Pt — dic P (1.89)

ms + m4pg 2m1 + msg 4+ my
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En partant des relations (1.89) on peut obtenir une expression pour I’énergie cinétique du
systéme en termes des moments de Jacobi et de I'impulsion totale, avec comme résultat

1 1 1
T. — o 2 ) p
2y (pT + p5) + —2m3p3 + —2m4p4

1 5 m3+my 5  2mi+mz+my
pp P o
2mamy 4my (mg + my)

P2, (1.90)

mi 2 (2m1 +ms + m4)

En additionnant énergie cinétique T, (1.90), et énergie potentielle, (1.87), puis en retran-
chant I’énergie cinétique du centre de masse, mPQ, on obtient ’expression de
I’Hamiltonien relatif Hg du systéme en fonction des coordonnées de jacobi et des moments
conjugués associés

1 52

1 1 1
Hp: = H-— P2P=—3 4+ (k —k -y 2
R 2 (2m1 + ms + ma) mlpp+< sty 14>p *

msg +my o
- P\

2m3m4

2my + mg + i 3
T T (2 k2 2k14+k34> A+
4my (mg + my) (mg + my) (m3 +my)
F1g — maks -
Mm3i14 — M43 y = (1.91)
m3 + my

2(k13 + k14) o2 +4

Nous avons ici un couplage entre les deux coordonnées de Jacobi X et & Pour découpler
les coordonnées de Jacobi, on va comme dans le cas a trois corps, pour la configuration
(1 x mq,1 x mg,1 x mg), procéder en deux étapes. Faisons d’abord une transformation
d’échelle sur la coordonnée de Jacobi & et la transformation inverse sur le moment conjugué
associé

- 2my
= ms +my) 7, 1.92
£ \/m3m4 (2my + mg + my) (ms 4)0 ( )
., mamy (2mq + ms + my) 1 .
= . 1.93
Pe \/ 2my (mg + m4)pg ( )

Hp peut alors se réécrire comme

1

1 1 ms + m ms+m
HR:E];%+<I€12+§]€13+§]€14>P2+ 3 T 4 SBLEL Y

2m3m4 A 277’),3 my ps

m2 m2 mamy (2my +ms +m
(2( ; 2'k13+2732k14+/€34>)‘2+2 ama (2 ’ 4)(k13+k14)§2+

ms + Mmy) (m3 +my) 2my (ms +ma)”
4, [ (2m1 + m3 + my) 1  (mskua — makis) X. €. (1.94)
2mq (mg + my)
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Faisons maintenant une transformation orthogonale sur les variables X et E , et en vue de
préserver les relations de commutation canoniques, la transformation orthogonale inverse
sur les moments de Jacobi p) et p¢. Dans une telle transformation orthogonale la partie
du terme d’énergie cinétique concernant p) et p¢ va garder la méme forme puisque la
matrice associée & la forme quadratique de la partie de I’énergie cinétique en p) et pg est
proportionnelle & la matrice identité 2 x 2 (avec 2214 comme facteur de proportionalité).

2msmy

Donc
msg +myq m3+m4ﬁg_m3+m4ﬁg msg +mq
§ N

, 1.95
T (1.95)

2msgmy A 2msgmy 2msgmy
Choisissons cette transformation orthogonale de maniére & diagonaliser la forme quadra-
tique de la partie de I’énergie potentielle concernant les variables de Jacobi X et E , C'est
a dire de telle maniére que la partie de 1’énergie potentlelle concernant les variables de
Jacobi X et f soit diagonale dans les nouvelles variables N et f Il est clair que ceci revient

a diagonaliser la matrice 2 x 2 Vs

mj m3 mamg (2mi+ms3+ma) 1
‘72 — ( 2 WL3+WL4)2 ks +2 (m3+myg)2 kia + ksa 2\/ 2m (ms+myg)? (m3k14 - 77’L4k13)
mamg 2M1+M3+M4) 1 _ mamaq(2mi+mz+ma)
2\/ CrETe: (m3k1a — mak13) 2 (ma tma)? (k13 + k14)

(1.96)
associée a la forme quadratique de la partie de I'énergie potentielle impliquant les variables
de Jacobi X et E . Si nous désignons par C; et Cs les deux valeurs propres de la matrice
réelle symétrique V- Nous savons a I'avance que les deux valeurs propres C et Cy sont
nécessairement positives car la matrice Va est définie positive- alors I'Hamiltonien Hp
prend la forme suivante en termes de la variable de Jacobi g, des nouvelles variables de

Jacobi N et § et de leurs moments conjugués p,, py et pg

m3+m4_Q+C )\,2 m3+m4_2

— 2+ Gt (197
2msmy 2msgmy +CE )

Hpr = iﬁ%Jr <k‘12 + 1l€13 + 1/7€14> P+
mq 2 2
Il est clair a 'examen de l'expression précédente, (1.97), que nous avons la somme de
trois oscillateurs harmoniques tridimensionnels, isotropes et découplés. Par conséquent,
les valeurs propres et les vecteurs propres peuvent se mettre sous la forme habituelle. En
particulier, I’état fondamental du systéme a pour énergie

_ 2k1o + k13 + k14 mg3 +my +my
E= 3\/ o 3 Gt ( C1 + ) . (1.98)
Mais

( C1 + 02) = C1 + Cy + 20/C1Cs. (1.99)

En utilisant le fait que la somme des valeurs propres et le produit des valeurs propres de la
matrice V5 ne sont rien d’autre respectivement que la trace et le déterminant de la matrice
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V5, nous avons

(\/c_*1+ 02) = \/ter +24/det V. (1.100)

Mais

> my (mg + my) my (2m; + m3) mg (2m; + my)
trVg = ———= + —— kg + —————=k 1.101
Ty (m3 my) 00 my (mymy) 0 my (mg fmy) ( )

et

det ‘72 _ msmny (2m1 + mg + m4)

(2k13k14 + k13ksa + k1aksa) . (1.102)
my (ms + my)

Il s’ensuit que le niveau fondamental E peut se mettre sous la forme

2k1o + k13 + k
—3 12 13 14+

E
2mq
my (m3 + my) my (2m; + mg3) m3 (2m1 + m4) (2m1 4+ mg + my)
3 k3a + k13 + k14 + | —————— (2k13k14 + k13k3a + k14k34).
2mimsamy 2mimsamy 2mimamay mimsamyg

(1.103)

Il est bon de remarquer que les expressions obtenues pour les énergies des états fonda-
mentaux des systémes & 3 et & 4 corps pour les configurations de masse envisagées plus
haut s’inscrivent comme cas particuliers dans le cadre beaucoup plus général de I’'étude
effectuée ultérieurement dans le chapitre 5 de la référence [4].
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Chapitre 2

Ancienne borne inférieure
optimisée

Nous considérons toujours le cas de systémes & N corps gouvernés par une cinématique
non relativiste avec des interactions & 2 corps invariantes par translation. Autrement dit,
nous traitons de systémes a N particules gouvernés par un Hamiltonien de la forme

N N
- i (i) (..
M= St 3 ) =
=1 1<j=1

ol my, T, p; désignent respectivement la masse, le vecteur position, 'impulsion de la #me
particule. 7;; := 7; — 7j. On remarquera que le potentiel v() peut dépendre des deux
particules impliquées. Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de probléme a N corps
nous sous-entendrons par 1a des systémes gouvernés par des Hamiltoniens du type défini
par I’équation (3.1).

2.1 Meéthodologie

Le point de départ de ’ancienne borne inférieure optimisée est la décomposition sui-
vante du terme d’énergie cinétique

LA . (B yun
Q—T;L- = Zb@ﬁz Zﬁz + Z agj <T”> . (2.2)
i=1 2 i—1 i—1 i<j=1 Yij

La décomposition précédente fait intervenir N paramétres b;, N(N — 1)/2 parameétres
a;j et N(N — 1)/2 parametres y;;. L’identification des deux membres de ’équation (2.2)
fournit NV 4+ N (N —1)/2 équations, qui peuvent étre utilisées pour éliminer les b; et les a;;
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en faveur des y;;. Dorénavant, les b; et les a;; seront considérés comme des fonctions des
Y¥ij. Donc une caractéristique remarquable de la décomposition (2.2) de ’énergie cinétique
est qu’elle fait intervenir des parameétres libres qui sont au nombre de N(N — 1)/2. On
peut dire que chaque jeu de valeurs des parametres y;; correspond a une décomposition
particuliére de 'énergie cinétique du systéme. Cependant les valeurs des paramétres ;;
sont soumises & une restriction. Les jeux de valeurs permis pour les parametres y;; doivent
conduire & des valeurs positives pour tous les parametres a;;. Cette condition est facile a
comprendre car les parameétres a;; jouent le role d’inverses de doubles de masses réduites
et par conséquent doivent étre positives. Il vaut la peine de noter que pj;; := Zﬂ%@jfj est
un moment conjugué de 75; = 7; — 7j, au sens que 7;; et p;; satisfont aux relations de
commutation canoniques

[T ks Dije] = hdp e, (2.3)

ol ;5 1 et p;j ¢ désignent respectivement la keme composante de 7;; et la feme composante
de p;;. Considérons maintenant tour a tour les systémes a 3 et & 4 corps.

2.2 Systémes a 3 corps

La décomposition du terme d’énergie cinétique (2.2) s’écrit dans le cas a 3 corps comme

" P P
Lo 22 1 53— (byfy + bapa + baps) (F1 + pa + Ps) +
2m1 2m2 277’L3
o N o L\ 2
b1 — Y12p2 b1 — Y13p3
a — | +a — | +
12< 14912 ) 13( 1+y13 )
LN 2
b2 — Y23p3
ag |\ ——— | - 2.4
< 1+ yo3 ) (24)
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En identifiant les deux membres de I’équation (2.4), on obtient un systéme linéaire de 6
équations & 6 inconnues, les trois a;; et les trois b;, avec les trois y;; comme parametres

a2 a13 1
b1 + + =
(I+y12)®  (1+w3)° 2my
by + a12y%, a3 _ 1
(1+y12)* (1 +yas) 2my
2 2
a a 1
bs + 13Y73 -+ 23Y23 s = 5
(14 113) (14 y23) m3
b1 + by — 2&12% = 0,
(14 y12)
Y13
b1 + b3 — 2a13 = 0,
(1+y13)°
bo + b3 — QCLQ:),L2 = 0.
(1+y23)

On peut éliminer les trois b; entre les équations précédentes

linéaire de trois équations impliquant les a;; seuls

(1+y13)° (1 + ya3)®

(1+ y12)? (1 + ya3)®
2 2
Y12 Y13
aig +
(1+ y12)? (1+y13)°

qu’on peut écrire sous forme matricielle comme

a2 +

DA = a,
ou D est une matrice carrée 3 x 3

1 1

(14y13)°
1

2
Yi2 Yi3

(14y12)°  (14w13)?

~ 1
D = (1-&-31212)2

A et o sont des matrices unicolonnes 3 x 1
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On résoud alors le systéme d’équations (2.6) ou, ce qui revient au méme, on inverse la
matrice D, (2.8), ce qui donne formellement

A =Dlq, (2.10)

on D1 désigne l'inverse de la matrice D. L’inversion de la matrice D n’est pas chose
aisée dans le cas général. Ceci est dii au nombre relativement élevé de parameétres qui
interviennent dans l’expression de la matrice D : les trois parametres y;; et les trois
masses m;, ce qui rend I'inversion de la matrice particuliérement ardue a tel point que
nous n’avons pu aboutir & des expressions relativement compactes pour la matrice D1
que pour des configurations de masse spéciales.

A la décomposition du terme d’énergie cinétique, (2.4), correspond la décomposition
suivante de 'Hamiltonien du systéme H

H = (bip1 + bapa + b3ps) (P1 + P2 + P3) +

o SN2
P1 — Y12p2 (12) (=
ap|\———— | +v 712

( T+ 910 > (712)

o o\ 2
P1 — Y13P3 (13) (=
a3\ ———— +v 713

( 1+ w13 > (713)

. S\ 2
P2 — Y23P3 (23) (=
a _ +v 793 ). 2.11
23< 1+y23> (723) (2.11)

Soit |¥) l’état fondamental, qu'on pourra toujours, sans perte de généralité, supposer
normalisé, du systéme et E 1’énergie correspondante. Comme il est bien connu I’état fon-
damental d’un systéme posséde les mémes propriétés d’invariance que I’Hamiltonien. Il
existe bien des situations exceptionnelles oul cette propriété n’est pas vérifiée, mais nous
supposerons que nous sommes en dehors de telles situations. Nous avons

3 3 3
E = (Y[H|V) = (V| (Z@ﬁi) <Zﬁi) )+ > (| H ), (2.12)
i=1 i=1 i<j=1
ol HQ(ij ) est I"Hamiltonien & deux corps défini par
i) P — yiili 2 -

comme |¥) est invariant par translation, il s’ensuit que
3
> ) =0, (2.14)
i=1
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et par conséquent (V| (Z blpl) (2?21 ]5}) |¥) = 0. Il en résulte que

3
E=Y (v |w). (2.15)
i<j=1

Si Eéij ) (a;j) désigne 'état fondamental de I'hamiltonien & deux corps défini par 1’équation

(2.13), alors en vertu du principe variationnel <\II|H§” ) |w) > Eéij )(aij) et par conséquent

3
E> Y B (ay). (2.16)
i<j=1

Comme les a;; sont des fonctions des y;;, la borne inférieure obtenue (2.16) dépend des
valeurs des parameétres y;;. Donc a chaque jeu de valeurs pour les parametres y;; correspond
une borne inférieure (2.16) pour ’énergie E de l'état fondamental. La meilleure de ces
bornes inférieures est bien entendu celle qui correspond au jeu de valeurs des paramétres
yi; qui maximisent 37 =1 E( & )(aij). Cette borne inférieure qui résulte d’un processus
d’optimisation est appelée ancienne borne inférieure optimisée (pour le systéme a trois
corps) et est notée F,q. Donc

oolb - maX Z E aij{ykf})- (217)

ykl

2.2.1 Contrainte dynamique universelle

Lorque l'ancienne borne inférieure optimisée est atteinte (2.17), les valeurs des pa-

ramétres y;; correspondants ! annulent les dérivées premiéres de Zf’< j= 1E( " )(a”) par
rapport aux y;;. Donc

622<] 1E§Z]) al] Z 8E () azg 804]

=0. 2.18
aykl aam 8ykl ( )

1<j=1

8E(ij) » . , . ,
Comme les 7’%{1,@”) ne sont pas tous nuls, il en résulte que la matrice carrée 3 x 3
ij

B d’¢léments de matrice gzii, ou ij, 1 < j = 1,2,3, désigne 'indice de ligne, et kI,
k<l=1,2,3, désigne I'indice de colonne doit étre de déterminant nul. Ceci va se traduire

] existe toutefois des situations on I'ancienne borne inférieure optimisée correspond a des valeurs des
parameétres y;; situées sur la frontiére du domaine de définition des y;; car n’oublions pas que les a;; doivent
toujours rester positifs
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inévitablement par une relation entre les valeurs des trois parameétres y;; correspondant
a lancienne borne inférieure optimisée. Cette relation n’est pas de nature cinématique,
ce qui signifie qu’on peut méme l'ignorer, effectuer le processus d’optimisation et vérifier
numériquement, a postériori, que cette relation est bien satisfaite pour les valeurs des
parametres y;; qui maximisent Z?<j:1 Eé” )(aij). Cependant, la connaissance de cette
relation et sa prise en compte peut produire une grande simplification dans le processus
d’optimisation surtout si on a a ’esprit que 'on a affaire & une optimisation non linéaire,
un parameétre d’optimisation en plus pouvant mener & des complications insoupgonnables.
Ceci d’une part. D’autre part, cette relation entre les valeurs des parameétres y;; résulte de
I’application d’un principe dynamique, le principe variationnel en 'occurence, et elle est
également indépendante de la forme particuliére du potentiel car seule la décomposition
du terme d’énergie cinétique importe. Pour ces deux raisons cette relation est appelée
contrainte dynamique universelle. Il semblerait & premiére vue que nous ayons besoin
de I'expression des a;; en termes des parameétres y;;, donc que nous ayons & inverser la
matrice D, (2.8), dont nous avons dit que l'inversion est une chose ardue dans le cas
général. Il semblerait donc que nous avons ici affaire & un sérieux probléme pour pouvoir
déterminer explicitement la contrainte dynamique universelle. En fait, il n’en est rien
et pour déterminer la contrainte dynamique universelle, on n’a pas besoin de connaitre
I'expression explicite des a;; en termes des y;; comme on va le montrer dans ce qui suit.
Pour cela partons de la relation (2.7) et dérivons les deux membres par rapport aux yy;.
En tenant compte du fait que a est indépendant des yy;, on obtient

oD - HA

——A+D— =0, 2.19

OYki OYri (2.19)
d’ot 'on déduit que _

0A -~ . 0D

— =D '=—=A. 2.20

Oyl Oyw ( )

Il est facile de voir a partir de I'expression explicite de la matrice f), (2.8), que la colonne
de la matrice B correspondant & l'indice kl se présente sous la forme de moins le produit

de I'inverse de la matrice D par I'unique colonne non nulle de % multipliée par ag;. Donc

la matrice B est moins le produit de 'inverse de la matrice D par une matrice carrée 3 x 3
M/

B=-D'M, (2.21)
ou la matrice M’ est construite de la maniére suivante : dériver I'unique colonne de la
matrice D qui dépend de yy; par rapport & celui-ci puis multiplier la colonne ainsi obtenue
par ag;. Le résultat ainsi obtenu n’est autre que la colonne de la matrice M’ correpondant
a l'indice de colonne kl. On déduit de la relation (2.21) que la condition de déterminant
nul pour la matrice B est équivalente & imposer la méme condition pour la matrice M.
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D’apres la construction méme de la matrice M et d’ apres les propriétés des déterminants,
[72], le déterminant de la matrice M/ est le produit des trois a;; par le déterminant
d’une matrice M construite a partir de la matrice D par la procédure suivante : prendre
I'unique colonne de la matrice D qui dépend du paramétre yy; et la dériver par rapport a
ce dernier. La colonne obtenue de cette facon n’est autre que la colonne de la matrice M
correspondant a I'indice de colonne kl. La condition de déterminant nul pour la matrice
B est donc équivalente & la méme condition sur la matrice M. Il nous reste donc pour
obtenir la contrainte dynamique universelle pour ’ancienne borne inférieure optimisée
qu’a construire la matrice 1\71, ce qui est tes facile a faire, puis & imposer la condition de
déterminant nul. On a

0 —2 —2
) (1+y13)® (1-55/23)3
v — 23
M = (1+y12)3 () (1+y23)3 . (2.22)
2y12 2y13 0

(I4y12)°  (14y13)°

En faisant usage des propriétés des déterminants, [72], imposer & la matrice M d’avoir un
déterminant nul revient, en faisant usage de propriétés bien connus des déterminants, &
imposer la condition

0o -1 -1

-1 0 w3 |=0, (2.23)

yi2 y13 0
ce qui donne la contrainte dynamique universelle pour I’ancienne borne inférieure optimisée
dans le cas des systémes & trois corps

113 — Y12y23 = 0. (2.24)

2.2.2 Configurations spéciales de masse

Voyons maintenant comment les choses se simplifient lorsque le systéme présente des
symétries dans I’hypothése ou les symétries du terme d’énergie cinétique ne sont pas re-
mises en cause par le terme d’énergie potentielle. Ceci revient a faire I’hypothése d’une
interaction & 2 corps entre particules i et 7, v, qui ne dépend que des masses des deux
particules m; et m;.

configuration (3 x m;)

Les symétries du probléme impliquent que tous les a;; sont égaux et tous les y;; sont
égaux a 1 et la relation (2.24) est automatiquement satisfaite. Le systéme linéaire d’équa-
tions (2.6) se réduit & une seule équation qui permet de tirer 'expression de a;;

2

-2 2.25
Qij 3m1 ( )
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configuration (2 x my,1 X mg)

Les symétries du probléme impliquent que

a1z = a3, Y12 =1, Y13 = yo3. (2.26)

On a donc deux a;; indépendants et un seul y;; indépendant et la contrainte dynamique
universelle (2.24) est automatiquement satisfaite. Le systéme d’équations (2.6) se réduit a
un systéme de deux équations & deux inconnues, dont on tire les expressions de aj2 et de
a13 en fonction de y13 et des masses mq et ms

22(1 —|—y13) ms — My

a2 =
(2y13 + 1)> mymg
1 9 2mq + ms
a3 = = (1 + y13) . (2.27)
2 (2y13 + 1)2 mims

2.3 systémes a 4 corps

En explicitant la décomposition du terme d’énergie cinétique, (2.2), dans ce cas, on
arrive a

— —

+ = (b1p1 + bapa + baps + baps) (P1 + P2 + P3 + pa) +
P — y12i2 )\
ap |\ —F—— | +a3
( 1+ y12 ) <
P — y1ap By — Y2373\ >
apg (LAY g (P2 V28BS
14( I+ y14 ) 23( 1+ yo3 )

o <Z72 - y24ﬁ4) 2 1 ase
1+ Y24
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En identifiant les deux membres de I’équation (2.28), on obtient un systéme linéaire de 10
équations a 10 inconnues, les six a;; et les quatre b;, avec les six y;; comme paramétres

a2 a3 aiq 1
by + + + = >,
1+y12)®  Q+ws)?  Q+ya) 2my
2
a12Yie a93 a4 1
ba + + + = 5,
L +y12)® L4y’ (1+ya) 2my
2 2
a13Y13 (2353 as4 1
bs + - - = —,
(I+wys)?  (T+ys)®  (1+ysz0)° 2mg
by + a1ay?, - a21Y3, - asay3, . = 1 ’
(T+v14)"  (T+y2a)”  (1+y34) 2ms
Y12
b1 + by —2a10———~= = 0,
(14 y12)?
by + b3 — 2&13% = 0,
(1+y13)
Y14
b1 + b4 — 2a14———— = 0,
(1 + y1a)?
by + bg — 26L23L2 = 0,
(1 + y23)
by + by — 2&24% = 0,
(14 y24)
Y34
by + by —2a34———= = 0. (2.29)
(1+y34)°
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On peut éliminer les b entre les équations (2.29). On obtient alors un systéme linéaire de

six équations impliquant les six a;; uniquement, avec les y;; comme parametres

1 1 1
a2 + a3 + a4 + a3 + —=50a24 =
(1 +y13)? (1 + y1a)? (1 + ya3)? (14 ya21)?

1 2 1
5012 T 13+ 5014 T LQCLQ?, T o503 =
(1+y12) (1+114) (1 + 123) (14 ys4)

1 Y34 Y34
a2 + a13 +ayy + ————a9y + —————=a3y =
(14 y12)? (1 +y13)? (1 + y2a)? (14 ysa)?
2 2
Y12 Y13 1 1
12 + a13 + az3 + a4+ —50a34 =
(14 y12)? (1 +y13)? (1 + y2a)? (14 ysa)?
Yto + Yis a1 + (93 + a4 + Y34 a3 =
(14 912) (1 +y14)* (1 + y23)* (1 + y34)?
2 2 2 2
Y13 T Sy + Y23 - Y24 Soy +ags =
(14 113) (14 914) (14 523) (14 524)
qu’on peut écrire sous forme matricielle
DA = a,
ou cette fois-ci, D est une matrice carrée 6 x 6
1 1 1 1 1 0
(1+y13)?  (1+y14)? (1+3é23)2 (14y24)?
1 1 Y23 1
(1+y12)? 1 (1+y14)?  (1+y23)? 0 (14+ysa)?
1 1 1 0 Y34 Y34
D= (1+@é12)2 (1er213)2 (14y24)° (1+y34)?
o Y12 Y13 1 1
(1-i-z/212)2 (1+y13)? (2) 1 (1+y24)? (1-1-11234)2
__ Y12 _ Y14 1 _ Yz
(14y12)* 0 (I4y14)°  (14y2s)? L (14ys4)*
0 yf3 9%4 953 y§4 1
(1+v13)%  (14y1a)®  (I4y23)?  (14y24)?

A et o sont maintenant des matrices unicolonnes 6 x 1

a2
a13
a4
a23
a24
a3q

O
o T
7 L7
e | A
g + 2
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1

2my
1

2my
1
2my
1
2ms
1
2ms
1

2m3

)

1

2mo
1

2ms
1

2my
1

s’
1

s’
1

s’
(2.30)

)
)

)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



Tout ce qui a été dit a propos du cas cas a trois corps peut étre répété presque intégralement
dans le cas & quatre corps. O{l résoud le systéme d’équations (2.30) ou, ce qui revient au
méme, on inverse la matrice D, (2.32), ce qui donne formellement

A =D"1qa, (2.34)

ou D1 désigne l'inverse de la matrice ]3, qui dans le cas de systémes & 4 corps est une
matrice 6 x 6. L’inversion de la matrice D est encore plus difficile dans le cas général
comparativement au cas a trois corps. Ceci est dt au nombre plus élevé de parameétres y;;
(six au lieu de trois dans le cas a trois corps) et de masses m; (quatre au lieu de trois dans
le cas a trois corps) qui interviennent dans I’expression de la matrice D et également a la
dimension de cette derniére (six au lieu de trois dans le cas & trois corps). Comme dans le
cas a trois corps, nous n’avons pu aboutir & des expressions relativement compactes pour
la matrice D~ que pour certaines configurations de masse.

Comme pour le cas & trois corps, a la décomposition du terme d’énergie cinétique,
(2.28), correspond la décomposition suivante de ’Hamiltonien du systéme H

4 4
=1 =1
P (pz y”p]) +0)(7%). (2.35)

i<j—1 L4y

Soit |W) I’état fondamental, qu’on supposera, sans perte de généralité, normalisé, du sys-
téme & quatre corps et E I’énergie correspondante. Comme dans le cas & trois corps, on se
placera dans I’hypothése peu restrictive d’un état fondamental invariant par translation.
Nous avons

3 3 3
E = (V|H|V) = (7] (Zm) (zp) o)+ S (@ ED |, (2.36)
i=1 i=1 i<j=1

ou HQ(U ) est I’Hamiltonien & deux corps défini par (2.13). Comme |¥) est invariant par
translation, il s’ensuit que

1
> mlv) =0, (2.37)
i=1

et par conséquent (V| (Zle biﬁi) (Z?:l 13;) |¥) = 0. Il en résulte que

4
E=Y" (wH W) (2.38)
i<j=1
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Si Eéij ) (a;j) désigne 'état fondamental de I'hamiltonien & deux corps défini par 1’équation

(2.13), alors en vertu du principe variationnel (\I/|H§” ) ) > Eéij )((lz‘j) et par conséquent

4
E> Y B (ay). (2.39)
i<j=1

Comme les a;; sont des fonctions des y;;, la borne inférieure obtenue (2.39) dépend des
valeurs des parametres y;;. Donc a chaque jeu de valeurs pour les paramétres y;; correspond
une borne inférieure (2.39) pour I'énergie E de l'é¢tat fondamental. La meilleure de ces
bornes inférieures est bien entendu celle qui correspond au jeu de valeurs des paramétres
¥ij qui maximisent Z?q-:l Eé” )(aij). Cette borne inférieure qui résulte d’'un processus
d’optimisation est appelée ancienne borne inférieure optimisée (pour le systéme a quatre
corps) et est notée F,op. Donc

4
E, o = max Z Eém(aij{ykl}). (2.40)
{ykz} i<j=1

2.3.1 Contrainte dynamique universelle

Comme dans le cas a trois corps, lorsque ’ancienne borne inférieure optimisée est at-
teinte (2.40), les valeurs des parametres y;; correspondants annulent les dérivées premiéres

de Z?<j:1 Eéij) (aij) par rapport aux y;;. Donc

0 Z?<j:1 Eéij) (aij) i aEéij) (aij) Oaij

= =0. 2.41
Oyl Oaij Oyl (241)

i<j=1

Comme les @é{% ne sont pas tous nuls, il en résulte que la matrice carrée 6 x 6
B d’éléments de matrice g—afj, ou iy, 1 < j = 1,2,3,4, désigne l'indice de ligne, et ki,
k<l=1,2,3,4, désigne I'indice de colonne doit étre de déterminant nul. Ceci va se tra-
duire de nouveau par une relation entre les valeurs des six parametres y;; correspondant a
I’ancienne borne inférieure optimisée. La remarque sur la nature cinématique de la relation
reste vraie. On peut ignorer cette relation, effectuer le processus d’optimisation et vérifier
numériquement, a postériori, que cette relation est bien satisfaite pour les valeurs des pa-
rametres y;; qui maximisent Zf< =1 Eé” )(aij). Mais, ceci rend le processus d’optimisation
beaucoup plus difficile surtout si on a & l’esprit que 'on a affaire a une optimisation non
linéaire. Cette relation est également appelée contrainte dynamique universelle pour les
mémes raisons que dans le cas a trois corps. Comme dans le cas & trois corps, on n’a
pas besoin de connaitre I'expression explicite des a;; en termes des y;; pour accéder a la
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contrainte dynamique universelle. La méme démonstration peut étre répétée dans le cas a
quatre corps, en tout point identique a celle du cas a trois corps, sauf en ce qui concerne
les dimensions des matrices qui sont cette fois-ci des matrices 6 x 6, au lieu de matrices
3 x 3 dans le cas & trois corps, avec la méme conclusion que dans le cas & 3 corps, & savoir
quimposer & la matrice 6 x 6 B d’étre de déterminant nul est équivalent & imposer la
méme condition & la matrice 6 x 6 M construite & partir de la matrice D par la procédure
suivante : prendre I'unique colonne de la matrice D qui dépend du paramétre yri et la
dériver par rapport & ce dernier. La colonne obtenue de cette fagon n’est autre que la
colonne de la matrice M correspondant & l’indice de colonne kl. Il nous reste donc pour
obtenir la contrainte dynamique universelle pour ’ancienne borne inférieure optimisée qu’a
construire la matrice 1\71, ce qui est tres facile & faire et donne

0 ) - 2 2 0
(+y13)®  (Hy1a)®  (y2s)®  (14yea)®
—2 . 0 —2 . 2y23 . 0 —2 .
(1+ylz) ) (14y14)®  (1+y2s) % (1%/34)
— 24 34
N — (1+5/1122)3 (1-55115)3 0 0 (typa)”  (us)” | (2.42)
(14y12)®  (14y1s)® 0 0 (1+y24)® (1+y34)3
2y12 0 2y14 -2 0 2y34
(14y12)° (I4y14)®  (14y2s)® (1+ys4)®
0 2y13 2y14 2y23 2y24 0

(14313)°  (I4w14)®  (I+yes)®  (I+y2a)®

puis & imposer la condition de déterminant nul. En faisant usage des propriétés bien
connus des déterminants, [72], imposer a la matrice M d’avoir un déterminant nul revient
a imposer la condition

O -1 -1 -1 -1 0
-1 0 -1 w33 0 -1
-1 -1 0 0 w2 ysu
yi2 vz 0 0 -1 -1
yiz 0 yuu -1 0 ysu

0 %13 Y14 w23 Y2u O

—0, (2.43)

ce qui donne la contrainte dynamique universelle pour I’ancienne borne inférieure optimisée
dans le cas des systémes a quatre corps

2913 — 2y24 + 2y12Y14 — 2Y12Y23 — 2Y14Y34 + 2Y23Y34 —

2y12Y13Y34 — 2Y13Y14Y23 + 2Y12Y24Y34 + 2Y14Y23Y24 —

2y12Y13Y14Y24 + 2Y12Y13Y23Y24 + 2Y13Y14Y24Y34 —
2913Y23Y24Y34 + 2Y12Y13Y14Y23Y34 — 2y12Y14Y23Y24Y34 = 0. (2.44)
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2.3.2 Configurations spéciales de masse
Configuration (4 x m;)

Dans le cas ot toutes les particules sont de méme masse m1, tous les a;; sont identiques,
tous les y;; sont égaux a 1 et la contrainte dynamique universelle est automatiquement
satisfaite. Le systéme d’équations (2.6) se réduit & une seule équation qui donne a;;

1

= —— 2.45
al] 2m1 ( )

Configuration (3 x my,1 x my)

Dans ce cas on a les relations
a12 = @13 = G23, Q14 = 424 = (34 (2.46)

et

Y12 =y13 = Y23 = 1, Y14 = You = Y34. (2.47)

On a donc deux a;; indépendants, un seul parametre, y14, est impliqué dans la procédure
d’optimisation et la contrainte dynamique universelle est automatiquement satisfaite. Le
systéme d’équations (2.6) se réduit & un systéme de deux équations & deux inconnues qui
meénent a des expressions compactes pour aq2 et aiq :

(2 + 3y14) y1ama — my

a12 = 2
(3y14 + 1)2 mymy
1 2 3my + my
a4 = = (1 + y14) . (2.48)
2 (3y14 + 1) 2 mymy

Configuration (2 x mj,2 X mg)

Dans ce cas ol on a deux particules de masse m; et deux autres particules de masse
ms, les symétries du probléme impliquent les relations suivantes :

(13 = G14 = (23 = 0G24 (2.49)

et
yiz=1, ysa=1, y13=y14 = Y23 = Y24- (2.50)

On a donc 3 a;; indépendants et un seul parameétre, 13, sur lequel optimiser. La contrainte
dynamique unverselle se touve automatiquement satisfaite et le systéme d’équations (2.6)
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se réduit & un systéme de trois équations a trois inconnues, a2, asq €t a3, qui est suffi-
samment simple pour donner des expressions compactes pour les a;; :

—mi + (yi3 + 2u13) m3

aig =
(1+y13)* mams
m1 +m3
a3 = —/————,
4m1m3
2 1 —y?

(14 113)* mims

Configuration (2 x my,1 x mg, 1 X my)

Ici nous avons deux particules de masse m1, une troisiéme particule de masse mg et une
quatriéme particule de masse my. La symétrie du probléme requiert les relations suivantes

a13 = a3, (14 = a4 (2.52)

et
y1i2 =0, Y13 = Y23, Y14 = Y24- (2.53)

On a donc quatre a;; indépendants et trois parameétres y;; impliqués dans la procédure
d’optimisation. La contrainte dynamique universelle est de nouveau automatiquement sa-
tisfaite. Le systéme d’équations (2.6) se réduit a un systéme de quatre équations a quatre
inconnues, ai2, a13, a14 et asq, qui est encore trop complexe pour obtenir des expressions
suffisamment simples pour les a;;.
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Chapitre 3

Nouvelle borne inférieure
optimisée

Comme dans le chapitre précédent, nous considérons toujours le cas de systémes a
N corps gouvernés par une cinématique non relativiste avec des interactions a 2 corps
invariantes par translation, c’est a dire des systémes gouvernés par un Hamiltonien de la
forme

N pQ N
_\ 2 () (5,
H=) o=+ ;:1@ D(75), (3.1)
1= 1<jJ=

ou m;, T, p; désignent respectivement la masse, le vecteur position, 'impulsion de la #me
particule. 7;; := 75 — ;. On remarquera que le potentiel v(¥) peut dépendre des deux
particules impliquées. Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de probléme & N corps
nous sous-entendrons par 1a des systémes gouvernés par des Hamiltoniens du type défini
par ’équation (3.1).

3.1 Meéthodologie

Le point de départ de la nouvelle borne inférieure optimisée est la décomposition
suivante du terme d’énergie cinétique

N 7 N N N
S (o) () + 3wt 52
i=1 v i=1 i=1 i<j=1

ol p;; est une combinaison linéaire des différentes impulsions individuelles p;, c’est & dire

N —

Dij 5 , (3.3)
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ou le facteur 1/2 est introduit pour des raisons de convenance. En apparence, la décom-
position (3.2) fait intervenir N parametres b;, N(N — 1)/2 parametres a;; et, & travers
les pij, (3.3), N(N — 1)N/2 paramétres z;; . La décomposition de I’énergie cinétique du
chapitre précédent, (2.2), est un cas particulier de la décomposition plus générale adoptée
dans ce chapitre, (3.2), avec

o2 U
17,0 1+yij7 13, 1+y”

. Tijr=0 pour k=1,... N k#ik#j (34)

On peut dores et déja affirmer que la borne inférieure qui va résulter de la décomposition
(3.2) sera meilleure, ou au moins aussi bonne, que 'ancienne borne inférieure optimisée.
En réalité, pour 75 donné, on peut toujours, sans perte de généralité, choisir x;;; = 1, par
une redéfinition de a;; et des x;;;, pour k = 1,..., N, k # i. En imposant a p;; d’étre le
moment conjugué de 77;, c’est a dire en imposant les relations de commutation canonique

[rij ks Pijie] = hdke, (3.5)

ol ;5 1 et p;j ¢ désignent respectivement la keme composante de 7;; et la feme composante
de p;;, il est facile de voir que z;; ; doit étre obligatoirement égal a —1, z;; ; = —1. Il s’ensuit
que le nombre de parameétres z;; est de N — 2 par paire ¢j donnée. Donc, contrairement
aux apparences, nous avons N(N — 1)(N —2)/2, et non N(N — 1)N/2, parametres z;; .
L’identification des deux membres de ’équation (3.2) fournit N + N (NN — 1)/2 équations,
qui peuvent étre utilisées pour éliminer les b; et les a;; au profit des x;;. Dans la suite
de ce chapitre les b; et les a;; seront considérés comme des fonctions des z;; 5. Donc la
décomposition de I’énergie cinétique (3.2) posséde la propriété de remarquable de faire
intervenir des parameétres libres qui sont cette fois-ci au nombre de N(N —1)(N —2)/2. A
chaque jeu de valeurs des parameétres w;;; correspond une décomposition particuliere de
I'énergie cinétique du systéme. Cependant les valeurs des paramétres x;;; sont soumises
a la contrainte suivante : les jeux de valeurs permis pour les parameétres x;;j doivent
conduire & des valeurs positives pour tous les parametres a;;. Cette condition est facile
a comprendre car les a;; jouent le role d’inverses de doubles de masses réduites et par
conséquent doivent étre positifs. Considérons maintenant tour a tour les les systémes a 3
et a 4 corps.

3.2 Systémes a 3 corps

La décomposition du terme d’énergie cinétique, (3.2), s’écrit dans le cas a 3 corps

comme
22—7;% = (Z bi@‘) (Z@) + Y aipy, (3.6)
i=1 i=1 i=1

i<j=1
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ou

L P1— P2+ 712303
P12 = 9 ’

. D1 — D3 + T13.202
b1z = 9 )

D2 — D3 + 23,101

. (3.7)

P23
On voit ici qu’on a un parameétre x;;; par paire, comme dans le cas de ’ancienne borne
inférieure optimisée. En fait, on peut méme montrer, c’est ce qu’on fera plus loin, I’équi-
valence des deux bornes inférieures optimisées nouvelle et ancienne dans le cas & 3 corps.
En identifiant les deux membres de 1’équation (3.6), on obtient un systéme linéaire de 6
équations a 6 inconnues, les trois a;; et les trois b;, avec les trois x;;; comme parametres

b o M2 @13 m%3,1 1
I )
2
a2 T132 a3 1
b —_— —_— —_— — —_
2t T sty oy’
2
T12,3 a13 | a3 1
b ’ L2 G
st et oty omg’
a12 | T13.2 23,1
by + by — 2 4 713, : =0
1+ 02 9 + 5 a13 + 9 as3 )
r12.3 ais x23,1
b b Zr49 _ 10 A9 = 0
1+ 03+ 5 ai2 5 5 a3 )
x12,3 x13,2 a23
b bs — : — : —— = 0. 3.8
2 + 03 5 a2 5 a13 5 (3.8)

On peut éliminer les trois b; entre les équations précédentes pour obtenir un systéme
linéaire de trois équations impliquant les a;; seuls, avec les trois z;;; comme parameétres.

1—2132\° 1— 2937 )\° 1 1
au+<¢> a13+<i> azs = 5— +to5—,

2 2 2my  2mg
1-— z12,3 2 1+ x23.1 2 . 1 1
< 5 a2 +aiz + 5 a3 = 9 + s’
1+ 123 2 1+ 2132 2 1 1
< 5 ) a2 + 5 a13 +az3 = 9 + ms’ (3.9)

qu’on peut écrire sous forme matricielle comme

DA = a, (3.10)
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ou D est une matrice carrée 3 x 3
1 (1_I13,2)2 (1—3023,1)2
2 2
f) _ 1-x123 2 1+x23,1 2
- (T> 1 ( vas, ) : (3.11)
<1+z12,3>2 (1+:E13,2 )2 1
2 2

A et o sont des matrices unicolonnes 3 x 1

1 1
a12 27{L1 + 21112
A= ais 5 a = omr + oma . (3.12)
1 4 1
a23 2mo + 2ms

On résoud alors le systeéme d’équations (3.9) ou, ce qui revient au méme, on inverse la
matrice D, (3.11), ce qui donne formellement

A =D"1q, (3.13)

on D1 désigne l'inverse de la matrice D. L’inversion de la matrice D n’est pas chose
aisée dans le cas général. Comme dans le cas de la décomposition de 1’énergie cinétique
menant & ’ancienne borne inférieure optimisée, ceci est dii au nombre relativement élevé
de parameétres qui interviennent dans I’expression de la matrice D : les trois parameétres
x;% et les trois masses m;, ce qui rend l'inversion de la matrice particuliérement ardue.
De nouveau, nous n’avons pu aboutir & des expressions relativement compactes pour la
matrice D! que pour des configurations de masse spéciales.

A la décomposition du terme d’énergie cinétique, (3.6), correspond la décomposition
suivante de I’Hamiltonien du systéeme H

H = (bip1 + bapa + b3pi) (p1 + D2 + p3) +
L L\ 2
a2 <p1 — P2 ;_ $1273p3) + 0(12) (T12)
P — 3+ T13.002 \ 2 (13) (=
ai3 < B ) + v (7“13)
Do — 3 + Loz 12 \ > (23) (=
as3 < 5 ) +v (7“23) (314)

Soit |U) l’état fondamental normalisé du systéme et E 1'énergie correspondante. Nous
avons

3 3 3
E=(V[H|V) = (¥ (Z b@-) (Zﬁ) W) + Z (U HSD |0y, (3.15)
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ol HQ(ij ) est I"Hamiltonien & deux corps défini par
H{? = ayify + 0 (7%y), (3.16)

avec les impulsions p;; définies par ’équation (3.7). L'invariance par translation de |¥)
3
> ww) =0, (3.17)
i=1

implique que (¥| (Zg’:l bl-ﬁl-> (Z?:l ﬁi) |¥) = 0. Par conséquent

3
E=Y (v |w). (3.18)
i<j=1

Si Eéij ) (a;j) désigne 'état fondamental de I'hamiltonien a deux corps défini par I’équation

(3.16), alors en vertu du principe variationnel <\II|H§” ) |W) > Eéij )(aij) et par conséquent

3
B> Y B (ai{wrey)): (3.19)
i<j=1

Comme les a;; sont des fonctions des x;; j, la borne inférieure obtenue (3.19) dépend des
valeurs des parametres x;; ., chaque jeu de valeurs pour les parametres x;;; correspondant
a une borne inférieure (3.19) pour 'énergie E de l'état fondamental. Evidemment, la
meilleure de ces bornes inférieures est celle qui correspond au jeu de valeurs des paramétres
i qui maximisent 3 5 =1 Eé” )(aij). Cette borne inférieure qui résulte également d’un
processus d’optimisation est appelée nouvelle borne inférieure optimisée (pour le systéme
a trois corps) et est notée . Donc

3
Bpoy = max_ > B (aij{wnep})- (3.20)

{xki,p} ’i<j:1

Avant d’aller plus loin, montrons maintenant 1’égalité de ’ancienne borne inférieure op-
timisée et de la nouvelle borne inférieure optimisée. Il y’a d’abord une chose qui rend
cette égalité plausible. C’est que le nombre de parameétres sur lesquels on optimise est le
méme dans les deux cas (trois parametres y;; et également trois prametres wmk) Considé-
rons la décomposition de I’énergie cinétique correspondant a la nouvelle borne inférieure
optimisée, (3.6). Nous pouvons toujours écrire

—

P1+ P2 +03)) (L + P2+ P3), (3.21)

( (
(7 (71 + P

Py = (Pr2 + a12(p1 + 2 + 13))° — (2012P12 + oy
Pis = (Pis + a13(1 + Pa + P3))° — (2013p12 + a5 (P + Do + 3)) (B1 + P2 + P5), (3.22)
P35 = (P + gz (p1 + Pa + P3))° — (20023P12 + 035(P1 + P2 + P3)) (Br + P2 + P3) , (3.23)
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ot les ay;; sont des coefficients réels, qui seront choisis plus tard pour les besoins de cause. Il
est alors clair qu’on peut réécrire la décomposition de 1’énergie cinétique correspondant &
la nouvelle borne inférieure optimisée, (3.6), par une redéfinition appropriée des b; comme

—9 3 3 3 ~
2 217)72 B (Zbi@) (Zﬁ> + D aip'sy, (3.24)
! =1 i=1

i=1 i<j=1

avec les p’;; donnés par

- 1 N 1 N x o

plg = <§ + a12> p1+ <—§ + a12> p2 + ( 122’3 + 0412> 3, (3.25)
~ 1 . 13,2 . 1 .

Pz = 2 + a3 ) p1+ (T + 0413,) 2 + 3 + a13 | ps, (3.26)
-, 23,1 . 1 R 1 .

P'a3 = <—2 + a23) it |gtas)pt| -5 Fas)ps (3.27)

Il est clair maintenant que nous pouvons donner & la décomposition de 1’énergie cinétique
correspondant a la nouvelle borne inférieure optimisée la méme apparence que celle corres-
pondant & I’ancienne borne inférieure optimisée par un choix convenable des coefficicients
;. Plus explicitement, si on choisit
12,3 13,2 23,1

Qi = -, a3=-oF, Gpg= o, (3.28)
lgs coefficients de p3, pa, p1 dans respectivement p’,,, p’13, p’93 s’annulent et p’y5, p’y5 et
p’93 peuvent pour ce choix des oj, (3.28), s’écrire comme

— 1+112,3 —
p1= (1*9E12,3> p2

Pha = 5 ) (3.29)
(1—51712,3)
— 1 —
. P1— (f:ﬁ—iz) D3
D1z = 5 ; (3.30)
(1—51713,2)
— 14+x23.1 —
o P2 — (1,—) p3
/ = (3.31)

Doz = 2 )
(1—9623,1)
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qui sont de la forme

5 D1~ Y1ap2

b
2 L+ y12
P D1 — Y13D3
13 14113
5 _ D2 —YasP3 399
Pa3 71 T 403 ( . )
avec
1+ 12,3
Y12 =
1—2123
142132
Y13 =
1—x132
14+ x031
3 = ————. 3.33
Y T— (3-33)

Donc, dans le cas a trois corps, les deux decompositions de I’énergie cinétique corres-
pondant a ’ancienne borne inférieure optimisée, (2.4), et a la nouvelle borne inférieure
optimisée, (3.6), sont bien équivalentes, avec la correspondance entre les parameétres y;; et
x5 donnée par les relations précédentes, (3.33). Il s’ensuit I’égalité des bornes inférieures
optimisées ancienne et nouvelle dans le cas a 3 corps.

3.2.1 Contrainte dynamique universelle

Lorque la nouvelle borne inférieure optimisée est atteinte (3.20), les valeurs des pa-

rametres z;; correspondants annulent les dérivées premieres de ?<j:1 Eéij)(aij) par
rapport aux x;; ;. Donc
3 g, . 3 (i5)
0 icj=1 B3 (aij) _ Z OE; " (aij) daij —0. (3.34)

al'khp 6% 8‘%“7?

i<j=1
Tout le raisonnement de la sous-section 2.1 du chapitre 2 peut étre répété point par
point sauf que les parameétres y;; sont remplacés par les parametres x;; . On arrive a la
conclusion que la contrainte dynamique universelle s’obtient en annulant le déterminant
de la matrice M définie par

0 T132—1 ®231—1
- 2 2
M= | Zz:l o Zmadl (3.35)
, .
5E12,23+1 T132+1 (2)
2 2
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0 r132—1  x231—1

2 2
T12,3—1 To31+1 | _
—5 0 == | = 0, (3.36)
T123+1  Zizotl 0
2 2

d’onl la contrainte dynamique universelle pour la nouvelle borne inférieure optimisée dans
des systémes a trois corps
T13,2 — 12,3

. 3.37
1 — 21237132 (3:37)

23,1 =

En fait, pour déterminer la contrainte dynamique universelle on aurait pu faire autrement
en utilisant d’une part 'expression de la contrainte dynamique universelle pour I’ancienne
borne inférieure optimisée a trois corps, (2.24), et d’autre part la correspondance entre
les parametres y;; et x4, (3.33). En appliquant cette procédure, on obtient, comme il se
doit, la relation (3.37).

3.3 systémes a 4 corps

En explicitant la décomposition du terme d’énergie cinétique (3.2) dans ce cas, on
arrive a

+ = (b1p1 + bapa + bsps + baps) (P1 + P2 + D3 + Pa) +

o o o L\ 2
<p1 — D2 + X123P3 + 9612,4294)
ai2 +

2
<ﬁ1 — P3 + T13,2P2 + 9613,4234) 2
ais +
2
<ﬁ1 — P4 + T14,2P2 + T14,3D3 ) 2
ai14 +
2
L . o\ 2
<p2 — D3 + X231P1 + 9623,4294)
a23 +
2
L . o\ 2
<p2 — D4 + X241P1 + 9624,3293)
a24 +
2
L . o\ 2
—pi+x +
a3 <p3 D4 342,1]91 34,2292) L (3.38)
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En identifiant les deux membres de I’équation (3.38), on obtient un systéme linéaire de 10
équations a 10 inconnues, les six a;; et les quatre b;, avec les douze x;; ;, comme parametres

22 2
aiz a1z a4 T231 24,1 L3411
b+ —+—/—+ — + —ao3 + —ao4 + —as34
4 4 4 4 4 4
aa :z:%:,, 2 5“%4 az3 G4 %4 2,
by + —= + —2ag3 + st =+ 22 gy
4 4 4 4 4 4
x% a13 14 3 a3 24 3, asq
by + —2ap + —= + —ayy + —= + 2L ay, + —
4 4 4 4 4 4
95%2 4 95%3 4 a14 93%3 4, az4 | Q34
by + —=a12 + ——a13 + —— + ——am+— +——
4 4 4 4 4 4
arz | 132 T14.2 23,1 To41 341734,2
b + by — — + —=ai13 + —=a14 + —=a93 + —ay + ————
2 2 2 2 2 2
1123 a13 | T143 23,1 T24,1724,3 34,1
b1 +bs+ —=a19s — — + —=a14 — ——as3 + ’ ~ag4 + — a3y
2 2 2 2 2 2
T12.4 13,4 a14 | 23,1234 T24.1 34,1
bi +bs+—=a12+ ——a13 — —— + — a3 — ———0A24 — ——a34
2 2 2 2 2 2
12,3 13,2 T14,2%14,3 a3 , T243 342
by +b3 — ——ai2 — —-~a13 + ———a14 — —(— +—au+——"a3
2 2 2 2 2 2
T12.4 13,2713,4 T14,2 23,4 a4 T342
by + by — —=a1s + —F——a13 — —"a14 + —=—a23 — —— — —=a34
2 2 2 2 2 2
b+ by + T123%124 T134 T143 r234 T3 as4
3 + by 12 — 13 — 14— ———Q3 — —— Q24 — —(—
2 2 2 2 2 2

1

2m1 ’

1

2m2 ’

1

27TL3 ’

1

27TL3 ’

0. (3.39)

On peut éliminer les b entre les équations (3.39). On obtient alors un systéme linéaire de
six équations impliquant uniquement les six a;; , avec les x;;; comme parametres

1—xz132)2 1-=z142)\2 1—w23,1\2 1—wo41)\2 34,1 — 34,2 2
B e I (1Y T AL Ty L

1*1123 2 1—2143)2 142312 241 — 24,32 1—z341
) a12+a13+<f> a14+<f> a23+<f> a24+<7

1*96124 2 1—2134\2 *23,1 — 23,42 14 w241 \2 14341
) a12+<T> a13+a14+(f> a23+(T> a24+(T

1 2 1 2 — 2 1 — 2 1 — 2
( +»"612 3) a12+< +113,2> ars + (114.2 w14,3> a14+a23+< z24,3> a24+< 134,2> ass

2 2 2

1+1124 z13,2 — 13,4 2 1+ 21422 1— 2342 1+ 2342
) 2+<7’ 2 ) a13+<72 ) a14+<72 : ) a23+“24+(

T —x 14+ 2 1+ 2 1+ 2 1tz 2
12,3 124) 2+( 13,4> alﬁ(_lm) m%ﬂ) a23+<¢> azs + ass

2 2 2 2

Le systéme d’équations (3.40) peut étre écrit sous forme matricielle
DA = a,

ot D est une matrice carrée 6 x 6 donnée par
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2my 2mg
1 1

2mq W3
1 1

2mq 2my
1 1

2mg 2m3
1

2my | 2mg
1 1

2m3 2my

(3.40)

(3.41)



1 1-x155)2 1-2145)2 1-x3.1 )2 1wy )2 w341 734,22
2 2 2 2
2 1 l1-z314.3 2 1+x231 2 T24,1—%24,3 2 1—x34.1
2 2 2 2

()’ 2 2 2
()t (et () (s ()
=

(w]]
Il

2 14+x13 2 2 T14,2—714,3 2 1 1-—x24.3 2 l-x34,2 2
2 2 2 2

2 T13,2—%13,4 2 14w14,2 1—x23 .4 2 1 14x34,2 2
2 2 2 2

T12,3—%12,4 2 1+x13.4 1414 3 2 1+x23 4 2 1+x24 3 2 1
2 2 2 2 2

(3.42)
A et o sont des matrices unicolonnes 6 x 1
1 1
a2 it T 2
i S
ais 271n1 27113
a T 4
A=| Ml a=| (3.43)
23 2mo 2ms
a24 T
2mo 27{14
a34 2ms + 2my

On a a résoudre le systéme d’équations (3.40) ou, ce qui revient au méme, on a a inverser
la matrice D, (3.42), ce qui donne formellement

A =D!q, (3.44)

ou D1 désigne l'inverse de la matrice ]3, qui dans le cas de systémes & 4 corps est
une matrice 6 x 6. Le nombre de parameétres intervenant dans l'inversion de la matrice
D est encore plus élevé que dans tous les cas rencontrés jusqu’ici : 16 parameétres au
total (les douze z;; et les quatre masses m;), ce qui rend la Iinversion de la matrice D
encore plus difficile dans le cas général. L’augmentation de la dimension de la matrice rend
aussi l'inversion plus difficile, mais ’essentiel de la difficulté provient de la présence des
parameétres. Pour preuve, si on donne aux parameétres des valeurs précises, l'inversion de la
matrice D devient une chose trés aisée. Comme dans les cas précédents, nous n’avons pu
aboutir & des expressions relativement compactes pour la matrice D1 que pour certaines
configurations de masse.

A la décomposition du terme d’énergie cinétique, (3.38), correspond la décomposition
suivante de 'Hamiltonien du systéme H

4 4
H = (Y b | (D i)+
=1 =1

4 4 S\ 2
Lij kPk ii) /=
E Qjj E ]T + ’U( ])(’I“ij). (345)
i<j=1 k=1
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Soit |¥) I'état fondamental normalisé du systéme. Alors

3 3 3
E=(V[H|V) = (¥ (Z b@) (Zﬁ) W) + Z (U HSD |0y, (3.46)

ol ng ) est ’'Hamiltonien & deux corps défini par (3.16). comme |¥) est invariant par
translation, il s’ensuit que

4
> mlw) =0, (3.47)
=1

et par conséquent (V| (Z?:l blﬁi) (Z?:l ]5}) |¥) = 0. Il en résulte que

4
E=Y (v |v). (3.48)
i<j=1

Si Eéij ) (a;j) désigne 'état fondamental de I'hamiltonien & deux corps défini par 1’équation

(3.16), alors en vertu du principe variationnel (\I/|H§” ) ) > Eéij )((lz‘j) et par conséquent

4
E> > By (ay{zne,)). (3.49)
i<j=1

Comme les a;; sont des fonctions des z;j, la borne inférieure obtenue (3.49) dépend
des valeurs des parametres x;; . Donc a chaque jeu de valeurs pour les parametres z;; x
correspond une borne inférieure (3.49) pour 'énergie E de I'état fondamental. La meilleure
de ces bornes inférieures, c’est a dire celle qui est la plus proche de I’énergie de 1’état
fondamental du systéme, ou dit autrement, celle qui constitue la meilleure approximation
de I’énergie de I’état fondamental du systéme est celle qui correspond au jeu de valeurs des
parametres x;;, qui maximisent Z;l<j:1 Eé” )(aij). Cette borne inférieure qui résulte d’'un
processus d’optimisation et qui, historiquement, a été proposée comme une amélioration
de l’ancienne borne inférieure optimisée dans le cas a quatre corps (on a déja vu que les
deux bornes inférieures optimisées sont identiques dans le cas de systémes a trois corps)
est appelée nouvelle borne inférieure optimisée et est notée E,,,. Donc

4
Enolb: max Z Eéw)(aij{l'kg,p}). (350)
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3.3.1 Contraintes dynamiques universelles

Lorsque la nouvelle borne inférieure optimisée est atteinte (3.50), les valeurs des pa-
rametres x;; correspondants annulent les dérivées premieres de z E(” )(aij) par

rapport aux ;. Donc, pour un z, donné

1<j=1

3:5;%71, Oa;j  OTpep

i<j=1
Donc on obtient de cette maniére un systéme de 12 équations, qu’on peut interpréter

(i5)
N s N . Qgq . .
comme un systéme linéaire homogéne d’inconnues —2&1,(,—”), soit 6 inconnues ( autant
)
d’inconnues que de a;;). Il n’y’a aucune raison particuliere, qui fasse que les inconnues, les

%;;i(#j), soient toutes nulles, ce qui signifie que le systéme linéaire homogéne admet des
solutigns autres que la solution triviale, ce qui implique que la matrice associée au sys-
téeme linéaire homogeéne doit étre de rang 5 au maximum. La matrice associée au systeme
linéaire, qu’on notera comme dans les cas précédents, rencontrés dans ce chapitre et le
chapitre précédent, par B est cette fois-ci une matrice rectangulaire 6 x 12, d’éléments de
matrice da—J; ol 45 correspond a 'indice de ligne et kl, p correspond a 'indice de colonne.
Il y’a deux fois plus de colonnes que de lignes, car dans le cas & quatre corps a chaque paire
de particules 7j sont associés deux parametres x;; . La condition de rang sur la matrice B
signifie que toute matrice carrée 6 X 6 extraite de la matrice B en selectionnant 6 parmi
ses 12 colonnes doit étre de déterminant nul. Il est trés clair que cette condition de rang
est beaucoup plus contraignante que la condition de déterminant nul ' rencontrée précé-
demment et va déboucher sur plusieurs relations, contre une seule relation dans les cas
précédents, entre les valeurs des parameétres correspondant & la nouvelle borne inférieure
optimisée. Le nombre de relations entre les valeurs des parameétres correspondants a la
nouvelle borne inférieure optimisée est égal a la différence entre le nombre de colonnes et
le nombre de lignes de la matrice B augmenté d’un unité. Comme la matrice B est une
matrice 6 x 12, on s’attend donc & obtenir 7(= 12 — 6 + 1) relations entre les valeurs des
parameétres x;; ) corrrepondants & la nouvelle borne inférieure optimisée. Les remarques
concernant la nature dynamique des relations entre les paramétres x;;; et leur indépen-
dance de la forme particuliére du potentiel d’interaction & deux corps restent vraies, ce qui
justifie 'appellation de contraintes dynamiques universelles employée pour désigner ces
relations. La connaissance des contraintes dynamiques universelles en plus de son grand
interét theorique a aussi un interét indiscutable sur le plan pratique. Cette connaissance
permet de réduire le nombre de parameétres du processus d’optimisation a 5, au lieu de 12

] vaut la peine de noter que la condition de déterminant nul peut étre considérée comme un cas
particulier de condition de rang. En effet, imposer la condition de déterminant nul & une matrice carrée
n X n n’est en fait rien d’autre que d’imposer a la matrice considérée d’étre de rang n — 1.
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parameétres si on ne tient pas compte des contraintes dynamiques universelles. Ceci peut
mener & une simplification spectaculaire des calculs, surtout si on a & esprit que nous
sommes confrontés & des problémes d’optimisation non linéaire. Encore une fois répétons
qu’il n’est pas faux de ne pas tenir des contraintes dynamiques universelles, mais ceci peut
mener a de grandes complications calculatoires. Pour résumer, il n’est pas obligatoire,
mais trés fortement recommandé de tenir compte des contraintes dynamiques universelles.
Nous allons maintenant nous atteler au calcul de ces contraintes dynamiques universelles.
Encore une fois et contrairement aux apparences, la connaissance des expressions détaillées
des a;; n’est pas nécessaire pour accéder aux contraintes dynamiques universelles. En par-
tant de la relation (3.41), en dérivant les deux membres de la relation par rapport aux
T;j% et en remarquant que a est indépendant des parametres x;; 5, on arrive apres des
manipulations en tout point analogues a celles des sous-sections 2.1 et 3.1 du chapitre 2 a

la relation -
A ~ D
0A _ p1 9D (3.52)
8$k&p 8$k&p

L’inspection de Pexpression explicite de la matrice carrée 6 x 6 D, montre que la colonne
correspondant l'indice k¢ ne dépend que des parametres xy,. Comme a chaque paire kf
correpond deux paramétres, ceci signifie que chaque parameétre est présent uniquement
dans une et une seule colonne de la matrice D et que les paramétres se regroupent par
deux, chaque colonne contenant deux parameétres. Il s’ensuit que la colonne de la matrice B

correspondant a l'indice k¢, p se présente sous la forme de moins le produit de I'inverse de
o))
OTpe,p

la matrice D par I'unique colonne non nulle de multipliée par axy. Par conséquent la

matricefx est moins le produit de I’inverse de la matrice D par une matrice rectangulaire
6 x 12 M’
B=-D'M, (3.53)

Imposer & la matrice rectangulaire 6 x 12 B d’étre de rang 5 au plus est équivalent a
imposer la méme condition de rang & la matrice rectangulaire 6 x 12 M’ construite &
partir de la matrice D par la procédure suivante : prendre I'unique colonne de la matrice
D qui dépend du parameétre xy ,,, la dériver par rapport a ce dernier et ensuite le multiplier
par axe. La colonne obtenue de cette fagon n’est autre que la colonne de la matrice 1Y i
correspondant & I'indice de colonne kI, p. En faisant usage des propriétés des déterminants,
[72], on peut voir que le déterminant d’une matrice carrée 6 x 6 extraite de la matrice LY i
en sélectionnant 6 de ses colonnes, peut se mettre sous la forme d’un produit de 6 facteurs
a;j, pas nécessairement tous différents, et du déterminant de la méme matrice ou tous les
a;; sont formellement posés égaux a 1. Il s’ensuit que la condition de rang sur la matrice
B est équivalente a la méme condition de rang sur une matrice rectangulaire 6 x 12 encore
plus simple 1\7[, construite a partir de la matrice D de la fagon suivante : on considére
I'unique colonne de la matrice D qui dépend d’un parameétre donné xy, et on la dérive
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par rapport au parameétre en question. On répéte ensuite la procédure pour chacun des 12
parameétres jy,. On obtient ainsi de cette maniére les 12 colonnes de la matrice M. On
peut toujours organiser les colonnes de la matrice M de telle maniére que ce soit I'indice
p qui varie en premier, puis 'indice j puis 'indice ¢. Par exemple 12,3 correspond a la
premiére colonne, 12,4 correspond & la deuxiéme colonne, 13,2 correspond & la troisiéme
colonne, etc.... Avant d’aller plus loin il est commode d’adopter la notation suggestive
suivante pour les parametres x;; i, introduite dans les références [4, 17,

Ti23 =:C3, 124 =:C4, T132 =:d2, T134 =:dy4,
T142 =: €2, T14,3 =:€3, T231 =: f1, €234 = fa,
To41 =: g1, T243=:03, T341=:Nh1, T342=:ha. (3.54)
La construction de la matrice M nous conduit &
~ 1
M= 3 ( CDEFGH ), (3.55)
avec C, D, E, F, G, H des matrices 6 x 2 définies par [4, 17]
0 0 doy—1 0 es — 1 0
c3—1 0 0 0 0 e3 — 1
_ 0 ca—1 _ 0 das—1 _ 0 0
¢= c3+1 0 , D= do+1 0 » B= €yx —e3 €3 — €2
0 C4+1 dg—d4 d4—d2 €2+1 0
C3—C4 Cq4—C3 0 dgy +1 0 es+1
flfl 0 gl—l 0 hlfhg hQ*hl
fi+1 0 g1—93 93— g1 hi —1 0
| h—fa fa—h | e +1 0 | m+1 0
F= 0 0 , G= 0 gs—1 , H= 0 hy —1
0 fa—1 0 0 0 ho +1
0 fi+1 0 gs+1 0 0

Pour dériver les contraintes dynamiques universelles, nous allons, comme on ’a déja fait
pour les notations adoptées ci-dessus, au lieu de la méthode plutot pédestre de la référence
[15] suivre la méthode plus élégante exposée dans les références [4, 17], avec la recette pro-
posée et les critéres de discrimination des solutions. Il faut d’abord se décider pour un choix
donné de 5 parameétres indépendants. Les contraintes dynamiques universelles consisteront
alors & exprimer les 7 parameétres restants en fonction des 5 paramétres indépendants. 11
vaut la peine de noter qu'’il existe une multitude de choix possibles pour les paramétres
indépendants. Notre choix va se porter sur cs, ¢4, da, d4 et es comme paramétres indépen-
dants. Donc les contraintes dynamiques universelles consisteront précisément a exprimer
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les parameétres es3, fi, f4, 91, g3, h1 et ho comme des fonctions des parameétres cs3, c4, da,
ds et ez. Pour déterminer I'expression de ez considérons la matrice carrée 6 x 6 (CDE),
calculons son déterminant

|[CDE| = (c3 —cq —d2 + cada + dg — c3dg + e2 — c3ez — dgez + czdgez — e3 + cge3 + does — cadoes)
(=4 —c3 —cqg —do + 2c3dy — cqda — dg — c3dg — ez — cgea + 2c4ex — dgea + czdgen — ez — cge3 — doeg + cqdoes + 2dge3),
(3.57)

et imposons sa nullité, ce qui donne deux solutions possibles pour e3 en termes de cs,
c4, da, dyg et es. Une seule des deux solutions est conforme aux exigences de symétrie- par
exemple les 12 parameétres doivent étre tous nuls lorque une seule masse est impliquée. En
effet, & cause de la présence du —4 le facteur

(74 —c3 —cq4 —do + 2c3do — cqdo — dg — c3dg — ea — c3e2 + 2cq4e2 — dges + czdges — e3 — cqge3 — does + cqdoes + 2d463)
(3.58)

ne peut pas s’annuler dans le cas de masses toutes égales. Par contre, le facteur

(c3 — ¢4 — do + cado + dy — c3dy + 2 — c3ea — dyea + c3daes — e3 + cae3 + does — cadaes)

(3.59)
s’annule dans le cas de masses toutes égales, d’ou I'expresion de la premiére contrainte
dynamique universelle

3 —C4— do 4 dg + e2 + cqdy — c3dy — c3ea — dyex + c3dyes
o 1—C4—d2+C4d2 '

€3 (3.60)
On obtient deux autres contraintes dynamiques universelles en considérant les deux ma-
trices 6 x 6 (CEF) et (DEF). En imposant

ICEF|=0, |DEF|=0, (3.61)

et en tenant compte de 'expression de es, (3.60), on obtient une seule solution (fi, f1) qui
satisfait aux conditions de symétrie et qui soit consistante avec le fait que c3, ¢4, da, dy et
es sont des parametres indépendants.

d2 — C3

== .62
fl 1—ng2 (36)

et
dy — ¢y + cada — c3dy
fa= :
1-— C3d2
Considérons ensuite les deux matrices 6 x 6 (CDG) et (DEG). En imposant la nullité des
déterminants

(3.63)

|ICDG| =0, |DEG|=0, (3.64)
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et en tenant compte de l'expression de ez, on obtient une solution unique (g1,g3) qui
satisfait aux exigences de symétrie et qui est consistante avec le fait que cs, ¢4, da, dg et
eo sont des parameétres indépendants, qui est baptisée condition de self-consistance dans
la référence [4]. On obtient pour g; et g3 les expressions suivantes

€2 —C4

= - 3.65
e ——— (3.65)

d4 +ex—cy — d2 + ngQ + C4d2 — C3d4 — d4€2 — 63d2€2 + 63d462
93 = .
1 —dy — cgeq + cadaes

(3.66)

Pour accéder aux deux derniéres contraintes dynamiques universelles, on impose la nullité
des déterminants
|CDH| =0, |CGH| = 0. (3.67)

On obtient alors, en tenant compte des expressions de g1, (3.65), et de g3, (3.66), une
seule solution (h1, ha) qui satisfait simultanément aux deux conditions de symétrie et de
self-consistance, & savoir

_ €3 —cq4 —do + eg + cada — c3e2
1 —c4 — dg + dyg + cada — c3dy — daez + c3dsen

hy (3.68)

et
€y — d2 — C4€2 + 03d2 + C4d2€2 — —63d2€2

- 1 —c4 —do +dy + cady — c3dy — dyeg + c3dses’

ha (3.69)

Pour résumer, les sept contraintes dynamiques universelles pour la nouvelle borne infé-
rieure optimisée dans le cas a 4 corps s’écrivent

cg —cq4 —do +dy + es + cady — c3dy — cgeg — dyes + c3dyes

@ = 1—04—d2+04d2 ’
fl = d2 — % ’
1-— C3d2
dg — ¢4 + cado — C3d4
f4 = 1 ;
— C3d2
€y — C4
a = T
1 — cqe9
_dg+ex—cqg —day+ c3dy + cqdy — c3dy — dyes — cadaes + czdyes
95 = 1 —dy — cyeq + cydaes ’
b — c3 — C4 — da + e + cady — c3ea
! 1 — ¢y —dy + dy + cady — c3dy — daes + c3dses’
hg _ €y — d2 — cq€2 + 63d2 + C4d262 — *63d262 (370)

1 —cy —dy + dy + cady — c3dy — daeg + c3dsen”
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Le lecteur intéressé par les détails de la dérivation des contraintes dynamiques universelles
pourra consulter avec profit les références [4, 17, 18] ou, entre autres, une recette pour
I’obtention des contraintes dynamiques universelles dans le cas & N corps est proposée et
est appliquée concrétement au cas & 4 corps.

3.3.2 Configurations spéciales de masse

On va considérer dans ce qui suit des configurations spéciales de masse. On va supposer
que les propriétés de symétrie du terme d’énergie cinétique sont également satisfaites par
le terme d’énergie potentielle, ce qui signifie que nous faisons I’hypothése que 'interaction
entre deux particules ¢ et j v(#7) ne peut dépendre que des masses des particules m; et m;.

Configuration (4 x m;)

Lorsque toutes les masses sont égales, tous les a;; sont égaux et le systéme d’équations
(3.40) se réduit & une seule équation qui donne 'expression de a;;, identique & 'expression
correpondante dans le cas de I’ancienne borne inférieure optimisée, (2.45)et les paramétres
sont tous forcément nuls

c3=cp=dp=ds=ex=e3=f1=fa=91 =93 =h1=hy=0. (3.71)

Les 7 contraintes dynamiques universelles sont automatiquement satisfaites et on n’a donc
pas de parameétres sur lesquels optimiser.

Configuration (3 x my,1 x my)
Ici, on a les relations (2.46) entre les a;; et les parameétres x;; ) satisfont aux relations

3 = =0, dp=dy=0, fi=f1=0,
e2 = e3=g1=g9g3=hy =ho. (3.72)

On a donc deux a;; indépendants, un seul parameétre, es, est impliqué dans la procédure
d’optimisation et les 7 contraintes dynamiques universelles (??7) sont automatiquement
satisfaites. Le systéme d’équations (3.40) se réduit a un systéme de deux équations a deux
inconnues qui permettent de déduire des expressions relativement simples pour ais et ag

(ea+1)(ea+5)my — (eg — 1)2 my
2 (62 + 2)2 MMy
my + 3my

alg = . 3.73
2 (e2 + 2)2 mM1Ma ( )

a2 =

Il y’a des éléments qui nous font penser que pour cette configuration de masse les deux
bornes inférieures optimisées ancienne et nouvelle sont équivalentes. D’abord, il se trouve
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que dans les deux cas nous avons a optimiser sur le méme nombre de parameétres, 1 pa-
rameétre. Ensuite, les deux bornes sont saturées dans le cas d’interactions harmoniques. Il
est en fait facile de se convaincre que pour cette configuration de masse les deux bornes
inférieures optimisées ancienne et nouvelle sont équivalentes. Il suffit de remarquer que les
expressions (3.73) se réduisent aux expressions (2.48) si on change ey en @I’ﬂf—y_li Dong, les
deux bornes inférieures optimisées ancienne et nouvelle sont équivalentes avec la corres-

pondance des paramétres es et y14 tout juste mentionnée.

Configuration (2 x mj,2 X mg)

Dans ce cas les a;; sont liés par les relations (2.46) et les prameétres z;;; doivent
satisfaire aux relations

c3 = C4:0, h1:h2:0,

d2 = ex=f1 =g,

dy = e3= f1=gs. (3.74)
On a toujours 3 a;; indépendants mais deux parameétres, ez et e3, sur lesquels optimiser.
Les 7 contraintes dynamiques unverselles se trouvent automatiquement satisfaites et le
systéme d’équations (3.40) se réduit & un systéme de trois équations a trois inconnues,

a12, a3s et a3, qui permet de tirer des expressions suffisamment compactes pour les a;;
dependant des deux parameétres es et e

(—63 + 3) (262 —e3+ 1) ms — (62 — 1)2 mi
(62 —e3 -+ 2)2 mims
mi +ms

a2 =

a3 =
(62 — €3 + 2)2 mims

—2e3+1 - 1)2
43 — (62 e3 + ) (62 + 3) 7;11 (63 + ) ms (3'75)
(62 —e3 + 2) mims

En se basant sur le nombre de parameétres, il est clair que la nouvelle borne inférieure
optimisée est meilleure que l’ancienne borne inférieure optimisée. Ceci est conforté par
nos calculs numériques. En particulier la propriété de saturabilité, qui est réalisée pour la
nouvelle borne inférieure optimisée, ne ’est pas pour I’ancienne borne inférieure optimisée.

Configuration (2 x my,1 x mg, 1 X my)

De nouveau les a;; sont liés par les relations (2.52). Quand aux parameétres x;; j, ils
satisfont aux relations

c3 = c4 =0,
dy = fi, di=1fs, ea=gq1, e3=g3, hi=ha. (3.76)
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On a donc quatre a;; indépendants et 5 parametres x;;; impliqués dans la procédure
d’optimisation. Cette fois-ci les 7 contraintes dynamiques universelles ne sont pas toutes
automatiquement satisfaites. Ceci signifie que les contraintes dynamiques universelles ne
sont pas toutes englobées dans les relations de symétrie. Plus précisément, nous avons
deux contraintes dynamiques universelles qui ne sont pas automatiquement satisfaites, a
savoir

do — dy — ez + daea
do —1
e — ds

o= . .
DT 1= da+ds— daes (8.77)

€3 =

Avant d’aller plus loin, il vaut la peine de noter les travaux de Boudjema et Zouzou [4, 17]
sur le sujet. Ces auteurs divisent les contraintes dynamiques universelles en deux types :
les contraintes dynamiques universelles impliquées par les symétries du probléme et les
contraintes dynamiques universelles qui ne le sont pas et doivent donc étre obtenues par
le calcul. En tenant compte des symétries du probléme considéré, on détermine le nombre
de a;; indépendants et également le nombre de parameétres indépendants. Le nombre de
contraintes dynamiques universelles & calculer est égal au nombre de parameétres indépen-
dants diminué du nombre de a;; indépendants et augmenté d’une unité. Si le nombre de a;;
indépendants est supérieur au nombre de paramétres indépendants, alors les contraintes
dynamiques universelles sont toutes englobées dans les relations de symétrie. Autrement
dit, il n’y’a de contraintes dynamiques universelles & obtenir par voie de calcul que lorsque
le nombre de parameétres indépendants est supérieur ou égal au nombre de a;; indépen-
dants. De plus, Boudjema et Zouzou [4, 17] ont dérivé une expression intéressante pour
le nombre de contraintes dynamiques universelles & calculer. Le lecteur intéressé par les
détails pourra consulter avec profit les références [4, 17]. Toutes ces régles se trouvent
vérifiées pour toutes les configurations de masse a 3 et 4 corps que nous avons considéré
dans le chapitre précédent, dans le cas de ’ancienne borne inférieure optimisée, et dans ce
chapitre, & I’occasion de la nouvelle borne inférieure optimisée. On peut utiliser les deux
relations (3.77) pour limiter la procédure d’optimisation & 3 parametres, qu’on peut choisir
comme étant es, do et d4. Comme dans le cas tout a fait général, c’est a dire lorsque le
systéme n’a aucune propriété de symétrie, on n’est pas dans ’obligation de tenir compte
des relations (3.77) car elles sont de nature dynamique et non cinématique. Cependant,
sur le plan pratique, la prise en compte de ces relations peut mener & des simplifications
insoupconnables du processus d’optimisation numérique. Ceci se comprend d’autant plus
que nous avons affaire & un probléme d’optimisation non linéaire trés friand en temps de
calcul, la réduction du nombre de parameétres sur lesquels optimiser conduisant & un gain
trés considérable en temps de calcul. Comparée a I’ancienne borne inférieure optimisée,
la nouvelle borne inférieure optimisée est meilleure. En particulier, la propriété de satura-
bilité est réalisée pour cette configuration de masse contrairement a ce qui se passe pour
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I’ancienne borne inférieure optimisée. Ceci se comprend en se basant sur le nombre de
parameétres sur lesquels on optimise, 5 paramétres 2 dans le cas de la nouvelle borne infé-
rieure optimisée et 3 paramétres dans le cas de I’ancienne borne inférieure optimisée. Le
systéme d’équations (3.40) se réduit & un systéme de quatre équations a quatre inconnues,
ai2, a13, a14 €t asq, mais les simplifications introduites sont insuffisantes pour obtenir des
expressions compactes pour les a;;.

’Dans le comptage du nombre de parmeétres, on ne tient compte que des relations entre les paramétres
impliquées par les considérations de symétrie.
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Chapitre 4

Résultats numériques

Notons d’emblée que nous allons nous limiter dans ce chapitre au cas a 4 corps. Nous
ne présenterons pas de résultats numériques relatifs aux systémes & 3 corps vu que ceux-
ci sont présentés ailleurs, [14]. Ceci d’une part. D’autre part, nous nous limiterons a la
nouvelle borne inférieure optimisée, vu qu’on sait d’avance, par I'argument analytique
exposé au chapitre 3, que cette derniére est toujours meilleure, ou au moins aussi bonne,
que lancienne borne inférieure optimisée. Avant de présenter les résultats numériques,
commencons d’abord par présenter deux bornes inférieures antérieures a la nouvelle borne
inférieure optimisée, a savoir les bornes inférieures désignées dans la littérature sous les
vocables de bornes inférieures naive , [5, 6, 7, 8, 9, 10], et améliorée, [11, 12, 13]. Nous
exposerons également et de maniére trés succinte une méthode de résolution de ’équation
de Schrodinger & N corps d’essence variationnelle, [1, 2, 3, 4], que nous particulariserons
au cas & quatre corps, a savoir la méthode de développement sur des Gaussiennes corrélées.
La présentation des bornes inférieures naive et améliorée est motivée par le fait que nous
allons également présenter des résultats numériques concernant ces deux bornes inférieures,
dans un but de comparaison avec la nouvelle borne inférieure optimisée. L’exposé de la
méthode de développement sur des Gaussiennes corrélées se justifie par le fait que nous
allons également présenter les résultats de calculs variationnels poussés utilisant comme
fonctions d’onde d’essai des superpositions de Gaussiennes corrélées.

4.1 Borne inférieure naive

Le point de départ de la borne inférieure naive est la décomposition suivante de ’énergie

cinétique
N N
Ejp’z: — VA (4.1)
c~2m; (N —1) & 2m;  2m; [ ’
= 1<j=1 J
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A la décomposition (4.1) correspond une décomposition de ’Hamiltonien du systéme H,

N ﬁQ N
_ i @5) (..
S I a2
=1 1<j=1

sous la forme d’une somme d’Hamiltoniens & deux corps

N
H= Y H, (4.3)
i<j=1
avec -
=
i) _ 1 pi P (i) (..
B = {2mi " om; } FO () (44)

Désignons par |¥ > 'état fondamental, qu'on pourra toujours supposer- sans perte de
généralité- normalisé, du systéme et par E 1’énergie correspondante. Autrement dit, F est
le niveau fondamental du systéme. Nous avons

N
E=<UHV>= Y <UH"|v>. (4.5)
i<j=1
Si on désigne par Eéij ) (aj), Iénergie de I’état fondamental de ’'Hamiltonien relatif & deux
corps -
Hy)) = oyt +0 (), (46)

alors en vertu du principe variationnel

< WH W >> B (ayy), (4.7)
avec o m; +m; (4.8)
YT (N = D)memy '

Il en résulte I'inégalité suivante :

N
E> 3" B (). (4.9)
i<j=1
Donc
N ..
ST B (ay), (4.10)
i<j=1



avec a;; donné par (4.8), constitue une borne inférieure pour le niveau fondamental du
systéme baptisée borne inférieure naive. Il s’est avéré, [5, 6, 7, 8, 9, 10], que la borne
inférieure naive n’est pas trés précise. L’énergie de chaque paire {i,j} est remplacée par
le niveau fondamental de Hé” ), (4.4), sans tenir compte du mouvement global de la paire
en question & lintérieur du systéme a N corps. Ce manque de précision a amené au
développement d’une nouvelle borne inférieure, la borne inférieure désignée sous le nom
de borne inférieure améliorée qui sera décrit dans la section suivante.

4.2 Borne inférieure ameéliorée

Une amélioration par rapport a la borne inférieure naive consiste a séparer dans ’éner-
gie cinétique ’énergie cinétique du centre de masse et I’énergie cinétique relative grace a
I’identité

N = N - —\2

Z 2m;  2M & 2mym; M '
i=1 i<j=1 J

prd ]7

oll M est la masse totale du systéme et P est I’impulsion totale du systéme
N N
M= "m, P=> p (4.12)
i=1 =1

2

I est clair que p;; défini par
m;pP; — Mipj

4.1
m; +m; ( 3)

Pij =
est un moment conjugué de 77;;, au sens que 7;; et p;; satisfont aux relations de commutation
canoniques

[rij s Pije] = Mo, (4.14)

keme £€m€

ou 11 et p;; ¢ désignent respectivement la composante de 7;; et la composante
de pj;. La décomposition du terme d’energie cinétique, (4.11), peut étre réécrite en termes
des p;; comme

= N
PP (mim)” s, (4.15)
. 2mi 2M L 2miij A )
=1 1<j=1

A la décomposition précédente du terme d’énergie cinétique, (4.15), correspond la décom-
position suivante de I’Hamiltonien H du systéme

P S~ i)
H=ot > Y, (4.16)
i<j=1



ol ﬁé” ) est défini par

ﬁQ(ij) = it + o) (7, (4.17)
avec y; défini par
. (m; +m;)?
im0 4.18
@ J 2miij ( )

Désignons toujours par |¥ > ’état fondamental, supposé normalisé, du systéme et par FE
I’énergie correspondante. Alors

P2 N e
E =< U[H|Y >=< U]z U >+ Y < | > (4.19)
i<j=1

Mais I’état fondamental est invariant par translation, ce qui se traduit par

PlU >=0 (4.20)
et par conséquent
P2
U|l—|¥ >=0. 4.21
< Y| >=0 (421)
Il s’ensuit que
N -
E= Y <9a7w>. (4.22)
i<j=1
Mais d’apres le principe variationnel
< UHD W >> EO (&), (4.23)

ou Eéij ) (evij) désigne l'énergie de I'état fondamental de I’'Hamiltonien relatif a 2 corps
f[é” ), (4.17). Il est clair que Eé” )(&Z-j) = Eé” )(&Z-j). Nous en déduisons I’inégalité suivante
satisfaite par 1’énergie de I’état fondamental du systéme

N
E> Y B (ay). (4.24)
i<j=1
Donc
N ..
S B (ay), (4.25)
i<j=1

avec &;; donné par (4.18), constitue une borne inférieure appelée borne inférieure amélio-
rée. Effectivement, la borne inférieure améliorée, (4.25), peut constituer une amélioration
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par rapport a la borne inférieure naive, (?77). C’est le cas, par exemple, pour tout systéme
constitué de particules avec des masses toutes égales. En effet dans ce cas

1

e (4.26)

7 1

J Nm J
Ceci d’une part. D’autre part Eé J )(oz) est une fonction croissante. On peut voir cette pro-
priété de croissance comme une conséquence du théoréeme de Feynman-Hellmann, [4]. On
peut également également la relier au fait que 'inertie favorise la liaison, et par conséquent
«, qui joue le role de 'inverse d’une masse, défavorise la liaison. Donc, en conclusion,

BV (@7) > BSP (o) (4.27)
et par conséquent

N N (
(i9) (= i)
E By () > § By (ij). (4.28)
i<j=1 i<j=1

Il s’ensuit que la borne inférieure améliorée est meilleure que la borne inférieure naive
dans le cas de masses toutes égales. Cependant il n’en est pas toujours ainsi, [14, 4]. Plus
précisément, pour des masses inégales il y’a des cas ou la borne inférieure naive peut
s’avérer meilleure que la borne inférieure améliorée. Ceci a motivé le développement des
bornes inférieures optimisées ancienne et nouvelle décrites aux chapitres 2 et 3.

4.3 Développement systématique sur des (Gaussiennes cor-
rélées

Le développement sur des Gaussiennes corrélées est une méthode de résolution de
I’équation de Schrodinger d’essence variationnelle. Si on particularise au cas & quatre corps,
la méthode consiste a adopter comme fonction d’onde d’essai pour 1’état fondamental du
systéme une superposition de Gaussiennes corrélées

G
1 . _’ S S
U (21,29,23) = »_kifexp [—ﬁ(aalx% +2a}& . To + - -+ + abgT3)] + - ). (4.29)
=1

Pour chacune des G générations les pointillés a la fin signifient des termes supplémentaires
déduits a partir de la premiére exponentielle par permutation des particules lorque les
exigences de symétrie I'impose. Les Z; sont un ensemble de trois coordonnées de Jacobi (il
faut se rappeler que le nombre de coordonnées de Jacobi est de trois pour un systéme a
4 corps). Les paramétres de poids k; et les paramétres de portée a'y, aby, als, aly, aty et
a§3 sont des parameétres variationnels a déterminer par une procédure d’optimisation. Le
lecteur intéressé par plus de détails pourra consulter avec profit les références [1, 2, 3, 4].
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4.4 Reésultats numériques
Nous avons considéré le cas d’un potentiel en loi de puissance
ol(755) = sgn(B)r), (4.30)
qui a été pris, dans un but de simplicité, le méme pour toutes les paires. Ici sgn est la
fonction signe introduite dans le but d’avoir toujours des potentiels attractifs. Le choix des
potentiels en loi de puissance est motivé par le fait que ceux-ci possédent des propriétés

d’échelle [73, 74, 75, 4, 3] intéressantes pour les observables physiques. Par exemple pour
Iénergie, si Ea(a, ) désigne 'état fondamental de 'Hamiltonien relatif & deux corps

Hy = ap® + sgn(B)r?, (4.31)
alors ,
Ea(a, ) = (20)T9 B (1/2,6) . (432)

La nouvelle borne inférieure optimisée (?7) se réduit dans ce cas a

E

—— > max R({x;; 1}, 4.33
E2 (1/2’5) - Tijk ({ Jyk} 5) ( )
ou g

———— < minR{z;; 1}, B), 4.34
E2 (1/2’5) — Tijk ({ jvk} /B) ( )

selon que, respectivement, 3 est positif ou négatif, avec

4 5
R({zijn}, 8) = Y (aij{wiju}) T . (4.35)
i<j=1

Nous avons considéré diverses puissances de 3, f = —1,0.1,1,2 correspondant res-

pectivement aux potentiels Coulombien, de Martin [76], linéaire et harmonique et de
multiples configurations de masse, jusqu’a trois masses différentes. Dans le cas de deux
masses distinctes, nos résultats sont consignés dans les tableaux 1 & 4 dans le cas ou
mi1 = mo = m3 = 1 et my variable et dans les tableaux 5 & 8 dans le cas ot m; = mg =1
et mg = my variable. Dans le cas de trois masses distinctes m; = mo = 1, mg = 2 et
my variable, nos résultats sont consignés dans les tableaux 9 & 12. Nous avons également
reporté les résultats correspondant & la borne inférieure naive, a la borne inférieure amé-
liorée et & un calcul variationnel utilisant le développement sur des Gaussiennes corrélées
et incluant sept générations de Gaussiennes G = 7, ce qui est suffisant pour obtenir une
bonne convergence, sauf dans le cas du potentiel Coulombien. Dans tous les cas, la nou-
velle borne inférieure optimisée est meilleure que les bornes inférieures naive et améliorée.
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Nos investigations numériques ont été si intensives que nous avons la quasi-certitude de la
supériorité absolue de la borne inférieure optimisée vis a vis des bornes inférieures naive
et améliorée dans le cas & quatre corps. Cette conclusion est confirmée par des travaux
récents [4, 19], ou les auteurs ont montré la supériorité absolue de la nouvelle borne infé-
rieure vis & vis des bornes inférieures naive et améliorée dans le cas général d’un systéme
a N corps avec N arbitraire. Dans le cas ou le calcul variationnel a atteint une bonne
convergence, la borne inférieure optimisée est trés proche de la valeur fournie par le calcul
variationnel. La borne inférieure optimisée constitue alors une excellente approximation
de I'énergie de I’état fondamental du systéme. Dans le cas ou le calcul variationnel n’a
pas atteint une bonne convergence comme c’est le cas pour le potentiel Coulombien, nous
avons des raisons de penser que de la nouvelle borne inférieure optimisée est plus proche
de I’énergie de I'état fondamental que ne lest le résultat du calcul variationnel. Cette
conclusion est également confirmée par les travaux exposés dans les références [4, 19],
pour N arbitraire. Nos calculs montrent aussi que la nouvelle borne inférieure optimisée
est saturée, c’est a dire coincide avec I’énergie de I’état fondamental du systéme, pour des
interactions harmoniques, c’est a dire dans le cas d’une énergie potentielle V' de la forme

4
V=> kiyri, (4.36)
1<J

indépendemment de la configuration de masse considérée et des constantes de couplage
k;;. Mais a I’époque de la réalisation de ces travaux, nous avions uniquement une évi-
dence numérique de cette propriété de saturabilité et la démonstration analytique de cette
propriété faisait défaut. Il a fallu également attendre jusqu’a tout récemment les travaux
de Boudjema et Zouzou [4, 16], qui ont confirmé la propriété de saturabilité de la borne
inférieure optimisée pour un systéme & N corps, avec N arbitraire, pour avoir aussi une
démonstration analytique partielle de la propriété de saturabilité. Plus précisément, la
propriété de saturabilité est démontrée pour certaines configurations spéciales de masse,
mais pour N arbitraire, [4, 16].
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E
TAB. 4.1 — Rapport B (1)

pour le potentiel Coulombien avec mq = mgo = mg = 1 et my

variable
my4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 4.58910  2.34603 2.34565 2.21657
0.1 5.31818  3.09359 3.08334 2.91603
0.5 7.50000  4.95833 4.95235 4.57714
1.0 9.00000  6.00000 6.00000 5.57524
3.0 11.2500  7.87500 7.46333 6.91106
10.0 12.6818 12.9731 8.41754 7.81651
100.0 13.4109  80.2791 8.93460 8.30862
500.0 13.4820  380.256 8.98677 8.35828
oo 13.5000 00 9.00000 8.38517
TaB. 4.2 — Rapport 2 pour le potentiel de Martin avec m; = mg = mg = 1 et my

variable

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 6.48950  6.58887 6.58933 6.59210
0.1 6.13411 6.23762 6.24093 6.24492
0.5 5.94263 6.05525 6.05692 6.06184
1.0 5.88526  6.00000 6.00000 6.004483
3.0 5.82899  5.92585 5.93960 5.94442
10.0 5.80267  5.82603 5.90764 5.91232
100.0 5.79107  5.56867 5.89208 5.89668
500.0 5.79000 5.38283 5.89057 5.89517
oo 5.78972  3.00000 5.89019 5.89474
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TaB. 4.3 — Rapport Ezi(l) pour le potentiel linéaire avec m; = mo = m3z = 1 et my4 variable
2

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 12.3077 13.0067 13.0871 13.0947
0.1 7.24681  7.98952 8.07072 8.07920
0.5 5.62074  6.39869 6.41725 6.42522
1.0 5.24148  6.00000 6.00000 6.00745
3.0 4.91017 5.50524 5.59668 5.60362
10.0 4.76797  4.95443 5.39804 5.40464
100.0 4.70774  4.00628 5.30476 5.31117
500.0 4.70221  3.59682 5.29582 5.30222
oo 4.70081  3.00000 5.29357 5.30000

TaB. 4.4 — Rapport EZL@) pour le potentiel harmonique avec m; = mg = mg = 1 et my
2

variable

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 19.8564  20.9230 21.3493 21.3493
0.1 8.19405 9.33475 9.56776 9.56776
0.5 5.44949  6.60882 6.64575 6.64575
1.0 4.89898  6.00000 6.00000 6.00000
3.0 4.44949  5.27792 5.41421 5.41421
10.0 4.26608  4.55839 5.14018 5.14018
100.0 4.19018  3.57675 5.01489 5.01489
500.0 4.18327  3.26455 5.00300 5.00300
oo 4.18153  3.00000 5.00000 5.00000
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TAB. 4.5 — Rapport E2L(_1) pour le potentiel Coulombien avec mi1 = mo = 1 et m3 = my
variable i
my4  naive  améliorée optimisée variationnel

0.001 1.51349  1.00899 0.51114 0.50984

0.002 1.52695 1.01797 0.52228 9.56776

0.005 1.56720  1.04480 0.55561 0.54920

0.010 1.63381 1.08921 0.61093 0.64806

0.050 2.14643  1.43095 1.03927 1.01006

0.100 2.74091  1.82727 1.52878 1.46160

0.200 3.80000  2.53333 2.35843 2.21950

0.500 6.25000 4.16667 4.12853 3.83733

0.800 8.03333  5.35556 5.35104 4.96187

1.000 9.00000  6.00000 6.00000 5.57473
TaB. 4.6 — Rapport Ezi(,l) pour le potentiel de Martin avec m; = mg = 1 et mg = my
variable :

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.001 7.61877  7.44482 7.72590 7.72870
0.002 7.40346  7.27034 7.47280 7.51186
0.005 7.12993  7.04858 7.23396 7.23684
0.010 6.93144 6.88751 7.03478 7.03478
0.050 6.50051  6.53623 6.60552 6.60942
0.100 6.33072  6.39601 6.43830 6.44262
0.200 6.17412  6.26408 6.28527 6.28994
0.500 5.99467  6.10557 6.10954 6.11444
0.800 5.91781  6.03256 6.03297 6.03788
1.000 5.88526  6.00000 6.00000 6.00482
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TAB. 4.7 — Rapport E2L(l) pour le potentiel linéaire avec m; = mo = 1 et m3g = my variable
2

my4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.001 37.3531  34.1776 39.9431 39.9727
0.002 29.8347 27.7334 31.9981 32.0226
0.005 22.2285  21.1129 23.9683 23.9877
0.010 17.8444 17.29666  19.3461 19.3628
0.050 10.8966  11.2382 12.0362 12.0362
0.100 8.92374  9.50174 9.96094 9.97197
0.200 7.40707  8.14026 8.35793 8.36774
0.500 5.97422  6.78014 6.81782 6.82623
0.800 5.44886  6.23166 6.23533 6.24310
1.000 5.24148  6.00000 6.00000 6.00745

TaB. 4.8 — Rapport E;fl) pour le potentiel harmonique avec m; = mg = 1 et mg = my
2

variable

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.001 99.7026  92.3145 109.989 109.989
0.002 70.7654 66.1345 78.3758 78.3758
0.005 45.1048 42.9211 50.3340 50.3340
0.010 32.1907  31.2397 36.2126 36.2126
0.050 15.0510 15.7218 17.4250 17.4250
0.100 11.0579 12.0776 13.0149 13.0149
0.200 8.29909  9.51019 9.93623 9.93623
0.500 5.9712 7.20838 7.27791 7.27791
0.800 5.19347  6.35083 6.35738 6.35738
1.000 4.89898  6.00000 6.00000 6.00000
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TaB. 4.9 — Rapport # pour le potentiel Coulombien avec m; = mo =1, m3z =2 et my

2)

variable
my4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 5.58925  2.88321 2.85662 2.68888
0.1 6.33117  3.71085 3.59270 3.41014
0.5 8.70000  5.84500 5.69402 5.28086
1.0 10.5000  7.08333 6.97834 6.45405
3.0 13.6000 9.16611 8.92845 8.28250
10.0 15.9545  13.9807 10.3526 9.64941
100.0 17.3229  76.2605 11.2044 10.4725
500.0 17.4641  354.008 11.2944 10.5596
oo 17.5000 00 11.3174 10.5990
TaB. 4.10 — Rapport EzL(_l) pour le potentiel de Martin avec m; =mo =1, mg = 2 et my
variable ’

m4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 6.46253  6.54932 6.55845 6.56312
0.1 6.10506  6.19689 6.20922 6.21297
0.5 5.90730 6.01017 6.01882 6.02362
1.0 5.84523  5.95328 5.95782 5.96271
3.0 5.78101 5.88193 5.89040 5.89513
10.0 5.74886  5.79185 5.85249 5.85703
100.0 5.73398  5.54421 5.83300 5.83741
500.0 5.73257  5.35898 5.83104 5.83548
oo 5.73222  2.96753 5.83055 5.83492
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TaB. 4.11 — Rapport % pour le potentiel linéaire avec m; = mg = 1, mg = 2 et my

2)

variable
my4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 12.1426  12.6528 12.8629 12.8716
0.1 7.06332 7.67565 7.82830 7.83622
0.5 5.40202 6.07722 6.41763 6.15519
1.0 5.00184  5.68142 5.71437 5.72149
3.0 4.63975  5.22382 5.28364 5.29014
10.0 4.47727  4.73493 5.06160 5.06771
100.0 4.40628  3.82066 4.95269 4.95858
500.0 4.39968  3.40544 4.94202 4.94787
oo 4.39802  2.79370 4.93932 4.94516
TaB. 4.12 — Rapport EQL(%) pour le potentiel harmonique avec m; = mo =1, mg = 2 et

my variable

my4  naive  améliorée optimisée variationnel
0.01 19.6232 20.3024 20.9773 20.9773
0.1 7.93125 8.83791 9.18406 9.18406
0.5 5.14358 6.12132 6.24090 6.24090
1.0 4.57081  5.52933 5.58114 5.58114
3.0 4.09109 4.87676 4.96993 4.96993
10.0 3.88898  4.24489 4.67332 4.67332
100.0 3.80348  3.30016 4.53267 4.53267
500.0 3.79563  2.98121 4.51907 4.51907
oo 3.79365  2.70711 4.51564 4.51564
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Chapitre 5

Un probléme a 2 corps de type
"Calogero" exactement soluble

5.1 Le modéle unidimensionnel

5.1.1 Position du probléme

Un nouveau modéle quantique, & deux corps, non relativiste, intégrable et exactement
soluble a été récemment proposé [68]. L’Hamiltonien de ce systéme s’écrit :

0?02 9, 9 o 21172
0x? Ozl Tuler+ap) + )\(x% +a3) (21 — x2)*
ou les unités 2m = i = 1, sont utilisées. Cet Hamiltonien invariant sous la permutation des
particules 1 et 2, décrit des systémes de 2 particules en interaction mutuelle sur une ligne
infinie et confinées dans un champ harmonique moyen généré par une troisiéme particule
infiniment lourde. A est la constante de couplage associée au potentiel d’interaction & deux
corps et w est la fréquence du champ harmonique isotrope. Les z; (i = 1,2) représentent
les opérateurs de position des deux particules et les —ia%i (i = 1,2) sont les opérateurs
des moments conjuges ( dans la représentation position) correspondants.

Le modele décrit par (5.1) peut étre vu comme étant une généralisation ou une "défor-
mation" du modele original de Calogero a 2 corps [22]. En effet on peut facilement vérifier
que cet Hamiltonien peut étre réécrit sous la forme :

H(:L’l,l‘g) = — (51)

Hionas) = -2 = & o2 padyn(— 1 (5.2)
DT 002 02 e (x1 —x2)2 2?+23)° '

En remplagant, dans (5.2), le terme w?(z?3 + 23) par w?(z; — z2)?, on retrouve le
probléme & deux corps de Calogero auquel a été additionné un potentiel & deux corps
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non invariant par translation ﬁ Notons, de plus, q’une généralisation de ce modele
1 2

unidimensionnel ( remplacer —\ par p dans le terme additionnel) a été introduite et étudiée

dans [69].

I’Hamiltonien (5.2) n’est pas séparable dans les coordonnées d’espace (x1,x2). En pas-
sant en coordonnées du centre de masse et de Jacobi, pour le probléme & deux corps,
définies par

R =3 (@ +a) (31— 22) (53)
= — 21 o), U=—47—=\T1 —I2), .
2 V2

I’Hamiltonien (5.2) s’écrit, maintenant, sous la forme

19 9 5 1 1
—_—— - 2R? Hoa(—=-———=). 5.4
2 OR? 8u2+w( )+ 2u?  2R2 4 u? (54)
L’équation (5.4) montre clairement que I’'Hamiltonien H (R, u) ne peut pas étre séparé

en un Hamiltonien "du centre de masse" H.,, = H(R) et un Hamiltonien "relatif" H,.; =

H(u), comme ce fit le cas pour le probléme a deux corps de calogero [22], & cause de la

présence du terme additionnel non invariant pat translation

H(R,u) =

(@+a3)”

Cependant, pour contourner cette difficulté et dans 'espoir de résoudre ce probléme,
faisons la transformation des coordonnées d’espace (z1,z2) en coordonnées "polaires"
comme suit :

r1 = rsing, Tg =T COS @, (5.5)
o> 0, 0<p<om

L’équation de Schrodinger stationnaire pour ’'Hamiltonien (5.1) s’écrit, donc, dans les

coordonnées (r, ) comme :

o2 ror

avec M un opérateur différentiel "angulaire" défini par

2
< o 19 + w?r? + T—]\f) U(r, ) = EV(r, ), (5.6)

o sin 2

M=— (5.7)

0p? 1 —sin2¢p’
et o ¥(r, ¢) et F représentent, respectivement, les solutions propres et les énergies propres
de 'Hamiltonien du probléme consid’eré qui devient maintenant séparable dans les co-
ordonnées (r, ). L’équation de Schrodinger (5.6) est, donc, soluble par séparation des
variables.
Pour réaliser cela, transformons la fonction d’onde ¥(r, ) selon I'"ansatz" suivant :
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U(r, ) = R(r)®(p). (5.8)

En remplacant (5.8) dans (5.6) on obtient une paire de deux équations différentielles
a une variable chacune ; ’équation "angulaire"

d2®(yp) sin 2 B
R + <)\1 2y B) D(p) =0, (5.9)

ou B, la constante de séparation, dénote les valeurs propres de 'opérateur M ( équation
(5.7)) et ® ses fonctions propres; et I’équation "radiale"

7d2R(r) _ 1dR(r)
dr? r dr

+ <w21“2 + r—% - E) R(r) =0, (5.10)

pour les fonctions d’onde radiales R(r) correspondantes.
La résolution successive des équations (5.9) et (5.10) permet de solutionner compléte-
ment le probléme.

5.1.2 Résolution de ’équation angulaire

Remarquons que le potentiel dans I’équation (5.9) a une périodicité de 7 et possede
une singularité & ¢ = % + km, ceci permet de restreindre I'étude de cette équation dans
Vintervalle [%,5T]. Par simple souci de commodité, I'équation angulaire (5.9) peut étre

réécrite en fonction d’une nouvelle variable 6, via le changement 6 = ¢ — 7, comme suit :

d*®(0 20
pra = LR

Remarquons que pour les valeurs de 6 € [0, 7], il correspond un certain ordre d’ar-
rangement entre les positions des deux particules. En effet, on peut voir a partir de la
relation

T — 29 = \/2rsin, (5.12)

que l'on a
x1 > m, 0<O<m, (5.13)
1 < X9, w<O<2m. (5.14)

Donc, Le passage du premier intervalle [0, 7] vers le deuxiéme intervalle [m, 27] corres-
pond simplement & la permutation des deux particules. Par conséquent il suffit de trouver
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les solutions de I’équation angulaire (5.11) dans I'intervalle [0, 7] et d’obtenir les solutions
dans tout l'intervalle [0, 27] par la simple prescription

PO+7)==+P(0), 0<60<m, (5.15)

le signe + (respectivement —) correspond aux états symétriques (respectivement anti-
symétriques) sous la permutation des deux particules.

Aux voisinages de 0 et de 7 les singularités sont analogues a celles d’une "barriére
centrifuge" puisque 1 — cos20 ~ 20%. Et pour éviter "la chute sur le centre" [22, 80] et
traiter le probleme, il faut et il suffit que § > —1 [77].

Dans le but de trouver des solutions (dans l'intervalle 0 < 6 < 7) acceptables physi-
quement, avec les conditions aux limites de Dirichlet, en I'occurence :

®(0) =0, &(r)=0, (5.16)

factorisons la fonction ® de la maniére suivante :

& = (sinf)"f(2), (5.17)
z = cosf.

La Substitution de (5.17) dans (5.11), permet d’avoir I’équation différentielle pour les
fonctions f,

d2f(2) df (z) A Quv—1)—)N)2?
(1—2% e —(2V+1)2W+<B—V+§+ T3

) f(z)=0. (5.18)

Des solutions acceptables physiquement pour 1’équation (5.18) émergent pour des choix
bien déterminées, respectivement, des constantes de couplage et de séparation A et B. En
effet, si on suppose que la constante de couplage A vérifie I’équation

A=2v(v—1), (5.19)
et que la constante de séparation B obéit & la condition de "quantification" suivante

B=B,=(n+v?-2v(v-1)=n+v)> =X\  n=012.., (5.20)

alors, dans ce cas 1a, I’équation (5.18) devient I’équation différentielle pour les polynomes
de Gegenbauer f,(z) = ) (z) [78]

2 z
(1—22)2 5;; ) (o 41)

df;_if) +n(n +20) fu(2) = 0. (5.21)
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Remarquons qu’a partir de la valeur de A, donnée par 1’équation (5.19), on obtient
deux racines pour v :

+

Vs =

| =) N~

V142X, (5.22)
VI+2X. (5.23)

Ve = —

1

2

1
2 2

Ici quelques remarques s’imposent. En effet pour que les solutions v~ et v soient
réelles il faut et il suffit que A > —%, ceci est justement la condition imposée au préalable
a A pour stopper "la chute sur le centre". En plus, pour que la fonction ®,,(0) soit de carré
sommable, en général seule la solution réguliére est retenue; c’est celle qui correspond a la
racine positive de v (la valeur supérieure v~ ). Les solutions irréguliéres (qui correpondent
a la valeur inférieure v« selon la définition de [77] pour la barriére centrifuge) sont d’ha-
bitude exclues sur la base que les fonctions propres correspondantes ont en général un
"mauvais" comportement aux points singuliers et ne sont, donc, pas de carré sommable.
Cependant, il a été montré dans un contexte semblable au probléme traité ici, que des
solutions irréguliéres de carré sommable peuvent exister [79]. En effet, pour —% <A<O
(interaction attractive entre les deux particules), la racine inférieure v est positive. Donc,
dans ce domaine des valeurs de A, les deux solutions de ’équation (5.11) sont & considérer.
Nous faisons donc face & une situation dans laquelle les solutions réguliére et irréguliere
sont toutes deux acceptables [79]. Les deux solutions de 'équation (5.19) coincident, pour
A= —%, et prennent la valeur v = %

Dans la cas général seule la solution réguliére est retenue. Dans ce cas 14, les solutions
propres de ’équation angulaire (5.11) dans l'intervalle 0 < 6 < 7 et les valeurs propres

sont données, respectivement, par

1
O,(0) = (sin0) 30 (cosh), (5.24)
1 2
B, = <n +a+ 5) — A (5.25)
o = %\/1+2>\, n=01,2,...

En fonction de la variable ¢ les solutions ®,, (5.24) s’écrivent (moyennant une constante
multiplicatifve 272 qui pourra étre absorbée dans la constante de normalisation) comme

P (p) = (1— Sin2cp)%(“+%) C(“Jr%) (M

n , n=20,1,2,.. 5.26
7) 520

et s’annulent aux bornes de l'intervalle [, 2],

4
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5.1.3 Reésolution de I’équation radiale

Transformons ’équation radiale (5.10) en posant que R(r) = ur) e qui permet

r?
d’écrire ’équation radiale réduite en fonction de u(r) comme suit

_d2u(r) n ((,L)Q’I“Z + Bnri;z_ll _ E) U(T) =0. (527)

dr?

Il s’agit donc de trouver les énergies-propres E et les fonctions propres normalisables
u(r), dans lintervalle 0 < r < +00, qui vérifient les conditions aux limites

u(0) =0, lim wu(r) =0. (5.28)

r—-+00

La présence d’une barriére centrifuge a lorigine (r = 0) requiert que [77] :

By=n+v?2—-A=n+v)?-20(r-1)>0, Vn > 0. (5.29)

Remarquons que le terme élevé a au carré, dans l'expression précédente, est minimal
pour n = 0, et donc I'inégalité (5.29) est vérifiée Vn > 0 pour les valeurs de v satisfaisant :
0 < v < 2; ou encore, en combinant avec le fait que A > —% (voir les remarques concernant
la résolution de 1’équation angulaire), on obtient la condition % < A\ < 4, qui détermine le
domaine des valeurs de A pour lesquelles on peut traiter le probléme considéré. Sous cette
contrainte pour A, B,, est positive pour tout n, ce qui permet d’introduire une constante
auxilliare b,,, définie par

By =12, by=ntr) = :\/(n+a+%)2)\. (5.30)

En choisissant b, comme étant seulement la racine positive de B, ceci va permettre
d’écrire les solutions de carré sommable de I’équation radiale réduite (5.27). Pour ce faire,
on introduit la transformation suivante

u(r) = rPnt3 exp(—=)x(t), (5.31)

avect = wr”.

En insérant cet "ansatz" de u(r) dans 'équation radiale réduite (5.27), on obtient
I’équation différentielle pour la fonction y

K O (O (bn +1_E ) () = 0. (5.32)

dt2 dt 2 4w
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L’équation (5.32) est ’équation de Kummer dont la solution est donnée par la fonction
hypergéométrique confluente[78] ou encore appellée fonction hypergéométrique dégénérée
[80]

bo+1 E
X(t)_M< 5 —4w,bn+1,t>. (5.33)

La solution (5.33) consiste en général en une série infinie de termes en puissances de t.
Cependant, et pour obtenir une solution de carré sommable, la série doit se terminer & un
ordre donné, c-a-d que x(t) devient un polynome de degré k en ¢ ; ceci ne peut étre réalisé
que si

bo+1 E

2 dw

La condition précédente (5.34) représente la condition de quantification du spectre de
I’énergie E, qui sera donnée par I’équation

—k,  k=0,1,2,.. (5.34)

E=FE,=2w2k+1+b,), k=01,2,... (5.35)

En utilisant la relation (5.34) dans (5.32), on obtient ’équation suivante

d*x(t) dx(t)
b, +1—t kx(t) =0, 5.36
o (on 1= 1) == 4 k(1) (5.36)
qui n’est autre que I’équation différentielle des polyndémes de Laguerre généralisés dont les

solutions sont [7§]

t

Xt =L@, k=012, (5.37)

Finalement, les solutions propres de carré sommable de 1’équation radiale réduite (5.27)
s’écrivent donc comme

2
() = 1"t exp () L ), (5:39)

ou encore pour les fonctions radiales Ry, solutions propres de (5.10), qui prennent la
forme

2
b wr

Ry n(r) = 1" exp(——F—

5 VLI (wr?),  k=0,1,2,.., n=0,1,2,... (5.39)

Remarquons que le choix de b, comme étant la racine positive de B,, ( équation (

5.30) ) permet a la fonction d’onde radiale Ry, d’étre de carré sommable et d’avoir le bon
comportement & ’origine.

85



5.1.4 Solutions de ’équation de Schriédinger pour ’Hamiltonien a deux
corps

Nous pouvons donc conclure que les solutions propres normalisables de ’équation de
Schrodinger (5.6) pour —3 < A < 4 sont données par

o ( (n+a+%)2f)\>

(n—&-a—&-l)z—)\ 2 2
Upn(r,d) = r 2 exp (_T> L, (wr )

a+i
% (sin )"z O (cos ), (5.40)
1
0<f<m a=zVitah, k=012..,n=012..,

avec la prescription [22]

Upn(r,0 +m) =+ (=1)" Wy n(r,0), 0<6<m. (5.41)

Les énergies propres de ’équation (5.6) sont, quant & eux, données par

1 2
Epn = 2w 2k+\/(n+a+§) —A+1], k=01,2,.., n=0,1,2,... (542)

Si les deux particules sont identiques alors seulement le signe + (respectivement —) sera
pris en compte dans I’équation (5.41) pour le cas de la statistique de Bose (respectivement
de Fermi). Notons que dans ces deux cas 14 une fonction d’onde unique correspond a
chaque pair k,n. Si les particules sont distinctes, donc, correspondant & la satistique de
Boltzmann alors les deux possibilités de signe sont permises et en plus dans chacun des
deux secteurs "angulaires" (pr < 6 < (p+ 1)m, p = 0,1) la fonction d’onde peut étre
définie par (5.40) et considéré comme étant nulle dans l'autre secteur, ce qui donne deux
états différents pour chaque pair k, n [22]. Par conséquent, les niveaux d’énergie nesont pas
dégénérés dans le cas de particules identiques mais le deviennent, avec une dégénéresecence
égale a deux, dans le cas de particules distinctes.

Pour calculer, enfin, les constantes de normalisation des fonctions d’onde (5.40), re-
marquons que celles-ci sont orthogonales pour 0 < 6 < 7 dans le sens ou

+oo s
/ ’I“dT’/ dQ\I’km(T, ‘9)\I’k’,n’ (T’, 9) = 5n,n’5k,k’Nk,n- (543)
0 0

En utilisant les propriétes de normalisation des polynomes de Laguerre généralisés et
de Gegenbauer [78], la constante de normalisation Ny ,, sera donnée par
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I‘<\/(n+a+%)2>\+1+k> I'(n+a+1)°

(nta+1)? A1y n'(n+a+3)T(n+2a+1)

N

Nion = 427

)

(5.44)

Ceci permet d’écrire, finalement, la version normalisée des fonctions propres (5.40) de
I’'Hamiltonien (5.1) comme

Nl

(ntatd)?=2+1p, 1
w 2 kln!(n+a+3)T (n+2a+1)

2 wr2
\Ilkm(r, 9) - > (n—l—a-‘r%) e T2
43740 <\/(n+a+%) —)\+1+k)F(n+a+1)2
sl (n—f—a—&-l)z—)\
% (sin6)*72 "2 (cos 6) Lk( ’ >(wr2) (5.45)

Notons, donc, que dia au fait qu’il y’a eu séparation des variables et, qu’en outre, les
solutions ont été exprimées a l’aide des polyndémes de Laguerre et de Jacobi, on est assuré
que les solutions propres (5.45) constituent une base compléte orthonormeée.

Exprimées en fonction de la variable ¢ = 6 — 7, les solutions propres (5.45) s’écrivent
comme

(NI

2
(et 8) X it (n 0+ ) T (0 + 20+ 1)
49-3T <\/(n+a+%)2—)\+l+k) T'(n+a+1)°

2

2 wTr
Uy (1, 0) (nrat3) A=

cor e (s (vt )P
x(l—sin2¢)5+%05+2)<w>@€( ’ )(wr2) (5.46)

Rappelons que les variables r et ¢ sont reliées aux coordonnées des deux particules par

ro= yfad+ad, (5.47)

¢ = arctan <ﬂ> (5.48)

T2

Terminons ce paragraphe par une bréve discussion sur le spectre correspondant aux
solutions réguliéres ( correspondant a v~ = 3 + a, voir équation (5.22)) et les solutions
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non réguliéres (correspondant a v. = % — a, voir équation (5.23)), lorsque toutes les
deux solutions sont acceptables, c-a-d, dans le cas ou —% < A < 0. En effet d’apres
I’équation (5.42) la forme du spectre d’énergie, correspondant aux deux valeurs de v s’écrit,

respectivement, comme

>
Ek,n

2
2w 2k+1+\/<n+%+a> -0, (5.49)

1 2
E,fn = 2w 2k+1+\/<n+§—a> -], (5.50)

On remarque, donc, que pour une valeur fixée de X les énergies des solutions irréguliéres
sont inférieures a celles des solutions réguliéres.

Pour A = 0, la barriére centrifuge dans ’équation angulaire (5.11) disparait et les
solutions s’étendent sur tout 'intervalle [0,27], et 'Hamiltonien (5.1) devient équivalent
a celui de l'oscillateur harmonique isotrope dans la dimension d’espace D = 2.

Notons, en plus, que pour la valeur de A = 0 (a = %), correspondent deux valeurs de v

a savoir v~ = 1 et v = 0 (voir équation (5.19)). La valeur v = 0 donne le spectre usuel

Ef, = 20(2k +n+1), (5.51)

et les solutions propres correspondantes sont proportionnelles a sin (nf). Pour v~ = 1,
nous avons

E7, = 2w(2k +n+2), (5.52)

et les solutions propres correspondantes sont proportionnelles & cos (nf). Remarquons,
donc, que le spectre E>n est décalé vers le haut par rapport au spectre d’énergie E<
Plus explicitement 1'énergie du fondamental pour v~ = 1 (équation (5.52) avec n = 0) est
égale a I’énergie du premier état excité pour v« = 0 (équation (5.51) avec n = 1).

Notons, finalement, que ’ensemble des solutions {cos (nf),sin (nf)} avec n un entier
positif permet de donner les harmoniques exp (inf) avec 6 € [0, 27].

Le modéle unidimensionnel, étudié dans cette section, représentant un systéme quan-
tique de deux particules décrit par 'Hamiltonien (5.1) a été récemment généralisé a la
dimension d’espace D quelconque (D > 2) [81]. L’analyse détaillée de cette étude fait
l'objet des prochains paragraphes.
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5.2 Le modéle a la dimension d’espace D = 2

5.2.1 Position du probléme

On considére, donc, le probléme a deux corps, décrit dans la section précédente, mais
cette fois-ci dans la dimension d’espace D = 2. L’Hamiltonien du systéme s’écrit comme
suit

SN 52 52 2175
L) = —Ag A+ (47 + o —pb—ys,  (559)
(7’1 + 79 ) =72

ou AH (¢ = 1,2) représentent les Laplaciens, dans la dimension d’espace D = 2, agissant,
respectlvement dans les espaces de Hllbert des partlcules 1 et 2, dont les positions sont
repérées par les "vecteurs position" H et 1"2 et rl.r2 désigne le produit scalaire des deux
vecteurs. A est la constante de couplage du potentiel d’interaction mutuelle entre les deux
particules ( le facteur 4 a été introduit pour des raisons de commodité).

I’'Hamiltonien (5.53) représente, donc, une généralisation directe du probléme unidi-
mensionnel décrit par (5.1). Pour trouver les solutions de I’équation de Schrodinger station-
naire correspondante, opérons, au préalable, une transformation introduisant les variables
(vectorielles) du centre de masse et relative comme suit

- H4m . n-n
R = s S = 554
7 7 (5.54)
Ceci va permettre d’écrire ’équation de Schrodinger sous la forme
2 2 2 R2 — 82 - - -

Dans ’équation (5.55) R et s désignent, respectivement, les modules des deux vecteurs
Ret s. Les fonctions d’onde W(R, s) représentent les solutions propres de (5.55) et E les
énérgies propres.

Comme le potentlel dans I’équation de Schrodinger, ne dépend pas de ’angle entre les
deux vecteurs R et s et ne dépend que des modules, alors le probléme peut étre résolu
par séparation des variables radiales (en 'occurrence les modules R et s) et les variables
angulaires (relatives a chaque vecteur). Pour ce faire considérons la transformation suivante
de la fonction d’onde

= Lyp® (R s)
U(R, s) = o \/_\/_
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ou les fonctions "angulaires"

# exp (ila), (€Z, «c€l0,2n] (5.57)

sont les Harmoniques circulaires qui représentent les fonctions propres de la partie angu-
laire du Laplacien, dans la dimension D = 2, avec les valeurs propres ¢? — %.
En insérant, maintenant, I""ansatz" (5.56) dans (5.55), on peut écrire I’équation de

Schrodinger radiale, pour les fonctions ¥(“*) (R, s), comme suit

2 2 2 _ 1 2 _ 1 2 .2 )
(a 9 l -1 B =52 o\ e (gm0

*W — @ + w? (R2 + 82) + 22 44 2 + 2)\—(R2 n 82)82
(5.58)

Notre but, maintenant, est de résoudre ’équation aux valeurs propres (5.58) pour des
valeurs fixées de £ et ¢'. Cependant, cette équation n’est pas séparable dans les variables
réelles et positives R et s. Pour contourner cette difficulté passons en coordonnées "po-

laires" gréace a la transformation

R = rcosf, s=rsinf, (5.59)
0 < r<oco, 0<0< g
ol le domaine de variation de 6 est du au fait que R et s sont toutes deux positives. En

outre, posons que () (R, s) = ®(r, 6) pour des valeurs fixées de £ et ¢'. L’équation (5.58)
peut donc se mettre sous la forme suivante

o2 ror

4
42

92 10 1 92 21 p2_1 cos2 6 — sin? 0
2 06%? = cos?0 sin“ 0 sin2 6

- E') o(r,0) = 0.

(5.60)

Il est clair que I’équation de Schrodinger (5.60) est soluble par séparation des variables

(r,0). Pour réaliser cela, transformons, donc, la fonction d’onde ®(r, ) selon ’"ansatz"
suivant

O(r,0) =

o(0), (5.61)

ce qui permet d’obtenir deux équations différentielles, a résoudre, & une variable chacune.
La premiére équation est I’équation "angulaire" donnée par

sin2 0 sin2 6

_d_2 EQ—i 6’2—i+2)\cos29—sin29
do? = cos?6

) 0(h) = C'O(h), (5.62)

90



et la seconde équation est I’équation radiale réduite qui s’écrit comme

d? 2,.2 C*%
—oE W+ —; F(r)= EF(r). (5.63)

5.2.2 résolution de I’équation angulaire

Réécrivons 1'équation angulaire (5.62) sous la forme suivante

2 -3 1?4 2N—3
( L1 TR o)ew) —o, (5.64)

402 " cos?20 sin? 6

ou, elle sera résolue dans l'intervalle 0 < 6 < 7, avec les singularités apparaissant pour
0 = k% (k = 0,1). Au voisinage de 6 = 0, la singularité de sin? @ se comporte comme
une barriére centrifuge (sin?@ ~ 6?). Le probléme peut étre traité si et seulement si
0 42X > 0 V¢, ce qui implique la condition : A > 0. Au voisinage de %, la barriére
centrifuge (62 — %L) / cos? 0, ne présente aucune difficulté pour tout £ # 0.

Introduisons maintenant le nombre ¢ défini par

P =012\, =242\ (5.65)

ou seule la racine positive a été retenue pour assurer que £ = ¢/ pour A = 0. L’équation
(5.64) s’écrit, donc, comme

dp? = cos? sin 6

2 p2_1 52 1
( @ g+ 4 4)\C'> 0(0) = 0. (5.66)

une équation similaire a (5.66) a été étudiée dans [48, 82]. Elle ressemble a I’équation
de Poschl-Teller.

Des solutions, acceptables physiquement, de I’équation (5.66) dans l'intervalle [0, %]
avec les conditions aux limites de Dirichlet peuvent étre obtenues en fonction de polynémes
orthogonaux. En effet, ceci peut étre réalisé grace a la transformation de la fonction ©(6)
comme suit [82]

00) = (sin6)*3(cos0)3 f(2), (5.67)

z = cos?20.

Remarquons que la définition de ¢ (voir équation (5.65)) assure que ’exposant de sin 6,
dans (5.67), est positif pour tout ¢'. En insérant ""ansatz" (5.67) dans (5.66) on obtient
I’équation différentielle pour les fonctions f(z)
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~ 2
(1-22) dgdj;(;)Jr(E—E— (2+£+t7>z>dfd—(j)+ %—F)\—w f(z)=o.

(5.68)

4,0
L’équation (5.68) aura pour solutions générales les polynomes de Jacobi f(z) = P,S 4

[78] si la constante de séparation C' vérifie la condition de "quantification" suivante

. 8 2 - 2
C=C, =4n (n+£+e+ 1)+(£+£+1) 4N = (2n+£+€+ 1) 4N\, n=0,1,2,..,
(5.69)
avec A donnée par (voir équation (5.65))

(-e)(7+0)
A= . .
5 (5.70)
Les solutions, acceptables physiquement, de I’équation angulaire (5.66) s’écrivent donc
comme

O(0) = (sin 0)7 3 (cos )+ P (cos 26). (5.71)
Le choix de ¢ comme étant la racine positive de 'équation (5.65) permet a la solution
(5.71) d’avoir le "bon" comportement au niveau de la singularité 6 = 0.
5.2.3 Résolution de ’équation radiale

Connaissant la valeur de la constante de séparation C = C), (équation (5.69)), on est
en mesure, maintenant, de résoudre ’équation radiale (5.63) dans 'intervalle 0 < r < oo,
avec les conditions aux limites pour la fonction F(r)

F(0) =0, lim F(r)=0. (5.72)

r—-+400

Pour traiter le probléme, la constante C,, doit étre strictement positive pour tout entier
positif n. Cette condition est satisfaite si

_ 2
(e i+ 1) NS0, VL. (5.73)
La valeur minimale de ¢ (voir équation (5.65)), qu’on désigne par (., est donnée
le = V2. (5.74)
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Par conséquent, la constante C,, > 0 pour tout n, £ et ¢ si
- 2
(604—1) x>0, (5.75)
inégalité vérifiée pour

0§A<g+¢i (5.76)

En conclusion, le probléme sera traité pour les valeurs "acceptables" de A incluses
dans le domaine donné par (5.76). Maintenant que la condition C,, > 0 étant satisfaite,
définissons une constante auxilliare b,, comme suit

) R 2
Co =02, b, = @n+e+£+1)gau, (5.77)
ce qui permet d’écrire les solutions de 1’équation radiale (5.63) sous la forme
t
F(r) =rbn 3 exp(—§)g(t), t = wr?. (5.78)

Il est évident que b, a été choisie comme étant la racine positive de C,, pour assurer
que les solutions soient de carré sommable et avoir le comportement "correct" & ’origine.

En insérant I""ansatz" (5.78) dans (5.63), on obtient I’équation différentielle pour les
fonctions g(t)

2
tdi§»+@n+1—ﬂﬁgg+<fg—Eg—%)MUZO- (5.79)

Les solutions de I’équation (5.79) sont les polynomes de Laguerre généralisés

gt) =L@,  k=0,1,2,.., (5.80)

si les énergies propres F vérifient la relation
E=E,=2w(2k+0b, +1), k=0,1,2,.... (5.81)

5.2.4 Solutions de ’équation de Schrédinger

Pour I'équation de Schrodinger (5.60), les solutions-propres non normalisées peuvent
s’écrire, maintenant, comme
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2 ( (2n+é+l7+1)274)\>

~ 2
Opn(r0) = r (2n+e+2+1) _4’\exp <_%> L, (wrQ)

X (sin 9)2+% (cos H)H%Pygu) (cos 20) (5.82)
ko= 0,1,2,.., n=012,..,

i = Jrmyon ogé)gg,

et les énergies-propres comme

By (6.0) = 2 <2k+\/(2n+£+8+1)24A+1), (5.83)
ko= 0,1,2,.., n=012,...

Pour calculer la constante de normalisation , il suffit d’observer que les fonctions d’onde
sont orthogonales pour 0 € [0, %] dans les sens ol

“+oo 3
/ T’d’l“/ A0y, ,,(1,0) Py (1,0) = 0y Ok ' N (5.84)
0 0
ce qui permet de calculer la constante de normalisation comme suit

N F(k+bn + DT (n+ 0+ DT (n+7+1)
R (2n+£+2+1)r<n+g+g+1>

, (5.85)

avec { et b, données, respectivement, par (5.65) et (5.77).
Finalement, les solutions propres s’écrivent, en fonction des variables R et s, de la
maniére suivante

4 (on—(e4841)) w b
iR = (R2+s7) 7 ew (5 (B2 +8)) L (w (B2 + )
il ot (06) (R — 2
xsi+3 R+ P )(—R2+82). (5.86)

Rappelons que les variables R et s sont reliées aux vecteurs position des deux particules
1 et 79 par les relations

— —
1+ 79 L — T2
R=—F+, §=—

N (5.87)
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En I’absence d’interaction entre les deux particules, c’est a dire, pour A =0, on a i=v
et b, =2n+ ¢+ ¢ + 1. Dans ce cas 1a, les fonctions d’onde sont données par

‘I’%f,)(R, s) = (R2 +82)nexp (_% (R2 —1—52)) L](€2n+z+e’+1) (w (R2 —1—52))

2 2
04l el peey (B2 =8
XS 2R 2P7(L ) <m> s (588)

et le spectre d’énergie correspondant devient linéaire et s’écrit comme

Ern(A=0)=2w (2k +2n+ £+ +2). (5.89)

5.3 Le modéle a la dimension d’espace D = 3

On considére maintenent le probléme & deux corps décrit, dans la section précédente,
par I’équation (5.53) mais cette fois-ci dans la dimension d’espace D = 3. Donc les équa-
tions (5.53), (5.54) et (5.55) restent valables, sauf que les vecteurs 7 et r5 ainsi que les
opérateurs Laplaciens sont exprimés dans 1’espace a trois dimensions (D = 3).

A prime abord, considérons la transformation de la fonction d’onde \I/(?%, $) comme
suit
- (szl) R,S
0(i5) = LBy 0 iom) Y (0. (5.90)

Rs

ot les fonctions "angulaires" & deux variables Y, (6, ¢) sont les fonctions harmoniques
sphériques qui représentent les fonctions propres de la partie angulaire du Laplacien, dans
la dimension D = 3, avec les valeurs propres ¢ (¢ + 1) avec £ € N.

L’équation de Schrodinger, équivalente a (5.58), s’écrit maintenant comme suit

£(£+1) f’(f’-ﬁ-l) R2—S2 0.0
R +2)\7(R2+82>82—E P& (R, 5) = 0.

2 2
(—%—%—i—wz (R* + %) +

En passant en coordonnées polaires, équation (5.59), et en utilisant que w(é’él) (R,s) =
®(r,0), pour des valeurs fixées de ¢ et ¢, ’équation (5.91) devient

P2 19 ., M
<w - ;E +wr +ﬁ E) (I)(T,Q) =0, (5.92)

ou loprérateur différentiel "angulaire" M est donné par
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0% L(+1) LW +1) cos? f — sin? 0
M= 06? * cos? 6 sin 0 22 sin? 6 ' (5.93)
11 est clair que I’équation de Schrodinger (5.92) est aussi soluble par séparation des va-
riables (7, #). La transformation de la fonction d’onde ®(r, 0) selon ’équation (5.61) permet
d’obtenir deux équations différentielles. La premiére équation est I’équation "angulaire"

donnée par

2 Ll+1) O +1) cos?f — sin2 0
7 2\—————10(0) =CO® 5.94
< d6? cos? 6 sin? 6 + sin? @ ) (©) (9), (5.94)

et résolue dans l'intervalle 0 < 6 < 7; et la seconde équation est I’équation radiale réduite

d2 2.2 c %
_W +wrt + _7“2 F(T) - EF(T)a (595)

résolue dans l'intervalle 0 < r < oo.

5.3.1 résolution de I’équation angulaire

L’équation angulaire (5.94) est réécrite de la maniére suivante

> Ll+1) 0 +1)+2)
( T g 20 4 C’> ©(0) = 0. (5.96)
Pour traiter le probléme il faut et il suffit, & cause de la présence de la "barriére centrifuge"
au voisinage de la singularité 6 = 0, que ¢ (¢/ +1) + 2\ > —1, pour tout ¢ > 0. Cette
condition n’est satisfaite que pour les valeurs de A > —%. En ce qui concerne la barriére
centrifuge au voisinage de la singularité § = 7, elle ne présente aucune difficulté dans le
sens ot la condition £ (€ + 1) — % > 0 est satisfaite V¢ > 0, puisque £ ({ + 1) = ({+3)? — 1.
Introduisons maintenant le nombre ¢ défini par

[(f+1) =0 (¢ +1)+2x (5.97)

L’équation (5.97) posséde deux solutions pour / , données par

- 1 1\2
lo=—g/(0+5) +2, (5.98)

ou seule la racine positive £ = £ sera retenue pour s’assurer de retrouver £ = ¢ pour
A = 0. L’équation (5.96) s’écrit, donc, comme
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A+ +£(£+ 1)
d6? cos? 0 sin® 0

— 4N — C) 0(0) = 0. (5.99)

Des solutions, acceptables physiquement, de I’équation (5.99) dans l'intervalle [0, %]
avec les conditions aux limites de Dirichlet, exprimées en fonction de polynémes orthogo-
naux, peuvent étre obtenues en utilisant la transformation de la fonction O(6)

00) = (sin0)(cos )1 f(2), (5.100)
z = cos?20.

En insérant 1""ansatz" (5.100) dans (5.99) on obtient I’équation différentielle pour les
fonctions f(z)

~ 2
(1) TIE) (i (e+7+3)2) ¥, (o, (e+7+2)

dz2 dz 4 4 f(z)=0.

(5.101)
A
Les solutions de ’équation (5.101) sont les polynomes de Jacobi f(z) = PR(HMJr2>

[78] si la constante de séparation C obéit a la condition de "quantification" suivante

- . 2 - 2

C=C, =4n <n+£+€+2)+(€+£+2) 4= (2n+€+€+2> 4N\, n=0,1,2,..,
(5.102)

avec A donnée par (voir équation (5.97))

A= (=*) (jw i 1). (5.103)

Les solutions, acceptables physiquement, de I’équation angulaire (5.99) s’écrivent, donc,
comme suit

; P4l g4l
0(#) = (sin )+ (cos 9)Z+1P,§H2’H2) (cos 20) . (5.104)

Le choix de £ = £, permet a la solution (5.104) d’avoir le "bon" comportement au
niveau de la singularité 6 = 0.
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5.3.2 Reésolution de I’équation radiale

Dans I’équation radiale réduite

@ e, Cn—3
_W—i_wr +T—E F(r)=0, (5.105)

la constante de séparation C), (voir équation (5.102)) doit étre strictement positive pour
tout entier positif n. Comme le terme n (n +0+0+ 2) atteint sa limite inférieure pour

n = 0, ceci permet d’avoir la condition

~ 2
<e+£+2) NS0, VL. (5.106)

En utilisant la définition de £ = £, (voir équation (5.98)), on a que la valeur minimale

de Z, notée par @c, est donnée par
l7——1+\/2)\+1 (5.107)
) 4 ‘

Dans l'inégalité (5.106), le terme élevé au carré est minimal pour £ = 0 et £ = /., ce
qui permet, enfin, de conclure que C,, > 0 pour tout n, ¢ et ¢ si

~ 2
(Ec + 2) x>0, (5.108)
inégalité satisfaite pour tout A vérifiant
1 7T 3
—5<A<5H 5\/5. (5.109)

Notons, donc, que 'intervalle pour les valeurs de A "acceptables", dans la dimension
d’espace D = 2 (voir (5.76)), est inclus dans celui correpondant & la dimension d’espace
D = 3 donné par (5.109).

Introduisons maintenant la constante auxilliaire b,, définie par

- 2
Co =02, by :\/(2n+e+£+2) — a4, (5.110)
et transformons les solutions de 1’équation radiale (5.105) selon 1'"ansatz" suivant :

F(r) = v 3 exp(—D)g(t), ¢ =wr. (5.111)

En remplagant (5.111) dans (5.105), on obtient I’équation différentielle pour les fonc-
tions g(t) qui s’écrit comme
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d?g(t)

t
dt?

dg(ty (E b, 1
dt

(b + 1= 1)L+ (== ——) g(t) = 0. (5.112)

L’équation (5.112) admettra comme solutions les polynémes de Laguerre généralisés
g(t) = L,ib”)(t) si les énergies propres E vérifient la condition suivante

E by, 1
w 2 3 =k, k=0,1,2,..., (5.113)
ou encore, de maniére équivalente
E=E,=2w(2k+0b, +1), k=0,1,2,.... (5.114)

5.3.3 Solutions de I’équation de Schrédinger

En regroupant les solutions obtenues pour I’équation angulaire (5.96) et I’équation ra-
diale (5.105), les solutions de I’équation de Schridinger (5.60), dans la dimension d’espace
D = 3, peuvent étre écrites comme suit :

Les solutions propres normalisées

1 — 2 (2n-+e+742)" —4
Bya(r0) = NpirVEreeiiz) o, (T)L( ) ()
~ /41 1
« (sin 0)7 (cos 0) 1 P B ) (og 99 (5.115)
ko= 0,1,2,..., n=012..,

o~
Il

(s 2+2A 0<o<Z
2 2 ’ =V =g

et les énergies propres

o ~ 2
Een (e,e) = 2w <2k+\/(2n+£+£+2) 4>\+1>, (5.116)
E = 0,1,2,.., n=0,1,2,...

La constante de normalisation Ny, ,,, calculée selon (5.84), est donnée par

N 1 r(k+bn+1)F(n+£+§)r(n+é+%)
k.n

" HT 4k!n!(2n+€+l7+2>r(n+£+2+2> ’ (5-117)
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ot £ =10, etb, sont données, respectivement, par (5.98) et (5.110).
Les solutions propres s’écrivent en fonction des variables R et s comme

(bn—(e47+2))

VGRS = (Rst) T e (o (B4 ) Y (w0 (B4 47)
i i+lerl) (R?2 — 2
XSZ+IR€+1P7E 2 2) (R2+52> ) (5.118)

Pour A=0,onaquel =/ etb, =2n+{+ +2. Les fonctions d’onde sont données,
dans ce cas 14, par

\I’;(f;f,)(R, s) = (R2 +52)nexp (_% (R2 +52)> L}(€2(n+1)+é+é’) (UJ (R2 —|—82))
i 2 2
x5+ prt plFracs) (ghr;), (5.119)

et les énergies propres par

Ern(A=0)=2w (2k+2n+{(+{ +3). (5.120)

5.4 Le modéle a la dimension d’espace D

La généralisation du probléme a la dimension d’espace D quelconque, suit la méme
procédure que dans les deux sections précédentes relatives, respectivement, & D = 2 et
D = 3. La premiére étape consiste, donc, en l'utilisation de la transformation dans les
coordonnées du centre de masse et de la variable relative (voir (5.54)). La deuxiéme étape

réside dans la transformation de la fonction d’onde W(R, s ) avec P'utilisation des harmo-
niques hypersphériques [83]

- ") @Zj(éél (R S)

\I/(R, S (D-1) }/g[ M| (QR) Yé’,[M’] (QS) s (5121)
(Rs)
ol [M] désigne 'ensemble des valeurs [M] = {mi,ma,...,mp},p = D — 2, qui satisfont

{=mop>mg >mg > ... >m, > 0 et les harmoniques hypersphériques sont données par
[83]

M) = eTm? H sin 6,)"™" H ol (COS Ot1) - (5.122)

M =M1
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Les C\") (z) sont les polynomes de Gegenbauer [78].
Rappelons que les coordonnées hypersphériques sont données par

x1 = rcosby,
r9 = rsinfq cosbs,
xr3 = rsinfsinfscosbs,
Tpy1 = rsinfsinbs...sinf), cos ¢,
ZTpy2 = rsinfsinbs...sin b, sin @, (5.123)

avec O € [0, 7],k =1,2,...,p et ¢ € [0, 27].
La troisiéme étape est I’écriture de ’équation de Schrodinger dans les variables (R, s),
équivalent de I’équation (5.91), comme suit

2 0 4,5, o LL+1) LI +1) R? — &2 ,
— - = 2X —E )yt =
< oR? 952 Y (B +57) + R s * (R? + 52)s? ) 4 0
(5.124)
ou les nombres L et I’ sont définis par
D — D— D —
Lze+T?’, L'=0+ 5 3, 5 320. (5.125)

La ressemblance des deux équations (5.91) et (5.124) va permettre d’utiliser les résul-
tats obtenus dans le cas D = 3, ou il suffira de remplacer, respectivement, ¢ par L et ¢
par L'. En effet, en passant en coordonnées polaires (r, #), équation (5.59), et en réécrivant
que &) (R, s) = ®(r,0), 'équation (5.124) va se scinder en deux équations, découplées
dans les variables (r, §) , 'une angulaire et ’autre radiale. Les solutions propres de chacune
des équations permettront de calculer la fonction d’onde totale ®(r, 6) selon ’équation de
transformation (5.61).

5.4.1 Résolution de I’équation angulaire

L’équation angulaire, qui sera résolue dans [0, %] avec les conditions ©(0) = ©(
s’écrit dans ce cas (voir équation (5.96))

B
~—
I
L

d_2 L(L+1)+L/(L/+1)+2)\
do? cos? 6 sin? 0

La barriére centrifuge au voisinage de § = 0, peut étre "traitée" pout tout ¢ si et

seulement si L' (L’ +1) +2X — 1 > 0 ou de maniére équivalente A > —%(D —2)2. Remar-

— 4\ — C) e(0) = 0. (5.126)
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quons que 'on retrouve les conditions sur la constante de couplage A, pour les cas D = 2
et D = 3, permettant de traiter la barriére centrifuge au voisinage de ¢ = 0.

Introduisons, maintenant, le nombre L défini par ’équation

~ o~

L(L+1) =L (L' +1) 42, (5.127)

~ 1 1\2
L=—5+/(F+5) +2x (5.128)

On ne retient que la racine positive de I'équation (5.127) pour s’assurer d’avoir L = L'
quand A = 0. Finalement, I’équation (5.126) s’écrit comme suit

ou encore par

& L(L+1)  L(IL+1)
d6? cos2 @ sin? 6§

—4r-C| e =o. (5.129)

Par analogie avec I’équation (5.99) et en suivant la méme démarche que pour le cas
D = 3, nous pouvons conclure que les solutions propres et les valeurs propres de I’équation
angulaire (5.129) sont données , respectivement, par

~ T+lp41
0.(0) = (sind)L(cos LRI (cos20),  m=0,1,2,..., (5.130)
Co = 2n+L+L+22—4\ n=0,1,2,.. (5.131)

avec

A_(i-L/)(E+L/+1)

132
- (5.132)
5.4.2 Résolution de ’équation radiale
L’équation radiale
& Ly O 1 F(r)=EF(r) (5.133)
dr? 72 B ’ ’

est résolue dans I'intervalle 0 < r < oo avec les conditions aux limites (5.72), et la condition
que la constante de séparation C,,, équation (5.131), doit étre strictement positive pour
tout n, £ et £. Dans I’expression de C), le terme élevé a la puissance deux est minimal pour
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n=0,L= % (voir équation (5.125)) et L= Zinf ou Zinf est la limite inférieure de L

(pour D fixée) obtenue pour ¢ = 0 (voir équation (5.128)) et donnée par

Lint = % <1+\/(D2)2+8>\>. (5.134)

La condition C,, > 0 implique, donc, que (% + Lins)? — 4\ > 0, ou de maniére
équivalente

—4\+2+D?*+ D <2 +1/(D-2)%*+ 8>\> > 0. (5.135)

En combinant la condition (5.135) avec celle obtenue lors de la résolution de I’équa-
tion angulaire, ceci nous permet d’obtenir 'intervalle pour les valeurs "acceptables" de la
constante de couplage A

_l(D_2)2<)\<%<1+D2+D(—1+\/2—2D+D2>>. (5.136)

8

Remarquons que la longueur de U'intervalle (5.136) pour les valeurs de A, augmente avec
la dimension d’espace D. Ceci peut se voir, aisément, pour quelques valeurs de D > 2 :

D = 2: 0<>\<%+\/§,
1 7 3
D = 3: —§<>\<5+§\/5,
D = 4: —%<A<§+2JTO,
9 21 5
D = 5: —§<)\<7+§\/1_7.

L’introduction du parameétre auxilliaire b,,,

Cp=02,  b,= \/(2n+ L+L+2)2—4) (5.137)

permet d’écrire les solutions propres de I’équation radiale (5.133), en fonction des poly-

. T b
nomes de Laguerre généralisées Ll{C ”), sous la forme

2

F(r) = rbn +3 exp(—%)L}f”)(wﬂ), k=0,1,2,.., (5.138)
et les énergies-propres comme
E=E,=20(2k+b, +1), k=012,... (5.139)
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5.4.3 Solutions de I’équation de Schrédinger

La forme générale de I'équation de Schrodinger, dans une dimension d’espace quel-
conque D > 2, dans les coordonnées "polaires" (r,0) et pour £ et ¢ fixées, s’écrit

o2 ror

avec I'opérateur M donné par

2
< 9 19 + w22 4 T_Ag _ E) ®(r,0) =0, (5.140)

0> L(L+1) L' (I'+1) cos?  — sin? 0
M=—-—— 2A . 5.141
06? * cos? 0 * sin? * sin? ¢ ( )

Les solutions-propres de (5.140) s’écrivent comme suit

I - a— 2 V(@ntLiL2)2 -4
Qppn(r,0) = N, °r @t L+L42)2 =4 oy, <%> L( ) (wr2)

b k
- T+lp.l
x (sin 8)L (cos 9)L+1P7(ZL+2’L+2) (cos20), (5.142)
E o= 012, n=012., 0<#<Z,
~ 1 D —2\? D—
L = —§+\/<€’+T> +2), L:£+—23

et le spectre d’énergie discret est donné par

~

Bun(L,L) = 2w <2k+\/(2n+L+Z+2)2—4A+1>, (5.143)
— 0,1,2,..., n=01,2,...

La constante de normalisation Ny, ,, est calculée a partir de ’équation (5.117) ou il faut

remplacer, respectivement, ¢ par L et ¢ par L et ou la constante b,, est donnée par (5.137).

5.5 Exacte solubilité et propriétés intrinséques du modéle

Dans le probléme & deux corps étudié dans ce chapitre, ’'Hamiltonien a pu étre séparé
dans les variables "polaires" (r, ) et le spectre d’énergie a été obtenu ainsi que les solutions
propres des états liés qui ont été exprimées & ’aide de polyndémes orthogonaux, aussi bien
dans le cas unidimensionnel que le dans le cas D > 2. Cette situation fait resurgir la
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question de l'origine de l’exacte solubilité du modéle et son lien avec certaines de ses
propriétés intrinséques probables (superintégrabilité, symétries cachées,...etc).

En effet, un Hamiltonien est dit exactement soluble selon la définition dans [84] si son
spectre peut étre calculé algébriquement. Ceci peut se réaliser dans certaines circonstances
[84] :

1. Il existe une transformation de jauge et un changement de variables permettant a
I’Hamiltonien transformé d’avoir comme solutions propres des polynémes ( comme l'osilla-
teur harmonique ou 'atome d’hydrogeéne en tant que modeéles exactement solubles) expri-
meées dans les nouvelles variables

2. L’Hamiltonien transformé de jauge est un élement de ’algébre enveloppante d’un
certaine algébre de Lie affine. Notons que dans ce contexte il a été démontré que I'exacte
solubilité de certains modeéles était liée a certaines symétries cachées reliées & des algébres
de Lie, par exemple, dans [67] pour le probléme a trois corps de Sutherland et dans [85]
pour différents modéles a trois corps de type Calogero-Sutherland.

Récemment, une version modifiée du probléme a deux corps traité dans ce chapitre (
remplacer —\ par p dans le terme du potentiel zf—ix% dans I’équation (5.2)) a été étudiée
dans [69] ou il a été montré que ce modele appartenait a la classe des systémes possédant
comme symétrie sous-jacente la symétrie conforme SU(1,1).

En outre, il est connu que dans le cadre de la mécanique quantique supersymétrique
(MQSM) [86], le spectre d’énergie d’'un Hamiltonien , dans le cas unidimensionnel ou les
cas & potentiel central (un probléme a potentiel central peut étre considéré comme un
probléme unidimensionnel dans la demi ligne positive) est calculé algébriquement si le
potentiel appartient & la classe de potentiels dits "invariants de forme" [87].

Il est donc justifié de vouloir investiguer sur 'origine de 1’exacte solubilité du modéle
a deux corps étudié ici, quant au fait, d’une part, qu’il est supersymétrique ou non dans
le sens ou les potentiels radial et angulaire sont tous deux "invariants de forme" | et
d’appartenir, d’autre part, a la classe des systémes invariants sous la symétrie conforme
SU(1,1) dans les cas ou la dimension d’espace D > 2. Nous allons exposer ces deux points
dans les paragraphes ci-dessous.

5.5.1 Supersymeétrie et invariance de forme des potentiels radial et an-
gulaire

Dans le formalisme de la mécanique quantique supersymétrique [86], les Hamiltoniens
de deux systémes sont connectés 'un & 'autre par des transformations algébriques "su-
persymétriques". En raison de cette symétrie les spectres des deux Hamiltoniens sont
identiques & l’exception de I’énergie du fondamental. Un important développement fut
l'introduction du concept d’invariance de forme [87]. Si les deux Hamiltoniens, reliés par
la supersymétrie, satisfont & la condition d’invariance de forme, alors le spectre ainsi que
les fonctions d’onde peuvent étre déterminés par des calculs algébriques simples. Il s’est
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avéré que la plupart des potentiels solubles connus étaient invariants de forme. Une liste
de ce genre de potentiels unidimensionnels est disponible dans la littérature [89, 90, 91].
Néanmoins, il a été montré que 'invariance de forme n’était pas une caractéristique géné-
rale des potentiels exactement solubles [88]. Il a été montré aussi que I'invariance de forme
et la (MQSM) sont étroitement reliées a la méthode de factorisation de Infeld et Hull [92].

Pour le cas de notre probléme a deux corps, obtenir une solution algébrique pour tout
le probléme requiert que les potentiels dans les variables radial et angulaires soient, tous
deux, séparément supersymétriques et invariants et forme. Pour apprécier ce qui est signifié
par invariance de forme (pour une analyse plus compléte et détaillée du sujet se référer
a [89]), considérons un "super-potentiel” W (s) ou la variable s peut désigner la variable
radiale r ou la variable angulaire . La paire de potentiels partenaires supersymétriques
est donnée par

dW
Vi(s) = W?3(s) & %. (5.144)
Les Hamiltoniens partenaires sont factorisés de la maniére suivante
H (s)=ATA  H,(s)= AAT, (5.145)
ou
A= 4 + W (s) (5.146)
 ds ’ ’

d
Al = — W(s). 5.147
W) (5.147)

Si la paire Vi de potentiels ont la méme forme mais différent seulement dans les
parameétres qui apparaissent en eux, alors ils sont dits invariants de forme. Par exemple,
considérons V4 (s, ag), ol ag est un ensemble de parameétres. L’invariance de forme implique
que

Vi(s,a0) = V_(s,a1) + R(a1) (5.148)

o a; une fonction arbitraire de ag (a1 = f(ap)), et le reste R(a;) est indépendant de la
variable s. Dans ce cas le spectre d’énergie de ’'Hamiltonien H_ est donné par

ES)a0) = Y Rlax), n=12.., B )(a)=0, (5.149)
k=1

avec ar = f*(ag), c-a-d que la fonction f s’applique k fois. Le spectre de 'Hamiltonien
H, est identique & celui de H_ sauf pour le fondamental
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ES =EC), n=01,2,.. (5.150)

Les fonctions propres de H_ peuvent aussi étre obtenues algébriquement [89] et expri-
meées sous une forme simple

U (s, a0) = NoA'(s,a0) At (s, a1)... AT (5, an_1) 8 (s, an), (5.151)

n

et les fonctions propres de H_ et H, sont reliées par les opérateurs Af et A :

W) = (BS)rARw((s), (5.152)
). _1 _
U(s) = (Bh) TAU () (5.153)

Supersymétrie et invariance de forme du potentiel angulaire
Considérons, dans le cas général de la dimension d’espace D > 2, le potentiel angulaire

(voir équation (5.129))

L(L+1) L(L+1)
cos2 0 sin?9

Vo= (5.154)

Ce potentiel est supersymétrique et invariant de forme. Pour voir cela, introduisons le
superpotentiel

W(0) = Atan6 — B cot 0, (5.155)

o A et B sont des constantes. Les potentiels Vi (6) invariants de forme correspondants
sont calculés a partir de (5.144)

A(A+1) B(B+1)
_ 2
Vi(0) = —(A+B)’ + —— NCT (5.156)
Donc on remarque que
Vi(A,B,0)=V_(A+1,B+1,0)+ (A+B+2)*>— (A+ B> (5.157)

Les solutions propres et les valeurs propres pour I’équation de Schrodinger avec le
potentiel invariant de forme V_ sont connues et ont été répertoriées dans le tableau 1 de
la référence [90]. Les valeurs propres sont données par

ES) =02 =(A+B+2m)?—(A+B)?  n=0,1,2,.., (5.158)

et les fonctions propres par
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BEB_%’A_%)(Q), g = cos(20), (5.159)

U0 =(1-9)%(1+9)?
ou P™ (g) représentent les polynomes de Jacobi. En comparant maintenant le potentiel
Vo (équation (5.154)) et le potentiel V_ (équation (5.156)), on voit qu’ils seront identiques
( & la constante additive —(A + B)? prés) , c-a-d

Vo=V_+(A+ B)? (5.160)

si on pose que

A=L+1, B=L+1. (5.161)

Donc le potentiel Vy est un potentiel supersymétrique et invariant de forme. Les so-
lutions de I’équation de Schodinger (équation (5.129) pour le potentiel angulaire peuvent
étre, donc, déduites en utilisant les équations (5.158), (5.159), (5.160) et (5.161).

Concernant le potentiel angulaire correspondant au cas unidimensionnel (voir équation
(5.9)), il apparait que ce potentiel n’a pas été, déja, répertorié dans la littérature comme
étant un potentiel supersymétrique et invariant de forme. Cependant, I’invariance de forme
de ce potentiel a été montrée récemment dans [68].

En effet, considérons le superpotentiel

cos(2¢)
w =A——" 5.162
() = ATty (5.162)
ou A est une constante. Les potentiels partenaires supersymétriques et invariants de forme
Vi (p) s’écrivent, donc, comme

sin(2¢p)

Vi(p) =A(A+£2)+2A(A+ DTH(Z@)’

(5.163)
ce qui implique que

Vi(A,0) =V (A4+1,0) — (A2 — 1)+ A(A +2)

On remarque que le potentiel angulaire dans I’équation (5.9) est identique & V_ ( a
une constante additive preés égale a A(A — 2)) si on pose que A = 2A(A — 1). Sous cette
condition le potentiel angulaire (équation (5.9)) est donc supersymétrique et invariant de
forme.
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Supersymétrie et invariance de forme du potentiel radial

En ce qui concerne le potentiel de 1’équation radiale, dont la forme est identique pour
tous les cas étudiés (voir équations (5.27), (5.63), (5.95) et (5.133)), il s’écrit de maniére
générale comme

b2 1

Vi (r) = w?r? + —5 20, (5.164)
ot la constante b2 représente la valeur propre de I’équation angulaire apparaissant dans
le probléme. Le potentiel (5.164) est connu dans la littérature comme appartenant a la
classe des potentiels invariants de forme et que les solutions correspondantes peuvent étre
obtenues algébriquement ( voir par exemple [89, 90]. Cette propriété d’invariance de forme

peut étre mise en évidence si ’on considére le superpotentiel suivant

B+1

W(r) = Ar — , (5.165)

r

avec A et B des constantes. Les équations (5.144) donnent les potentiels partenaires Vi

(B+1)(B+2)
,,n2
B(B+1)

Vi(r) = Ar?+ — A(2B +1), (5.166)

Vo(r) = Ar?+ — A(2B +3). (5.167)

r

un calcul simple montre que V. et V_ sont invariants de forme puisqu’ils vérifient

Vi(A,B,r)=V_(A,B+1,r)+ A2B+5) — A(2B +1). (5.168)

Les solutions propres et les énergies propres de 'Hamiltonien avec le potentiel V_(r)
(équation (5.167)) sont données, respectivement, par (voir tableau 1 de la référence [90])

EC) = 4kA,  k=0,1,2,.., (5.169)
1
V() = g exp(fg)L,gB“)(g), g=Ar? (5.170)

ol L,(Cm) désignent les polynomes de Laguerre généralisés. Notre potentiel radial V. (équa-

tion (5.164)) sera identique & V_ (équation (5.167)) a une constante additive pres, c-a-d

V.(r)=V_(r)+ A(2B + 3), (5.171)

si ’on pose
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A=w, B:bn—%. (5.172)

On arrive donc a la conclusion que le potentiel radial V,. est aussi un potentiel su-
persymétrique et invariant de forme et les solutions des équations radiales (5.27), (5.63),
(5.95) et (5.133), sont simplement obtenues en utilisant les résultats (5.169), (5.170) et les
relations (5.171) et (5.172).

En conclusion, pour le probléme & deux corps de type Calogero étudié dans ce chapitre,
dans n’importe quelle dimension d’espace D > 1, la propriété de supersymétrie du modele
tout entier (dans le sens ou les potentiels angulaires et radial rencontrés appartiennent a la
classe des potentiels invariants de forme) peut constituer I'origine de son exacte solubilité.
Notons que la supersymétrie du probléme pourrait ne pas étre la seule raison de I’exacte
solubilité dans la mesure ou d’autres symétries "cachées" peuvent constituer des raisons
suffisantes pour que le modeéle soit exactement soluble.

5.5.2 Symeétrie SU(1,1)

On a déja mentionné au début de cette section qu'une version "légérement" modifiée du
modéle unidimensionnel & deux corps, étudié dans ce chapitre, possédait comme symétrie
sous-jacente la symétrie conforme SU(1,1) [69]. On pourrait se demander si le modele
dans la dimension d’espace D > 2 conservait toujours cette propriéte et pourrait , donc,
constituer une autre raison expliquant son exacte solubilité.

Notons que, récemment, une procédure générale pour intégrer des systémes quantiques
a plusieurs corps ayant comme symétrie cachée la symétrie SU(1, 1) a été mise en place
[93]. Cette procédure est basée sur le fait qu'un systéme quantique a N corps, possédant
la symétrie conforme , peut étre rendu équivalent, grace a la transition a la représentation
dite de Bargmann [93], & un systéme de N oscillateurs harmoniques avec une fréquence
commune et dans une dimension d’espace arbitraire.

Pour le probléme a deux corps (N=2) et pour 'Hamiltonien (5.2), considérons I’en-
semble des trois opérateurs [69)] :

2 92 o2 10 1 02
= > gz~ V(@nm) = (a— et —(97) -V GIB)
0 0

ou V est donné par

A A

V= — .
(21 —22)? 2} 4 23

(5.174)
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Les opérateurs T, T_ et Ty, exprimées dans (5.173) en coordonnées polaires (équation
(5.5)), constituent les générateurs du groupe de symétrie conforme SU(1,1) puisqu’ils
obéissent a 'algebre

[va T+] = 2Ty, [TOa T:t] = +Ty, (5175)

avec le potentiel V une fonction réelle homogéne d’ordre —2, c’est a dire satisfaisant la
relation

[zle xia%,v] = —2V. (5.176)

L’Hamiltonien (5.2) peut étre représenté en fonction des générateurs comme H =
w?Ty —T_ (H est un élément de I'algébre (5.175)) et Popérateur de Casimir C' de Palgébre
SU(1,1) est donné par [69] C' = To(Tp — 1) — T4+ 7. Comme L’Hamiltonien et l'opérateur
de Casimir commutent, ils constituent alors tous deux des quantités conservées. Donc le
systeme étudié est intégrable.

Le probléme consistant & résoudre ’équation aux valeurs propres pour I’Hamiltonien
(5.2) est transformé, via le passage a la représentation de Bargmann, & un probléme aux
valeurs propres pour un Hamiltonien, de deux oscillateurs "déformés", donné par 2wTy.
Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes sont déterminés selon la démarche explicitée
dans [69].

Il est légitime de se poser la question sur le role de la symétrie conforme dans I'exacte
solubilité du modele dans le cas de la dimension d’espace D > 2. Intuitivement il est
suspecté que le modele a la dimension d’espace D posséde la symétrie conforme SU(1,1)
comme symétrie sous-jacente & cause du fait que le potentiel, dans ces cas aussi, admet
la séparation entre les variables radial et angulaire. En plus le potentiel d’interaction
mutuelle entre les deux corps ne dépend que de I’angle azimutal §. Cependant, ceci n’est
pas suffisant. Pour avoir la réponse correcte, utilisons les équations (5.173) avec V', dans
les coordonnées polaires, donné cette fois ¢i par

L(L+1) L'(L'+1) Qcoszﬁ—sirﬁﬁ

Vi(r,0) = 5.177
(r,) 72 cos? 0 r2sin?g 2 sin?9 ' ( )
avec L et L' définies par (5.125). Les deux relations de commutation
[To, Ty = T4, [T_,T,] = 2Ty, (5.178)
sont vérifiees quel que soit V(r, #). Par contre, la relation de commutation
[Ty, T-] = —-T-, (5.179)

est satisfaite si et seulement si
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2V (r,0) + T%V(T’, 0) = 0. (5.180)

Une fois I’équation (5.180) intégrée, elle est équivalente a

V(r,0) = Cff), (5.181)

ou C est une fonction quelconque de 6. 11 est clair, maintenant, que V(r,#), donné par
l’équation (5.177), satisfait a la condition (5.181) et vérifie a fortiori I'équation (5.180),
c-a-d que V(r,0) est une fonction homogene d’ordre —2 comme déja mentionné dans [69].

En conclusion notre Hamiltonien dans la dimension d’espace D quelconque, appartient
a la classe des systémes invariants sous la symétrie conforme SU(1,1), ce qui donne une
raison plus formelle pour expliquer ’exacte solubilité du modéle.
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Chapitre 6

Quelques problémes a 3 corps
exactement solubles

6.1 Une généralisation du probléme a trois corps de Calo-
gero

6.1.1 Exposé du probléme

Considérons 'Hamiltonien suivant

H= Z<——+wx>+)\z 23“ = (6.1)

1<J

ou plus explicitement

”? 9 p
H = —— — — — —_—
0x?  Ox3 8m2+w Yo+ @)+ z? + a3 + 2%
1 1 1
+A + + : 6.2
<(9€1 —x2)? (21 —x3)? (w2 — 363)2) 6.2

Cet Hamiltonien représente un systéme de 3 particules linéaires de mémes masse m,
(avec 2m = h = 1) confinées dans un champ harmonique et interagissant entre elles
par paire, via des potentiels & deux corps invariants par translation de type Calogero,
c-a-d en +_‘2, et auxquels on additionne un potentiel a trois corps, non invariant par

J

|i—
translation, de type g;zz Ici w est la fréquence de Doscillateur harmonique et A et g
=11

sont les constantes de couplage associées, respectivement, aux potentiels d’interaction a
deux et trois corps.
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Les z;, et les —ia%i(i = 1,2, 3) désignent, respectivement, les opérateurs de position
et les opérateurs moments conjugués correspondants des trois particules.

Pour y = 0, L’Hamiltonien (6.1) coincide avec celui du modele intégrable Ay (le cas
rationnel) [48] équivalent au probléme exactement soluble a trois corps de Calogero ( avec

la différence que les termes 37 | w?z? dans (6.1) sont remplacés par qu- w?(z; — xj)?
)[22]. Pour u = —A, cet Hamiltonien représente la généralisation & trois corps du récent

modele & deux corps étudié dans [68] (voir le chapitre 5). Notons de plus que ce modeéle a
trois corps, étudié par Meljanac et al., n’a pas été complétement résolu par eux, a cause du
probléme de non séparabilité compléte de ’'Hamiltonien dans un systéme de coordonnées
"sphériques"[69].

Ceci peut se voir facilement de la maniére suivante :

En transformant les coordonnées " cartésiennes" des trois particules x1,x2, et x3 en
coordonnées "sphériques" selon les relations

x1 = rsinfcosy, x3=rsinfsing, x3=rcosb, (6.3)
0 < r<oo, 0<o6<m, 0 < p < 2m,

le potentiel dans I’'Hamiltonien (6.1) prendra la forme suivante

1
V(r,0,0) = Wi+ % + ﬁG(Q, ©), (6.4)
1 1
G(0, = - . +
2 sin? @ (1 —sin2p)  (cos® — sinf cos ¢)*
1 (6.5)

(cos @ — sin fsin )?’

Nous remarquons, donc, que malgré la séparation du potentiel (6.4) en une partie
radiale et une partie angulaire, le probléme ne peut étre résolu complétement a cause de
la non séparabilité de la partie angulaire (6.5). Ce probléme a été lié par Meljanac et al. &
la question de la superintégrabilté de I’'Hamiltonien & trois corps (6.1) et par conséquent
a la notion de séparabilité de ’équation de Schrédinger stationnaire correspondante [70].
Néanmoins, le spectre d’énergie a été calculé et la forme de la solution radiale a été donnée
[69] .

On propose, dans ce qui suit, de réétudier ce modele & trois corps décrit par I’Hamilto-
nien (6.1) en résolvant ’équation de Schrodinger stationnaire correspondante. Une solution
A ce probléme pourrait étre atteinte par l'introduction, au préalable, des coordonnées du
centre de masse et les coordonnées de "Jacobi " invariants par translation pour un systéme
de trois particules
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1

1 1
R — R e — J— s = — —_— 2 . 6-6
3(x1 +xo 4+ x3), u \/ﬁ(xl T), v \/6(961 + x9 — 2x3) (6.6)
Dans ces coordonnées le potentiel s’écrira comme
I\ (u? +v?)? 1

V(R,u,v) = w*(3R* 4+ u® + v?) + (6.7)

2 (u3 — 3u?)?  3RZ4u? + 02

Il est clair, qu’ici aussi ’'Hamiltonien (6.1) ne peut étre séparé en un Hamiltonien du
centre de masse H.,, = H.,,(R) et un Hamiltonien "relatif" H,.o; = H,¢(u,v), comme
ce fut le cas du probléme a trois corps de Calogero [22], & cause de la présence du terme
3R—2+/;2—+02, sauf dans le cas oul la coordonnée du centre de masse coinciderait avec 1’origine
de ’axe des x, c-a-d que 1 +x2+2x3 = 0. Dans ce cas la et aprés élimination du mouvement
du centre de masse ( le probléme devient un probléme a deux degrés de liberté u et v) et
en introduisant la transformation en coordonnées "polaires" (r, )

u = rsing, v=rcosyp, (6.8)
> 0, pelo,2n].

I’Hamiltonien (6.1) s’écrit, donc, comme suit

0? 10 1 0? 9\
H=Ho=—55--= +w?r? + T—“Q +3 <&p2 + 28in2(3¢)> : (6.9)
La forme de ’'Hamiltonien (6.9) montre clairement une séparation entre la partie radiale
et la partie angulaire. En plus la forme de I’équation de Schrodinger correspondante, est
similaire & celle du probléme & deux corps traité dans [68] (voir le chapitre 5). La seule
différence résidant seulement dans I'expression du "potentiel angulaire" et par conséquent
le probléme devient, donc, exactement soluble par séparation des variables.
Dans le cas ot la coordonnée du centre de masse R # 0, introduisons encore une fois
les coordonnées du centre de masse et de Jacobi définies de la maniére suivante

~ 1 1 1
R=—(z1+x2+23), u=-—(x1—22), v=—F(21+ 22— 213). (6.10)

V3 V2 V6

Le potentiel s’écrirait alors, dans les coordonnées (R, u,v), comme

~

~ 2 1,22
V(R,u,v) = W*(R? +u? + %) + A" +v’) a

2 (ud — 3uv?)?

= (6.11)
R2 +u? + 02

Passons maintenant en "coordonnées sphériques" (7,6, ) via- la transformation :
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Ir% = rcosf, w=rsinfcosy, v=rsinfsingy,
0 < r<oo, 0<6<m, 0 < <2m. (6.12)

Cette transformation permet au potentiel (6.11) de s’écrire, ainsi, sous une forme com-
plétement séparable dans les trois coordonnées (r, 6, ) comme le montre I’équation

1 9
V(r,0, ) =wk?+ £ . 6.13
(r,0, ) =wir” + 72 * r2sin? 6 \ 2 cos2(3yp) (6.13)
L’équation de Schrodinger correspondante HWU(r, 0, p) = E¥(r,0,¢), dans les coor-
données sphériques, devrait étre, donc, soluble par séparation des variables.
Dans ce qui suit nous allons, donc, résoudre ’équation de Schrédinger stationnaire
dans les deux cas R =0 et R # 0.

6.1.2 Résolution de I’équation de Schrédinger dans le cas ou la coordon-
née du centre de masse R = (

Nous nous intéressons, donc, a la résolution de 1’équation de Schroédinger exprimée
dans les coordonnées polaires (7, ¢) comme suit

2 10 L, u 1/ & X
(‘w Tra YT Tt (‘agoz * zsmag@))) )

dans les domaines 0 < r < 00,0 < ¢ < 27 et o F désigne I’énergie propre exprimée dans
le systéme du centre de masse des trois particules, et W(r, ¢) les solutions propres.
Remarquons que ce probléme est identique a celui traité dans la résolution du probléeme
a deux corps, et nous suivrons, donc, la méme démarche et procédure pour trouver les
solutions.
L’équation (6.14) se scinde par le biais de la transformation

\Il(n (P) - \/,,7 (I)((p), (615)

en deux équations différentielles. En effet, si on suppose qu’on a l’équation angulaire
suivante

>0 (p) 9\ -
TTa T <281n2(3cp)> O(p) = BO(p), (6.16)

alors, on obtient I’équation radiale réduite qui s’écrit comme suit
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&2F +B—
dTgr) I <w27’2 + % _ E) F(r)=0. (6.17)

ou B, la constante de séparation, est la valeur propre de I’équation angulaire (6.16).

résolution de I’équation angulaire

Il s’agit donc de résoudre I’équation aux valeurs propres

d? 9\
(- * sy 2) 2 =0 (19

Cette équation est identique a celle obtenue par Calogero lors de la solution de son
probléme & trois corps [22]. Remarquons que le potentiel dans 1’équation (6.18) a une
périodicité de 5 et possede des singularités a o = k5, k = 0,1, ...,6 , ceci va nous permettre
de restreindre 1’étude de cette équation dans l'intervalle [0, %] De plus, cet intervalle
correspond, dans ’espace de configuration des trois particules, & une certain ordre entre
les positions des trois particules en 'occurence x1 > xo > x3. En effet, a partir des

équations (6.6) (avec R =0) et (6.8) , nous avons que

T — Ty = \/57’ sin ¢,

r1—1x3 = +/2rsin (cp + g) , (6.19)
2

Ty — X3 = V2r sin (go—i-g) ,

et comme les trois coordonnées z;(i = 1,2,3) sont colinéaires alors on vérifie facilement,
d’apres les équations (6.19), que dans l'intervalle [O, %] nous avons les inégalités suivantes :
x1 > x9,x1 > x3 et &9 > x3. On peut voir, donc, que si on divise le cercle trigonométrique
pour les valeurs de ¢ en six secteurs de § chacun, qu'on peut étiquetter par un indice
p = 0,1,2,...,5, alors & chaque valeur de ¢ correspond un et un seul ordre des trois

particules comme suit :
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p = 0: O<p< -m, x1> 22 > T3,

3
1 2
p = 1: §7r<<p<§7r, T1 > T3 > X9,
2
p = 2: §7r<g0<7r, T3 > T > X9,
4
p = 3: 7r<<p<§7r, T3 > To > I, (6.20)
4 )
p = 4: §7T<QO<§7T, X9 > T3 > X1,
5
p = 5: §7r<90<27r, To > T1 > 3.

Remarquons, donc, que lors du passage d'un secteur p; vers un secteur p;+1(i =
0,1,...,4) seulement une particule conserve son ordre alors que les deux autres peuvent
permuter. Ainsi les solutions obtenues dans 'intervalle 0 < ¢ < % seront étendues dans
tout l'intervalle 0 < ¢ < 27 par la prescription [22]

T
3

Dans I’équation (6.21) le signe + correspond a la statistique de Bose ou a la statistique
de Fermi avec p pair (associé & un nombre pair p de transpositions) et le signe — correspond
a la statistique de Fermi avec p impair (associé & un nombre impair p de transpositions).

Aux voisinage de 0 (respectivement de % ) la singularité est analogue & celles d’une

Dlp+pg) ==D(p), 0<p<g, p=12345. (6.21)

3
"barriére centrifuge" puisque sin?(3p) ~ 9¢? (respectivement sin?(3¢) ~ 9(¢ —%)?). Donc
pour traiter le probléme, et "stopper la chute sur le centre" [22] il faut et il suffit que A

1
> —3.

2

Dans le but de trouver des solutions de 1’équation angulaire (6.18) (dans l'intervalle
0 < ¢ < %), en fonction de polyndmes orthogonaux, avec les conditions aux limites de
Dirichlet, faisons une factorisation appropriée de la fonction ® de la maniére suivante

® = (sin3p)”f(z), (6.22)
z = cos3¢y.

La substitution de (6.22) dans (6.18) permet , aprés les simplifications nécessaires,
d’avoir I’équation différentielle pour les fonctions f,

d2
(1—2% dJ;(QZ) —(2v+ 1)2? +

z — ZV\V — 22
df (2) (g,,A 22(1( 22)1) )f(z):O. (6.23)
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Des solutions acceptables physiquement pour 1'équation (6.23) émergent pour des
choix bien déterminés, respectivement, des constantes de couplage et de séparation A et
B, a savoir

A= 2v(v—1), (6.24)
B = B,=9n+v)? n=0,1,2,.., (6.25)

dans ce cas la, I’équation (6.23) devient 1’équation différentielle pour les polynomes de
Gegenbauer f(z) = fo(z) = C) [78]
d* fn(2) dfn(2)

1— 224\ (9 1)z L2/

Remarquons que ’équation (6.24) donne deux valeurs pour v, & savoir

+n(n+2v)f.(z) = 0. (6.26)

v = %(1+M>, (6.27)

ve = % (1 I+ 2)\) . (6.28)

Les deux valeurs v~ et v« corresponderont, respectivement, aux solutions "réguliéres"
et "non-régulieres" de I’équation (6.18).

Finalement, les solutions propres non normalisées (solutions "régulieres" qui corres-
pondesnt & v = v et qui s’annulent aux bords de I'intervalle 0 < ¢ < %) et les valeurs
propres de ’équation angulaire (6.18) de 'angle azimutal ¢ sont données, respectivement,
par

a+L
Oo(0) = (sin30) 310 D (cos3p),  n=0,1,2,..., (6.29)
a = %\/1+2)\, Oﬁcpﬁg,
1 2
B, = 9(n+u>)2—9<n+a+§> , n=0,1,2,.., (6.30)

Les solutions (6.29) sont identiques & celles trouvées par Calogero et obtenues en trans-
formant ’équation (6.18), par des substitutions appropriées, en une équation de type hy-
pergéométrique [22].

Les solutions irréguliéres correspondant a v« = % —a, ont été écartées car elles ne sont
pas, en général, acceptables a cause de leur comportement aux points singuliers, sauf pour
un certain domaine des valeurs de la constante de couplage A ( se référer a la discussion
similaire dans le cas du probléme a deux corps).
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Résolution de I’équation radiale

L’équation radiale réduite

PF By —
_d*F(r) n (wzrz + ‘“Lrii)zl —E) F(r) =0, (6.31)

dr?

est résolue dans l'intervalle 0 < r < 0o, avec la condition que les solutions doivent s’annuler
a Porigine et tendre exponentiellement vers zéro & l'infini pour assurer qu’elles soient de
carré sommable. A cause de la présence de la "barriére centrifuge" a l'origine r = 0, et
pour traiter le probléme, on doit avoir

1\2
M+Bn:u+9<n+a+§) >0, Vn>0. (6.32)

le terme entre parenthéses, dans l'inégalité (6.32), est minimal pour n = 0 et a = 0
(a > 0), par conséquent 'inégalité u + B, > 0 est vérifiée pour tout n > 0 si u > —%

La condition pour p étant satisfaite, introduisons alors un parameétre auxilliare b,, défini
par

1 2
b2 =+ By, bn:\/,u—i—Bn:\/,u—l—9<n+a+§> (6.33)

En choisissant b,, comme étant la racine positive de (u + By,), ceci va nous permettre
d’écrire les solutions de carré sommable de ’équation radiale (6.31). Pour cela, on réalise
la transformation suivante

UJT’2

F(r) = rt2 exp(——5-)g (1), (6.34)
2

t = wr”.
En remplacant 'ansatz (6.34) dans I’équation radiale (6.31), on obtient 1’équation
différentielle pour la fonction g(t) comme suit
dg(t) E 1 b,

d*g(t)
b, +1—t - == t)=0. 6.35
dt? + (bn+ ) dt +(4w 2 2)9() ( )
L’équation différentielle (6.35) posséde une solution exacte donnée par les polynomes

de Laguerre généralisés L,(gb”)(t) (78], si le facteur (£ — 3 — %) dans (6.35) est quantifie,

c-a-d si :

t

(——s-2)=k  k=012.. (6.36)



Dans ce cas 13, les solutions non normalisées de I’équation radiale (6.31) s’écriront,

donc, comme

LL)?“2

Fi(r) = rbnt3 GXP(—T

et les énergies propres correspondantes sont données par
Ey =2w(2k + b, + 1), k=0,1,2....

Solutions de I’équation de Schrédinger

)L (wr?),  k=0,1,2..

. (6.37)

(6.38)

Finalement nous pouvons, aprés avoir regroupé tous les résultats, écrire les solutions
propres normalisables et les énergies propres de ’équation de Schrodinger stationnaire
(6.14) pour le probléme & trois corps dans le cas ou la coordonnée du centre de masse est

nulle : R =0.
Les solutions propres sont données par

3 2 FO(ntatl)?
‘Pk,n(r’(p) — TWGXP(%)L( p+9(nta+3)?)

k
. atl ~(a+3)
X (sin3¢p)*" 2Cy, 2?7 (cos 3p),
k= 0,1,2,..., n=01,2..,
1
0 < sosg, a=5VIT2N,

avec la prescription [22]

1
\Ilk,n(ra 2 + —p?T) = (_1)pn\:[/k,n (’I“, @)7

3
0 < SOS%’ p=1,2,3,4,5,
pour la statistique de Bose, et
1 p(n+1)
\Ilk,n(rv ®+ gpﬂ) = (_1) \Ilk,n(T7 90)7
0 < p<3z P=12345

pour la statistique de Fermi.

(wr?)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

Les variables (r,¢) sont liées aux coordonnées des trois particules par
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[(ml — $2)2 + (1‘1 — 1’3)2 + (xz — $3>2] , (6.42)

¢ = arctan (%) = arctan <\/§&> . (6.43)

T+ o — 223

Wl =

reo= u2+v:

Les énergies propres, dans le systéme du centre de masse, sont données par

1 2
Epn = 2w 2k+\/u+9<n+a+§> +1], (6.44)

E = 0,1,2,.., n=0,1,2,..

Pour p = 0, on retrouve bien les résultats du probléme a trois corps de Calogero [22].

Pour le cas des particules identiques, une fonction d’onde unique (symétrisée) corres-
pond & chaque couple k,n. Pour le cas de particules non identiques correspondant a la
statistique de Boltzmann, on pourra définir, dans chacun des six secteurs "angulaires"
P <e<(p+1)%,p=0,1,2,3,4,5), la fonction d’onde par les équations (6.39), (6.40)
et (?7) et la considérer comme étant nulle dans les cing autres secteurs restants , ce qui
permet d’avoir un ensemble de six états différents correspondant a chaque couple k, n [22].

Notons, aussi, que le spectre d’énergie Ej,, (6.44) n’est pas dégénéré dans le cas de
particules identiques et posséde une dégénérescence égale a six dans les cas de particules
non identiques. Ce résultat contraste avec celui du probléme de Calogero ( cas ou p = 0).
En effet, en posant p = 0 dans (6.44) on obtient

a 5
B = Brp(p=0) = 2w <2k +3n + 3a + 5) : (6.45)

Remarquons, donc, que le spectre d’énergie E,gcal)

N

, en plus de sa linéarité, posséde pour

les particules identiques une dégénérescence égale a la partie entiére du nombre %(N +6)
ou 'entier N = 2k + 3n. Cette dégénérescence est, évidemment, multipliée par six dans le
cas de particules distinctes.

6.1.3 Résolution de I’équation de Schrédinger dans le cas ou la coordon-
née du centre de masse R # 0

A prime abord remarquons, a partir des transformations (6.10), que les coordonnées
des trois particules sont données par
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:E‘z _\/6 0 -2 V2

La transformation (6.46) est similaire a celle utilisée dans [70] pour montrer la sépa-
rabilité du potentiel de Calogero dans un systéme de coordonnées "sphériques".

(6.46)

Hrle e

L’Hamiltonien (6.1) s’écrit, dans le systéme des coordonnées <R, u, v), comme suit

2 2 2 ~ 2,22
H = %%%+w2(R2+u2+v2)+%
OR U uv?)
—r (6.47)
R2+U2+U2

Passons maintenant en coordonnées "sphériques" via les transformations (6.12). Ceci
permet d’écrire ’équation de Schrédinger stationnaire HWU(r, 0, ) = EV(r,0, ) sous la
forme

COr2 ror
1 0? 0 1 0? 9A
— [ cot— + < 92 + 2cos2(3<p)>] U =FEU, (6.48)

r2 | 90> 90 sin?0
ou U = (r,0,p) représentent les solutions propres et E 1'énergie propre.
Le probléme a trois corps, représenté par I’équation de Schrédinger (6.48), peut étre
considéré comme équivalent & celui d’une particule, dans I'espace & trois dimensions, plon-
gée dans un potentiel non central de la forme

22
[ 0 —2+w2r2+%}\11+
T

fa(p)

r2sin26’

V(r,0,¢) = fi(r) + (6.49)

Il est clair que ’équation de Schrodinger stationnaire (6.48) est, donc, soluble par
séparation des variables.
Pour ce faire, effectuons la factorisation suivante :

F(r) ©(0)
et en remplacant (6.50) dans (6.48) on obtient 3 équations différentielles & résoudre.
la premiére équation angulaire pour 'angle azimutal ¢

U(r, 6, p) = D(p), (6.50)
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2
(55 + 5oty ) 29) = 5O (6.51)

la seconde équation angulaire pour ’angle polaire 6 :

@ (B)
d6? sin2 0

)@@)—D@w% (6.52)

et finalement, 1’équation radiale réduite

d? +D—1
<Eﬁ-%w%2+ﬁ—73—ﬁ>lﬁﬂ::EF&) (6.53)

Les résolutions successives des équations différentielles (6.51),(6.52) et (6.53) permet-
teront de trouver les solutions complétes du probléme.

Résolution de I’équation angulaire d’angle azimutal ¢

Il s’agit donc de résoudre ’équation aux valeurs propres

2

Dans l'intervalle 0 < ¢ < 27 le potentiel dans I’équation (6.54) a une périodicité de
7 et possede des singularités a ¢ = (2k + 1)%, k=0,1,...,5. Ceci permet, d’une part, de

restreindre I’étude de cette équation dans I'intervalle [—%, %] et, d’autre part, de partager

l'intervalle entier en six secteurs p = 0,1, 2, ...,5 de § chacun et a chaque secteur correspond
un et un seul ordre entre les positions des trois particules.

En effet, en utilisant les équations (6.12) et (6.46), ceci permet de voir que

Tl — Ty = V27 sin 6 cos ®,

1 —x3 = +/2rsinfcos (gp - g) , (6.55)
2

Ty —x3 = /2rsinfcos <<p?7r> .

et comme r > 0 et sinf > 0 pour 6 € [0, 7], alors & chaque secteur p correspondent les
relations d’ordre suivantes
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0: Tope > x3 >

= 0: — - T T T

b 6 2 671—7 1 3 2
1 1

p = 1 67r<cp< 3™ T1 > T2 > 13, (6.56)
1 5

p = 2: §7T<(,0< 67r, To > x1 > T3,
5 7

p = 3: gw<<p< 67r, To > T3 > X1,
7 9

p = 4: gw<<p< 5™ T3 > X9 > T, (6.57)
9 11

p = 5: 67r<cp<€7r, T3 > T > X9.

Nous retrouvons, donc, les mémes résultats obtenus dans le paragraphe précédent,
ol dans deux secteurs successifs seul change l'ordre de deux particules alors que pour

la troisiéme il est conservé. Ainsi, les solutions obtenues dans l'intervalle -z < ¢ < &

seront étendues dans tout I'intervalle —§ < ¢ < HT’T par la méme prescription (6.21) que
précédemment.

Comme au voisinage —% (respectivement %) on a que cos?(3p) ~ 9(¢ + %)? (respecti-
vement cos?(3p) ~ 9(p — %)?) les singularités sont identiques & une "barriére centrifuge"
et donc pour traiter le probléme on posera que A > —%.

Pour trouver les solutions acceptables physiquement de I’équation angulaire (6.54),
exprimées a l'aide de polynémes orthogonaux, et qui s’annulent aux bords l'intervalle

[—%, %}, I’équation (6.54) peut étre transformée par la factorisation suivante

& = (cos3¢p)"f(z), (6.58)

z = sin3p,

en I’équation différentielle pour la fonction f,

af(2)

dz?

9 " 21— 22)

(1-22)

df (2) <B A=y —1)2°

Des solutions acceptables physiquement pour 1'équation (6.59) émergent pour des

choix bien déterminés, respectivement, des constantes de couplage et de séparation A et
B,

A= 2v(v—1), (6.60)
B = B,=9(n+v)? n=0,1,2,.., (6.61)
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dans ce cas la, ’équation (6.59) devient 1’équation différentielle pour les polynomes de
Gegenbauer f,(z) = C’,(LV)(z) [78]
d* fn(2) dfn(2)

(1— 2% T2 (2v + 1)27 +n(n+2v) fn(z) = 0. (6.62)

Finalement, pour I’équation angulaire (6.54) de ’angle azimutal ¢, les solutions propres
"régulieres", non normamlisées, qui correspondent a la valeur de v, donnée par

1 1
V:§+a, a:§\/1+2)\, (6.63)
s’écrivent comme
B atl lat+d) . o
D, () = (cos3p)* ™20y, (sin 3¢p), n=0,1,2,.., (6.64)

et les valeurs propres sont données par

1 2
Bn—9(n+u)2—9<n+a+§> , n=0,12,... (6.65)

La solution (6.64) est similaire & celle obtenue dans [71] ou elle fut obtenue en trans-
formant I’équation différentielle (6.54) en une équation de type hypergéométrique.
Résolution de 1I’équation angulaire d’angle polaire 0

La deuxiéme équation angulaire correspondant & ’angle polaire 8, peut s’écrire main-
tenant

B W sin2 6

< L G D) 0(0) = 0, (6.66)

avec la constante auxilliaire b,, définie par

V2=DB,,  b,=+/B :3n+3a+; (6.67)

Ici, nous avons considéré uniquement la racine positive de B, pour des raisons liées a
lobtention des solutions "réguliéres" de I’équation (6.66), qui sera résolue dans l'intervalle
0 < 0 <7 avec les conditions aux limites de Dirichlet.

Considérons I'"ansatz" suivant pour la fonction ©

0(0) = (sinb)°n(y), (6.68)
y = cosf.

126



La Substitution de (6.68) dans (6.66) permet, aprés les simplifications nécessaires,
d’avoir I’équation différentielle pour la fonction h,

1"

a2 2
(1 —y*)h (y)—(2ﬁ+1)yh'(y)+(D—ﬁ+1 4b;, +45(8 — 1)y

41 —y?)
oll le symbole prime désigne la dérivation par rapport a .

Des solutions acceptables physiquement pour 1’équation (6.69) émergent que si les
constantes de séparation b, et D vérifient, respectivement, les conditions suivantes

2 1 2
b2 = <ﬁ§> , (6.70)
D = D =(+p5)? 1=0,1,2, ..., (6.71)

) h(y) =0, (6.69)

dans ce cas la, I’équation (6.69) devient I’équation différentielle

d’h dh
(1= — 54 0y i 2y = (6.72)
qui n’est autre que 1’équation différentielle pour les polynomes de Gegenbauer hi(y) =
c®
I (y).
L’équation (6.70) fournit deux solutions pour (5 & savoir
1
5> = §+bn7 (673)
1
B = 5 bn (6.74)

La solution ©;(#) correspondant & [, est la solution réguliére et celle correpondant a
B~ est la solution non réguliére qui ne sera pas prise en considération a cause de son son
mauvais comportemnt, en général, au voisinage des singularités.

Finalement, les solutions propres (solutions réguliéres) et les valeurs propres de I’équa-
tion angulaire (6.66) pour l’angle polaire 6 , dans l'intervalle [0, 7], s’écrivent, respective-
ment, comme

1
Q) = (sind) 30" P (cosh),  1=0,1,2,.., (6.75)
D, = (l+bn+%)2, 1=0,1,2, ... (6.76)

Remarquons que le choix de b, comme étant la racine positive de By, (voir équation
(6.67)) permet a la solution ©;() d’étre acceptable physiquement et d’avoir le bon com-
portement (c-a-d s’annuler) aux bords de 'intervalle [0, 7] .
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Résolution de I’équation radiale

L’équation radiale réduite

d +D -1
(‘W + wir? + “T# — E) F(r) =0, (6.77)

est résolue dans l'intervalle 0 < 7 < oo, avec la condition que les solutions doivent s’annuler
a lorigine et tendre exponentiellement vers zéro & I'infini pour assurer qu’elles soient de
carré sommable. A cause de la présence de la "barriere centrifuge", et pour traiter le
probléme, on doit avoir que (voir les équations (6.67) et (6.76))

1
,u+Dl:,u+(l+bn+§)2:,u+(l+3n+3a+2)2>0, Vn>0, VI>0. (6.78)

Le terme élevé au carré deux dans l'expression précédente est minimal pour les valeurs
n=0,l=0et a =0 (aest un nombre réel positif, voir(6.63)). Dans ce cas 1a l'inégalité
(6.78) implique qu’on doit avoir p > —A4.

Introduisons, donc, un parameétre auxilliaire «; défini par

o = p+ Dy, o =/ + Dy. (6.79)

Le choix de a; comme étant la racine positive de (u + D;), est le choix approprié qui
permet d’écrire les solutions de carré sommable de 1’équation radiale (6.77). Pour cela, on
réalise la transformation suivante

F(r) = r"2exp(——)g(t), (6.80)
t = wr’

En remplacant 1""ansatz" (6.80) dans I’équation radiale (6.77), on obtient 1’équation
différentielle pour la fonction ¢(t) comme suit
dg(t)  E 1 o

2
—ddf;g” o+ 1=+ (- =5~ 5)90) =0. (6.81)

L’équation (6.81) est I’équation différentielle des polynomes de Laguerre généralisés

L,(gal)(t) [78], si le terme (£ — 1 — 41) dans (6.81) est égal a un entier non négatif, c-a-d :

t

(£ 1w
o 2 2
Dans ce cas 13, les solutions normalisables de 1’équation radiale (6.77) s’écriront, donc,

comime

)=k  k=0,1,2.... (6.82)
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2

Fio(r) = rovts exp(—%)L,ﬁo”)(wﬂ), k=0,1,2..., (6.83)

et les énergies propres correspondantes sont données par

B, =2wk+aq+1), k=0,1,2.... (6.84)

Solutions de I’équation de Schrédinger

En regroupant maintenant les résultats obtenus et a partir I’équation (6.50) nous pou-
vons, donc, conclure que les solutions propres (normalisables) de ’équation de Schrodinger
(6.48) pour le probléme & trois corps (6.1) dans le cas ou la coordonnée du centre de masse
n’est pas nulle : R # 0, sont données par

/ 7.1 _wr? pt(l+3n+3a+2)?
r u+(1+3n+3a+2) 2e 3 L< >(U.)T‘2)

\Ijk,l,n(ra 0& QO) = k
X (sin 9)3n+3a+% C’l(3n+3a+2) (cosf)
a+2 (CH'%) 3
X (cos 3p)* 20y (sin3p), (6.85)
k= 0,1,2,.., [=0,1,2,..., n=20,1,2,...,
s T 1
—— < <=, a==-VvV1+2\
6 6 2
avec la prescription
1 on
\I/k,l,n(’ra 05 P+ gpﬂ') = (71) ‘Ijk,l,n(rv 07 Qo)a
72 < QOS zv b= 1a2a3a4a5a (686)
6 6
pour la statistique de Bose; et
1 p(n+1)
\Ijk,l,n(rv 07 Y+ gpﬂ-) = (71) \I]k,l,n(ra 07 QO)’
_% < QOS %a b= 1a27374a57 (687)

pour la statistique de Fermi.

Les constantes de normalisation Ny, pour les fonctions d’ondes (6.85) sont calculées

a partir de
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+o0 T z
/ Tzd’l“/ sin 6do / ° d(p\:[/]%l,n(?“, 9, CP)‘I’k',l',n' (’I“, 9, (p) = 5k,k’6l,l’6n,n’Nk7l,n7 (688)
0 0

_r
6

et en utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynomes de Gegenbauer et de Laguerre
(voir [78]). L’intégration donne

N 1 m 4~ (4a+3n+2) I'(n+2a+1)
ol ol (Fant3at2)H 3 nln+a+ 1/2)I(a+ 1/2)2
L(0+6n+6a+4) Tlp+ (£+3n+3a+2)?+k+1] (6.89)
QKN+ 3n+3a + 2)I'(3n + 3a + 2)? )
Les énergies propres sont données par
Brin = Ewﬁn:zp@k+vw+a+3n+3w+m%+g, (6.90)

k= 0,1,2,.., 1=012.., n=012...

Les variables (1, 6, ) sont liées aux coordonnées des trois particules z1,x2 et x3 par

r? = RP4+u?+0? =2t + 23+ a3, (6.91)
0 = arccos | — | = arccos Tt ra + (6.92)
r V3(z? + 23 + 22)
v T+ x2 — 223
¢ = arctan (—) = arctan <—> (6.93)
u V3(z1 — x2)

Pour le cas de particules identiques il correspond & chaque triplet k, [, n une fonction
d’onde unique symétrisée. Par contre, pour des particules distinctes, on pourra définir
dans chacun des six secteurs "angulaires" (2p — 1) <o < (2p+1)5,p=0,1,2,3,4,5, la
fonction d’onde par les équations (6.85), (6.86) et (6.87) et la considérer comme étant nulle
dans les cinq secteurs restants, ce qui permet d’avoir un ensemble de six états différents
correspondant & chaque triplet &, [, n.

En plus, la dégénérescence de chaque niveau d’énergie Ej v, avec 'entier N défini par
N =1+ 3n, est égale, dans le cas de particules identiques, a la partie entiére de % (N +3)
et elle est multipliée, donc, par six dans le cas de particules distinctes.
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6.2 Une généralisation du probléme a trois corps de Calogero-
Marchioro-Wolfes (CMW)

Considérons maintenant ’Hamiltonien, pour un systéme de trois particules de méme
masse en interaction sur une ligne infinie, comme suit

H — : 0 2 2 : 1 p
= Z _a—x?+w$i +gz(xi—xj)2+ E)

i=1 i<j i=1 i

3
1
. .94
+3f;j (@i + xj — 2xp)? (6.94)
ij#k

Cet Hamiltonien ne différe de celui du paragraphe précédent (voir éq. (6.1)) que par
les trois termes additionnels de la forme m représentant un potentiel a trois
corps invariant par translation. Pour p = 0, le modeéle représenté par (6.94) correspond au
modele intégrable Ga (le cas rationnel) [48] équivalent au probléme & trois corps résolue
par Wolfes [71]. Et pour © = 0 et w = 0, 'Hamiltonien (6.94) devient celui du probléme
de diffusion résolue par Calogero et Marchioro [94]. Rappelons que dans ces deux cas cités
les termes 37, w?2? dans 'équation (6.94) sont remplacés par Z‘?< y w?(z; — )%

Notre objectif est de résoudre 1’équation de Schrodinger stationnaire pour I’Hamilto-
nien (6.94) dans le cas général ou la coordonnée du centre de masse des trois particules
n’est pas nulle.

Apres introduction des coordonnées du centre de masse et de Jacobi définies par I’équa-

tion (6.10), nous pouvons écrire I’équation de Schrédinger comme suit

0* 0*  0?

*ﬁ*w*ﬁ+w2(R2+U2+U2)++ \IJ(E,’LL,’U)

OR R? +u? 4 v?
90(u2 + v2)2 9Ff(u2 + v2)2 ~

[ g(u +v)2 fu®+wv )ZE] W(R,u,v) = 0. (6.95)
2 (u? —3uv?)”  2(v3 — 3vu?)

Introduisons maintenant la transformation en coordonnées sphériques définies par les
équations (6.12) et réécrivons I’équation de Schrodinger sous la forme suivante

0> 20 2,2 M
{—w—;a—i—wr +ﬁ:| \IJ(T,Q,QO)

1[ 0?
+

0 M
ﬁ 7@ — cot 9% + m] \I](Ta 07 QO) - E\IJ(T,G, 90)’ (696)
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ol opréateur différentiel M est défini par

0? 9¢g 9f
5 T 2 T o2 :
0p?  2cos?(3¢)  2sin?(3p)

Comme ’équation de Schrédinger (6.96) est complétement séparable dans les coordo-
nées (1,0, ), elle sera donc résolue en suivant la procédure utilisée dans le paragraphe
précédent.

La transformation (6.50) de la fonction d’onde permet d’obtenir trois équations diffé-
rentielles pour chaque variable r, 6 et ¢ & intégrer séparément, en l'occurrence

M=—

(6.97)

d? 9¢g 9f ~
—— ®(p) =B 6.98
( dy? * 2 cos?(3¢p) * 281112(3(,0)> (?) (@): (6.98)

d2 (E _ %) ~
—— +———= | 6(0) = DO(0 6.99
o) o) = Do), (6:99)
P e rD g D} F(r) = EF(r) (6.100)
dr? r2 B ' ’

Ici B et D représentent les constantes de séparation et E 1’énergie propre du sys-
téme. Remarquons que la forme des équations différentielles obtenues est identique a
celle des équations différentielles obtenues au paragraphe précédent ( voir les équations.
(6.51),(6.52) et (6.53)) sauf pour ’équation différentielle correspondant & 1’angle azimutal
. Ceci va nous permettre d’utiliser des résultats déja obtenus.

Résolution de I’équation angulaire d’angle azimutal ¢

L’équation aux valeurs propres (6.98) est identique a celle obtenue dans [71, 94] et
possede dans l'intervalle 0 < ¢ < 27 des singularités a ¢ = kg, k = 0,1,2,...,11. Cepen-
dant, dans ce cas ¢i, en plus du fait que dans chaque secteur "angulaire" de § chacun un
certain ordre est établi entre les positions des trois particules, il existe aussi une certaine
"polarisation" entre les particules dans chaque secteur "angulaire" de § chacun, due a la
présence du potentiel & trois corps introduit dans ce probléme, dans le sens ol la particule
du milieu sera plus proche de la particule de droite que de la particule de gauche ou vice
-verga selon le cas. En effet on peut voir, & partir des équations (6.55), et des équations
suivantes
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x1+ o —2x3 = (v1—23) + (2 —23) = \/grsiHQSingp,

2
1423 —2x0 = (21— x2) + (23 — x2) = V6rsinfsin <c,0 + %) ,  (6.101)

4
Tot+x3—2r; = (va—x1)+ (23 —21) = \/6rsin0sin <<p+ %) .

que si on divise le cercle trigonométrique pour ¢ en 12 secteurs de & chacun ¢ < ¢ <
(¢+1)§,¢=0,1,2,...,11, alors on a ce qui suit

1
q = 0: 0<g0<67r, T1 > X3 > T2, T] — X3 > T3 — Ta,
q = 1: 877<<p<§7r, T1 > T9 > X3, T — To > To — X3,
q = 2: §7r<cp<§7r, T > X9 > T3, 1 — X2 < To — X3,
q = 3: §7r<cp<§7r, To > T > I3, To — 21 < T1 — T3,
q = 4: §7r<cp<67r, To > x1 > X3, To — X1 > T1 — X3,
)
g = 5: 677 <p <, To > I3 > X1, To — T3 > T3 — T, (6.102)
7
q = 6: T<p< 677, T > T3 > T1, To — 23 < T3 — T1,
7 4
q = T: 67T<<p< 577, T3 > To > X1, To — X1 > T3 — T2,
4 3
q = 8§: §7r<cp< §7r, T3 > T9 > X1, To —x1 < T3 — X9,
3 5
qg = 9: §7r<cp< §7r, T3 > T > X9, T3 —T1 > T — Ta,
) 11
q = 10: §7r<<p<€7r, T3 > T > X9, 3 —x1 < T1 — X2,
11
q = 11: €7T<(,0< 2w, x1 > X3 > T9, T, —x3 < T3 — Ta.

Remarquons, donc, que le passage d’un secteur a un autre se traduit par la permutation
de deux particules et/ou l'utilisation de la transformation de la parité (inversion de ’axe
des z) Il : z; — —ux;(1 = 1,2, 3)[94].

On se restreint, donc, & résoudre I'équation (6.98) dans l'intervalle 0 < ¢ < & avec la
condition que g > —% et f> —%. Pour cela on cherchera les solutions qui s’annulent aux
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bords de l'intervalle et qui s’écrivent en fonction de polynoémes orthogonaux. L’équation
(6.98) aura des solutions acceptables physiquement si les constantes de couplage g et f ainsi

que la constante de séparation B prennent des valeurs particuliéres. En effet, considérons
la transformation suivante

®(p) = (cos3p)” (sin3p)’ h(z), (6.103)

z = cosby,

et en supposant de plus que g et f prennent, respectivement, les valeurs

g = 2v(v-1), (6.104)
f o= 28(5-1), (6.105)

alors on obtient 1’équation différentielle satisfaite par les fonctions h(z)

~

B 2
1—22h"(2)+w—-—B—(w+B+1)2)W(2)+ 3% @ h(z) =0,  (6.106)
ou le symbole prime désigne la dérivation par rapport a z.

Maintenant, si en plus, la constante de séparation B vérifie la condition de "quantifi-
cation" suivante

B=B,=92n+v+p)?, n=012,.., (6.107)

alors, I’équation (6.106) prend la forme suivante

(1= (2)+ v —B—(w+B+1)2)W(2) +n(n+v+ B)h(z) =0, (6.108)

qui n’est autre que I’équation différentielle pour les polynémes de Jacobi h(z) = P,(L'Bié’lké) (2).

Les solutions propres "réguliéres" non normalisées (correspondant aux solutions avec
v=uvs =314 /T+29) et B =p. = 3(1+/IT+2f)), de I'¢quation angulaire (6.98)
s’écrivent, donc, comme

®,(¢) = (cos 3@)‘”% (sin 3cp)b+% P9 (cos 6p), (6.109)
0 < ¢g% n=0,12,..,

1 1
a = 5\/14—2_9, bZE\/l—FQf, (6110)
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et les valeurs propres quantifiées sont données par
Bn=9@2n+a+b+1)?, n=01,2,... (6.111)

Reésolution de 1’équation angulaire d’angle polaire 0
L’équation angulaire pour I’angle polaire 6 peut s’écrire aussi sous la forme

~2

@ (b7
——+—=2 D | OB =0, 6.112
dh? sin? 6 (9) ( )
avec le parameétre auxilliaire Zn défini par
~ ~2 ~ =
B, =0b,, bp=\B,=32n+a+b+1). (6.113)

Notons qu’ici, aussi, les mémes arguments qu’auparavant plaident pour le choix de la

racine positive de B,,.
Comme I’équation (6.112) est identique & (6.66) nous obtiendrons, donc, les mémes

solutions ou il suffit simplement de remplacer b,, par b, et D par D.
Enfin, les solutions propres, (dans I'intervalle 0 < 6 < 7), acceptables physiquement et
les valeurs propres de I’équation angulaire (6.112) s’écrivent, respectivement, comme

~ 41
010) = (i) 30" (cosh), 1=0,1,2, .., (6.114)
D = 15l:(l+3n+%)2, 1=0,1,2, ... (6.115)

avec bpdonné par I’équation (6.113).

Résolution de I’équation radiale

L’équation radiale (6.100) est identique a I’équation (6.77) ou la constante de séparation

Dy est simplement remplacée par D;. Notons qu’en plus, la condition

~ 7\ 2
M+Dl:u+<l+6n+3a+3b+§> >0, (6.116)
due & la présence de la barriére centrifuge a I'origine , doit étre vérifiée Vn > 0, et VI > 0. La

valeur minimale de I’expression entre parenthése est atteinte pour n =01=0et a=b=0
(voir éq.(6.110)), ce qui implique que (6.116) sera valable pour tout p > —42.
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En définissant maintenant la constante a; par

2 ~ ~ ~
a = p+ Dy, ap =\ pu+ Dy, (6.117)

et par analogie avec I’équation (6.83), on peut écrire les solutions-propres et les énergies-
propres de 1’équation radiale (6.100), respectivement, comme suit

2 ~

Fy(r) = ﬁﬁ%wﬂ—%}ﬂﬁ%wﬁ, k=0,1,2..., (6.118)
E = Ey=202k+aq+1), k=0,1,2... (6.119)

ol L,(fal) désignent les polynémes de Laguerre généralisés.

Solution de la généralisation du probléme a trois corps de (CMW)

Maintenant nous sommes en mesure d’écrire les solutions de I’équation de Schrodinger
stationnaire pour ’'Hamiltonien (6.94), représentant une généralisation du probléme a trois
corps de Calogero-Marchioro-Wolfes.

En effet, les solutions-propres, non normalisées, s’écrivent, donc, dans les coordonnées
sphériques (r, 0, ¢) comme

Ty 1 2 [+6n+3a+3b+7)2
T\/p+(l+6n+3a+3b+§)2—§e_ r L(\//Hr(Jr n+3a+3b+73) )

\Pk,l,n = k (UJ’I“2)
% (sin 9)6n+3a+3b+30l(6n+3a+3b+%) (COS 9)
X (cos 3cp)“+% (sin 3¢)b+% PP (cos6p), (6.120)
k= 0,1,2,.., 1=012.., n=012,..,

1 1
0 < WS%, a=§\/1+2g, b:§\/1+2f,

Les constantes de normalisation Ny ;, pour les fonctions d’ondes sont calculées dans
ce cas a partir de

+00 ™ z
/ T2dT/ sin ng / ‘ d(p\:[fk7l7n(’l“, (9, (P)\Ijk’,l’,n’ (T, 9, (p) = 5k,k’5l,l’5n,n’Nk,l,n (6.121)
0 0 0

Les énergies propres de ’équation (6.96) sont données par
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7 2
Ek,l,n = Ek,l+6n:2w 2k+\/,u+<l+6n+3a+3b+§> +1 s

k = 0,1,2,.., 1=0,1,2, .., n=0,1,2,... (6.122)

La dégénérescence du spectre d’énergie (6.122) est égale & la partie entiére de %(N +6)
ou lentier N est défini par N =1+ 6n, dans le cas des particules identiques ( statistique
de Bose ou de Fermi) et cette méme dégénérescence est multipliée par douze dans le cas de
particules distinctes (statistique de Boltzmann). Pour p = 0, le spectre d’énergie devient
linéaire et est égal a

E/ﬁl,n(ﬁ‘ = 0) = Fopiiren = 2w <2]€ +1+6n+3a+3b+ g) , (6.123)
dans ce cas 1a, la dégénérescence sera égale a la partie entiére de %(N gt 2) ou lentier N '
est défini par N' = 2k +n + 61 (cas de particules identiques).

L’extension des solutions (6.120) aux autres secteurs "angulaires" ¢§ < ¢ < (q +
1)§,q = 1,2,...,11, se fait grace a l'utilisation de prescriptions prenant en compte des
considérations de symétrie [71].

6.3 Une autre généralisation du probléme a trois corps

Considérons maintenant I’Hamiltonien suivant qui décrit toujours un systéme de trois
particules de méme masse en interaction sur une ligne comme suit

H = & A 2.2 5 1 K
=¥ g T +gz(mi—xj)2+z3 -

i=1 i<j i=1T
3 1 33
3 . 6.124
+fZ($i+$j*2$k)2+ 3 \? ( )
.Z.<7gk D i1 T
Z7.]

Pour g = 0, on retrouve le probléme & trois corps étudié au paragraphe précédent.
I’Hamiltonien décrit par (6.124) peut étre considéré, donc, comme représentant, d’une
part, une autre généralisation du probléme & trois corps de Calogero-Marchioro-Wolfes
[71] (pour u = 0) et d’autre part comme une généralisation du probléme & trois corps
exposé dans [69] (pour f = 0) et aussi comme une autre version a trois corps du probléme
a deux corps étudié dans [68] et exposé dans le dans le chapitre 5 (pour f =0 et u = —g).
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Dans les coordonnées du centre de masse et de Jacobi définies par les équations (6.10),
cet Hamiltonien s’écrit comme

0? 0 92

g = <Y Y9 9 2/ 2 2, .2y, K
5T 2 8U2+w (R +u” +v°) + ~
OR R? +wu? 4w
2 4 22)2 2 4 22)2
9g(u” + v°) 9f(u® + v°) —l—ﬁ. (6.125)

2 (ud — 3uv?)? 2 (v3 — 3vu?)? R2

En passant, maintenant, dans les coordonnées sphériques définies par les équations
(6.12) le potentiel s’écrira sous la forme

V(raﬂaw):w2r2+“+1[ ! < 99, Y >+ b ] (6.126)

r2 12 |sin?0 \ 2cos?(3p) | 2sin%(3p) cos? 0

On remarque que ce probléme a trois corps avec le potentiel "non central" (6.126) est
aussi soluble par séparation des variables. En utilisant donc la transformation (6.50) de
la fonction d’onde, ’équation de Schrédinger stationnaire en coordonnées sphériques pour
I"'Hamiltonien (6.124) fournit trois équations différentielles, & une variable chacune.

L’équation angulaire pour 'angle ¢ est donnée par

e 9 0f
dp?  2cos?(3p)  2sin?(3yp)

et est identique a (6.98), donc, les solutions propres et les valeurs propres seront données,
respectivement, par les équations (6.109) et (6.111) ; et I’équation radiale s’écrit comme

) D(p) = R8(p), (6.127)

d? +C—3
(ﬁ S e T; 4) F(r) = EF(r), (6.128)

dont les solutions propres et les énergies propres seront données, respectivement, par les
équations (6.118) et (6.119) et ou C; représente les valeurs propres quantifiées de I’équation
différentielle pour la variable angulaire 6, qui s’écrira sous la forme

(d? -3 B

do? sin? 6 cos? 0

) 0(0) = C10(0), (6.129)

Ici les b2 désignent les valeurs propres positives de I’équation différentielle pour I'angle
v (6.127).

Dans l'intervalle 0 < 6 < 7, I'équation (6.129) posséde trois points singuliers k%, k =
0,1,2. Remarquons que dans chacun des deux secteurs (de largeuer de % chacun) de
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I'intervalle complet correspond une certaine configuration entre les coordonnées des trois
particules comme suit

1
0 < 6<gm V3rcosf = x1 + x9 + 3 > 0, (6.130)

1

-T < 6<m, V3rcos = z1 + 29 + 23 < 0. (6.131)

2

Il est clair que cette nouvelle contrainte sur la cinématique des trois particules se
rajoute & 'ordre et a la polarisation déja établies dans 1’espace de configuration (voir les
€qs.(6.102)) et correspond tout simplement & ce que la coordonnée du centre de masse est
positive dans le premier cas et négative dans le second.

L’¢quation (6.129) sera résolue, en premier lieu, dans l'intervalle 0 < 6 < 7 avec les
conditions aux limites de Dirichlet. La constante de couplage /3 doit satisfaire la condition
8> —% (car au voisinage de 7 on a que cos?0 ~ (6 — g)Q et se comporte, donc, comme
une barriére centrifuge). Considérons la transformation suivante de la fonction angulaire

o(0)

O(0) = (sinh)” (cosh)’ h(z), (6.132)

z = cos?20.

En insérant (6.132) dans (6.129) et en supposant en plus que les constantes b, et /3
vérifient, respectivement, les relations

1
v = (V—Q)Q, (6.133)

B = plp—1), (6.134)

on obtient I’équation différentielle pour la fonction h(z) comme suit

G (v+p)

(1=2)"(2)+ (p—v—(p+v+1)2)W(2) + ( 7 7

) h(z)=0.  (6.135)

L’équation (6.135) aura des solutions acceptables physiquement si et seulement si la
constante de séparation Cj vérifie la condition de "quantification" suivante

Cr=Q2l+p+v)? 1=01,2,.., (6.136)

ce qui donne a l'équation différentielle (6.135) la forme
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1= () +(p—v—(p+v+1D)2)R () +1(1+p+v)h(z) =0, (6.137)
y_l, 1
dont les solutions sont données par les polynomes de Jacobi h(z) = Pz( 5:073) (cos26).
Les équations (6.133) et (6.134) donnent, respectivement, deux valeurs pour chacune
des constantes v et p & savoir
ve = = +by, (6.138)
ve = = —by, (6.139)

et

o — %(1+\/1+4/3), (6.140)
o = %(1—\/1+4/B). (6.141)

Les solutions acceptables physiquement de I’équation angulaire (6.129) seront les so-
lutions "réguliéres" qui correpondent aux valeurs de v = v~ et p = p. et qui s’écriront,
donc, comme suit

0 (0) = (sinh)’"2(cos0)t2 P (cos 26), (6.142)
0 < egg, 1=0,1,2, .., c:%\/l—i—élﬁ. (6.143)

L’indice + signifie que la coordonnée du centre de masse est positive.
Dans l'intervalle § < 6 < 7 les solutions acceptables physiquement seront obtenus en
posant I""ansatz" suivant pour la fonction

©(#) = (sinh)” (—cosh)’ h(z), (6.144)
z = cos26.

ce qui permet d’écrire les solutions

Of,)(0) = (sin0)" "3 (= cosd) T2 P (cos 20), (6.145)

N

g < o< £=0,1,2,...
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L’indice — indique que la coordonnée du centre de masse est négative. Notons que dans
Iinteervalle [§, 7] nous avons —cosf > 0 et sinf > 0 de telle maniére que des puissances
réelles de ces valeurs positives sont définies.

Quant aux valeurs propres quantifies C; de 1’équation (6.129), elles seront données,
dans les deux cas, par

Cr=0Ql+b,+c+1)2 1=0,1,2,... (6.146)

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les solutions physiquement acceptables
de I’équation de Schrodinger stationnaire H¥(r, 0, ) = EV(r, 0, p) pour 'Hamiltonien
(6.124). En utilisant la factorisation de la fonction d’onde (6.50), les fonctions-propres
"réguliéres" (non normalisées) s’écrivent

wr2 <\/u+(2l+6n+3a+3b+c+4)2>

P 7,\//A+(21+6n+3a+3b+c+4)2f%efTLk (wr?)
x (sin §)6n 33043 (¢ cog 9)0-{—% P7(16n+3a+3b+3,c) (cos 26)
X (cos 3g0)“+% (sin 3cp)b+% Pl(b’a) (cos6yp), (6.147)
k= 0,1,2,.., 1=0,1,2,..., n=0,12,..,
avec
1 1 1
a = 5\/14‘29, b:§\/1+2f, C:§\/1+4B,
s l—em 3—em
< < - — <6< — =+1.
0= vsp 2 2-"="2 20 ¢

L’intégrale

400 (3—¢)m/4 5
/ 7“2d7“ / sin 6d6 / dtp\lfk,l,n (T, 9, gO)\I/k/7l/7n/(’l“, (9, (p) = 5k,k’5l,l’6n,n’Nk,l,n
0 ( 0

1—e)m/4
(6.148)
permet de calculer les constantes de normalisation Ny, ,, pour les fonctions d’onde (6.147).
Les énergies propres sont données par

Ek,l,n = Ek,2l+6n = 2w (2/{,‘ + \/u + (2l +6n+3a+3b+c+ 4)2 + 1) ,
k = 0,1,2,..., [=0,1,2,.., n=20,1,2,.... (6.149)
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La dégénérescence du spectre d’énergie (6.149) est égale a la partie entiére du nombre
(N +6) ot I'entier pair N est défini par N = 2(l + 3n). Cette dégénérescence vaut pour
le cas des particules identiques et elle multipliée par 24 dans le cas de particules distinctes
(voir les égs. (6.147)).
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Conclusion

Deux ensembles de travaux on été exposés dans cette thése. Concernant la premiére
partie de cette theése, nous avons présenté deux bornes inférieures optimisées pour des
systémes & 3 et a 4 corps gouvernés par une cinématique relativiste et interagissant par
des forces & deux corps invariantes par translation. Les résultats originaux de cette thése
concernent les systémes a 4 corps. Les résultats concernant les systémes & 3 corps sont dus
a d’autres auteurs [14] et n’ont été inclus que pour voir I’évolution de chacune des deux
bornes inférieures optimisées lorsque ’on passe du 3 au 4 corps. Avant d’aborder ces bornes
inférieures optimisées, il nous a paru utile de dériver les expressions exactes du niveau
fondamental de ’oscillateur harmonique & 3 et a 4 corps pour différentes configurations de
masse. Nous avons ensuite présenté successivement les deux bornes inférieures optimisées
ancienne et nouvelle. A 'origine de chacune d’elle se trouve une décomposition particuliére
du terme d’énergie cinétique qui dépend d’un certain nombre de paramétres. Ensuite,
en considérant la décomposition correspondante de I’Hamiltonien, en faisant usage de
I'invariance par translation de 1’état fondamental du systéme et en appliquant le principe
variationnel, on arrive & une borne inférieure pour le niveau fondamental du systéme
qui est une somme de contributions. A chaque paire est associée une contribution qui
représente le niveau fondamental d’un Hamiltonien & 2 corps. Reflétant la présence de
parameétres libres dans la décomposition sous-jacente de 1’énergie cinétique, on obtient
une borne inférieure pour chaque jeu de valeurs des parameétres. C’est la meilleure de ces
bornes, qui est donc obtenue par un processus d’optimisation, qui porte, selon le cas, le
nom d’ancienne ou de nouvelle borne inférieure optimisée. Dans le cas a 3 corps, les deux
bornes inférieures optimisées ancienne et nouvelle sont complétement équivalentes. Cette
équivalence transparait au niveau de la décomposition de I’énergie cinétique. Pour N = 4,
il n’y’a plus d’équivalence. Méme le nombre de parameétres est différent : 6 paramétres sont
impliqués dans le cas de 'ancienne borne inférieure optimisée et 12 paramétres dans le
cas de la nouvelle borne inférieure optimisée et on peut méme montrer la supériorité de la
nouvelle borne inférieure optimisée sur la base de la décomposition de I’énergie cinétique.
Les jeux de valeurs des parameétres libres correspondant aux bornes inférieures optimisées
satisfont un certain nombre de relations indépendantes de la forme du potentiel et de
nature dynamique, baptisées pour ces deux raisons contraintes dynamiques universelles.
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Leur nombre est de 1 pour ’ancienne borne inférieure optimisée, que ce soit pour le cas a
3 corps ou a 4 corps, ainsi que pour la nouvelle borne inférieure optimisée dans le cas a 3
corps. Ce nombre est de 7 lorsque il s’agit de la nouvelle borne inférieure optimisée dans
le cas a 4 corps. Ces contraintes dynamiques universelles sont dérivées dans chacun des
quatre cas. En plus de leur interét théorique, les contraintes dynamiques universelles ont
un grand interét pratique, car leur connaissance et leur prise en compte peut faciliter le
probléme d’optimisation de maniére spectaculaire. L’ancienne borne inférieure optimiséee
a 4 corps est toujours meilleure que la borne inférieure améliorée, mais elle n’est pas
toujours meilleure que la borne inférieure naive. En effet, il existe des cas de figure o
c’est la borne inférieure naive qui est meilleure que ’ancienne borne inférieure optimisée.
La propriété de saturabilité, c’est & dire la coincidence de ’ancienne borne inférieure
optimisée et de ’énergie exacte pour des interactions harmoniques, n’est également pas
toujours réalisée. En effet, il existe des cas de figure ou la satuation de I'ancienne borne
inférieure optimisée n’est pas réalisée. Quand & la nouvelle borne inférieure optimisée a
4 corps, elle est supérieure ou au moins aussi bonne, et de maniére absolue, c’est a dire
dans les cas de figure, a toutes les autres bornes : les bornes inférieures naive et améliorée
et I’ancienne borne inférieure optimisée. Ceci d’une part. D’autre part, la nouvelle borne
inférieure optimisée est toujours saturée indépendemment des masses impliquées. En outre,
la, borne inférieure optimisée est de trés bonne qualité. Elle est trés proche des valeurs
fournies par des calculs variationnels poussés & un haut degré de précision, au point de
constituer une excellente approximation pour I’énergie de I’état fondamental du systéme.
Les travaux de Boudjema et Zouzou [4, 16, 17, 18, 19] ont confirmé toutes ces conclusions
en les étendant a des valeurs quelconques de N. Boudjema et Zouzou [4, 16] sont méme
parvenus a montrer la propriété de saturabilité analytiquement. Ce qui reste maintenant a
faire, c’est de sonder les applications de la nouvelle borne inférieure optimisée, par exemple
les applications aux systémes borroméens et a I’estimation des niveaux d’énergie pour des
systémes physiques concrets.

Dans la seconde partie de la thése, nous avons avons abordé et solutionné des géné-
ralisations des problémes de type Calogero a deux (N = 2) et trois (N = 3) corps. Pour
le probléme & deux corps, aprés avoir exposé en détail les solutions exactes d’un nouveau
modele intégrable de type Calogero dont I"Hamiltonien représente un systéme de deux
particules de méme masse confinées dans un champ harmonique externe et interagissant,
sur une ligne infinie, via un potentiel & deux corps considéré comme étant "déformation"
du potentiel de calogero, nous avons généralisé ce modeéle & deux corps dans les dimensions
d’espace D = 2,3 et pour D quelconque. Aprés avoir montré que le probléme tel qu’il est
exposé se réduit a un probléme & deux degrés de liberté, et que le potentiel était séparable
dans les coordonnées "polaires" (r,6), nous obtenons, par la méthode de séparation des
variables, les solutions de I’équation de Schrodinger stationnaire du probléme en calcu-
lant explicitement les fonctions d’ondes normalisées et le spectre d’énergie discret (non
linéaire). En outre, nous montrons que ce probléme est soluble pour certaines valeurs de
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la constante de couplage de l'interaction mutuelle entre les deux particules. Ces valeurs
"permises" de la constante de couplage appartiennent a un intervalle dont la longueur
augmente de facon monotone avec la dimension d’espace D. De plus, nous obtenons que
dans la dimension D = 2 le potentiel est uniquement répulsif (constante de couplage posi-
tive), par contre dans la dimension une, trois ou quelconque (D # 2) le potentiel peut étre
attractif (la constante de couplage peut prendre des valeurs négatives). En étudiant la re-
lation entre I’exacte solubilité du modéle étudié et certaines de ses propriétés intrinseques
( propriétés de symétries "cachées" essentiellement), nous avons montré que le modéle,
dans la dimension d’espace D quelconque était supersymétrique, comme dans le cas de la
dimension D = 1, dans le sens ot les potentiels radial et angulaire sont tous deux sépa-
rément supersymétriques et invariants de forme et que les solutions (fonctions d’onde et
spectre d’énergie) pouvaient étre obtenues en utilisant les méthodes et les résultats connus
dans la littérature dans le cadre de la mécanique quantique supersymétrique. Cette pro-
priété de supersymétrie du modéle pourrait étre & ’origine de son exacte solubilité. Nous
avons aussi montré que 'Hamiltonien du systéme, dans une dimension d’espace D quel-
conque, appartenait a la classe des systémes invariants dans la symétrie conforme SU(1, 1)
en vérifiant les relations de commutation de 'algébre correspondante et en montrant que
le potentiel d’interaction mutuelle entre les deux particules etait une fonction homogene
d’ordre —2, condition nécéssaire pour vérifier algébre SU(1,1). Les solutions du probléme
peuvent étre, donc, obtenues par des méthodes algébriques, via par exemple le passage a
la représentation de Bargmann, comme cela fut exposé récemment dans la littérature pour
un probléme trés similaire. La symétrie "cachée" conforme SU(1,1) constitue aussi une
bonne raison pour expliquer ’exacte solubilité du modeéle dans les différentes dimensions
d’espace.

En ce qui concerne le probléme a trois corps, nous avons considéré un ensemble de
problémes unidimensionnels, qui constituent des généralisations du probléme & deux corps
unidimensionnel exposé dans cette thése. Plus explicitement, on introduit un potentiel
d’interaction & trois corps, non invariant par translation, dans tous les problémes étudiés.
Dans le premier probléme nous généralisons le probléme de Calogero & trois corps. Nous
avons solutionné le probléme dans deux cas de figure. Le cas ou la coordonnée du centre
de masse est fixée et confondue avec l'origine des axes et en soustrayant le mouvement
du centre de masse, le probléme devient un probléme & deux degrés de liberté et est solu-
tionné dans un sytéme de coordonnées polaires par la méthode de séparation des variables
angulaire et radiale. Les solutions obtenues ( fonctions d’ondes et spectre d’énergie) sont
identiques & celles du probléme de Calogero a trois corps dans le cas ou le potentiel a
trois corps introduit est "supprimé". Dans le deuxiéme cas de figure ou la coordonnée du
centre de masse n’est pas nulle (et non fixée), le probléme ne peut plus étre séparé en un
mouvement du centre de masse et un mouvement "relatif", a cause de la présence du po-
tentiel & trois corps non invariant par translation. Cependant, grace a une transformation
appropriée et au passage a un systémes de coordonnées "sphériques" (7,6, ¢) on obtient,
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par la méthode de séparation des variables, les fonctions d’ondes et le spectre d’énergie
des états liés. Notons que ce probléme a été étudié trés récemment dans la littérature mais
n’a pas été solutionné complétement (seul le spectre d’énergie et la forme des fonctions
radiales ont été donnés).

Dans le second probléme a trois corps étudié nous généralisons le probléme de Calogero-
Marchioro-Wolfes et nous trouvons les solutions exactes de ’équation de Schrodinger pour
les états liés du systéme. Enfin, on montre q’un troisiéme probléme, qui généralise les deux
précédents, est exactement soluble et ses solutions sont explicitement calculées. Notons
que tous les potentiels radial et angulaires rencontrés dans ces problémes sont connus
dans la littérature pour étre supersymétriques et invariants de forme, ce qui indique que
les modeéles étudiés a trois corps sont supersymétriques et donc exactement solubles.

En conclusion, les solutions exactes apportées & quelques problémes a petit nombre
de corps (N = 2 et N = 3) de type Calogero contribuent humblement a élargir ’even-
tail des problémes exactement solubles connus en mécanique quantique. Des perspectives
intéressantes s’ouvrent a la suite de ce travail a savoir, par exemple, de généraliser les
problémes & trois corps étudiés a la dimension d’espace D = 2, 3, ...etc, de trouver d’autres
généralisations au probléme de Calogero & deux corps exactement solubles.
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Abstarct

This Thesis include two sets of distinct works but both of them are
concerned with few body quantum systems.

The first part is a contribution to two optimized lower bounds for four
body systems : the old and the new optimized lower bounds. The new
optimized lower bound seems to be better than any other lower bound
derived before. The saturability feature (equality between the exact value
of the energy of the ground state and the value of the lower bound) is
proven numerically for the harmonic interactions.

In the second part of the thesis, we pay attention to two kinds of
problems. The first one is concerned with a generalisation of a new
integrable one-dimensionnal two-body model of the Calogero type, in
any dimension of space, where the exact solutions of the stationary
Schrédinger equation are found explicitly (energy spectrum and
normalisables waves functions). We show also that this D-dimensional
model (Dz22) is supersymmetric and belongs to the class of conformal
SU(1,1) invariants systems. The second work is involved with the exact
resolution of generalisations of three-body Calogero and Caloger-
Marchioro-Wolfes problems.

Keys-words : harmonic oscillator, optimized lower bound, Schrédinger
equation, Calogero model, supersymmetry, SU(1,1) symmetry.
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Résumé

Cette thése comporte deux ensembles de travaux distincts quoique
s'inscrivant tous deux dans le domaine des systemes quantiques a petit
nombre de corps.

La premiere partie est une contribution & des bornes inférieures
optimisées ancienne et nouvelle pour des systemes a quatre corps. La
nouvelle borne inférieure optimisée s'avere supérieure a toutes les
bornes inférieures existant sur le marché. La propriété de saturabilité
(coincidence de l'énergie exacte du niveau fondamental et de la
nouvelle borne inférieure optimisée) est prouvée numériquement dans le
cas des interactions harmoniques.

Dans la deuxieme partie de la thése, nous avons aborde deux types de
problémes. Le premier consiste essentiellement a généraliser a une
dimension d'espace quelcongue un nouveau modéle intégrable a deux
corps de type Calogero. Les solutions exactes (spectre d'énergie et
fonctions d'ondes normalisables) de [I'équation de Schrédinger
stationnaire sont explicitement calculées. On montre aussi que ce
modele pour une dimension d'espace Dz2 est supersymétrique et
appartient a la classe des systémes invariants sous la symétrie conforme
SU(1,1). Le second type de probleme a trait a la résolution exacte de
généralisations des problémes a trois corps de Calogero et de Calogero-
Marchioro-Wolfes.

Mots-cles . oscillateur harmonique, bornes inférieure optimisée,
equation de Schrédinger, modéle de Calogero, supersymeétrie, symétrie
suU(,1).
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