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Nomenclature

Lettreslatines

A, Az grands axes des cylindres dliptiques intérieur et extérieur. (m)
a congante définie dans le systéme de coordonnées dliptiques, (distance aux
poles). (m)
B, B2 petits axes des cylindres elliptiques intérieur et extérieur. (m)
Co chaleur massique a pression congtante. (j.kg k™)
AZ - B?
e excentricité del'élipseinterne.e, = V't 71 A
1
. . AZ-B2
& excentricité del'ellipse externe.e, = V' 2 7?2 A
2
F facteur géomeétrique défini dans le paragraphe (3.1).
F facteur géomeétrique défini dans le paragraphe (3.1).
®
g accélération de la pesanteur. (m.s?)
e _ gba®
Gr nombre de Grashof deéfini par Gr ==——DT .
u
e _gba*
Grm nombre de Grashof modifié défini par Gr,, = U2
u
h coefficient métrique dimensionnel défini danslarelation (2.15). (m)
H coefficient métrique adimensionne.
Nu nombre de Nusselt local.
Nu nombre de Nusselt moyen.

pression au sein du fluide. (at)

Pr nombre de Prandtl défini par Pr = n rI %

q densité de flux de chaleur. (W.m™)

So Terme de source figurant dans I'équation 3.3.

T température du fluide. (K)

T1 Température du cylindre elliptique intérieur. (K)

T, Température du cylindre elliptique extérieur. (K)



Tyq écart de température T¢=T-T. (K)
AT écart de température AT=T1-Ta. (K)
t temps. ()
Vi, Vo composantes de la vitesse suivant ) et 0. (m.s™)
®
V vecteur vitesse. (m.s?)
X, Y, Z coordonnées cartésiennes. (m)
Lettresgrecques
o angle d'inclinaison.(°)
coefficient volumique d'expansion thermique du fluide. (K™)
e coefficient de diffusion figurant dans I'équation 3.3.
A conductivité thermique du fluide. (W. m™. K™)
v viscosité cinématique. (m?. %)
p masse volumique du fluide. (kg. m’®)
n,0,z coordonnées elliptiques.
v fonction de courant. (m2 s*)
® vorticité. (s
) fonction générale figurant dans I'équation 3.3.
Exposant
+ Paramétres adimensionnels.
Indices
[ Intérieur.
e Extérieur.
n Suivant la coordonnée n
0 Suivant la coordonnée 6
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Introduction

| ntr oduction

L'étude des transferts de chaleur par convection dans les cavités est intéressante, compte
tenu de leurs diverses applications dans le génie industriel. La cavité annulaire, en particulier, est

souvent utilisée comme échangeur dans la conversion énergétique.

Comme exemples d'applications, on peut citer le chauffage industriel de I'eau et la
stérilisation médicale.

L'objectif du présent travail est d'étudier la convection, naturelle, laminaire et permanente
dans une cavité annulaire €lliptique délimitée par deux plans diamétraux et orientée d’un angle a
par rapport a I’horizontale, les deux parois elliptiques sont maintenues isothermes (fig.2.1) tout
d'abord, et ensuite la paroi interne est soumise a une densité de flux de chaleur, quant aux parois
diamétrales, elles sont adiabatiques. A notre connaissance, cette configuration n'a pas encore été
étudiée. Notons que l'enceinte considérée est intéressante. Elle congtitue en effet une
généralisation qui admet comme cas particulier la cavité annulaire. Le code de calcul mis au
point pourradonc aisément étre appliqué a ce cas.

Etant donné I’abondance des travaux concernant le phénoméne de convection naturelle
pouvant se dérouler dans des enceintes fermées, nous illustrons dans le premier chapitre, une
riche étude bibliographique qui nous a permis de situer notre travail et de dégager une
problématique.

Dans le deuxieme chapitre, apres avoir bien posé le probléme, nous établissons les
équations du mouvement et du transfert de chaleur a l'aide de la fonction de courant et de la
vorticité. Pour cela nous adoptons les hypothéses de bidimensionnalité de I'écoulement et les
smplifications classiques de Boussinesg. Pour faciliter I'écriture des conditions aux limites, nous
utilisons une représentation conforme [55,56] qui transforme le domaine curviligne en un

domaine rectangulaire.
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Le troisiéme chapitre est consacré a l'analyse numérique. Les techniques de discrétisation
des différentes équations et les algorithmes des calculs sont développés. Les éguations
paraboliques décrivant I'écoulement sont discritisées a I'aide de la méhode des volumes finis
[52,54] tandis que I'équation de la fonction de courant I’est & I’aide d’un développement en série
de Taylor, les équations ainsi obtenues sont résolues par la méthode de surrelaxation S.O.R.
(Successive Overrelaxation) [53].

Dans le quatrieme chapitre, nous commencons par la présentation d’une étude du
maillage, ensuite nous validons notre code de calcul par un résultat numérique et un autre
expérimental issu de la littérature et enfin nous présentons les résultats des simulations
numeériques effectuées. Les lignes de courant et les isothermes au sein du fluide étudié, ainsi que
les nombres de Nusselt locaux et moyens sur les parois actives de I'enceinte, sont représentés et
analyses, en fonction du nombre de Grashof et des facteurs de forme géométriques.

Pour ne pas alourdir le texte, nous présentons en annexe quelques compléments de
mathématiques.
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Chapitre 1
Recher che Bibliographique

Une grande variéé de corrélations mathématiques servant ala prédiction des transferts
de chaleur est disponible dans la littérature, concernant aussi bien les processus transitoires

que permanents.

Parmi les travaux concernant les enceintes rectangulaires, citons celui de Wilkes et
Churchill [1] qui ont utilisé la méthode des différences finies avec un schéma implicite aux
directions alternées pour résoudre les équations de transfert bidimensionnelles et
ingtationnaires dans une cavité rectangulaire et horizontale, quand I'une des parois verticales
ed chauffée et l'autre refroidie. Samuels et Churchill [2] ont étudié I'instabilité
hydrodynamique due a la convection naturelle pour la méme configuration géométrique
quand €elle est chauffée par le bas. |Is ont déterminé les nombres de Rayleigh critiques pour
différentes valeurs du nombre de Prandtl et du rapport longueur/hauteur. Pour la méme
configuration géométrique, Patterson et Imberger [3] ont éudié la convection naturelle
transitoire quand les parois horizontales de la cavité sont isolées alors que les parois verticales
subissent, l'une une augmentation de la température d'une quantité DT et l'autre, une
diminution de la méme quantité. Ces parois sont ensuite maintenues aux nouvelles
températures. Leur analyse leur a permis de montrer que plusieurs types de flux transitoires
sont possibles et quils tendent finalement vers deux types de flux stationnaires : une
conduction dominante ou une convection dominante. Le méme systéme a éé é&udié
expé&rimentalement par Yewell et al. [4], une série de thermistors a été utilisée pour mesurer la
température en différents points. Ils ont trouvé un bon accord avec les résultats théoriques de

Patterson et Imberger [3].

Le cas d'un cylindre vertical partiellement rempli d'un liquide a auss fait I'objet de
divers travaux a cause, en particulier, de ses applications dans le domaine de I'alimentation
(pasteurisation du lait et des boissons en boite par exemple). Lee Jong Ho notamment [5], a
étudié numériquement, a l'aide d'une méthode aux différences finies, la convection naturelle
ingtationnaire qui se développe dans I'enceinte a partir d'un éat d'équilibre lorsque les parois

sont: soit portées a une température plus élevée, soit traversées par un flux de chaleur de
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densité constante. Dans les deux cas, des éats multicellulaires apparaissent au bout d'un
certain temps lorsque le nombre de Grashof (ou le nombre de Grashof modifié€) ainsi que le
rapport Ro/b du rayon du cylindre sur sa hauteur sont suffissmment grands. La convection
naturelle transitoire dans un cylindre vertical a également été étudiée analytiquement par
Sakurai et Matsuda [6], lls considerent que I'enceinte est remplie d'un fluide dont la
digtribution de température varie linéairement avec la hauteur du cylindre, la température
externe de la paroi é&ant la méme que celle du fluide & la méme hauteur. Ils présentent des
équations de transfert lorsque la température externe de la paroi est soudainement modifiée, la
digtribution restant linéaire. Les termes non linéaires ne sont pas pris en compte et le nombre
de Prandtl pris voisin de I'unité. Cette étude a été généralisée par Jischke et Doty [7] a une
cavité fermée, de forme quelconque, quand la température de la paroi subit une modification.
Hyun [8] a utilisé la méthode des variables primitives pour étudier la convection naturelle &
I'intérieur d'un cylindre vertical ou la température initiale est uniforme, les conditions
pariétales étant les mémes que celles considérées par Sakural et Matsuda [6]. La méme
configuration géomeétrique a été étudiée numériquement, par Lin et Akins[9] qui ont utilisé la
formulation en variables primitives auss, ils ont pu établir une corréation entre le nombre de
Nusselt moyen et le nombre de Rayleigh pour une convection dominante. Pour la méme
géométrie, Lin et Akins [10] ont étudié le comportement transitoire de la convection naturelle,
la température du fluide étant initialement uniforme. Le régime transitoire est crée par un
changement de la température sur toute la paroi du cylindre. lls ont présenté les lignes de
courant, la localisation de la température minimale, les coefficients de transfert thermique et
la température moyenne pour un rapport hauteur/diamétre égal a1, un nombre de Prandtl égal
a7 et un nombre de Rayleigh de 10°. Ils ont également établi une corrélation entre le nombre

de Nusselt moyen et le temps adimensionnel.

La convection naturelle a l'intérieur d'une cavité sphérique, qui a fait I'objet de moins
de travaux que dans le cas d'autres enceintes, a été éudié expérimentalement par Tyler et
Tuck [11], lls ont déterminé la variation de la température au centre de la sphére en fonction
du temps pour différents gaz. Moshimaru [12] a éudié auss numériqguement le transfert de
chaleur par convection naturelle a l'intérieur d'une cavité sphérique quand la paroi est portée a
une température constante.

La plus grande magjorité des travaux concernant la convection naturelle dans des

enceintes a été consacrée a la géomeétrie annulaire, formée par I'espace compris entre deux
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cylindres ou deux sphéres. La premiére éude sur le transfert de chaleur dans un fluide
compris entre deux cylindres horizontaux et coaxiaux a été faite par Beckmann [13] qui a
évalué les taux de transfert de chaleur pour I'air, I'hydrogéne et le dioxyde de carbone. Pour le
méme probléme. Eckert et al. [14] ont déterminé les taux locaux de transfert de chaleur en
utilisant un interférométre Mach-Zehnder. Grigull et Haut [15] ont utilisé la méme technique
pour visualiser les différentes structures de I'écoulement et étudier I'influence du rapport des
rayons. Powe et a. [16] ont mené une étude plus compléte dans ce domaine. Ils ont pu
diginguer quatre régimes d'écoulement en utilisant I'air comme fluide test. Le méme
probléme a été étudié expérimentalement par Kuehn et Goldstein [17] dans le cas de I'air et de
I'eau pour un nombre de Rayleigh de 4,7.10* et un rapport de rayons égal 42,6. Ils ont obtenu
des résultats en accord avec ceux de |I'analyse numérique qu'ils ont réalisée et qui est basée sur
la méthode des différences finies et la technique de relaxations successives. Dans un autre
travail [18], ils ont introduit le concept de la couche limite pour étudier des écoulements
laminaires et turbulents, dans le cas de cylindres horizontaux concentriques ou excentrés et de
rangées de cylindres Stués a l'intérieur d'une enceinte cylindrique. Les mémes auteurs [19]
ont étudié expérimentalement I'influence de I'excentricité sur le transfert de chaleur. Ils ont
présenté des interférogrammes qui permettent de bien visudiser le champ de température et
de déterminer les taux de transfert de chaleur. lls ont mis en évidence un écoulement
secondaire localisé au-dessus du cylindre interne quand il est proche du sommet du cylindre
externe. Cette structure d'écoulement est confirmée par I'étude numérique de Projahn et al.
[20] lorsgue les cylindres sont concentriques. Dans leur deuxiéme éude [21], il semble que
ces écoulements persistent méme lorsgue le nombre de Prandtl est élevé. Quant a Fant et al.
[22], ils précisent dans leur éude que le régime bicellulaire n'est obtenu, pour un rapport de
rayons de 1.2, que pour des nombres de Rayleigh supérieurs 42808, alors que pour un rapport
de 1.1, c'est un régime tricellulaire qui se développe avec une valeur de transition du nombre
de Rayleigh sensiblement plus faible. Naylor et a. [23] ont mené conjointement une étude
expérimentale et une éude numérique basée sur une méhode variationnelle d'éléments finis.
Ils ont éudié I'effet de I'excentricité du tube interne et de l'angle azimutal sur le champ
thermique dans I'espace annulaire pour de faibles nombres de Rayleigh (500-1500). D'autres
travaux sur I'effet de I'excentricité sur la convection naturelle entre deux cylindres horizontaux
et isothermes, sont disponibles dans la littérature (Rao et a. [24]. Bau [25], Himasekhar et
Bau [26],...). Prusa et Pao [27] ont examiné I'effet du déplacement vertical du cylindre interne
dans un espace annulaire de rapport de rayons 2,6. IIs ont utilisé une transformation radiale

pour faciliter I'écriture des conditions aux limites. Malgré les nombreux tests effectués sur
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I’affinement du maillage, ils n'ont observé aucun écoulement multicellulaire. Kuehn et
Goldstein [28] ont mené une étude numérique dans le but de déterminer les effets du nombre
de Prandtl et du rapport des rayons sur le transfert de chaleur. Ils ont utilisé la méthode des
différences finies et la méthode de relaxations successives pour résoudre les équations de la
convection naturelle, laminaire et bidimensionnelle en régime permanent. Pour éliminer les
ingtabilités numériques dues au schéma décentré utilisé dans leur premiére étude [17], ils ont
appliqué une technique hybride lorsque le nombre de Prandtl est faible ou le rapport de rayons
es élevé. lls ont éabli une corrélation entre le nombre de Nusselt et deux nombres de
Rayleigh basés sur les diamétres des cylindres interne et externe. Mack et Bishop [29] ont
étudié la convection naturelle stationnaire entre deux cylindres horizontaux coaxiaux pour de
faibles valeurs du nombre de Rayleigh lorsque les deux cylindres sont maintenus a des
températures uniformes et différentes. Ils ont utilisé un développement en séries entiéres du
nombre de Rayleigh. Ils ont donné les champs des vitesses et des températures ainsi que les
nombres de Nusselt locaux et moyens. I1s ont également montré que I'influence du nombre de
Prandtl est faible dans le cas d'un gaz ou d'un liquide non métallique mais qu'dle est
importante pour un liquide métalique. Huetz et a. [30] ont utilisé la méme méthode dans le
cas ou le cylindre interne est soumis a un flux de chaleur alors que le cylindre externe est
isotherme. Cette configuration géométrique a été étudiée expérimentalement par Liu et al.
[31] et une description photographique et qualitative a été présentée par Bishop et Carley [32].
Crawford et a. [33] ont éudié numériquement la convection naturelle entre deux cylindres
coaxiaux et horizontaux, en utilisant la méthode des différences finies et une procédure
itérative de type Gauss-Seidel. Powe et d. [34] ont utilisé la méme méthode afin d'examiner
la transition vers un écoulement instationnaire pour l'air, en déterminant le nombre de
Rayleigh correspondant au début de formation d'une cellule contrarotative. Les résultats
obtenus sont en bon accord avec les expérimentations de Powe et d. [16]. Quant a Abbott
[35], il a utilisé la technique d'inversion de matrices pour obtenir des solutions dans des
couches de fluide trés minces. Une éude plus récente sur la convection naturelle transitoire
entre deux cylindres horizontaux, coaxiaux et isothermes a été réalisée par Cheddadi [36]. Il a
déterminé les champs de température et de vitesse en utilisant un schéma implicite aux
directions alternées. D'autres types de conditions aux limites sont étudiés dans la littérature.
Kumar [37] a étudié le cas ou le cylindre interne est soumis a un flux de chaleur constant alors
que le cylindre externe est isotherme. Les équaions de la vorticité et de la chaleur sont
résolues par la méthode des différences finies avec un schéma implicite aux directions

alternées. Ils ont étudié I'effet de la variation du rapport de rayons et du nombre de Rayleigh
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sur la température du cylindre interne. Ils ont constaté qu'une croissance du nombre de
Rayleigh basé sur la méme différence de température pour la condition de flux de chaleur
congtant ou de température uniforme sur le cylindre interne, augmente le transfert de chaleur.
Pour des rgpports de rayons élevés (supérieurs a 10), les taux de transfert de chaleur sont
identiques pour les mémes types de chauffage. Bishop et al. [38,39] ont éudié
expé&rimentalement la convection naturelle entre deux sphéres concentriques ; chacune étant
maintenue & une température constante. Les distributions de température, les données du
transfert thermique ainsi que deux corrdations entre le nombre de Grashof et le nombre de
Nusselt ont éé données par Bishop et a. [40], Singh et Ellipt [41] ont étudié le probleme de la
convection naturelle d'un fluide thermiquement dtratifié, compris entre deux sphéres

concentriques.

Les espaces annulaires formés par des cylindres elliptiques d’axes horizontaux centrés
ou excentrés ont aussi donné matiére a des travaux, [42-51], citons comme exemple Schreiber
et Shingh [43] qui ont fait une étude dans I'espace annulaire entre deux cylindres elliptiques
maintenus a des températures constantes, ils ont utilisé la méthode du développement spectral
en séries, pour réduire les équations aux dérivées partielles a trois systémes d'éguations
différentielles du second ordre. Djezzar et a [48-51] quant a eux, ont éudié numériquement
la convection naturelle dans un espace annulaire formé de deux cylindres elliptiques d’axes
horizontaux et confocaux en utilisant la formulation en variables primitives, ils ont pu déceler
des écoulements multicellulaires, pour certaines géométries quand le nombre de Grashof
augmente, ceci pour les trois conditions thermiques pariétaes utilisées.
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Chapitre 2
Analyse théorique

2.1 Description du probléme

Considérons un espace annulaire, rempli d'un fluide newtonien en I'occurrence de l'air,
situé entre deux cylindres dliptiques, horizontaux et centrés et deux plans diamétraux. La
figurel.1 représente une section droite du systéme.

Les deux parois elliptiques interne et externe sont isothermes maintenues respectivement
aux températures T, et T, avecT, >T,, dans un premier cas de chauffage, ensuite la paroi
elliptique interne est soumise a une densité de flux de chaleur congtante. Quant aux deux

plans diamétraux, ils sont adiabatiques.

Verticale
A

yLETz

Horizontale

Figure 2.1 Section droite du systéme
Il se produit, dans I’enceinte une convection naturelle que nous Nous pProposons

d'étudier numériquement.

2.2 Hypothéses simplificatrices

Nous considérons un écoulement de fluide incompressible, a propriétés physiques
congtantes et par ailleurs nous supposons étre dans le cadre de I'approximation de
boussinesy. Celle-ci consiste & considérer les variations de la masse volumique r
négligeables au niveau de tous les termes des équations de la quantité de mouvement hormis
dans le terme de pesanteur dont les variations avec la température, supposées linéaires,
engendrent la convection naturelle. Ces variations sont alors traduites par une équation d'éat
qui relie lamasse volumique alatempérature.

L'éguation d'état est donc:
r=r(P,T)=r(T)=ry[1- b(T-T,)] (2.2)
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ou: b edlecoefficient d'expansion thermique (constant).

r o est lamasse volumique de référence (constante).
To est latempérature de référence (constante) associée ar .

Au niveau de tous les autres termes, la masse volumique est constante et égale ar o.

La dissipation visqueuse et le travail des forces de pression sont négligeables dans
I'équation de la chaleur, le rayonnement n'est pas pris en considération (les propriétés
émissives des deux parois étant négligées).

Nous admettons que le probléme est bidimensionnel, permanent et laminaire.

2.3 Formulation vectorielle

- Equation de continuité :
- ®
divV =0 (2.2
- Equation du mouvement:

®
® ® ® ® )
‘”‘”—Y+(V.grad)vzrr—g+£ 2.3)

- Equation de la chaleur:

T, ® © "
T 4 (v.grad)T = \—R2T 2.4)
It rc
P
avec:

ryl masse volumique et conductivité thermique du fluide.

Co : Capacité calorifigue massique du fluide & pression constante.

P : tenseur des contraintes.
® ®
V,g vitesse du fluide et accélération de la pesanteur.

2.3.1 Formulation indici€elle

- Equation de continuité:

l -
o (v)=0 (229
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- Equation du mouvement:

1 1 P T,
—roVi)+—1Ir VWV, )=- —+—+r,[1- b(T- T, )| g, (2.3.89
V) ol ovv)=- 3 T bl )
- Equation de la température:
& 0
Teem)e(ery)=tgIl2 (2.4.8)
1t ﬂxj ﬂxj ﬂij
avec:
P: pressiondu fluide.
t: tenseur des contraintes visqueuses dont les ééments dépendent du

taux de déformation du fluide soumis au champ de vitesse.

2.4 Formulation des équations en coor données cartésiennes

Introduisons les coordonnées cartésiennes définies sur lafigure 2.2.

E Horizontal

Figure 2.2 Coor données cartésiennes
Le probléme étant bidimensionnd et permanent donc les équations (2.2), (2.3) et (2.4)

Sécrivent respectivement :

W, IV (2.5)
x Ty

[©) u_ 19P . AU | FUO
U—+V—=-——+gsinlapT, +u + 2.6.
% Ty r, gsin(ap T, 1 1v'% (269
mw W™ _ 179P = VAR EAVAC
U—+V—=-——+g.coslapT, +u + : 2.6.b
VT e ()T, S0 YL (2.6.b)

2 2 A
U£+VﬂT— | oL L (2.7)

T ﬂ_y_rcpéﬂxz 1Y 5

10
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2.5 Elimination du ter me de pression de |'éguation du mouvement

En dérivant les éguations du mouvement (2.6.a) et (2.6.b) respectivement par rapport ay

etax. Il vient :
‘Han‘HUo Ee ﬂ:_ laeiﬁo+l(gBT sin(a) )
‘Hye ix g Ty Tyeg fTyep, Ixg fy (2.8.9)
185U, 1709
TIveTx® 1y’ g
Te,NVo, T, Vo_ T210 1 T, cos(a
& X o ﬂxg V5 XE e Y 5 '”X(gﬁ ) (2.8.b)

ﬂ%ﬂv ﬂVO
xS v &

En soustrayant I'équation (2.8.a) de (2.8.b) et en utilisant I'équation de continuité ains

gue la définition de la fonction de vorticité o, nous obtenons :

fw fw

e T T ./ \O APw  Two

U—+V—= - —cosla)- —sinla)z +u + : 2.9

X ly gﬁg‘ﬂx (@) Ty ( );'z; % 1y (29)

Avec :
w= v (2.10.9)
™>x Ty

w_ eV u” ¢ 2.10
™ &1 WXy g (21029
rw_Terv_ fu ¢ (2.10.b)
x> g% W™y g
w_ @7V U (2.10.bb)
Ty &y 1y 5
Tw_T&¢Y Ul (2.10.c)
Ty sy Ty° 5

2.6 Introduction des coordonnées elliptiqgues

Il est commode donc de définir un référentiel tel que les limites du systéme se traduisent

par des valeurs constantes des coordonnées. Les coordonnées dites "dliptiques’ (h.,q)
[55,56] permettent, précisément dans notre cas d'obtenir ce résultat.
Dans le systeme de coordonnées(h,g,z), les surfaces h =constantes sont des cylindres

elliptiques, les surfaces q=constantes sont des cylindres hyperboliques et les surfaces

z =constantes sont des plans parallées. Comme I’illustre la figure 2.3.

11
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cmconat

naconat
S
e

A Ge3 n /2

Figure 2.3 Représentation schématique des coordonnées eliptiques

Laparoi du cylindre elliptique extérieur est représentée par n = ne = constante, celle du

cylindre elliptique intérieur par n

=i = constante, I’axe des x correspond an = 0.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques seffectue a l'aide

des relations suivantes (voir I'annexe) :

x =a.ch(h).cos(q)i

211
y =a.sh(h).sin(a) (2.11)
Les équations (2.5), (2.7) et (2.9) sécrivent respectivement :
1(hvn)+le(hve):o 2.12)
Vn‘HT ‘HT A 1aq12T2+ﬂ2ng 213
fn °10 pc,h%in® T6°g
e, Y 10 9B} (e (3,6)cos(a)- G 1,6)sinfa) | T
h ‘Hn h 16 hjq n
‘ﬂ i, vaA'w, Ffwd (2.14)
[Fr]esm( )+G(r] G)COS( ) _9% _Zﬁw_ezé
avec a=" = B - A _ B
chn  shn  chn, shn,
u
|
h=a (shz(r])+(s;n2(98 g"z i
_ h(n) cos(@ i
Fh.e) = —> ' (2.15)
n) (sh?() ; sin(zse))” {
_ h(n) sin{@ .
Gn,g) = c !
ho (shz(r]) + sinz(e))”2 b
ou:

12
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V,, Vo sont les composantes de la vitesse suivant les directionsn, 6.
En introduisant la fonction de courant v, de fagon a vérifier identiquement I'équation de

continuité, il vient :

_ 1y ]
Yoo 11y ?/ (2.16)
a h fh b
Nous en déduisons :
2 2 2
eIy Iy 2 (2.17)
7}

w=- *
hzéﬂhz ﬂqZ

2.7 Adimensionalisation
L'adimensionalisation a pour avantage de faciliter la simplification des équations et de

généraliser les résultats.

Posons les quantités adimensionnelles suivantes :

Dy, = a(distance focale arbitrairement choisie) H = Di
h
+ - Dh + — Dh
Vi =V, = Vg = V,—
h h u q Ty
+ _ Y + Dﬁ
y u u

La température adimensionndle pour la paroi interne est donnée selon la condition
pariétale thermique imposée :
- Casl «paroi isotherme » :
T-T, gb

3
T = donc le nombre de Grashof est : Gr = ZDh DT
1”12 u

- Casll «densité deflux de chaleur constante g » :

I
gDn

gbDh
| u?

(T-T,) etdonclenombre de Grashof modifiéest : Gr,, = q

T =

_urg,

Introduisons auss le nombre de Prandtl : Pr =

Et en les portant dans les équations (2.12), (2.13) et (2.14), on obtient :

13



Chapitre 2-Analyse théorique

(HV )+ (qu) = (2.18)
+ﬂT++H +ﬂT+:iq2T++ﬂ2T+9 219
HVs o W QP é‘ﬂhz o (2.19)

‘ITT
+Ya TW 0 ¢ [F (h,a)cos(a)- G (h,q)sin(a) ]
Hfh H 9 Hi (2.20)

2 + O
]‘ITT U+_aﬂw +‘|1in
H*&Th*  1¢ 5

ol les composantes V,’, V,  de la vitesse et de la vorticité »" adimensionnelles sont définies

par
Vi = % ﬂﬂg 2.21.9)
Vi = - % ﬂﬂ”r’]+ (2.2Lb)
w = - égm’z + ﬂ;;’;g (2.22)

2.8 Formulation des conditions aux limites adimensionnelles

- Conditions sur laparoi du cylindre eliptique intérieur (n = n; = constant) :

Ty _ My _
=Ve =~ =o—=0 2.23.
Vi T Ve T 9 T (2238)
L legy” gy u
W= 58 + | (2.23.b)
H S‘th 19 B
Ueonstant = ~ A % ﬂ (223C)
|-
n=n;
- Cas |: T =1 (2.24.9)

- Casll : le gradient de température peut étre déterminé a partir de la définition de la

température adimensionnelle, de la fagon suivante :

1 _g 1 AT (2.24.b)
hqh | H fh

En introduisant I'équation (2.24.b) dans|'équation (2.23.c), il vient :
EA -1 (2.25)
H M =p,

- Conditions sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (n=ne= constant) :

Vo =Ve=——=——=0 (2.26.9)

14
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+ 1eqy” |y u
W= - —a + . (2.26.b)
HETN  Tq G
T, =0 (2.26.0)
- Conditions sur le premier plan diamétral (g = g, =constant):
Ty _ My _
=\ = =—/—=0 2.27.8
+ 1eqy” |y u
W= - —a + . (2.27.b)
HETn  Tq G
1L (2.27.0)
ﬂq g=0,
- Conditions sur le second plan diamétral (q = q,, =constant):
Ty" _ Ty*
Ve = Vg = —— = =0 (2.28.9)
S -
: 1eq¢y” | fy U
= . =z + z (2.28.b)
" HeTh  1¢ g
1L (2.28.0)
fiq

0= Onn
2.9 Coefficients d’échange de la chaleur

2.9.1 Valeur localedu nombre de Nusselt
La définition générale du nombre de Nusselt et :

U= % (2.29)

g : densité du flux de la chaleur atraverslaparoi de I’enceinte.

DT : écart de température T1-T>,

Soit:q=-1 11
h flh h=cste

et en utilisant les définitions des températures adimensionnelles dans les deux conditions

pariétales thermiques, il vient :

- Casl: Nu = - %‘”T (2.30)
h™ fh h=cste
- Casll: Nu =- — +1 Ll (2.31)
h™T (hi’q) fh |h:cste
2.9.2Nombre de Nussdlt moyen
Le nombre de Nusselt moyen s’exprime a partir de larelation suivante :
- 1 SIVN
Nu = ANudqg (2.32)
Onw - Oh o

15
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Formulation Numeérique

Chapitre 3

3.1 Introduction

L'examen du systéme différentiel établi dans le chapitre précédent montre que trois

parameétres influencent les profils de la fonction de courant et de la température dans I'espace

annulaire, en maintenant e nombre de Prandtl constant, ce sont :

I'angle d’inclinaisona .

Plus précisément, nous posons:

avec !

e nombre de Grashof Gr.

M- e
An=-N_"h
i NI-1

— Ow - i
NN- 1

Fr = hN| - h1
Onn - Oa
Fro= "Ny
Onn - G

le facteur de forme géomeétrique Fr ou F.

Dans notre travail, nous utilisons :
Deux valeurs de |'angle d'inclinaisons o : 0° et 45°.

Nous utilisons des pas An et AB constants.

pour (hy - h;) = constante.

pour (Onn - 01) = constante.

NI : le nombre de points suivant 1.

NN : le nombre de points suivant 6.

3.2 Méthode de résolution numériqgue

Pour la résolution du systéme d'équations (2.19), (2.20) et les conditions aux limites

associées, nous considérons une solution numérique par la méthode des volumes finis. Alors

que pour I'égquation (2.22), nous considérons une solution numérique par la méthode des
différences centrées.
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Les deux méthodes sont tres utilisées dans la solution numérique des problémes de
transferts, elles sont bien exposées par S.V. PATANKAR [52], E.F. NOGOTOQV [53] et par
E. SAATAJIAN [54].

Lafigure 3.1 représente le domaine physique et le domaine de calcul.

Froide Froide
\ ) \
Chaude _: Chaude ~ v
91 eNN 9
Domaine Physique Domaine de Calcul

Figure 3.1 Domaine physique et domaine de calcul.

3.2.1 Volume édémentaired'intégration

On découpe I'espace annulaire selon les directions h et g en un ensemble de volumes
élémentaires ou « volume de contrdle» égaux a « H2.Dh.Dg.1 ». (Le probléme éant

bidimensionnel, on prend I'unité dans la direction z comme épaisseur).

Le centre d'un volume fini typique est un point P et ses faces latérales « est », « ouest »,
«nord » et «sud », sont désignées respectivement, par les lettres e, w, n et s. Chacun des
volumes finis intérieurs est entouré de quatre autres volumes finis. Les centres de ces
volumes sont les points E, W, N et S. Les variables scalaires (vorticité, température) sont
stockées aux points centrés dans les volumes finis. Donc les équations de transfert des
variables scalaires sont intégrées dans le volume fini typique.

Les noauds E et N sont pris dans les directions des coordonnées postives de 0 et n
respectivement et les noauds W et S dans les sens contraires.

La figure 3.2 représente un volume-fini typique et son voisinage dans un domaine de
calcul.
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AN
_____ -
E (An)
Ly
' (30w 50)e :
0(-1) " 0() (©0)e 9(] 1)

Figure 3.2 Représentation d'un volume-fini typique et son voisinage

Dansle domaine de calcul.

3.3 Discrétisation del'éguation générale detransfert d'unevariable f dansle

volume de controle

Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méhode des volumes
finis, nous considérons I'équation de transfert sous saforme générae.

Pour bien comprendre cette méthode nous consdérons d'abord I'équation de la chaeur
(2.19) et I'équation du mouvement (2.20).

Elles sécrivent, compte tenu de I'équation de continuité (2.18), respectivement :

l 1971 191
— (HV!T"- = — - = 31
‘Hn( Vi B 'ne( VeT™ - o © (3.1)
l Tw l Tw -
— (HV; w"- + —(Hvew" - ——) = HGr,{|Gn,6
gy (HVaw'- 0) + o (HViw' - “00) r.{ [G (n.8)sin(a) .
- F(r],e)cos(a)]ﬂﬂI] + [G (r],e)cos( ) + F(r] 0 sm ]ﬂ {)
Ces deux équations sont de laforme générale :
L i
— (Hvyf - T, — (Hv§f - T =S 3.3
‘ﬂr] (Hvy x ﬂe (Hvs ® ﬂe) f (3.3)

Les sources et les coefficients de diffusion sont spécifiés dans le tableau 3.1
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équation | f | G S,
31 T |1/Pr 0
32 o | 1 HGr{[G (h,q)sin( ) - F(h q cos ]ﬂT
+ [G (h,q)cos(a) + F(h,q)sin(a ]ﬂT J

Tableau 3.1 Les sources et les coefficients de diffusion des variables @

f  :fonction générale (soit ", soit T).
G : coefficient adimensionnel.

S; :termede source.

L'éguation de discrétisation d'une variable f est obtenue par I'intégration de son équation

de conservation dans un volume fini typique. Ci-aprés, nous présentons un cas de
discrétisation d'une équation de transfert def .

e\n\ T[ ﬂf 2 e\n\ T[ ﬂf 2 e\n\ 2

Hy!f -, —)H°dhdg+ Hvsf - ', —)H°dhdg= H<dhd
a (Hv; fﬂn) q SEﬁ_ (Hvs fﬂe) q Sgﬁf q
ou bien:

NCUGIYE) I CIVA I
”ﬂ_ﬂ-4%44421%4ﬁ443 uaﬂ

0= 51 'ﬂg 1 o lgeq Ei'“quolhdq+ 05 H2dhdg
3%4M LHM2A4B
3

Les termes 1, 2 et 3 représentent les intégrales doubles dans le volume fini (entre les
faces w-e et s-n), des termes de la convection, de la diffusion et de la source de f . Pour la
discrétisation spatiade, nous utilisons le schéma de la loi de puissance (Power Law) pour
approcher les variations de f entre les points du maillage [52]. Ce schéma présente
I'avantage d'ére inconditionnellement stable, [52].

Posons :
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i
J, :éﬁv N CRLE: |
"”]] oy (34)
J,=CHV f - qﬂ_Q i
e fag b
ou Jy, et Jo sont les flux totaux (convection plus diffusion).
En portons ces valeurs dans |'équation (3.3), on obtient :
J
ﬂ_h + Wy _ S, (3.5
fih fla

L'intégration de I'équation (3.5) dans le volume de contréle de la figure 3.2 donne :
Jy -3, +3,- 3, =S,.DV (3.6)
Je, Jw, Jn €t Js sont les valeurs de flux totaux aux interfaces du volume de contréle.
St et la valeur moyenne de So dans ce volume éémentaire. Ce terme peut
généralement étre linéarisé en fonction de @, (au noaud P) et se mettre sous laforme :
S, =S,+ S,.f, (3.7)
avec S, ao.
Par suite I'équation (3.6) devient :
J,- I+ .- J,=(S,+S,.f.).DV (3.8)
En intégrant aussi I'éguation de continuité (2.18) dans le volume élémentaire, on obtient :
F-F+F-F =0 (3.9)
ou k,F, R e Ry, sont les débits massiques (termes de convection) atravers les surfaces de
cevolume:
F,= (Hvi),.Dg
Fo= (Hvy), . Dg
F.=(Hvg)..Dh
F. = (Hv;), -Dh

(3.10)

TR

En multipliant I'équation (3.9) par la fonction ®p et en soustrayant |'éguation obtenue de
I'équation (3.8), il vient :
(.- F, .f )- (J,- F.f,) + (J- F.f))

- (I 2) = (S, +s £,).0V (3.11)

D'apres le schéma numérique du POWER LAW de S.V. PATANKAR [52], on peut

représenter |les termes entre parenthéses de I'équation (3.11) de la maniére suivante :
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J,- E.f =a,(f,- fy)
J - Fs-fP:as(fs'fP)
Je - Fe-fP:aE(fP'fE)
J,- F, fo=ay, (fyu- fp)

w

o G e

Introduisons ces valeurs dans |'équation (3.11) on obtient :

aN(fP' fN)' as(fs' fP)+aE(fP' fE)
-ay (fuw- fe) =(Sg+ Sp.fp). DV

Ce qui nous améne enfin al'équation de discrétisation :
a,fp,=a,fy+tasfs+a.f-+a,f, +b
avec :
ap =ay tag tag +a, -S, DbV

b=S,AV

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
(3.16)

On introduit maintenant la fonction A (| P| ) du nombre de Péclet, qui est celle de la loi

de puissance (Power Law), d'aprés S.V. PATANKAR [52], elle est donnée par :

A(lpl)=|o.k-01/P|f

Le symbole|A,B| signifie que le maximum entre A et B est choisi.

L es coefficients de I'équation a gébrique (3.14) deviennent alors:

av=D,A(P, |)+]|- F.0|
as= D, A(P,[)+|F.0]|

D, AP, |)+|| FO[  j
D, AP, )+|F.01

i
I
|
Y

ae
Aw

(3.17)

Dans les relations (3.17), les grandeurs D,, Dy D¢ €t D,, sont les termes diffusifs, et P,

Ps, Pe et P, sont donc, les nombres de Péclet, ils sont définis par :

_ (), -Da u

"T o {an),
D (Q )S .Dg i
* (dn),
5 _G).on Y
° (do), I
5 _(G),.on
Y {da) b

(3.18)
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P, =in o
D

n |

P :i |

s D |
FS y (3.19)

Pe =_€ |

D, I

|

PW = F_W |

D, b

Les pas d'intégration (66)n, (80)s, (d1)e €t (61)w peuvent étre égaux ou non aux pas de calcul
A et An respectivement. 1ls sont chois's constants et égaux aux pas A et An. Considérons
que lesinterfacesn, s, e et w qui sont les milieux des (P,N), (P,S), (P,E) et (P,W).

Dans ces conditions les grandeurs précédentes sécrivent :

(

o= Ghoa
D. = (GEF-IDQ :::
©ooDn ; 3.20
el Y o
e |
5 (qiq.Dh :
! Da p

Parmi les conditions de convergence et de stabilité exigées par cette méthode, notons que
dans I'éguation (3.14) tous les coefficients doivent étre positifs, Sp doit étre négatif et le

coefficient a,, doit étre égal ala somme des autres coefficients et SpAV.

La discrétisation précédente sSapplique aux équations différentielles aux dérivées
partielles de toutes les variable dépendantes : ® est I'une de ces variables T et »’. Pour

chaque variable, le coefficient de diffusonI'y et la source So sont définis dans le tableau 3.1.

3.4 Discréisation del'éguation del'énergie

L'éguation de I'énergie est intégrée dans le volume fini typique de dimension
HZ.(Dh)P .(Dq)P. En suivant les mémes éapes de discrétisation, on obtient I'équation
algébrique suivante :

a Te=ayTutas Tstag TE+ay, Tw+b (3.21)

Comme dans I'équation (3.1), le terme de source Sy sannule, le coefficient b sannule
également et le coefficient ap figurant dans I'équation (3.15) devient :

a, =a, tag tag +a, (3.22)
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ou ay, as, a € ay ont respectivement les méme expressions que le systeme (3.17).

En introduisant la fonction de courant adimensionnelle y* dans le systéme (3.10), il

vient :
n ﬂq a] i
° 19 & |
. (3.23)

=onf 18 !
e h - |
F, =g Y+ l

Th &, b

Dans |a suite nous supposons que :

Loy i+ + y (i)

Yo 2
_y i)+ y - 1,4)
y+04+ﬂ+y (i.1)
yo=Y y (i.)+y 2 ( - 1)

Le développement du gradient de la fonction de courant & l'interface "e" est établi d'aprés
la démarche de E.F. NOGOTOQV [53], comme suit : (voir figure 3.3).

nien) GFLFL LN [(+Lj+1)
L (+12)-172)
@y Mt X _J_E;I
(1) ) G+
LI — -o-d oo
(I'l’J'l)' (I'l’J): S :(I'l’J+l)

0(-1) 0(i) 0(j+1)
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Figure 3.3 Représentation schématique desncauds P, E, W, N et Sdansle maillage

&y o _y ([i+1/2,j+1/2)- y*(i-1/2,j+1/2)

1 4 Dh

@y'0_ 1 & (i+1,j+1)-y ([i+L,j), y (§)+y (i+1u
é‘ﬂha 2Dh § 2 2 N
S -1y (-10), y L)y (L, j+

2Dh § 2 2 i

Par suite lafonction Fe sécrit :
Fe:%[f(i- 1,j+1)+y " (i- 1,j)-y+(i+1,j+1)-y+(i+1,j)] (3.24.9)
De laméme fagon, on écrit le gradient a l'interface "w".
@y 0 _y (i+1/2,j-1/2)- y*(i-1/2,j-1/2)

é‘ﬂh & Dh
_y (i) 4y (i+1,j-1)-y (i-1,§)-y " (i- 1,j- 1)
4Dh

Et lafonction F,, est donnée par :
17 +. . e . e . e .
Fu= Ly (- 1-2)+y " (- 1,0)-y " (i+2,5-2)-y " (i+1,])] (3.24b)
De laméme maniére, le gradient al'interface "n" est défini par :
gy’ _y'(i+1/2,j+1/2)-y'(i+1/2,j-1/2)

é‘ﬂq P Dg
ay’0 _ 1 éy'(i+1j+1)+y (i,j+1), y"(i,j)+y"(i+1,j)u
S 90 5 2008 2 2 ;
o1 ey (irnj-1)+y(ij-1)  y (i i)+y (i+1,j)u
2Dq & 2 2 B
gy 0 _y (i+1,j+1)+y (i,j+1)-y"(i+1,j-1)-y"(i.j-1)
é‘ﬂq a, 4Dq
On en déduit :
Fﬂ:%b*(i+1,j+1)+y+(i,j+1)—y+(i+1,j—1)—y+(i,j—1)] (3.24.0)
Le gradient & l'interface’s" Sexprime par larelation :
Ay 0 _y (i-1,j+1)+y"(i,j+1)-y (i+1,j-1)-y"(i.j- 1)
é‘ﬂq a 4Dq
Et I'expression Fs devient :
Fszz[y (i-1,j+1)+y " (i,j+1)-y " (i-1,j-1)-y " (i,j- 1)] (3.24.d)

Comme nous |'avons montré précédemment dans le tableau 3.1, le coefficient T'q, prend la
valeur (1/P)).
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En portant cette valeur dans le systéme (3.20), les coefficients De, Dy, D, €t Ds
Sécrivent :

(]
-
(]

U
%
9|9 9|929/98|9

0.0, 5
rl Dh Y (3.25)
D,=D,=—— |
P Dy |
Par suite, les nombres de Péclet dans le systeme (3.19) deviennent :
P=PF o
i
P.=P F, i
y (3.26)
;
i
!

o)
I

o

T

S
S

b

Pour homogéiniser les notations dans I'équation (3.21), on écrit W, P, E, N et S
respectivement (i, j-1), (i, j), (i, j+1), (i+1, )) et (i-1, j).
Les coefficients ag, aw, an €t as sont prisau noaud (i , j).

Aing I'équation (3.21) peut finalement s écrire sous laforme:

a7 (ii)=aeT (i,ji+1)+awT (i,i- 1)+aT (i+1)+asT (i- 1.j) (3.27)

3.4.1 Discrétisation desconditionsaux limites

Pour satisfaire les conditions imposées a latempérature des parois, on doit avoir :
Sur laparoi du cylindre elliptique extérieur (1 = NI) :
ap=1
E-av=an=-a=0etS=0
Sur laparoi du cylindre elliptique intérieur (1 = 1) :

- Casl : =1
E-av=a=as=0etS=1
- Casll : =1
an=1

ag=ay=ay=as=0et Sr=H.Dh
Sur lapremiére paroi diamétrale (j = 1) :
Larelation (2.27.c) donne : T*(i,2 ) T (i,l) =0,

Nous aurons donc : =1
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=1
av=a=a=0etSr=0
Sur la seconde paroi diamétrae (j = NN) :
Larelation (2.28.c) donne : T*(i,NN ) T*(i,NN— 1):O,
Nous aurons donc : =1
av=1
E=-an=as=0etS=0

3.5 Discrétisation del'équation de quantité de mouvement

L'éguation discrétisée (3.13) peut se mettre sous forme:
ap Wp=ay, Wnt+taswstagwet+ta, wy thb (3.28)
L'identification du coefficient a acelui del'équation (3.15) donne:
a, =ay tag tag +a,, (3.29)
avec:
Sp.AV =0 (3.30)
Les coefficients de I'équation agébrique av, as, @& et ay ont pour expressions celles
données par le systeme (3.17).
Lorsque le coefficient T'q est égal & l'unité, comme nous I'avons montré dans le tableau

3.1, aux interfaces n, s, e et w; les coefficients D, Ds, De & D, se déduisent des

expressions suivantes :

D, =D, = % ;’
Dh y (3.31)
De = DW = 1
Do b
Les nombres de Péclet dans le systéme (3.19) deviennent :
P =F, Dh ,“
% i
PS =k :
% y (3.32)
Pe =Fe—- T
Dh .I.
Pw = FW m .I.
Dh b

Les coefficients F,, Fs, Fe et F, ont respectivement les mémes expressions que dans le
systeme (3.24.3), (3.24.b), (3.24.c) et (3.24.d).
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Dans le tableau 3.1, nous pouvons constater que le terme constant (S) du terme de source
est donne par :

S, = HGr{[ G (h.g)sina - F(h,q)cosa ]ﬂ:

1T 0 l (3.33)
+| G lh,q)cosa +F (h,q)sina Y
[G(h.a) (ha) ]ﬂq g
Par conséquent, le coefficient b devient :
b=g,DV
Avec:
DV = H2.Dh.Dg.1
b sécrit donc :
b = *Gr{[G(h,q)sina - F(h,q)cosa ]ﬂ—:
. l (3.34)
+[G(h,q)cosa+F(h,q)sina]‘”T 7. Dh. Dg
1a b
avec :
ﬂT+ :T+(i+lj)_ T+(i_ lj) (335)
Tih g 2Dh
ﬂT+ :T+(i’j+1)_ T+(i’j_ 1) (336)
fal; 2 Dq

Pour homogéiniser on utilise les notations citées au paragraphe précédent, les noauds W,
P, E, N et S deviennent respectivement (i, j-1); (i, j); (i, j+1); (i+1, j) et (i-1, ). Les
coefficients a, as, ag, aw €t b sont prisau noaud (i, j).

Il sensuit que I'équation du mouvement discrétisée (3.28) sécrit findement :

apwi (i) = aywi(i+1,§) + agws (i- 1)

3.37
+a. wi(i,j+1) + a, wy (i.j-1) + b (337)

3.5.1 Discrétisation des Conditions aux limites

En déterminant la vorticité o™ sur les parois, nous utilisons la méthode élaborée par P.J.
ROACH [57], qui a exprimé o'en fonction de y* et utilisé un développement en série de
Taylor :
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Sur laparoi du cylindre elliptique intérieur (1 = 1) :

. 1 &y  q°y "0
Wi = - — + I
' H>& Th? Ta* -0,

Développons en érie de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi active interne

(i=1j)

‘o )ey i)+ P Ty (i), (On)f 1°y (])
2,1)= 1,j)+— + +

ye.d)=y i) TR

Lavorticité sur cette paroi Sécrit :

€y (Lj+)- 2y (L) +y (L.j- 1)
A 2 ’
w (L,])=- 21 e (DQ) G (3.38.9)
e+ (y (2.i)-y"(1.1)) 0
d
Sur laparoi du cylindre elliptique extérieur (I = NI) :
O < 0 AR 8 A
e H>& Th? T9° By-n,
Lavorticité sur cette paroi sécrit :
€y (NI,j+1)- 2y (NI, j)+y"(NI,j- 1)
; (ba)y’ G
w' (N1, j)=- e v (3.38.b)
HO0E 2 e (ns)-y (nii)
é (on) i
Sur lapremiére paroi diamétrale (j = 1) :
ey (i+1,9)- 2y (i,1)+y"(i-1,1)d
e 2 G
w (i,1)=- 21 e (on) u (3.39.9)
V& 2 b (.2)-y (i2)) G
é (Du) u
Sur la seconde paroi diamétrae (j = NN) :
€y (i+1,NN)- 2y " ([i,NN)+y*(i-1,NN)u
e 2 G
w' (i,NN) 21 ~ € (n) Y (3.39.h)
H(')§+ 22(y+(i,NN-1)-y+(i,NN)) 3
6 (ba) u
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3.6 Discréisation del'éguation dela fonction de cour ant

Réécrivons I'éguation adimensionnelle (2.22) sous laforme suivante :

1@y’ 0 &My’ 9

- H? : 341
H*w' = o '”hB é‘ﬂqQ; (3.41)

Nous remarquons que l'identification de cette équation al'équation (3.3) est compliquée,
c'est pourquoi pour la discrétiser nous utiliserons le développement en série de Taylor :

N ey TY O TYO
-1 () w' i) ST 2+
T g 9 g
avec :

P f N P f _ g iy - 26y + fijn + fip1 - 2f

? 2 2 > (3.42)
Tx Ty Dx Dy
Nous en déduisons :
n Ly Eyt(+1j)+ yTi-2j)- (i
e ) - £ B 1) 2y
: (Dh) (3.43)
. y+(i’j+1)+y+(i,j'1)' 2y+(|,1)8
(Day %

Lafonction de courant au nceud P sera donc exprimeée en fonction de celle aux nceuds
W, N, E e S sécrit :

y)=tét 1 Urey (i+1i)+ y - 1i)
( ?e(Dh(2 ()DQ)ZCI é (Dh)z (3.44)
+y+i’j+1+y I’J_l +H2 i j +|,Ju

3.6.1Discr étisation des Conditions aux limites

Les conditions aux limites, que nous avons déterminées pour les parois actives dans les

équations (2.23.9) et (2.26.a), et pour les parois adiabatiques dans les équations (2.27.a) et
(2.28.8) deviennent :

Sur laparoi du cylindre elliptique intérieur (1 = 1) :

_-8y " (Li)+ay (2i)- vy Bi)_
i, 2Dh
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et donc: y*(lj):4y+(2’j)3' y'(3i) (3.45.9)

Sur laparoi du cylindre elliptique extérieur (I = NI) :

+ . T(NI-2j)- y*(NI-2,j

g (nnj)= 2 11)3 y (- 2j) (3.45.b)
Sur lapremiére paroi adiabatique (j = 1) :

y*(ia)=2 (i2 )3' y"(3) (3.46.9)

Sur lapremiére paroi adiabatique (j = NN) :

y+(i’|\”\|):4y*(i,NN—1)?: y " (iNN-2) (3.46.0)

Nous obtenons donc un systéme d'éguations linéaires que nous résolvons par la méthode
itérative de "surrelaxation".

3.7 Discr éisation des composantes de la vitesse

Les équations (2.21.a) et (2.21.b) nous donnent respectivement les composantes
adimensionnelles V¥, e V', de la vitesse: P.J. ROACHE [57], utilise les différences

centrées pour obtenir une expression discrétisée de ces composantes, ce qui nous donne :

C(i1)= Ty’ _ 1 éy(ij+1)-y (ij-1)u
Valbl )= o I Sor e | (3.47.9)
2(ig) H(ij) Ta a, H(ij) g 2Dq a
vi(ij)= ot Ty'e -1 €y"(i+1j)-y (i-1j) (347
() g, H(i)E 2Dh g
(i, j) i#1 ;i # NI
j#15) # Ml

3.8 Processus du calcul

Pour résoudre |le systéme d'équations (3.27), (3.37) et (3.38) nous utilisons la méthode
proposée par E.F. NOGOTOV [53].
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Ces équations peuvent se mettre sous la forme suivante adaptée  précisément a une

résolution al'aide d'une méthode itérative a coefficient de surrelaxation :

(i) = @- )T g— 9.1 (ij+1) (354)
an T(iLJ-1)+ 4, T (I+lJ)+ aST””(I-lJ)]

w(ij) = @- cu)w g— [aE (i,j+1) (355)
+aWWn+1(i,j_1)+ ay W (|+lj)+ aSWn+1(|_lJ)+b(|J)]

v ) = 0 ey (ii)+ &

7

@: D> D

(o} (oof §

DM D D D> D
. .
+
i
—
g
o

n : ordre de l'intégration.
Les parametres Gr, Gy e Gp sont les "facteurs de relaxation”. Leurs vaeurs

dépendent, en principe, de lavaleur du nombre de Grashof (Gr).
Nous résolvons le systéme d'équations (3.54), (3.55) et (3.56) de lafagon suivante :

1/ Initidlisation des valeurs de la température, de la vorticité et de la fonction de
courant au sein du maillage.

2/ Calcul de ladistribution de latempérature.

3/ Calcul delavorticité.

4/ Calcul deladistribution de lafonction de courant.

5/ Calcul des composantes des vitesses.

6/ Le processus itératif est répété jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de changement significatif

de lavaleur dey par rapport au critére de convergence suivant :

n+l n
max - maxy
y - £ 10— 8

n+
max y

7/ Le méme critere est utilisé pour latempérature.

8/ Stockage desvaeursdeT, o, v.



Chapitre 3- Formulation Numérique

Lecture et écriture
Des données

! n=0, k=0

Initiation des
T, wy

I n=n+1, k=k+1

Calcul de la
Distribution de T

!

Calcul de la
Vorticité w

1

Calcul de la fonction
De courant g

I}

Calcul de la distribution de
T sur la paroi interne

I}

Calcul des composantes
Des vitesses

l

non Condition
De convergence
Sur g
_ n+l n
=(ym+yn)/2
T:(Tn+l+-|-n )/2
non

n > nmax

oui

Pas de
Convergence

Fin

oui

Condition
De convergence
SurT

Stokage des
Valeursde T, g, w

!

Calcul du nombre
De Nusselt local




Conclusion

CONCLUS ON

Nous avons étudié la convection naturelle bidimensionnelle et laminaire dans une
enceinte délimitée par deux cylindres elliptiques confocaux d’axes horizontaux et deux plan
diamétraux adiabatiques, la paroi eliptique interne étant maintenue isotherme dans un
premier cas et soumise a une densité de flux de chaleur constante dans un deuxiéme cas, alors

que laparoi elliptique externe est toujours isotherme.

Nous avons établi un modéle mathématique traduisant les transferts de mouvement au
sein du fluide et de chaleur a travers les parois actives de I'enceinte. Ce modéle repose sur
I'nypothese de Boussinesq et sur la bidimensionnalité de I'écoulement. Nous avons mis au
point un programme de calcul numérique, basé sur une méthode aux volumes finis, qui
permet de déterminer les champs de températures et la distribution de la fonction de courant
dans le fluide, ainsi que les nombres adimensionnels de Nusselt locaux et moyens sur les
parois actives de l'enceinte, en fonction des grandeurs caractérisant I'état du systéme.
L'influence du nombre de Grashof, du facteur de forme et I’inclinaison du systéme, sur

I'écoulement en régime stationnaire a éé notamment examinée.

Les résultats des simulations numériques ont montré que la conduction est le régime
de transfert de chaleur dominant, pour des nombres de Grashof inférieurs & 10%, quel que soit
le facteur de forme. Pour des nombres de Grashof supérieurs a 10°% le role de la convection
devient prépondérant, ceci d’une part, d’autre part nous avons que les caractéristiques

géomeétriques de I’ enceinte éudiée influent beaucoup sur le transfert.

Une suite intéressante a ce travail serait de généraliser I'algorithme développé en
appliquant d'autres conditions aux frontiéres de notre enceinte et d'examiner le transfert de
chaleur correspondant a d'autres fluides tels que I'ammoniac liquide et le dioxyde de carbone

liquide et les comparer au comportement thermique del'air.

61
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ANNEXE
COORDONNEESELLIPTIQUES

A.1 Introduction

Dans le référentiel dliptique représenté sur la figure A.1, nous observons dans le plan
(xy) un groupe d'ellipses et un groupe de paraboles :

¥
-

-

=

S
=12 é}
Figure. A.1 représentation schématique des coordonnées elliptiques

Les ellipses sont définies par u=constant, dont le grand axe est confondu avec |'axe (x).
Les hyperboles sont définies par v = constant.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques seffectue a l'aide
desrelations suivantes :

x =achncosbi
y =ashn sinei',

(A1)
z=z7 b

Ces formules sétablissent comme suit, d'apreés la théorie des variables compl exes.
Soit :

z=achw (A.2)
Avec :

Z=X+iy et w =h +iq



Annexe — Coordonnées d liptiques

Nous avons:

w w

e’ +e " e"el+e e

2

en développant les termes exponentiels, nous obtenons :

chw =

chw =cosqchh +isingshh (A.3)
Introduisons cette valeur dans I'équation (A.2), il vient :

z=x+iy=achw =a(cosqchh +isingshh) (A.4)
L'identification de la partie réelle ax et de lapartieimaginaire ay donne :

X =acosqchh

y =asinqgshh

A.2 Démonstration géométrigue

A partir du systeme (A.1), ona:

: y
cosq= et sinq=
a achh a ashh
0it :
x? . y?
cos’g=——— ¢t sinq=
g a’ch?h g a’sh?h

comme::
cos?q+sinqg=1
on en déduit :

XZ y2
+ =1 A.5
a’ch’h a?sh®h (A-9)

on pose :

A =achhi
B:ashh?;
et comme :
chh 7 shh "hl R

(A.6)

on se rameéne donc al'équation d'une famille d'ellipses de grand axe A =achh et de petit axe
B =ashh

L'éguation (A.5) seradonc de laforme:

X2 y2
PR A7



A.3 Coefficients métriques
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En coordonnées cartésiennes un éément de longueur sécrit :

(ds)® =(dx)* +(dy)

En coordonnées polaire(r,q) , (ds)® est égal a:

(ds)* =(dr)* +r? (dg)®
Cet exemple nous conduit & écrire, dans le cas général :

(ds)* =h, (du,)* +h, (du,)’

ou:

uz et uz2sont des coordonnées curvilignes, les quantités h; et h, les coefficients métriques qui

sont fonction, en général, des coordonnées.

En coordonnées cartésiennes, ona h, =h, =1 et en coordonnées elliptiques:

h, =h, =a(sh’h +sin* g)*

h, =1

Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations (A.1) et les définitions

suivantes :
2
éfxu e‘ﬂyu
h’h=a—9y +a—
&nil  &mnd
g e‘ﬂxu e‘ﬂyu
9% &nq S‘HqH
&zl &1zl

par suite en obtient :
hi =h? =a? (sh*h +sinq)

h? =1

e‘ﬂz u
&fht &n g

e‘ﬂz u

S‘HqH

e <2
éfzu
+ Sy

&nztl

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

En connaissant les coefficients métriques, on peut écrire les différentes expressions des

gradients, divergences, rotationndls, etc...
1w,
h X,

1 9f ©

gradf =——a1+

h, 1,

avec :

hi,hz,hs:  coefficients métriques.

X1, X2, X3:  coordonnées curvilignes.

2
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119 T T i
—i{ —(,.h,.V,)+——(h,.h,.V ——(h,.h, .V.,) vy
h4% ﬂXl( 2 -3 l)+ﬂX (1 3 2)+ﬂX (1 2 3)%

2 3

. ®
divV =

avec :

Vi, V2, Vz: composantes de la vitesse suivant Xi, X, X,

h, =h,.h, .h,
otV = 1 € vy T v la
= i . qa
m.lSﬂz o0
é ue | q ued
h, a (h,.V,)- (h V,)ga, + h,a—(h,.V,)- —(h,V,)ga,v
gﬂX x, 3 382 3gﬂxl 2V X, 1183%
é aehh 0 aeh 5, 0
e : :
Dr:iéhzhsﬂf 1ﬂf+hh ﬂf g 1
h4g 1 ﬂXf fix, fix, h, ﬂXi ﬂXz ﬂXz
é
ahh, O u
ﬂngz G
hh, T°f h, g 1f g
h, 1x X5 ‘ﬂxsa
t

Puisque dans notre cas, nous avons, en coordonnées elliptiques:

i h=h
i h,=h, &  h,=h,=h
{ h3:hz:1

et nous avons auss :

‘I ® ®
ix;=h 1V, =V, ! ?@l_ a;@h
|l)(2:q : }VZ:Vq et }az = a, vecteurs unitaires suivant h,get z
I _ _ '|' ® ®
1 X3 =2 Vs_Vz & = &,
I

® 1¢é9f © M ea qf ©
gradf = —53—a, + — 1t —a, (A13)
hgmh ™" fa 4 Tz
@ 1 é¢9 u b\
dvV = = 32— + z A.14
h? &fh (A-14)

Iz
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oty = €1V, Wus eV, 1V, urs
Ehfqa Tz H" &2 hhg®
®
+g1%+vﬂh_ M Vﬂha
e

A 2 2 N 2

o = LT T8 T

h* g Th f9°g 1z
A.3.1 Exemple

Cas de deux cylindres elliptiques confocaux d'axes horizontaux (fig.A.2).

yA

(A.15)

(A.16)

——erf---

A

A

Figure. A.2 Représentation schématique de deux cylindres

elliptiques confocaux d'axes horizontaux

Lesrelations (A.6) nous donnent :

2h
+
A - cothh = 1
B e -1
on en déduit :
o = A+ B
A-B
soit encore :
+ .
h=tmn@2*50

2 €A - By
nous aurons donc pour le cylindre elliptique intérieur :

&eA, +B 0
hl:lm #I
2 Al'Blﬁ

XV

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.19.9)
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et pour le cylindre elliptique extérieur :

®A,+ B, 0

1
hZ_E'”EA 5 =
2" 2 @

(A.19.b)

A.3.2 Excentricité del'ellipse

L'excentricité d'une elipse est donné par :

A2  R2
e= YA - B (A.20)
A
avec: Oéeél
et A et B sont respectivement le grand et le petit axe de I'ellipse.

D'autre part larelation (A.17) donne :

2 2
A~ = cothzh = SN
B sh®h

(A.21)

comme:

ch*h - sh’h =1

on en déduit :

ch’h - 1 = sh®h (A.22)
en remplagant (A.22) dans (A.21) on obtient :

A’ _  ch*h

B> ch’h -1

B2 _ ch’h - 1 _ 1
A2 ch?h ch?h

on en déduit :

1 B2 _A?- B?

chh A? A2

soit encore :

1 _~vA*- B _

chh A

e

on obtient donc :
1

e=_——_ A.23
chh ( )

on auradonc pour le cylindre dliptique intérieur :
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1
e, =
chh,

(A.23.9)

et pour le cylindre elliptique extérieur :

e, = L
> chh,

Lesreations (A.21), (A.22) et (A.23) donnent :

(A.23.b)

2 -
thzh:&zlzl_ LZ:]__ e2
ch“h ch®h
on auradonc:

2h

thh:ﬂll_eZ:eZh_'l
e

+ 1
cequi donne:

thh - 1

qui permet d'obtenir larelation suivante :

2y 1- e? +1U

LY (A.23.0)

h=20n
2 1- v 1-e?§

> > D

A.4 Formulation des éguations de continuité, de la chaleur et du mouvement dans le

systéme de coordonnée dliptiqgues

A.4.1 Equation de continuité

Notre probléme étant bidimensionnel, larelation (A.15) sécrit :

e 1 éf l u
Ainsidiv?/zo,setraduitpar:

1 1

— (hV, — (hv ) =0 A.25

T (hVv,) + 19 (hV,) (A.25)

A.4.2 Equation dela chaleur

L'éguation (1.7) peut se mettre sous laforme::

® A ®
ﬁ. grad?T = div (gradT) (A.26)
e 7] rcp
Compte tenu de I'expression du gradient donnée par la relation (A.13), le premier

membre de (A.26) don ne:
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® . V
éﬁ/.gradgT Yo AT, Ve T (A.26.3)
é g h ‘ITh h g
Des relations (A.13) et (A.24), nous déduisons :

. ® _§_ 1 &°T  T°TO
div &grad12= ~ + 102 (A.26.b)
g g h? 19° 5
Nous obtenons donc :
T 1 & [ o)
vV, — + = — - A.27
" qh q rcp h g‘ﬂh2 19° 5 (A-27)
A.4.3 Equation du mouvement
Réécrivons I'éguation (1.9) sous la forme suivante :
® = . o
é%.grad Qv = gba? 1 cosa + Ll sina 2 + ndiv {%radwg (A.28)
e @ E fix iy @ e @
Nous expliciterons tout d'abord |'expression suivante :
T cosa + I sina (A.28.9)
fix 0%
en fonction den et 0.
D'apreslesrelations (A.1), nous pouvons ecrire :
dx = X gh + X g4q
fih fiq
dx = a cosq shh dh - a sing chh dq (A.29.9)
et
Ty fiy
dy = dh + — dq
YT T T g
dy = a sing chh dh + a cosq shh dq (A.29.b)
A partir de ces valeurs nous déterminons les valeursde dn et do :
dh = —+— 1 [a cosq shh dx + a sing chh dy] (A.29.0)
a (sh h - sin q)
dq = 1 [- asing chh dx + a cosq shh dy]  (A.29.)

a’ (shzh - sin® q)
Par suite on obtient :

h _ cosg shh i
fx  alsh®h + sin?q) i

fa _ - singchh ?/ (A.30.3)
fx  a(sh?h + sin?q) b

Nous remarquons que :

Ja _ . Th i

s W t A.30.b
Tq _ fn Y (A.30.0)
Iy 1 b

Comme les dérivées partiellesde T par rapport ax et ay sont définies par :
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It _9r fh 77 Tq (A31.2)
X Th X 919 I
fr _fr th . 97T Yo (A.31b)

fy Ty 99 Ty

En tenant compte de larelation (A.30.b), I'équation (A.31.b) devient :
T __ M fg, 7 fh (A3L.0)
iy h x g fx

Alors, en utilisant lesrelations (A.30.8), (A.31.a) et (A.31.c) nous obtenons :

im _ 1 é i ‘HTu
— = cosq shh — - sinqg chh A.32.8
fx alsh’h +sin’q) & §oosd Th | Ty ( )
9T _ 1 é i ‘ﬂTu
sing chh — + cosq shh A.32.b
fy a(shh + sin’ q)e q Th | Tal ( )
En portant ces valeurs dans |'expression (A.28.a), il vient :
i i _ 1
— sina - — cosa =
Ty Tix ~ a(shn +sin )
€ (- cosq shh cosa + sing chh sina ) T
g - cosa ML ) (A.33)
8 (Shzh +sin’ q ) fh
+(cosq shh sina + sing chh cosa ) ‘ﬂTU
(Shzh +sin® g )1/2 'HQQ

On peut écrire larelation qui précéde sous laforme suivante :

im . i 1é . i
— - — == al - Fh,g) cosa + Glh,q) sina) —
iy sina > cosa h 8( ( Q) ( Q) ) 1h A3
+ (F(h,q) sina + G(h,q) cosa ) ﬂﬂqg
avec:
F(h,q): cosq shh _ i_l
(sh*h + sin’q) A (A.35)
G(h,q): sing chh _ i
(shzh + sinzq) b
Finalement, I'équation du mouvement (A.28) sécrit :
Yy Jw + Vo fw_ b : [ F(r],G) cosa + G(r],e sina] LI
h fn h T hq n (A.36)

+ [F(h,q) sina + G(h,q) cosa | ﬂ—ﬂ—; F{"; +
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Titre : Approche numérique de la convection naturelle dans une enceinte fermée,
délimitée par deux cylindres elliptiques horizontaux, centrés et deux plans

diamétraux.

Résumé:

L'auteur propose dans ce travail, I’étude numérique du phénomene de
la convection naturelle, en régime laminaire et permanent, dans une cavité annulaire
orientée d’un angle a, de section droite dliptique, limitée, par deux plans diamétraux.
Cette derniére est remplie par un fluide newtonien et incompressible. Le nombre de
Prandtl est fixé & 0.7 (cas de I'air) mais le nombre de Grashof varie. En utilisant
I’approximation de Boussinesg et la formulation vorticité-fonction de courant,
I'écoulement et modélisé par les équations différentielles aux dérivées partielles: les
équations de continuité et des quantités de mouvement sont exprimées dans un
systeme de coordonnées dites "elliptiques’, pour faciliter I”écriture des conditions aux
limites et transformer le domaine curviligne en un domaine rectangulaire. Pour les
conditions de chauffage, ils supposent, dans un premier cas, les deux parois
elliptiques de I’enceinte isothermes, T, pour la paroi interne et T, pour la paroi
externe, avec T,>T», et dans un deuxiéme cas, laparoi dliptiqueinterne est soumise &
une densité de flux de chaleur constante. Les parois diamétrales sont supposées
toujours adiabatiques. Un code de calcul a é&é mis au point, ce dernier utilise les
volumes finis, pour la discrétisation des équations et afin de montrer sa fiabilité, les
auteurs comparent des résultats issus de ce dernier avec d’autres résultats similaires
existant dans la littérature et ils examinent I'effet de l'inclinaison du systéme, deux
facteurs géométriques et le nombre de Grashof sur les résultats obtenus que ce soit

qualitativement ou quantitati vement.

Mots-clés: convection naturelle, équations de Boussinesq, espaces annulaires, cavités
annulaires, enceintes fermeées, cylindres elliptiques, Formulation vorticité-fonction de

courant.



Title : Numerical approach of the natural convection, in a closed enclosure,
delimited by two horizontal elliptic cylindersand two diametrical plans.

Summary : The author proposesin thiswork, the numerical study of the phenomenon
of the natural convection, in laminar and permanent mode, in a directed annular cavity
of an angle has, of dliptic cross-section, limited, by two diametrical plans. The latter
is filled by a Newtonian and incompressible fluid. The number of Prandtl is fixed at
0.7 (case of the air) but the number of Grashof varies. By using the approximation of
Boussinesg and the vorticity-function formulation of current, the flow is modeled by
the differential equations with the derivative partial: the equations of continuity and
the momentum are expressed in a frame of reference known as "dliptic ", to facilitate
the writing of the boundary conditions and to transform the curvilinear field into a
rectangular field. For the conditions of heating, they suppose in a first case, the two
elliptic walls of the enclosure isotherms, T, for the internal wal and T, for the
externa wall, with T,>T,, and in a second case the internal wall will be crossed by a
constant flux density of heat and the external wall is always maintained isothermal at
the temperature T».

A computer code was developed, the latter uses finished volumes, for the
discretization of the equations and in order to show its reliability, the authors compare
results resulting from the latter with other similar results existing in the literature and
they examine the effect of the slope of the system, two geometrical factors and the
number of Grashof on the results obtained that it is qualitatively or quantitatively.

Key words : natural convection, Boussinesg equations, annular space, annular

cavities, closed enclosures, dliptic cylinders, vorticity-function formulation.
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