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Notations

Ensembles
Q : un ouvert borné de RY.
Q) : 'adhérence de (2.
I' : la frontiere de 2.
['; : une partie de la frontiére I', (i = 1,2, 3).
My : 'espace des matrices carrées d’ordre N x N.
Sy : 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur RV, c’est-a-dire : Sy = RV*V,
Opérateurs
¢ : Iopérateur de déformation.
div : 'opérateur de divergence.
9y : la dérivée partielle de ¢ par rapport a la i*™ composante.
Espaces fonctionnels
C'([0,7);X) : I'espace des fonctions continues sur [0,7] & valeurs dans X.
C* ([0, T]; X) : 'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0, 7] a valeurs dans
X.

L¥([0,T]; X) : 'espace des fonctions f fortement mesurables de ]0, 7| dans X telles

que fOT |f (t)]” < +o0 avec les modifications usuelles si p = +oo.



Whr(0,7;X) ={u e D'(0,T; X)/Dju € LF(0,T;X) pour j = 0,1} telle que D; dé-
signe la dérivée d’ordre j au sens des distributions

(

Q) : Pespace des fonctions indéfiniment dérivables et de support compact dans €.
(Q) : Pespace des distributions sur §2.

D
D
L*>(Q) : 'espace des fonctions u mesurables sur (.
H*(Q) : l'espace de Sobolev.

H;(Q) : adhérence de D(R2) dans H*(Q).

D = D(Q)V.

s

N

D' = D(Q)NxN,
D=D'(Q)

D' = D' (Q)N*N,

H=[L2Q)".

H = [L(@)])"".

Hi ={ueH:e(u) e H}.

Hy={ceH:dive € H}.

L3(T") : Tespace des fonctions définies sur I' et de carré sommable pour la mesure
surfacique.

H'/2 () : l'espace de Sobolev d’ordre § sur T.

Hp = H/2 ()N

Hy : dual de Hr.

Symboles :

v : la normale extérieure a I'.

v, : la composante normale de v.

v, : la composante tangentielle de v.

ry =max{0,r}.

(.,.)x : produit scalaire dans X.

(.,-)xr»x : produit de dualité entre X’ et X.



P-pP. : presque partout.
c : constante réelle strictement positive.

Oy : le zéro de RN ou SV.



Introduction

Les problémes de contact, avec ou sans frottement, entre deux matériaux défor-
mables ou entre un matériau déformable et une fondation rigide abondent en industrie
et dans la vie quotidienne. Le contact du sabot de frein avec le disque, de la chemise
avec le piston, des pneus d’'une voiture avec le sol, I’enfoncement progressif d’une per-
sonne dans un fauteuil et le contact entre les plaques tectoniques, sont des exemples
courants. Vu 'importance de ces phénomeénes physiques, des efforts considérables ont
été consacrés a ’étude de ces problémes de contact. La littérature mathématique
consacrée a I’étude des probléemes de contact est assez récente. La raison réside dans
le fait que, accompagné de phénomeénes physiques et de surfaces complexes, les pro-
cessus de contact sont modélisés par des problemes aux limites non-linéaires, trés
difficiles. L’une des premiéres publications mathématiques concernant ce sujet est
celle de Signorini [24], ou le probléme de contact sans frottement entre matériau élas-
tique linéaire et une fondation rigide est formulé. Il s’ensuit le travail de Fichera [11],
ol le probléeme de Signorini a été résolu en utilisant quelques arguments sur les in-
équations variationnelles de type elliptique. Mais on peut dire sans aucun doute que
I’étude mathématique des problémes de contact a commencée avec le livre de Duvaut
et Lions [7], dans lequel on trouve la formulation variationnelle de plusieurs problémes

de contact ainsi que des résultats d’existence et d’unicité mais dans le cas linéaire.



D’autres ouvrages incontournables sont les livres de Panagiotopoulos [20], Kikuchi et
Oden [16], Hlavacek, Haslinger, Necas et Lovisek [14], dans les deux derniers ouvrages,
I’analyse numérique de quelques problémes de contact étant présentée.

Le processus d’adhésion joue un role important dans 'industrie en particulier dans
I’assemblage des matériaux composites, ot les parties non métalliques sont collées en-
semble, mais sous 'effet des tensions ces matériaux collés se décollent et se déplacent
les uns par rapport aux autres. Pour mieux modéliser le processus de contact avec
adhésion lorsque le collage n’est pas permanent et un décollage peut avoir lieu, nous
avons besoin de décrire le contact et I’adhésion ensemble. Pour cela M. Frémond [12],
a introduit dans le modeéle mathématique une variable interne de surface 8 € [0, 1],
appelée champ d’adhésion, qui décrit la densité fractionnaire des adhésifs actifs sur
la surface de contact. Lorsque 5 = 1, 'adhésion est complete et tous les adhésifs sont
actifs, lorsque 8 = 0, tous les adhésifs sont inactifs et il n’y pas d’adhésion et lorsque
0 < B8 < 1, adhésion est partielle et seulement une fraction 3, des adhésifs est active.
Beaucoup de travaux portant sur la modélisation et ’analyse mathématique ainsi
que 'approximation des problémes de contact avec adhésion ont été réalisés, ont peut
citer par exemple les monographes [8] et [28]. Des travaux traitant le méme sujet
ont été publiés par [23] ou la loi de comportement et viscoélastique avec mémoire
longue et [33] ou la loi de comportement est viscoélastique avec mémoire longue mais
la pénétration du matériau dans la fondation est borné. On peut citer aussi le tra-
vail de [3] dont I'objet est la modélisation asymptotique des coques minces élastiques
non-linéaires dans le cas dynamique. Bien évidemment, cette énumération n’est pas
exhaustive.

Notre travail est une généralisation de [26]. Le but de notre travail est d’apporter une
contribution a I’étude mathématique de deux problémes de contact avec adhésion et
compliance normale et sans frottement. Nous considérons une loi de comportement

non-linéaire pour des matériaux élastiques. Les conditions aux limites considérées sont



les conditions de contact de Signiorini avec adhésion, les conditions de contact avec
adhésion et compliance normale.

Cette theése se compose de trois chapitres et une annexe. Elle est structurée de la
maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats essentiels de
la théorie des milieux continus et nous présentons les conditions aux limites utili-
sées dans les deux probléemes étudiés. Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du
contact avec adhésion entre un matériau élastique non-linéaire et une fondation ri-
gide dans le processus quasi-statique et avec I’hypothése des petites déformations. Le
troisiéme chapitre est consacré a 1’étude du contact avec adhésion entre un matériau
élastique et une fondation déformable dans le processus quasi-statique et 'hypothése
des petites déformations. Les résultats obtenus concernent 1’existence et 'unicité de
la solution faible des deux problémes. On termine cette thése par une annexe ou on
rappelle quelques outils de I'analyse fonctionnelle et quelques résultats utiles pour

I’étude des deux problémes de contact.



CHAPITRE 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de cette thése, il nous est paru utile de présenter dans
cette premiere partie le cadre physique dans lequel nous allons travailler. Nous allons
commencer par une description de la loi constitutive pour un matériau élastique
non linéaire, ensuite nous présentons quelques types de conditions aux limites avec

adhésion et compliance normale.

1.1 Contraintes, déformation et équations du mou-
vement

On considére un matériau déformable occupant un domaine borné Q@ C RY
(N = 2,3) ayant une frontiére I" supposée assez réguliére. L’objet du probléme, du
point de vue mécanique est I’étude dans un intervalle de temps [0, 7], I’évolution du
matériau diie & I’application des forces intérieures de volume et extérieures de sur-
face. On suppose que ce matériau est en adhésion avec une base sur une partie de sa
frontiére.

Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R et le
champ des contraintes o : {2 x [0,7] — Sy et le champ d’adhésion

B : T3 x[0,T] — [0,1]. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus



exprimant I’équivalence entre les efforts extérieurs et le torseur des accélérations pour

un systéeme quelconque, conduit a I’équation du mouvement.
divo + fo = pil dans ©Q V¢t > 0.

Dans cette équation, p : 2 — R, désigne la densité de masse, i est le champ des
accélérations, fo : Q x [0; 7] — RY est le champ des densités des forces volumiques
appliquées sur le matériau qui sont les données du probléme, et div o est la divergence
du champ des contraintes.

Les processus d’évolution modélisés par 1’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier par
exemple dans le cas on 4 = 0; il ’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques) ;
ou bien dans le cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au
temps, c’est-a-dire que le i peut étre négligé (processus quasi-statiques). Dans ces

deux cas I’équation du mouvement devient
dive + fo =0 dans Q Vi >0

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques dans le cadre des petites
déformations. Dans ce cas, le champ des déformations e : Qx[0,T] — Sy est linéairisé,
c’est- a-dire :

1
g = (6@') = 5 (@uz + @uj) dans Q Vt>0

Ou 0, représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable z;. On
précise en outre qu’on adopte la convention de I'indice muet. Souvent, pour marquer
la dépendance du champ des déformations € par rapport au champ des déplacement
u, on va le noter ¢ (u) .

Les équations du mouvement sont insuffisantes, a elle seules pour décrire I’équilibre
des matériaux, elles doivent étre complétées par d’autres relations qui caractérisent

le comportement de chaque type de matériaux et que l'on désigne sous le vocable
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général la loi de comportement qui est une relation reliant le tenseur de contrainte,

le tenseur de déformation et leur dérivées.

1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine
est souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Nous présentons ici les lois de comportement

élastique linéaire et non linéaire
1.2.1 Loi de comportement élastique linéaire

Soit 2 C RY un ouvert borné et connexe et soient o le tenseur des contraintes et
¢ le tenseur des déformations. La loi de comportement élastique linéaire est donnée

par :

o=~Eeie. (Uij = ijkhgkh)-

Ou & = &;jkn est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes &;jxp, s’appellent coef-
ficients d’élasticité, ils sont indépendents du tenseur des déformations. Dans le cas
non-homogene les composantes &;jx1,, dépendent du point = € (2 et dans le cas homo-

géne les composantes &y, sont des constantes et sont données par :

Ou les scalaires A, 11 sont les coefficients de Lamé et 0;; est le symbole de Kronecker.
On suppose d’habitude que £ est un tenseur symétrique et positivement défini c’est-

a-dire :
(1) (E11,T9) = (T1,ET2)  VT1,72 € Sy

(#7) Je > 0 tel que : (E7,7) > ¢|r|> V1 € Sy

11



1.2.2 Loi de comportement élastique non linéaire

En général une loi de comportement élastique non-linéaire est de la forme :
o=F(e).
Ou F' est un opérateur non-linéaire.

Remarque 1.1 Dans les deux problémes qu’on va étudier, nous allons considérer

une loi de comportement élastique non-linéaire.

1.8 Conditions aux limaites

Soit un matériau déformable occupant un domaine régulier Q C RY (N = 2,3)
dont la frontiére I', supposée suffisamment réguliére, est divisée en trois parties mesu-
rables disjointes 'y, I's et I'3. Soit v le vecteur normal unitaire extérieur a I'et v, et v,
la composante normale et respectivement tangentielle du champ vectoriel v = v, v+v,
ol v, = v - v. De méme, soit o, et o, la composante normale et respectivement tan-
gentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov. Il vient o, = (ov),, 0. = (ov)_,
c’est a dire :

o, = (ov).w O =0V —O,V.
Définissons maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de la

frontiére de I'.
1.3.1 Conditions aux limites de déplacement-traction

Nous considérons les conditions aux limites suivantes :

u = 0 surI'y x]0,7] (1.1)

ov = fysur 'y x]0,7] (1.2)

La condition (1.1) est appelée condition aux limites de déplacement, sa signification

consiste que le matériau est encastré sur la partie I'y x |0, T7.
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La condition (1.2) est appelée condition aux limites de traction, sa signification
consiste en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé sur la par-
tie I's de la frontiére I' et f; représente la densité des forces appliquées de surface et
constituent une donnée du probléme.

Le matériau est éventuellement en contact avec une fondation sur I's x [0, 7 : C’est
ici que commence toute la richesse des problémes et que réside notre intérét, car les
conditions sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre diverses et donner
ainsi lieu a une variété de modeles de contact avec ou sans frottement. Nous nous

limitons a quelques exemples de conditions aux limites de contact.
1.3.2 Conditions aux limites de contact sans frottement

Les conditions aux limites de contact unilatéral (sans frottement) sont exprimées

par la relation de complémentarité suivante dite conditions de Signiorini :
u, <0, o, <0, o,u, =0 sur I's x 10, 7|

Cette condition exprime qu’en cas de contact c’est le matériau qui se déforme et
qu’il ne peut y avoir d’interpénétration entre le matériau et la fondation. De plus,
la réaction normale de la fondation sur le matériau est dirigée vers l'intérieur du
matériau.

Si le point est en contact alors u, = 0 et 0, < 0, et si le point quitte la fondation
o,=0et u, <0.

L’absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :
o, =0 sur I's x 0, T'[
1.3.3 Condition aux limites de contact avec compliance normale

La condition de compliance normale sur la surface potentielle de contact est donnée
par :

o, = —py (u,) sur I's x )0, 7] (1.3)

13



Ou u, représente le déplacement normale, p, est une fonction positive donnée. Les
expressions générales de la forme (1.3) ont été utilisées dans [8, 10, 21, 26] pour I’étude
des problémes dynamiques pour des matériaux élastiques linéaires.

Comme exemple de la fonction de compliance normale p,, nous pourrions considérer

pu (1) =cury (1.4)

Ou ¢, est une constante positive et r, = max {0, r}. La condition de non pénétration

de Signorini est obtenue quand ¢, — 400. Nous pouvons aussi considérer la fonction

aryesir<a
py (1) = (1.5)

c,asir>a

Ou a est un coefficient positive relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la
condition de contact (1.5) signifie que quand la pénétration est trop profond, i.e. quand
elle dépasse a, 'obstacle se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.
Finalement nous supposons que le contact est sans frottement et ainsi la contrainte

tangentielle o, sur la frontiere I's s’annule durant le processus.

1.3.4 Condition aux limites de contact avec adhésion et compliance nor-
male

On considére un matériau déformable occupant un domaine borné Q ¢ RY
(N = 2,3) dont la frontiére I", supposée suffisamment réguliére, est divisée en trois
parties mesurables I'y, I'y et I's telles que I' = lL:ngF_Z et NIy =@ Vi # j.
Nous supposons que le matériau est éventuellement en contact avec une fondation
sur I'3 x]0, T'[ . Nous étudions, 1’évolution de ce matériau die a I’application des forces
de volumes et de surfaces et de ’adhésion avec une fondation sur la partie I's.
Pour décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's, on introduit la variable
interne de surface (3, définie sur I's, qui représente 'intensité d’adhésion sur la surface
de contact I's.

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale et

14



adhésion :

—0, =p, (w) —v,5°R (u), sur I'3 x ]0, T

Ou v, est la constante de ’énergie de collage et R : Ry — R, est une fonction de

troncature définie par :

L sis>1L
R(s) = s sils| <L
—L sis<—L

et p, (u,) est la compliance normale.
On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en com-
paraison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle dépend seulement

de l'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.

—o, =pr (0) I*% (ur) sur I's x [0, 7]

* s si |S|§L
R(s) =

Lﬁ sis> L

pr (B), est une fonction positive donnée. L > 0, est la longueur caractéristique des
liens.

Le champ d’adhésion (3, est défini par I’équation différentielle :
B=— (v,6R (u,)* — ea)+ sur I's x [0, T

R(s)> =[R(s)]?, et €, est un coefficient d’adhésion donné.

15



CHAPITRE 2

PROBLEME ELASTIQUE DE CONTACT AVEC

ADHESION DANS LE PROCESSUS QUASI-STATIQUE

Nous considérons dans ce chapitre un probléme de contact sans frottement entre
un matériau déformable et une fondation rigide. Nous supposons que le processus est
quasi-statique et la loi de comportement de ce matériau est élastique non-linéaire.

Dans ce chapitre, on va décrire le modéle mathématique du probléme mécanique
ensuite nous déduisons sa formulation variationnelle et nous prouvons 'existence et
I'unicité de la solution faible. La preuve est basée sur des arguments concernant les
opérateurs fortement monotones, le théoréme de Cauchy-Lipschitz et le point fixe de

Banach. Ce chapitre a fait 'objet de la publication [32].
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2.1 Position du probléme mécanique

Matersau elastique

Figure 1

Considérons un matériau élastique dont les particules occupent un domaine régu-
lier @ C RN, (N = 2,3 pour les applications), dont le bord T', est partitionné en trois
parties mesurables disjointes I'y, T's et T's, tels que mes (') > 0.

Nous étudions le processus d’évolution de ’état mécanique du matériau dans un in-
tervalle de temps [0, 7], avec T' > 0.

Le matériau est encastré sur la portion I'y x |0, T, des tractions superficielles de
densité fy, agissent sur I's x ]0,T[ et des forces volumiques de densité fy agissent
a l'intérieur du matériau. Nous supposons, que les forces et les tractions changent
lentement avec le temps, de sorte que l'accélération du systéme soit négligeable. Le
matériau est entré en contact sans frottement avec une fondation rigide le long de I's,
de plus les conditions de contact sont celles de Signorini avec adhésion et le champ
d’adhésion 5 est décrit par une équation différentielle non-linéaire d’ordre un (voir

Figure 1).

17



Avec ces conditions, le probléme mécanique peut étre formulé de la facon sui-
vante :
Probléme P : trouver le champ des déplacements u :  x [0, 7] — RY et le champ
des contraintes ¢ : © x [0,7] — Sy et le champ d’adhésion 5 : I's x [0,7] — [0, 1]

tels que :

o(t) = F(e(u(t) dansQx]0,T] (2.1)
divo () + fo () =0 dans Q x ]0, 7] (2.2)
u=0 surly x]0,T] (2.3)

ov = f, sur Ty x]0,T] (2.4)

u, <0, 0, +7,R(w)B> <0, (0, +7,R(w)B)u, =0 surT3x]0,T[ (25)

o, =0 sur '3 x]0,T] (2.6)
= (1BlR)L] —a)  surTax]o.T] (2.7)
B(0) =5y surl}y (2.8)

L’équation (2.1), est la loi de comportement élastique non-linéaire, I’équation (2.2),
est I’équation d’équilibre, ou fy, est la densité des forces volumiques agissant sur

le matériau déformable 2. L’équation (2.3), indique que le matériau est encastré

18



sur la portion T'; x |0, T[, 'équation (2.4), indique que des tractions superficielles
fe, s’appliquent sur I';, Les conditions (2.5) représentent les conditions de contact
de Signorini avec adhésion ou 7, est un coefficient donné et R est une fonction de

troncature définie par :

L sis>1L
R(S) = s si ‘S’ < L (29)
—L sis<-—L

Ou L > 0 est la longueur caractéristique du champ d’adhésion.

La relation (2.6) représente la condition de contact sans frottement sur la partie
I's. La relation (2.7) décrit 'évolution du champ d’adhésion ou ¢, est un coefficient
d’adhésion donné. Finalement, la relation (2.8), représente la condition initiale dans
laquelle 3, est donné.

Pour I’étude variationnelle du probléme mécanique (Probléme P), on considére les
hypothéses suivantes :

Hypotheéses.

Nous supposons que l'opérateur d’élasticité F': 2 x Sy — Sy
satisfait les hypothéses suivantes
(a) Im > 0 tel que : (F(z,e1) — F (,25)). (61 — £2) > m|er — &3]
p.p.-x €Q Ve, €Sy (2.10)
(b) 3L > 0 tel que : |F (z,61) — F (z,82)| < Lley — &9
Vei1,60 € Sy p.p. ¢ € Q

(¢) x — F(x,¢), est Lebesgue mesurable sur ) pour tout ¢ € Sy

(d) z — F(x,0y) € H

\

On suppose que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques f, ont la régula-
rité :

fo e WE=(0,T; L2 (Q)Y),  fo € WH(0,T; L3(Ty)N) (2.11)
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Les coeflicients d’adhésion satisfont :

v, € L*(T3), 7,>0 p.p.surl; (2.12)

€a € L*(T3), €¢>0 p.p.sur 3 (2.13)

Finalement, I’adhésion initiale 3, satisfait

By € Q (2.14)
Ou
Q={BeC([0,7]:L%(Ts)) /0 < B(x,t) <LVt €[0,T], p.p. x € T3, B(0) = By}
(2.15)
Pour le champ des déplacements on a besoin du sous-espace fermé V de H;p, défini

par :

V={ueH :yu=0surI} (2.16)
On munit 'espace V' du produit scalaire suivant :
(u, w),, = (e (u),e(v))y Yu,v eV

La norme associée & ce produit scalaire est notée par |.|,,, elle est équivalente a la
norme |.|, sur V. Donc (V;[.[;,) est un espace de Hilbert réel.

On définit 'ensemble des "déplacements admissibles" U par :
U={veV:v, <0surl3} (2.17)

La fonction v — (fo (t),v) y + (f2 (£) ,0) f2(p,)v est une forme linéaire et continue sur
V'; il résulte grace au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet 1’existence d'un

élément unique f(t) € V, tel que :

(f @), v)y = {fo(t), v}y + (f2(),0) 2y Y0 EV, €0, T] (2.18)
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La relation (2.11), entraine que
fewh>e(,T;V) (2.19)
Enfin on définit la fonctionnelle de contact j : L (I';) x V x V — R par :

jWWw%:iAvﬁﬂ—me+%® (2.20)

2.2 Formulation variationnelle du probléme méca-
nique

En appliquant la formule de Green et en utilisant I’équation d’équilibre et les
conditions aux limites, on déduit facilement la formulation variationnelle suivante du
probléme mécanique (Probléme P).

Probléme PV. Trouver le champ des déplacements « : [0, 7] — V/, et le champ

d’adhésion 5 : [0, T] — L™ (T'3) tels que :

() e U, (F(e(u®),e(—=u(t))y+JiB#),ud),v—-ult) > (2.21)

(f(t),v—u(t), YwelU te]0,T]
Bty = (B0 (R @), ~a)  po tedT[  (222)

B(0) = B, (2.23)

2.3 FExistence et unicité de la solution faible

Le résultat suivant garantit I’existence et 'unicité de solution du probléme varia-

tionnel (Probleme PV').

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (2.10)—(2.13) le probléme variationnel (Probléme

PV) admet une solution unique {u, 3}, ayant la régularité
ue Whe(0,T;V),  Be€ W' (0,T;L> ().
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Un triplet (u, o, 8), qui satisfait (2.1) et (2.21)—(2.23) est appelé solution faible du
Probléme P. Par conséquent ce théoréme entraine que le probléme mécanique admet
une seule solution faible.

La régularité de la solution faible en termes de contraintes est donnée par :
o€ Wh*(0,T;H,)

En effet ; posons v = ¢ € D (), dans (2.21) et utilisons la loi de comportement (2.1),
(2.18) on obtient :

divo (t) + fo (t) =0

Maintenant cette égalité et (2.11) implique que divo € WH* (0, T; H) qui & son tour
implique o € W1 (0,T;H;) .

La preuve de ce théoréme se fait en quatre étapes.

Soit 5 € @ donné.

(i) Dans la premiére étape on considére le probléme auxiliaire suivant dans
lequel (5 € ), est donné.

Probléme PV1: Trouver le champ de déplacement ug : [0,7] — V tel que :

(F (e (us (1)) e (v —ug ()))y, + 7 (B (1) up (8) ;0 =g (£)) 2
(f(t),v—us(t)), WweU, te]oT].

ug (t) € U,

(2.24)

Lemme 2.2 Le probléme variationnel (Probléme PV1), admet une solution unique
ug ayant la régularité :

Uug € O([O,T] ,V)

Preuve. Existence et unicité : Soit ¢ € [0,7]. Nous considérons 'opérateur

Ay 0V — V défini par :

(A, v), = (F (e (u(t)),e()y +7 (B (), u(t),v) VYu,veV (2.25)
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Soient uq,us € V, 0on a :

(Apur — Agug, uy — ug)y = (F (e (w1)) — F (e (uz)), € (w1 — ua))y
+J (B w1, — uz) = j (B, u2, up — wr)
Car
Jj(B,u,—v) =—j(B,u,v) YveV.
On a aussi
J(Bur,ue —uy) + j (5, ug, uq —ug) <0.

En effet ; en utilisant la relation (2.20), ainsi que les propriétés (2.9), de Popérateur

R, nous trouvons
J By ur,ug — ur) + j (Bgs ug, ur —ug) = /F 701 ([ R (un)], = [=R (u2)],) (w1, — ugy) ds
3
[ (8= ) R (i — ) ds
3
< o [ 18- Aol — sl ds.
I's
En utilisant le théoréme de trace de Sobolev, on obtient :
J(Bryur,ug = ur) + j (By, w2, ur — u2) < ¢|By — Balpary) lur — ualy, - (2.26)
Pour g, = B, = 3, on obtient
J (B ur,ug —ur) + 5 (B, ug, us — uz) <O0. (2.27)

En utilisant maintenant (2.27), (2.10) (a), I'inégalité de Korn et ’équivalence des deux

normes .| et |.|;, , on trouve que :

(Apur — Agug, ug — ug)y, > clug — up %,

L’opérateur A; est donc fortement monotone.

Soient uq,us, v € V, nous avons :

[{Avur = Agug, v)y | <[(F (e (u1)) = F (e (ua)) & (0))g| +

+‘j (ﬂ?ulyv) _j(ﬁvu%?])‘
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , et la relation (2.10) (b), on obtient :

IN

[(F" (& (ur)) = F (e (u2)))yql [ (0) 3,

Lle (u1) — & (ug)| e (v)ly,

[(F" (& (ur)) = F (e (u2)) € (0))

IN

< clur —ugfy fuly -

Avec des calculs similaires, et comme la fonction de trancature R, est Lipschitzienne

on trouve l'inégalité suivante
17 (B,u1,v) = j (B uz,v)| < e fur — ualy, vl - (2.28)
D’ou
|Ayuy — Apugly, < clug —ugly, Yug,up € V.
Donc l'opérateur A; est de Lipschitz . Comme U est un ensemble convexe fermé et
non vide de V, alors il existe un unique élément ug, tel que :
ug € U, (Awug,v —ug) > (f,v —ug),, YveU

En utilisant (2.25), nous obtenons :

(F (e (ug (1) e (v —ug (8))y + 5 (B(t) ug (t) ;v —ug (1) =
(f(t),v—ug(t), YveU tel0,T]

Ug (t) e,

Régularité de la solution : Nous montrons maintenant que ug € C (0,73 V).

Soient tq, ta € [0,T]. Notons ug (t;) = u;, 5 (t;) =B, et f(t;) = f; pour i = 1,2. Nous
avons :
(F (e (u1)) — F (e (uz)), e (ug — U2)>H < (f1— faour — “2>v +
+] (Blauhu? - ul) +j (627“%“1 - u2)
Par (2.10) (a) on a :

m e (uy — U2)‘3{ < (f1 = foyur —ug)y +

+7 (B, ur, ug — uy) + j (B, ug, ur — uz)
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Moyennant I'inégalité de Korn et le fait que les deux normes |.|, et |.[;, sont équi-

valentes, I'inégalié¢ de Cauchy-Schwarz et (2.26) on obtient :

jur = wly < ¢ (Ify = foly + 11 = Bl (2:29)

De cette inégalité, le fait que 5 € @ et la régularité de f donnée par (2.19) il s’ensuit
que :

ug € C(O,T; V)

(ii) Dans la seconde étape nous utilisons le champ de déplacement ug,
obtenu dans le Lemme 2.2 et nous considérons le deuxiéme probléme auxi-
liaire suivant :

Probléme PV2. Trouver un champ d’adhésion 5 : [0,7] — L* (I'3) tel que :
: 2
05 (1) = = (305 (O [(-R (ws (0)),)" =) Do tel0.T[  (230)

03 (0) = By (2.31)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3 Le probléme variationnel (Probléme PV2), admet une solution unique
03, qui satisfait
05 € W (0,T; L (T5)) N Q

Preuve. Soit la fonction Fj : [0,7] x L*>® (I'3) — L*>° (I'3) définie par

F (8,85) = = (38 () [(=R (s (1))),]" ~ <0

Soient 1,0, € L™ (Fg) (Ofl 051_ =0, 1 =1, 2)

+

En utilisant (2.9)-(2.12) et (2.13), On obtient :

B (1,00) = Fa (6,02)] = | (5,00 [(=R (s ()] = 20) = (702 [(=F (s (1)).]" — )

< |0y = b2 peery
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Donc Fy est Lipchitzienne par rapport au second argument ¢. D’autre par Fj est
uniformément continue par rapport au temps t. En outre pour tout § € L* (I's),
I'application ¢ — Fj(t,05) appartient a L* (0,7 L> (I'3)). Alors le théoréeme de
Cauchy-Lipschitz entraine I’existence d’une fonction unique
05 € WH>(0,T; L> (T'3)), qui satisfait (2.30) et (2.31).
L’appartenance de 65 a l'espace ) est une conséquence de (2.30), (2.31) et de I'hypo-
these 0 < B, < 1 pour tout, t € [0,7]. En effet ; ’équation (2.30) implique que pour
pesque tout point = € I's, la fonction ¢ — 05 (2, t) est décroissante, dérivable et s’an-
nule quand 7,05 [(—R (ug, (t)))+}2 < €4, €t tenant compte de 'inégalité 0 < 5, < 1,
on déduit que O3 € ). =

(iii) Dans la troisiéme étape, pour tout J € ), on note par ug la solu-
tion du premier probléme variationnelle, par 03 la solution du deuxiéme

variationnelle probléme et on définit 'opérateur A : ) — @ par :
AB = 03. (2.32)
Lemme 2.4 L’opérateur A, admet un point fize unique 5*.

Preuve. On note par u;, la solution du Probleme PV'1 et par 6; la solution du
Probléeme PV2, pour 8 = 3,,i = 1,2.

Soit t € [0, 7], en utilisant (2.24) et (2.26), on obtient

(F (e (ur (t) — F (e (u2(2)))) € (ur () —uz ()5 <
c|By (t) — By (t)|L2(F3) ur () — w2 (8)y,
En utilisant le fait que F' est fortement monotone, I'inégalité de Korn et ’équivalence

des normes |.|y,, |.| 5 on aura

ur (1) —uz D)}y, < c[By (8) = By (¢ )|L2(F3 (2.33)

/rul —uy (s)l, ds <c/\51 ()] sy s
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Et on a de (2.30) et (2.31)

Donc :

|01 (t) ) (t)|L2(F3) <
t

e [ 03 6) [ R uns (51,17 = 62.5) [(= R (03, ().

0

2

ds

L2(T3)

En utilisant maintenant la définition de trancature (2.9) et ’égalité 6; = (61 — 03)+0,

on obtient :

t

00) = 00 ey < 102(5) = ()] sy s +

0
t
te / s (5) — i (5)] ey 5
0

En utilisant maintenant le lemme de Gronwall (voir Lemme A.11 page 53), on obtient :

010 = 02 Ol < [ s () = ua (5} (230

En utilisant (2.32) et (2.34), on obtient :

t

IABy (6) = ABy (B)l ey < / s (5) — g (3)], ds
0
De (2.33) on trouve :

t
[ABy () — AB, (t)|L2(I‘3) < C/ |81 (s) = Ba (S)|L2(F3) ds (2.35)
0

En notant par AP la composée d’ordre p de 'opérateur A, il découle de (2.35)

t v q
|APS, _Ap52’c(0,T;L2(F3)) < c”/// |18, — 62|C(0’T;L2(F3)) dr.....ds
0 0 0

——

p intégrales
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Pour tout ¢ € [0,7] et p € N, cette inégalité donne alors

cPTP

|Ap51 - Ap52|0(0,T;L2(F3)) < p!

1By — 62|C(O,T;L2(F3)) Vpe N (2.36)

L’inégalité (2.36) montre, pour p assez grand, que 'opérateur AP est contractant dans
I'espace de Banach C (0,T; L? (I'3)) . Puisque @ est un sous-espace fermé non-vide de
I'espace de Banach C'(0,T; L?(T'3)), alors AP est une contraction de @) dans @, donc
AP admet une seul point fixe 8% € Q. Par conséquent 'opérateur A admet un seul
point fixe f* € Q). =

(iv) Dans la quatriéme étape on utilise les trois lemmes précédents
pour démontrer ’existence et ’unicité de la solution faible du probléme
mécanique.

Preuve.
Existence : Soit 8* le point fixe de A et u* la solution du premier probléme auxiliaire
(probléeme PV'1), pour 8 = %, c.a. d u* = ug-.
Des arguments similaire a ceux utilisés dans la preuve de l'inégalité (2.32), nous

conduisent a 'inégalité
ut — u3y, < c|B] — 6;|L2(F3) Vi1, ts € [0, 7] (2.37)

Puisque 3 = 04+, il s’ensuit du lemme 2.3 que 5* € WH(0,T; L>(T3)).
L’inégalité (2.37) entraine que u* € W1*°(0,T;V). Maintenant de (2.24), (2.30) et

(2.31) nous concluons que (u*, 5*) est une solution du probléme PV ayant la régularité
u* € Wh(0,T; V), B € Wh=(0,T; L (T's))

Unicité : L’'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de
I'opérateur A et de I'unicité de la solution du premier probléme auxiliaires (Probléme
PV1) ainsi que celle du deuxiéme probléme auxiliaire (Probleme PV2).

En effet ; soit (u, #) une solution du Probléme PV'1, ayant la régularité
u e Wh(0,T; V), B e Wh=(0,T; L™ (T's))
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Comme € @, il résulte de (2.21) que u est solution du probléme PV'1, mais le
lemme 2.2 implique que ce probléme auxiliaire admet une solution unique notée ug,

donc on a :

u = ug (2.38)

En mettant u = ug dans (2.22) et en utilisant la condition intiale (2.23) on voit bien
que [ est une solution du second probléme auxiliaire (probléme PV'2), mais le lemme

2.3 implique que ce probléme admet une solution unique 63, donc on a :
p=10s (2.39)
En appliquant Popérateur A, défini auparavant, a 1’égalité (2.25), on obtient :
AB=p (car A est contactant sur ’espace de Banach Q).

Mais d’apres le lemme 3.4, opérateur A admet un seul point fixe 3%, par conséquent

on a :

B=p" (2.40)
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE CONTACT AVEC ADHESION ET

COMPLIANCE NORMALE

Nous considérons dans ce chapitre un probléme quasi-statique de contact entre
un matériau déformable et une fondation déformable. La loi de comportement du
matériau est élastique non-linéaire.

Le contact est avec adhésion et compliance normale et ’évolution du champ d’adhé-
sion est décrite par une équation différentielle non-linéaire du premier ordre.

Ce chapitre est divisé en trois section. Dans la premiére section nous décrivons le
probléme mécanique et nous donnons les hypothéses nécessaires pour 1’étude varia-
tionnelle de ce probléme mécanique. Dans la seconde, nous établissons sa formulation
variationnelle et nous démontrons dans la troisiéme section, ’existence et 'unicité de
la solution variationnelle en utilisant un théoréme sur les inéquations variationnelles
elliptiques, le théoréme de Cauchy-Lipschitz, un lemme de Gronwall ainsi que le point

fixe de Banach. Ce chapitre a fait 'objet de la publication [31].
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3.1 Formulation du probléme mécanique et hypo-
théses

Le contexte physique est le suivant :
On considére un matériau élastique qui occupe un domaine borné 2 de RY, (N =
2,3, pour les applications) de frontiére I', suffisamment réguliére, divisée en trois
parties disjointes et mesurables I'y, I'y et I's, telles que mes (I';) > 0. Soit [0,7] un
intervalle de temps et T > 0. Le matériau est supposé fixé sur la partie I'y, c’est-
a~dire le champ des déplacements est nul sur I'; x |0, T, de sa frontiére. Des forces
volumiques et surfaciques de densités fy et fy, agissent respectivement dans Q x 0, T'[
et sur I'y x |0, 7. Sur I'; x |0, 7] le matériau est en adhésion sans frottement avec
une fondation déformable. En outre, le processus est quasi-statique et I’évolution du
champ d’adhésion 3 est décrite par une équation différentielle non linéaire.
Sous ces hypotheéses, le probléme mécanique considéré se formule de la fagon suivante.
Problem P : Trouver un champ de déplacements u : Q2x [0, 7] — RY et un champ

des contraintes o : 2 x [0,7] — Sy et un champ d’adhésion 5 : I's x [0,7] — [0, 1]

tels que :
o = F(e(u(t)  dans Qx]0,T] (3.1)

Divo+fy = 0  dans Q x]0,T] (3.2)

u = 0  surlyx]0,T] (3.3)

ov = fy sur Ty x]0,T] (3.4)

0, = p(w) =70 (~R(w)),  surTsx]0.7] (35)

o, = 0 surTsx]0,T] (3.6)

Bo= —[WAlCR@)L) —a]  swTaxlor[  (37)

B(0) = B, surly. (3.8)

L’équation (3.1) représente la loi de comportement élastique non linéaire. La relation

(3.2) représente ’équation d’équilibre. Les équations (3.3) et (3.4) sont les conditions
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aux limites de déplacement-traction et (3.5) — (3.7) représentent les conditions aux
limites de contact avec compliance normale et adhésion ot p, est une fonction positive

donnée, v, est un coefficient donné et R est une fonction de troncature définie par :

L sis>L
R(S) = s si ‘3’ <L (39)
—L sis<-—L

ou L > 0, est la longueur caractéristique du champ d’adhésion, au-dela duquelle il
n’offre pas de tractions supplémentaires. L’introduction de la fonction R, définie ci-
dessus, est motivée par un argument mathématique mais en termes d’applications,
elle n’est pas une restriction, car aucune restriction ne sera faite sur la longueure L.
Ainsi, en choisissant L trés grande, on peut supposer que R (u,) = u,. La condition
(3.6) indique que le contact est sans frottement car la contrainte tangentielle est nulle
sur la surface de contact durant le processus. L’équation différentielle (3.7) décrit
I’évolution du champ d’adhésion ou les parametres v, et €,, sont donnés. Enfin dans

Iégalité (3.8), 5, représente la valeur initiale du champ d’adhésion.

Hypotheéses.

.
Nous supposons que I'opérateur d’élasticité F': €2 x Sy — Sy satisfait les hypothéses suivantes

(a) Im > 0 tel que (F (z,e1) — F (x,63)). (61 — €2) > m ey — o
p.p.-x €Q Ve, e €Sy
(b) AL > 0 tel que |F (z,e1) — F (z,82)| < L|ey — &9
Vei,60 € Sy p.p. ¢ €0
(¢c) x — F (x,¢€), est mesurable sur € pour tout € € Sy

(d) z — F(xz,0ny) € H

(3.10)
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la fonction compliance normale p, satisfait les hypothéses suivante
(@) p,: T3 xR — R, tel que
(b) 3L, > 0 tel que |p, (x,71) —pu (z,72)| < Ly |ry — 19
pp.-r€Q  VrireR
(¢) (pv(z,r1) =Py (x,72)) (r1 —712) 2 0

pp-r €  Vry,reR

(3.11)

(d) © — p, (x,r), est mesurable sur I's pour tout r € R

(e) p,(x,r) =0 Vr <0, p.p.xely
\

Les forces volumiques fj et surfaciques fo satisfont :
fo € WE(0,T; H),  fo € WH(0,T; L*(Ty)N). (3.12)

Nous supposons que les coefficients d’adhésion satisfont :

v, € L*(T3), v,>0 p.p. surls. (3.13)

€, € L*(T3), ¢>0 p.p.sur s

Finalement la donnée initiale /3, satisfait :

By € L?(T'3),0 < By <1, p.p. sur I, (3.14)

La fonction v — (fo (t),v) g + (f2 (£) ,0) f2(r,)v €st une forme linéaire et continue sur
V', il résulte grace au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet 1'existence d’un

élément unique f(t) € V, tel que :

(F (), 0)y = {fo(t),v)g + {f2(t),0)p2pyn Yo €V, t €[0,T] (3.15)

Ou (3.12) entraine que :
fewr=(0,T;V) (3.16)

Enfin on définit la fonctionnelle d’adhésion j : L (I's) x V x V — R par :

§ (B, v) = — / 7,82 [~ R ()], vyds. (3.17)
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Et la fonctionnelle de compliance normale : k: V' x V' — R par :

k (u,v) —/F Py () v,ds. (3.18)

Remarque 3.1 On remarque que j et k sont linéaires par rapport au dernier argu-

ment et donc

Jj(Byu,—v) =—j(B,u,v), k(u,—v) = —k (u,v). (3.19)

Ensuite, en utilisant (3.17), ainsi que les propriétés de (3.9) de I'opérateur de tronca-

ture R, on trouve

j(517U17U2 - ul) +7J (52#2;“1 - U2) <c |B1 - 62| |U1 - u2| ds. (3-20)
s

En utilisant le fait que

vl 2y < clvl, YveV.

On obtient

J (ﬁl,ul,m - Ul) —|—j(62,u2,u1 - UZ) < C|Bl - 62|L2(F3) |u1 - u2|v' (3-21)
Des calculs similaires, basés sur la continuité de R, nous donnent 'inégalité suivante :
17 (8, ur,0) = j (B, u2,0)| < clug — usly, Jvly, (3.22)

Nous prenons maintenant 5 = 3, = 35, dans (3.21) pour déduire
J (B ur,ug —uy) + j (B, ug, up — ug) <0 (3.23)

Nous prenons u; = v et us = 0 dans ( 3.23), ensuite nous utilisons 1’¢galité R (0) = 0
et (3.19) pour déduire que :
j(B,v,v) 20 (3.24)
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Maintenant, nous utilisons la définition de la fonctionnelle de compliance normale

(3.18), on montre facilement que :

|k (u1,0) = k (ug, )] S/ [Py (w1y) = pu (uz)] |vu| ds

T's

Et donc de (3.11) (b), on obtient :
|k (u1,v) =k (ug,v)| < clug —usly vl - (3.25)
La définition (3.18), montre que :

k(uy,us —uy) + k (ug, uy —ug) = / (pv (u1) — pu (u2y)) (u2y — w1, ds.

I's

En utilisant (3.11) (¢), on obtient :
k’(UhUQ —Ul) +kI(UQ,U1 —Ug) S 0. (326)

En prenant u; = v et uy = 0 dans I'inégalité précédente et en utilisant (3.11) (e) et
(3.19) on obtient :
k(v,v) > 0. (3.27)

3.2 Formulation variationnelle du probléme méca-
nique

En appliquant la formule de Green et en utilisant I’équation d’équilibre et les
conditions aux limites, on déduit facilement la formulation variationnelle suivante du
probléme mécanique P (Probléme P).

Probléme PV : trouver un champ de déplacement w : [0,T] — V et un champ

d’adhésion [ :[0,T] — L™ (I's) tels que :

(F'(e(u(t)),e(w—u(t)))y+5B),u(t) v)+ku(t),v)=
=(f(t),v—u(t), YveV,te|0,T]

(3.28)

B =~ (WBO[R@ )] ~e) pp telT)  (329)
B(0) =By (3.30)



3.3 FExistence et unicité de la solution faible

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (3.10) — (3.14), le probléme variationnel (Pro-

bleme PV') admet une solution unique (u, (), qui satisfait :
u € WhH(0,T;V), BeWhe(0,T; L=(I'3)) N Q (3.31)

La démonstration de ce théoréme sera faite en quatre étapes.
() Dans la premiére étape nous considérons le probléme auxiliaire suivant

dans lequel B € (), est donné.

Probléme PV1 :Trouver un champ des déplacements ug : [0,7] — V tel que :

(F (e (ug (1)) € (v)g 7 (B(E) yug (t) ,0)+k (ug () ,v) = (f () ,v)y, Vv eV, tel[0,T]
(3.32)
La solution unique du probléme auxiliaire (Probléeme PV1) est donnée par le résultat

suivant :
Lemme 3.3 : Le probléme PV1 admet une solution unique ug € C([0,T];V).

Preuve. Supposons que § € @ est donnée et soit ¢t € [0,7]. Nous considérons

l'opérateur A, : V — V défini par :
(A, )y = (F (2 (w(t) e )y + (B (1), u(t),v)+k(u(t),v) YuveV (3.33)
Soient uy,us € V On a :
(Aruy — Agug, uy — ug)y = (F (e (u1)) = F (e (u2)) & (1 — u2))y,

+] (ﬁaulaul _UZ) _j(57u27u2 —U1) +k(u17u1 —UQ)+k(U2,U2 —U1)

En utilisant (3.26), (3.23), (3.10) (a), I'inégalité de Korn et 1’équivalence des deux

normes ||y , |.|;,, on montre que :

(Arur — Az, uy — uz)y > cluy — ualy,
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C’est-a-dire 'opérateur A; est fortement monotone.

Soient uq,us, v € V. Nous avons :

[{(Avur = Agug, v)y | < [{F (e (ur)) = F (e (ua)) € (0))y| +

+ |] (ﬁvulvv) -7 (Bau%v)l + |k (Ul,’l}) —k (UQ,?J)|
Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (3.10) (b) et (3.22), (3.25), on obtient
[(Apuy — Atu2v”>v| <clu — “2|V

C’est a-dire 'opérateur A; est de Lipschitz comme U est un sous-ensemble convexe

fermé et non-vide de V, alors il existe un unique élément ug tel que :
ug € U, (Aug,v)y, = (f,v), ,YveU
Ceci est équivalent a :

ug(t) € U, (F (e (up (1)) € (0)y 47 (B (), up (1), 0)+k (ug () ,0) = (f (1), v), VoeU,tel0,T

Nous montrons maintenant que ug € C([0,T]; V).
Soient t1, to € [0,77], et notons respectivement ug (t;), 3 (t;), et f(t;) par w;, (3, et

fi (pour i = 1,2).0n aura :
(F'(e(u1) — Fe(ug)),e(ur —ug))y, = (f1 — foyur —uz)y + 5 (Br,ur,ug —wa) +
+7 (By, ug, w1 — ug) + k (u1, us — ur) + k (ug, u1 — us)

En utilisant (3.10) (a) et (3.26), (3.21) dans cette égalité, I'inégalité de Korn et le fait
que les deux normes |.|, et ||, sont équivalentes sur V', et I'inégalité de Cauchy-

Schwarz on obtient :

o = usly < ¢ (1fy = foly + 181 = Balpaqry) (3:34)

De 'inégalité précédente, du fait que 5,, 3, € @ et de la régularité des fonctions f;

et fo donné par (3.16), on déduit que ug € C([0,T];V). =
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(ii) Dans la seconde étape nous utilisons le champ de déplacement ug,
obtenu par le Lemme 3.3 et nous considérons le deuxiéme probléme auxi-

liaire suivant :

Probléme PV2 : Trouver un champ d’adhésion 6; : [0, 7] — L*> (I'3) tel que :

05 (1) = = (105 () [(~R (us (1), ] <) D t€OT[  (339)

05 (0) = By (3.36)

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.4 Le probléme PV2, admet une solution unique 03, ayant la régularité :
05 € WH®(0,T; L (I'3)) N Q (3.37)
Preuve. Soit la fonction Fjp : [0,7] x L* (I's) — L*>° (I'3) définie par :

Fy (t.62) = = (3,05 (1) [(=R (s, (1),]" — )

n
Soient 61,6, € L (I's) (ou 0; = b5, i =1,2)

En utilisant (3.9) et (3.13), On obtient :

B (1,00 = F (1,09 = | (300 [~ (s (10)).17 = <) = (30 [~ R (s (11)),)° )

< clby = Oof oo ry)

Donc Fj est Lipchitzienne par rapport au second argument 6.

D’autre par Fj est uniformément continue par rapport au temps ¢ et pour tout

05 € L (I's), application t — Fj(t,03) appartient a L> (0,7 L™ (I's)) . Alors le
théoréme de Cauchy-Lipschitz entraine ’existence d’une fonction unique

65 € WH>(0,T; L™= (T'3)) qui satisfait (3.35) et (3.36).
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L’appartenance de 63 a ’espace @) est une conséquence de (3.35), (3.36) et de ’hypo-
these 0 < B, < 1 pour tout, t € [0,T]. En effet ; ’équation (3.35) implique que pour
presque tout point x € I's, la fonction t — 05 (x,t) est décroissante, dérivable et s’an-
nule quand 7,85 [(—R (ug, (zf)))JJ2 < g,, et tenant compte de I'inégalité 0 < 5, < 1,
on déduit que O3 € ). =

(iii) Dans la troisiéme étape, pour tout 5 € ), on note par uz la solution
du Probléme PV1 et par 03 la solution du Probléme PV2, en outre on

définit 'opérateur A : () — (@ par :
AB =03 (3.38)
Lemme 3.5 L’opérateur A, admet un point fize unique 5~.

Preuve. Il suffit de montrer, que pour tout entier positif p, 'opérateur AP est
contractant sur (). Pour cela supposons que (3;, (i = 1,2) sont deux fonctions de @
et notons par u; et 0; les fonctions obtenues respectivement dans le lemme 3.3 et le
lemme 3.4, pour = f3;, i =1,2.

Soit t € [0, 7], en utilisant (3.32), (3.21) et (3.26), on obtient :

(F (e (ur (1)) = F (e (u2 (1)) & (ua (£) — w2 (£)))y, <
c[By (t) — Ba (t)‘LQ(Fg) ur () — u2 (¢)]y,
En utilisant le fait que F, est fortement monotone, 'inégalité de Korn et I’équivalence

des deux normes |.|y, |.|5, sur V, on obtient :
|t () — w2 (B)]y, < c|By (1) — By (t )|L2(F3 (3.39)
Ceci implique
/m s wm<4wl 2 (5)] 2oy s (3.40)

D’autre part il s’ensuit de (3.35) et (3.36)

t

0:0) =By~ [ (189 (Rl (1))~ ) ds i=1.2

+
0
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Donc :

|01 (t) — 0y (t>|L2(F3) <

t

c / 01() [(= R (s ()] = 02 (5) [(= R (s (), ]°

0

ds

L2(T3)

En utilisant la définition (3.9) et 1’égalité 6; = (6; — 03) + 02, on obtient :

t

020 =0 Ol < e f 1006) = 03Oy ds+
0
t

—l—c/ [uty (8) = uaw (8)| 2 (ry) ds

0

En utilisant maintenant un lemme de Gronwall et le théoréme de trace de Sobolev, il

résulte que :

t

101 (t) = 02 (t)| L2y < C/ ut (s) — ua ()| po(ry) ds (3.41)

En utilisant la définition (3.38) dans 'inégalité précédente on obtient :

IAB (8) — ABy (B)] e, / s (5) — a ()] ds (3.42)

En combinant (3.40) et (3.42) on déduit que :

|ABy (1) — APy (t |L2 /Wl )|L2 (T's) ds

En réitérant cette inégalité pour ¢ temps donnés dans [0, 7], on obtient :

t v q
[NPB1 = APBslcqorizams)) < Cp/// |81 = Balcorr2(ry)) dr-----ds

——

p intégrales
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C’est-a-dire dire :

cPTP

’Apﬁl - Ap62|c(o,T;L2(r3)) < T |51 - ﬁ2|C(0,T;L2(F3)) VP € N. (3'43)
Et comme lim CppT,P = 0, alors (3.43) entraine, pour p assez grand, que 'opérateur A?
p—oo P’

est contractant dans I'espace de Banach C'(0,T; L? (T'3)). Comme @ est un sous es-
pace fermé non vide de I’espace de Banach C (0, T; L? (T's)) , alors AP est une contrac-
tion de @@ dans ). Le théoréme de point fixe entraine que AP, admet un seul point
fixe 8* € Q. Par conséquent A admet un seul point fixe 5 € (). m

(iv) Dans la quatriéme étape, on utilise les trois lemmes précédents
pour démontrer I’existence et 'unicité de la solution faible du probléme
mécanique.

Preuve.
Existence : Soit 5* le point fixe de A et u* la solution du premier probléme auxiliaire
(Probleme PV'1), pour g = %, c.a.d. u* = ug-.
Des arguments similaire a ceux utilisés dans la preuve de l'inégalité (3.39), nous

conduisent & 'inégalité
up — uzly, < c|By — 6;|L2(r3) Vi, t2 € [0, 7] (3.44)

Puisque 3 = 04+, il s’ensuit du lemme 3.4 que 5* € WH(0,T; L>(T3)).

L’inégalité (3.44) entraine que u* € Wh*°(0,T; V). Maintenant de (3.32), (3.35) et
(3.36) nous concluons que (u*, 5*) est une solution du Probléme PV ayant la régularité
(3.31).

Unicité : L’'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de
I'opérateur A et de I'unicité de la solution du premier probléme auxiliaires (Probléme
PV1) ainsi que celle du deuxiéme probléme auxiliaire (Probleme PV2).

En effet ; soit (u, ) une solution du Probléeme PV, ayant la régularité (3.31). Comme

B € Q, il résulte de (3.28) que u est solution du Probléme PV'1, mais le lemme 3.3
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implique que ce probléme auxiliaire admet une solution unique notée ug, donc on a :
U= ug (3.45)

En mettant u = ugz dans (3.29) et en utilisant la condition initiale (3.30) on voit bien
que [ est une solution du second probléme auxiliaire (Probléme PV'2), mais le lemme

3.4 implique que ce probléme admet une solution unique 63, donc on a :
B =0s (3.46)
En appliquant opérateur A, défini auparavant, a 1’égalité (3.46), on obtient :

A =0 (car A est contactant sur ’espace de Banach Q).

Mais d’apres le lemme 3.5, Popérateur A admet un seul point fixe 3%, par conséquent

on a :
=0 (3.47)

L’unicité de la solution faible du probléme mécanique est maintenant une conséquence

de (3.45) et (3.47). m
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Conclusion et perspectives

Apres ’étude de ces deux problémes de contact, on peut tirer les conclusions sui-
vantes :
e Il y a une variété d’hypothéses lors de la modélisation des phénomeénes de contact.
e La prise en compte des différentes conditions aux limites de contact et des lois
de comportement, de plus en plus complexes, conduit a des modéles mathématiques
nouveaux et non standards.
e En général, le systeme d’équations aux dérivées partielles, associé aux conditions
aux limites et aux conditions initiales, obtenu a I’étape de modélisation, n’admet pas
de solution classique. La raison réside principalement dans les non-linéarités prises en
considération dans la description du contact. Pour palier a cette difficulté et dans le
but de donner un sens au modéle mathématique obtenu, on est obligé de passer par la
formulation faible (dite parfois formulation variationnelle) du modéle mathématique.
Cette formulation faible a I’avantage de prendre en considération d’une maniére in-
trinséque les frontiéres libres et les différentes conditions aux limites et bien souvent
elle conduit a des inéquations variationnelles.
e Il serait intéressant de compléter ’étude des deux problémes de contact avec une
étude des propriétés de la solution (dépendance de la solution par aux données du

probléme) et aussi une étude numérique.
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e Dans les deux problémes étudiés, nous avons supposé que le matériau déformable
était bloqué sur une partie de sa frontiére, ce qui nous permet d’appliquer 'inégalité
de Korn. On peut étudier ces deux problémes ou cette condition de blocage n’existe
pas. Dans ce cas 'inégalité de Korn n’est pas vérifiée par conséquent la solution n’est
pas unique et les méthodes de résolution de ces deux problémes de contact différent
alors de celles utilisées.

e Enfin, ’étude menée dans cette thése pourrait étre étendue aux grandes déforma-
tions et par conséquent a des applications industrielles plus réalistes.

e On peut aussi étendre les espaces fonctionnels d’étude de ces problémes de contact

a des espaces qui ne sont pas Hilbertiens (espace de Banach par exemple).
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ANNEXE A

Annexe

Afin de faciliter la lecture de cette thése, il nous est paru utile de rappeler, quelques
¢éléments d’analyse non-linéaire dans les espaces de Hilbert et des résultats concer-
nant les inéquations variationnelles elliptiques. Ensuite on y introduit les espaces de
distributions et les espaces de Sobolev associés aux opérateurs de déformation et di-
vergence et on présente 1'espace de Sobolev W' (0,T; X), on rappelle le théoréme
de Cauchy- Lipschitz et un lemme de Gronwall. Pour plus de détails sur cette annexe

on revoie le lecteur aux références [1], [4], [7], [19], [28] et [29].

A.1 Analyse non linéaire dans les espaces de Hil-
bert

Dans cette section nous rappelons quelques notions fondamentales sur les espaces

de Hilbert.

Définition A.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

scalaire : (.,.); : H x H — R et complet pour la norme associée :
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1

Nous avons l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

Vu,v € H : |(u,v) 5| < |uly|v]y (A.1)

Définition A.2 : On appelle dual de l’espace H et on le note H', I’espace des formes

linéaires et continues sur H. Le produit de dualité est noté (.,.) . ;5 et vérifie :

{<gav>H/><H‘ < |9|H/ |U|H Vv e H (A.2)

ol |.| g est la norme dans H', définie par :

7U !
|g‘H = sup |<g >H ><H‘
vEH v#£0 |U|H

Théoréme A.3 (théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)
Soient H un espace de Hilbert et ¢ € H', alors il existe un élément unique f € H, tel

que :

(0, V) gy = (fr0) g Yve H (A.3)

De plus on a :

|f’H = "P’H'

A.2 Opérateur fortement monotone et inéquations
variationnelles

Définition A.4 : Soit A: H — H un opérateur non linéaire, ot H est un espace

de Hilbert.
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(1) On dit que Uopérateur A est fortement monotone, s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u — ), = m|u— vy Vu,v € H. (A.4)
(11) A: H — H est de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que :
|Au — Av|; < M |ju— vy Vu,v € H. (A.5)

Soit A: H — H un opérateur non linéaire, ¢ : H — ]—00, +00], une fonction
propre et f € H. Un bon nombre de problémes aux limites ainsi qu’en mécanique des
milieux continus ont un rapport avec les deux problémes mathématiques suivants :

Trouver u tel que
uwe K, (Au,v —u)y = (f,v—u)y Vv e K (A.6)

Ou K est un sous-ensemble convexe fermé et non vide. Le probléme (A.6) est appelé
inéquation variationnelle elliptique de premier espéce sur H

Trouver u tel que :
uwe H, (Au,v—u)y+o (V) —¢(u) = (f,v—u)y Yve H (A.7)

Le probleme (A.7) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce

sur H.

Théoréme A.5 : Soient H un espace de Hilbert et A : H — H un opérateur for-
tement monotone et de Lipschitz. Alors pour tout f € H, linéquation variationnelle

(A.7) admet une solution unique. En outre la solution dépend contindment- Lipschitz

de f.
Pour la preuve de ce théoréme voir [26], page 72.

Remarque A.6 Le probléme (A.6) est un cas particulier du probléme (A.7). en effet

prenons @ = 0 dans (A.7)

Donc la démonstration du théoréme d’existence et d’unicité de ce probléme est la

méme que celle du probléme (A.7).
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A.3 FEspaces fonctionnels utiles

Quand on veut résoudre un probléme aux limites en cherchant une autre formu-
lation du probléme, on est amené a introduire des espaces dans lesquels vont étre
contenues des informations utiles.

Nous donnons ici quelques espaces fonctionnels nécessaires dans 1’étude de nos deux

problémes de contact.

Espaces de Sobolev H'! () et espaces liés aux opérateurs de déformation
et divergence
Soit 2 un ouvert de R,

On note par :

D = {¢=(p) /9 €DQ),i=1,N} =D(Q)"
D' = {90 = (%‘j) /%’j =@ € D(Q), i,J = L_N} = D(Q)fsVXN
D = {u=(w) u€D(Q),i=1N} =D Q"

D, = {0’ = (O-ij)/o-ij = aji c D/(Q), ’L,j = 1,N} = D/(Q)NXN

S

Ou D(R) représente ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et & support
compact dans 2 et D’'(§2) P'espace des distributions sur €.

les produits de dualité entre D et D', D’ et D seront définis par :
<U’7 U>D’><D = <ui’ Ui>
<Ua 90>D'xD = <Uij7902‘j>
L’espace H'(Q) = {ue L*Q): u e L*(Q),i=1,N}. est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire :
(U, 0) 1) = (U V) 2y T (Oith, Oi0) 2 Yu,v € L*(Q)

Et la norme associée

1
2

0l 0 = ({00
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On note par Hj () I'adhérence de D(Q) dans H'(2). H}(Q) est un sous-espace fermé
de HY(Q).
On note aussi par :
H = {u=(y):we€Ll*Q),i=1N}=[L*Q)]",
H = {o=(0y) /oy =05 € LXQ),i,j =T, N} = [L2(Q)] "
On munit les espaces H, H des produits scalaires suivants :
(u,v)y = /Quivid:v Yu,v € H
(0,7)y = /Quivz-dx Yo, 7 € H

Les espaces (H, (.,.)y), (H,(.,.);;) sont des espaces de Hilbert et leurs normes sont

définies de la facon suivante :
1

lul,; = (/Q |u|2dx) Yue H ; |of,, = </ﬂ |0|2dx) Vo € H

Et nous avons les relations :
(U, v) i = (U, ) pry p Yuec HyiveD, (o,7)y=(0,T)p YVoeH, 7€ D
Et les inclusions suivantes :

DcHcCD : DcHcCTD

Espace lié a opérateur de déformation
L’espace Hy = {u € H, tel que : e(u) € H} lié a 'opérateur de déformation ¢, est un

espace de Hilbert, pour le produit scalaire :
(u,v) gy, = (u,v) y + (e (u) ;€ (v))y Yu,v € Hy (A.8)
Et la norme associée
ulfy, = lulfy +le (W, Yue H (A.9)
Ou lopérateur de déformation linéarisé € est défini par :

1 -
e:H—H, 5(u):5ij(u):§(8ju,-—|—8iuj) Vi,j=1,N, Yue H
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Espace lié a I’opérateur divergence
L’espace Hy = {0 € H, tel que : divo € H} lié a 'opérateur divergence div, est un

espace de Hilbert, pour le produit scalaire :
(0,7)y, = (0,7)y + (dive, divt) Vo, 7 €'H (A.10)
et la norme associée
|0|3{1 = |o|3, + |divo|%, Vo e H (A.11)
Ou opérateur divergence est défini par :

div:H— H, dive = 0;0;; Vi,j=1,N, VYoeH

Nous avons aussi les inclusions suivantes :

DCH,CHCTD

Quelques propriétés sur les espaces H;, et H; :

luly < fuly, e (u)|y < le (u)ly, Yue H

ol < ol |divo|y < |diva|y, Vo € H,

Théoréme de trace, formule de Green et inégalité de Korn
Soit 2 un ouvert de RY (N = 1,2, 3) de fronti¢re I de classe C* par morceaux, nous

avons le théoréme suivant.

Théoréme A.7 (Théoréme de trace) : Il existe une application linéaire et continue

v Hy — L2 (D)Y vérifiant 'égalité
~\N
yw=vr Yve C(Q)

Sl n'ya pas d’ambiguité a craindre, on écrit v au liew de yv. En outre, il existe une

constante c, strictement positive dépendant seulement de €2, vérifiant :

V] 2y < elvly, Vv € Hi
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Nous rappelons que I’application de trace v : H; — L2 (F)N, n’est pas surjective.
Limage de H;, par cette application est notée Hr, ce sous-espace s’injecte contintiment
dans L2 (). Désignons par H}. le dual de Hr, et {.,.) Hyxup 1€ produit de dualité
entre H{. et Hr.

Pour tout ¢ € HJ. et Hr, il existe un élément noté ov € Hi. tel que :

<UV77U>H1L><HF = (0,¢e(u))y + (divo,u) Yu € Hy, Yo € H,; (A.12)

NxN .

Et sio e C' (Q), {o0=(0y):0i=0;,€C*(Q),4,j=1,N}, nous avons la

formule.

(au,’yu>H/FxHF = /Juu ds Yu € Hy
r

Donc, si o est assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green ) :
(0,e(u))y + (divo,u); = /O’VU ds  Yue H,, YoeH
r

Soit maintenant I' = I'y U Ty, I'1 N I'y = &, une partition de I’

Théoréme A.8 (inégalité de Korn)
Soit mesure I'y > 0. Alors, il existe une constante ¢ > 0, qui dépend de §2 et 'y telle

que :

le(u)ly = cluly, YueV (A.13)

ou V' est un sous-espace fermé de Hy, défini par :
V=4{ue H :yvu=0 p.p. surlq}
et le produit scalaire dans V' est défini par :
(u,v), = (e (u),e(v))y Yu,v eV
Pour la démonstration de ce théoréme voir [19], page 79.
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Remarque A.9 Grice a linégalité de Korn, on peut vérifier facilement que les
normes |.|y, et .|y , sont équivalentes sur V. par conséquent (V. |.|;,) est un espace de
Hilbert. En outre du théoréme de Sobolev et de l’équivalence des mormes |.|,, et ||y,

on déduit l’existence d’une constante ¢ > 0 qui dépend de ), T'y et I's, telle que :
V[ p2qgyy Sclvly, Vv eV

A.4 FEspace des fonctions a valeurs vectorielles

Soient |.|y et (.,.)x la norme et le produit scalaire d'un espace de Hilbert X et
T>0.

pour p € [1,00]. On définit 'espace
W(0,T; X) = {u € D'(0,T; X)/D;u € LP(0,T; X) pour j = 0,1}

Ou D; désigne la dérivée d’ordre j au sens des distributions.
WLP(0,T; X) est un espace de Sobolev pour la norme
1/p

T
o = ([ @B ar+la@la)  sit<p<.
0

D’autre part W1°°(0,T; X) est un espace de Sobolev pour la norme

’u|W1ﬁ°°(O,T;X) = max {|U <t>’L°°(0,T;X) + i (t>|L<>O(0,T;X)} sl p = o0.
et nous dénotons par C ([0, 7] ; X) 'espace des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs

dans X, et de norme

|x|c([0,T];X) - trerf(%)T(] 7l

Ainsi nous dénotons par C*! ([0,7]; X) I'espace des fonctions dérivables est leurs dé-

rivées appartiennent a C' ([0,7]; X) et de norme :

Zle o) = nax 2|y + nax 2] x
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Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme A.10 Soient (X,|.|) un espace de Banach réel et F (t,.) : X — X un

opérateur défini presque partout. sur]0,T[, qui satisfait les conditions suivantes :

1) Il existe Lp > 0 tel que |F (t,z) — F (t,y)|x < Lrlz —y|ly Vo,ye X, pp.t€]0,T]

2) Il existep > 1 tel quet — F(t,x) € LP(0,T;X) Vze X.
Alors pour tout xo € X, il exite une fonction x € W(0,T; X) telle que

z(t)=F(t,xz(t) p.p.t€]0,T]
x(0) =z

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [29], page 60.

Lemme de Gronwall
Lemme A.11 Soient f, g € C ([0,T],R),a € Ry et ¢ € C([0,7],R)
t t
Si o) < at [ fe)ds+ [ gls)e(s)ds, te0.1]
0 0
t t
Alors ona : ¢(t) < (a—l—/ f(s)ds) exp/ g(s)ds, tel0,T]
0 0
Pour le cas particulier f =0, ce lemme devient :

Corollaire A.12 Soient g € C([0,T],Ry),a € Ryet ¢ € C([0,7],R) alors :

Si p(t) < a—l—/og(s)cp(s)ds, te[0,T]

t
Alors ona ¢(t) < aexp/ g(s)ds, te€0,7T]
0
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Résumé

Le but de cette these est I’é¢tude de deux problémes aux limites de contact. Le premier est le
contact avec adheésion et sans frottement entre un matériau élastique non-linéaire et une
fondation rigide. Le deuxiéme est le contact avec adhésion et sans frottement entre un
matériau élastique non-linéaire et une fondation déeformable. Le processus est quasi-statique,
le champ d’adhésion est décrit par une équation différentielle non-linéaire du premier ordre.
Dans I’étude des deux problémes de contact le tenseur des déformations est supposé linéaire.
Nous modélisons les deux problémes, nous déduisons leurs formulations variationnelles
ensuite nous démontrons 1’existence et 1’unicité de leurs solution faibles.

Mots clés : élasticité non-linéaire, contact sans frottement, adhésion, condition de Signiorini,
compliance normale, solution faible, opérateur fortement monotone, point fixe de Banach.

Abstract

The purpose of this thesis is the study of two boundary contact problems. The first is the
frictionless contact with adhesion between a nonlinear elastic material and a rigid foundation.
The second is the frictionless contact with adhesion between a nonlinear elastic material and
a deformable foundation. The process is quasi- static , the bonding field is described by a non-
linear differential equation of the first order .

In the study of the two contact problems the strain tensor is assumed linear. We modelize both
problems, we deduce their variational formulations then we prove the existence and
uniqueness of their weak solution.

Key words: nonlinear elasticity , frictionless contact , adhesion, Signiorini condition , normal
compliance, weak solution , strongly monotone operator , Banach fixed point .
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