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Notations

Ensembles


 : un ouvert borné de RN :

�
 : l�adhérence de 
:

� : la frontière de 
:

�i : une partie de la frontière �, (i = 1; 2; 3) :

MN : l�espace des matrices carrées d�ordre N �N:

SN : l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur RN , c�est-à-dire : SN = RN�Ns :

Opérateurs

" : l�opérateur de déformation.

div : l�opérateur de divergence.

@i' : la dérivée partielle de ' par rapport à la ii�eme composante.

Espaces fonctionnels

C ([0; T ] ;X) : l�espace des fonctions continues sur [0; T ] à valeurs dans X:

C1 ([0; T ] ;X) : l�espace des fonctions continûment dérivables sur [0; T ] à valeurs dans

X:

LP ([0; T ] ;X) : l�espace des fonctions f fortement mesurables de ]0; T [ dans X telles

que
R T
0
jf (t)jp < +1 avec les modi�cations usuelles si p = +1:
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W 1;p(0; T ;X) = fu 2 D0(0; T ;X)=Dju 2 Lp(0; T ;X) pour j = 0; 1g telle que Dj dé-

signe la dérivée d�ordre j au sens des distributions

D(
) : l�espace des fonctions indé�niment dérivables et de support compact dans 
.
�D(
) : l�espace des distributions sur 
:

L1(
) : l�espace des fonctions u mesurables sur 
.

H1(
) : l�espace de Sobolev.

H1
0 (
) : l�adhérence de D(
) dans H1(
):

D = D(
)N :

D0 = D(
)N�Ns :

D = D0(
)N :

D0 = D0(
)N�Ns :

H = [L2(
)]
N
:

H = [L2(
)]
N�N
s :

H1 = fu 2 H : "(u) 2 Hg :

H1 = f� 2 H : div� 2 Hg :

L2(�) : l�espace des fonctions dé�nies sur � et de carré sommable pour la mesure

surfacique.

H1=2 (�) : l�espace de Sobolev d�ordre 1
2
sur �:

H� = H
1=2 (�)N :

H
0
� : dual de H�:

Symboles :

� : la normale extérieure à �:

v� : la composante normale de v.

v� : la composante tangentielle de v:

r+ = max f0; rg :

h:; :iX : produit scalaire dans X:

h:; :iX0�X : produit de dualité entre X
0 et X:

4



p.p. : presque partout.

c : constante réelle strictement positive.

0N : le zéro de RN ou SN :
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Introduction

Les problèmes de contact, avec ou sans frottement, entre deux matériaux défor-

mables ou entre un matériau déformable et une fondation rigide abondent en industrie

et dans la vie quotidienne. Le contact du sabot de frein avec le disque, de la chemise

avec le piston, des pneus d�une voiture avec le sol, l�enfoncement progressif d�une per-

sonne dans un fauteuil et le contact entre les plaques tectoniques, sont des exemples

courants. Vu l�importance de ces phénomènes physiques, des e¤orts considérables ont

été consacrés à l�étude de ces problèmes de contact. La littérature mathématique

consacrée à l�étude des problèmes de contact est assez récente. La raison réside dans

le fait que, accompagné de phénomènes physiques et de surfaces complexes, les pro-

cessus de contact sont modélisés par des problèmes aux limites non-linéaires, très

di¢ ciles. L�une des premières publications mathématiques concernant ce sujet est

celle de Signorini [24], où le problème de contact sans frottement entre matériau élas-

tique linéaire et une fondation rigide est formulé. Il s�ensuit le travail de Fichera [11],

où le problème de Signorini a été résolu en utilisant quelques arguments sur les in-

équations variationnelles de type elliptique. Mais on peut dire sans aucun doute que

l�étude mathématique des problèmes de contact a commencée avec le livre de Duvaut

et Lions [7], dans lequel on trouve la formulation variationnelle de plusieurs problèmes

de contact ainsi que des résultats d�existence et d�unicité mais dans le cas linéaire.
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D�autres ouvrages incontournables sont les livres de Panagiotopoulos [20], Kikuchi et

Oden [16], Hlavacek, Haslinger, Neµcas et Lovisek [14], dans les deux derniers ouvrages,

l�analyse numérique de quelques problèmes de contact étant présentée.

Le processus d�adhésion joue un rôle important dans l�industrie en particulier dans

l�assemblage des matériaux composites, où les parties non métalliques sont collées en-

semble, mais sous l�e¤et des tensions ces matériaux collés se décollent et se déplacent

les uns par rapport aux autres. Pour mieux modéliser le processus de contact avec

adhésion lorsque le collage n�est pas permanent et un décollage peut avoir lieu, nous

avons besoin de décrire le contact et l�adhésion ensemble. Pour cela M. Frémond [12],

a introduit dans le modèle mathématique une variable interne de surface � 2 [0; 1],

appelée champ d�adhésion, qui décrit la densité fractionnaire des adhésifs actifs sur

la surface de contact. Lorsque � = 1; l�adhésion est complète et tous les adhésifs sont

actifs, lorsque � = 0, tous les adhésifs sont inactifs et il n�y pas d�adhésion et lorsque

0 < � < 1; l�adhésion est partielle et seulement une fraction �; des adhésifs est active.

Beaucoup de travaux portant sur la modélisation et l�analyse mathématique ainsi

que l�approximation des problèmes de contact avec adhésion ont été réalisés, ont peut

citer par exemple les monographes [8] et [28]: Des travaux traitant le même sujet

ont été publiés par [23] où la loi de comportement et viscoélastique avec mémoire

longue et [33] où la loi de comportement est viscoélastique avec mémoire longue mais

la pénétration du matériau dans la fondation est borné. On peut citer aussi le tra-

vail de [3] dont l�objet est la modélisation asymptotique des coques minces élastiques

non-linéaires dans le cas dynamique. Bien évidemment, cette énumération n�est pas

exhaustive.

Notre travail est une généralisation de [26]. Le but de notre travail est d�apporter une

contribution à l�étude mathématique de deux problèmes de contact avec adhésion et

compliance normale et sans frottement. Nous considérons une loi de comportement

non-linéaire pour des matériaux élastiques. Les conditions aux limites considérées sont
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les conditions de contact de Signiorini avec adhésion, les conditions de contact avec

adhésion et compliance normale.

Cette thèse se compose de trois chapitres et une annexe. Elle est structurée de la

manière suivante :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats essentiels de

la théorie des milieux continus et nous présentons les conditions aux limites utili-

sées dans les deux problèmes étudiés. Le deuxième chapitre est consacré à l�étude du

contact avec adhésion entre un matériau élastique non-linéaire et une fondation ri-

gide dans le processus quasi-statique et avec l�hypothèse des petites déformations. Le

troisième chapitre est consacré à l�étude du contact avec adhésion entre un matériau

élastique et une fondation déformable dans le processus quasi-statique et l�hypothèse

des petites déformations. Les résultats obtenus concernent l�existence et l�unicité de

la solution faible des deux problèmes. On termine cette thèse par une annexe où on

rappelle quelques outils de l�analyse fonctionnelle et quelques résultats utiles pour

l�étude des deux problèmes de contact.
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CHAPITRE 1

Requis et préliminaires

A�n de faciliter la lecture de cette thèse, il nous est paru utile de présenter dans

cette première partie le cadre physique dans lequel nous allons travailler. Nous allons

commencer par une description de la loi constitutive pour un matériau élastique

non linéaire, ensuite nous présentons quelques types de conditions aux limites avec

adhésion et compliance normale.

1.1 Contraintes, déformation et équations du mou-
vement

On considère un matériau déformable occupant un domaine borné 
 � RN

(N = 2; 3) ayant une frontière � supposée assez régulière. L�objet du problème, du

point de vue mécanique est l�étude dans un intervalle de temps [0; T ], l�évolution du

matériau dûe à l�application des forces intérieures de volume et extérieures de sur-

face. On suppose que ce matériau est en adhésion avec une base sur une partie de sa

frontière.

Les inconnues du problème sont le champ des déplacements u : 
� [0; T ]! RN et le

champ des contraintes � : 
� [0; T ]! SN et le champ d�adhésion

� : �3 � [0; T ] ! [0; 1]. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus
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exprimant l�équivalence entre les e¤orts extérieurs et le torseur des accélérations pour

un système quelconque, conduit à l�équation du mouvement.

div � + f0 = ��u dans 
 8t > 0:

Dans cette équation, � : 
 ! R+ désigne la densité de masse, �u est le champ des

accélérations, f0 : 
 � [0;T ] ! RN est le champ des densités des forces volumiques

appliquées sur le matériau qui sont les données du problème, et div � est la divergence

du champ des contraintes.

Les processus d�évolution modélisés par l�équation précédente s�appellent processus

dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simpli�er par

exemple dans le cas où _u = 0 ; il s�agit d�un problème d�équilibre (processus statiques) ;

ou bien dans le cas où le champ des vitesses _u varie très lentement par rapport au

temps, c�est-à-dire que le �u peut être négligé (processus quasi-statiques). Dans ces

deux cas l�équation du mouvement devient

div � + f0 = 0 dans 
 8t > 0

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques dans le cadre des petites

déformations. Dans ce cas, le champ des déformations " : 
�[0; T ]! SN est linéairisé,

c�est- à-dire :

" = ("ij) =
1

2
(@jui + @iuj) dans 
 8t > 0

Où @k représente l�opérateur de dérivation partielle par rapport à la variable xk. On

précise en outre qu�on adopte la convention de l�indice muet. Souvent, pour marquer

la dépendance du champ des déformations " par rapport au champ des déplacement

u, on va le noter " (u) :

Les équations du mouvement sont insu¢ santes, à elle seules pour décrire l�équilibre

des matériaux, elles doivent être complétées par d�autres relations qui caractérisent

le comportement de chaque type de matériaux et que l�on désigne sous le vocable
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général la loi de comportement qui est une relation reliant le tenseur de contrainte,

le tenseur de déformation et leur dérivées.

1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu

continu. Bien qu�elles doivent respecter certaines propriétés d�invariance, leur origine

est souvent expérimentale et c�est toute une série d�essais qu�il faut imaginer et réaliser

pour établir une loi de comportement. Nous présentons ici les lois de comportement

élastique linéaire et non linéaire

1.2.1 Loi de comportement élastique linéaire

Soit 
 � RN un ouvert borné et connexe et soient � le tenseur des contraintes et

" le tenseur des déformations. La loi de comportement élastique linéaire est donnée

par :

� = E" i.e. (�ij = Eijkh"kh) :

Où E = E ijkh est un tenseur d�ordre quatre, ses composantes Eijkh, s�appellent coef-

�cients d�élasticité, ils sont indépendents du tenseur des déformations. Dans le cas

non-homogène les composantes Eijkh, dépendent du point x 2 
 et dans le cas homo-

gène les composantes Eijkh, sont des constantes et sont données par :

Eijkh = ��ij + � (�ik�jh + �ih�jk) :

Où les scalaires �; � sont les coe¢ cients de Lamé et �ij est le symbole de Kronecker.

On suppose d�habitude que E est un tenseur symétrique et positivement dé�ni c�est-

à-dire : 8><>: (i) hE� 1; � 2i = h� 1; E� 2i 8� 1; � 2 2 SN

(ii) 9c > 0 tel que : hE� ; �i � c j� j2 8� 2 SN
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1.2.2 Loi de comportement élastique non linéaire

En général une loi de comportement élastique non-linéaire est de la forme :

� = F (") :

Où F est un opérateur non-linéaire.

Remarque 1.1 Dans les deux problèmes qu�on va étudier, nous allons considérer

une loi de comportement élastique non-linéaire.

1.3 Conditions aux limites

Soit un matériau déformable occupant un domaine régulier 
 � RN (N = 2; 3)

dont la frontière �, supposée su¢ samment régulière, est divisée en trois parties mesu-

rables disjointes �1, �2 et �3: Soit � le vecteur normal unitaire extérieur à �et v� et v�

la composante normale et respectivement tangentielle du champ vectoriel v = v�v+v�

où v� = v � �: De même, soit �� et �� la composante normale et respectivement tan-

gentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ��: Il vient �� = (��)� ; �� = (��)� ;

c�est à dire :

�� = (��) :� �� = �� � ���:

Dé�nissons maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de la

frontière de �:

1.3.1 Conditions aux limites de déplacement-traction

Nous considérons les conditions aux limites suivantes :

u = 0 sur �1 � ]0; T [ (1.1)

�� = f2 sur �2 � ]0; T [ (1.2)

La condition (1:1) est appelée condition aux limites de déplacement, sa signi�cation

consiste que le matériau est encastré sur la partie �1 � ]0; T [.
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La condition (1:2) est appelée condition aux limites de traction, sa signi�cation

consiste en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy �� est imposé sur la par-

tie �2 de la frontière � et f2 représente la densité des forces appliquées de surface et

constituent une donnée du problème.

Le matériau est éventuellement en contact avec une fondation sur �3 � ]0; T [ : C�est

ici que commence toute la richesse des problèmes et que réside notre intérêt, car les

conditions sur la surface potentielle de contact �3 peuvent être diverses et donner

ainsi lieu à une variété de modèles de contact avec ou sans frottement. Nous nous

limitons à quelques exemples de conditions aux limites de contact.

1.3.2 Conditions aux limites de contact sans frottement

Les conditions aux limites de contact unilatéral (sans frottement) sont exprimées

par la relation de complémentarité suivante dite conditions de Signiorini :

u� � 0; �� � 0; ��u� = 0 sur �3 � ]0; T [

Cette condition exprime qu�en cas de contact c�est le matériau qui se déforme et

qu�il ne peut y avoir d�interpénétration entre le matériau et la fondation. De plus,

la réaction normale de la fondation sur le matériau est dirigée vers l�intérieur du

matériau.

Si le point est en contact alors u� = 0 et �� � 0, et si le point quitte la fondation

�� = 0 et u� � 0:

L�absence des forces tangentielles de frottement est donnée par :

�� = 0 sur �3 � ]0; T [

1.3.3 Condition aux limites de contact avec compliance normale

La condition de compliance normale sur la surface potentielle de contact est donnée

par :

�� = �p� (u�) sur �3 � ]0; T [ (1.3)
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Où u� représente le déplacement normale, p� est une fonction positive donnée. Les

expressions générales de la forme (1:3) ont été utilisées dans [8; 10; 21; 26] pour l�étude

des problèmes dynamiques pour des matériaux élastiques linéaires.

Comme exemple de la fonction de compliance normale p� , nous pourrions considérer

p� (r) = c�r+ (1.4)

Où c� est une constante positive et r+ = max f0; rg. La condition de non pénétration

de Signorini est obtenue quand c� ! +1: Nous pouvons aussi considérer la fonction

p� (r) =

8><>: c�r+ si r � a

c�a si r > a
(1.5)

Où a est un coe¢ cient positive relatif à la dureté de la surface. Dans ce cas, la

condition de contact (1:5) signi�e que quand la pénétration est trop profond, i.e. quand

elle dépasse a, l�obstacle se désintègre et n�o¤re plus de résistance à la pénétration.

Finalement nous supposons que le contact est sans frottement et ainsi la contrainte

tangentielle �� sur la frontière �3 s�annule durant le processus.

1.3.4 Condition aux limites de contact avec adhésion et compliance nor-
male

On considère un matériau déformable occupant un domaine borné 
 � RN

(N = 2; 3) dont la frontière �, supposée su¢ samment régulière, est divisée en trois

parties mesurables �1; �2 et �3 telles que � =
3
[
i=1
�i et �i \ �j = ? 8i 6= j:

Nous supposons que le matériau est éventuellement en contact avec une fondation

sur �3�]0; T [ : Nous étudions, l�évolution de ce matériau dûe à l�application des forces

de volumes et de surfaces et de l�adhésion avec une fondation sur la partie �3:

Pour décrire les conditions de contact avec adhésion sur �3, on introduit la variable

interne de surface �, dé�nie sur �3, qui représente l�intensité d�adhésion sur la surface

de contact �3:

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale et
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adhésion :

��� = p� (u�)� 
��2R (u�)+ sur �3 � ]0; T [

Où 
� est la constante de l�énergie de collage et R : R+! R+ est une fonction de

troncature dé�nie par :

R (s) =

8>>>><>>>>:
L si s > L

s si jsj � L

�L si s < �L

et p� (u�) est la compliance normale.

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en com-

paraison à ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle dépend seulement

de l�intensité d�adhésion et du déplacement tangentiel.

��� = p� (�)
�
R (u� ) sur �3 � [0; T ]

Où

�
R (s) =

8><>: s si jsj � L

L s
jsj si s > L

p� (�), est une fonction positive donnée. L > 0, est la longueur caractéristique des

liens.

Le champ d�adhésion �, est dé�ni par l�équation di¤érentielle :

_� = �
�

��R (u�)

2 � �a
�
+

sur �3 � [0; T ]

Où R (s) = (�R (s))+, R (s)
2 = [R (s)]2 ; et �a, est un coe¢ cient d�adhésion donné.
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CHAPITRE 2

PROBLÈME ÉLASTIQUE DE CONTACT AVEC

ADHÉSION DANS LE PROCESSUS QUASI-STATIQUE

Nous considérons dans ce chapitre un problème de contact sans frottement entre

un matériau déformable et une fondation rigide. Nous supposons que le processus est

quasi-statique et la loi de comportement de ce matériau est élastique non-linéaire.

Dans ce chapitre, on va décrire le modèle mathématique du problème mécanique

ensuite nous déduisons sa formulation variationnelle et nous prouvons l�existence et

l�unicité de la solution faible. La preuve est basée sur des arguments concernant les

opérateurs fortement monotones, le théorème de Cauchy-Lipschitz et le point �xe de

Banach. Ce chapitre a fait l�objet de la publication [32].
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2.1 Position du problème mécanique

Considérons un matériau élastique dont les particules occupent un domaine régu-

lier 
 � RN ; (N = 2; 3 pour les applications), dont le bord �; est partitionné en trois

parties mesurables disjointes �1, �2 et �3; tels que mes (�1) > 0:

Nous étudions le processus d�évolution de l�état mécanique du matériau dans un in-

tervalle de temps [0; T ] ; avec T > 0.

Le matériau est encastré sur la portion �1 � ]0; T [, des tractions super�cielles de

densité f2; agissent sur �2 � ]0; T [ et des forces volumiques de densité f0 agissent

à l�intérieur du matériau. Nous supposons, que les forces et les tractions changent

lentement avec le temps, de sorte que l�accélération du système soit négligeable. Le

matériau est entré en contact sans frottement avec une fondation rigide le long de �3;

de plus les conditions de contact sont celles de Signorini avec adhésion et le champ

d�adhésion � est décrit par une équation di¤érentielle non-linéaire d�ordre un (voir

Figure 1):
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Avec ces conditions, le problème mécanique peut être formulé de la façon sui-

vante :

Problème P : trouver le champ des déplacements u : 
� [0; T ]! RN et le champ

des contraintes � : 
 � [0; T ] ! SN et le champ d�adhésion � : �3 � [0; T ] �! [0; 1]

tels que :

� (t) = F (" (u (t))) dans 
� ]0; T [ (2.1)

div � (t) + f0 (t) = 0 dans 
� ]0; T [ (2.2)

u = 0 sur �1 � ]0; T [ (2.3)

�� = f2 sur �2 � ]0; T [ (2.4)

u� � 0, �� + 
�R (u�) �2 � 0,
�
�� + 
�R (u�) �

2
�
u� = 0 sur �3 � ]0; T [ (2.5)

�� = 0 sur �3 � ]0; T [ (2.6)

�
� = �

�

��

�
(�R (u�))+

�2 � �a�
+

sur �3 � ]0; T [ (2.7)

� (0) = �0 sur �3 (2.8)

L�équation (2:1) ; est la loi de comportement élastique non-linéaire, l�équation (2:2) ;

est l�équation d�équilibre, où f0; est la densité des forces volumiques agissant sur

le matériau déformable 
: L�équation (2:3) ; indique que le matériau est encastré
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sur la portion �1 � ]0; T [, l�équation (2:4) ; indique que des tractions super�cielles

f2; s�appliquent sur �2; Les conditions (2:5) représentent les conditions de contact

de Signorini avec adhésion où 
� est un coe¢ cient donné et R est une fonction de

troncature dé�nie par :

R (s) =

8>>>><>>>>:
L si s > L

s si jsj � L

�L si s < �L

(2.9)

Où L > 0 est la longueur caractéristique du champ d�adhésion.

La relation (2:6) représente la condition de contact sans frottement sur la partie

�3: La relation (2:7) décrit l�évolution du champ d�adhésion où �a est un coe¢ cient

d�adhésion donné. Finalement, la relation (2:8), représente la condition initiale dans

laquelle �0 est donné.

Pour l�étude variationnelle du problème mécanique (Problème P), on considère les

hypothèses suivantes :

Hypothèses.

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Nous supposons que l�opérateur d�élasticité F : 
� SN ! SN

satisfait les hypothèses suivantes

(a) 9m > 0 tel que : (F (x; "1)� F (x; "2)) : ("1 � "2) � m j"1 � "2j2

p.p. x 2 
 8"1; "2 2 SN

(b) 9L > 0 tel que : jF (x; "1)� F (x; "2)j � L j"1 � "2j

8"1; "2 2 SN p.p. x 2 


(c) x! F (x; ") , est Lebesgue mesurable sur 
 pour tout " 2 SN

(d) x! F (x; 0N) 2 H

(2.10)

On suppose que les forces volumiques f0 et les tractions surfaciques f2 ont la régula-

rité :

f0 2 W 1;1(0; T ;L2 (
)N); f2 2 W 1;1(0; T ;L2(�2)
N) (2.11)
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Les coe¢ cients d�adhésion satisfont :


� 2 L1 (�3) ; 
� � 0 p.p. sur �3 (2.12)

�a 2 L2 (�3) ; �a � 0 p.p. sur �3 (2.13)

Finalement, l�adhésion initiale �0 satisfait

�0 2 Q (2.14)

Où

Q =
�
� 2 C

�
[0; T ] ;L2 (�3)

�
=0 � � (x; t) � 1;8t 2 [0; T ] ; p.p. x 2 �3; �(0) = �0

	
(2.15)

Pour le champ des déplacements on a besoin du sous-espace fermé V de H1; dé�ni

par :

V = fu 2 H1 : 
u = 0 sur �1g (2.16)

On munit l�espace V du produit scalaire suivant :

hu;wiV = h" (u) ; " (v)iH 8u; v 2 V

La norme associée à ce produit scalaire est notée par j:jV ; elle est équivalente à la

norme j:jH1 sur V: Donc (V; j:jV ) est un espace de Hilbert réel.

On dé�nit l�ensemble des "déplacements admissibles" U par :

U = fv 2 V : v� � 0 sur �3g (2.17)

La fonction v ! hf0 (t) ; viH + hf2 (t) ; viL2(�2)N est une forme linéaire et continue sur

V ; il résulte grâce au théorème de représentation de Riesz-Fréchet l�existence d�un

élément unique f(t) 2 V; tel que :

hf (t) ; viV = hf0 (t) ; viH + hf2 (t) ; viL2(�2)N 8v 2 V , t 2 [0; T ] (2.18)
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La relation (2:11) ; entraîne que

f 2 W 1;1(0; T ;V ) (2.19)

En�n on dé�nit la fonctionnelle de contact j : L1 (�3)� V � V ! R par :

j (�; u; v) = �
Z
�3


��
2 [�R (u�)]+ v�ds (2.20)

2.2 Formulation variationnelle du problème méca-
nique

En appliquant la formule de Green et en utilisant l�équation d�équilibre et les

conditions aux limites, on déduit facilement la formulation variationnelle suivante du

problème mécanique (Problème P).

Problème PV. Trouver le champ des déplacements u : [0; T ] �! V , et le champ

d�adhésion � : [0; T ] �! L1 (�3) tels que :

u (t) 2 U ,

8><>: hF (" (u (t))) ; " (v � u (t))iH + j (� (t) ; u (t) ; v � u (t)) �

hf (t) ; v � u (t)iV 8v 2 U; t 2 ]0; T [
(2.21)

:

� (t) = �
�

�� (t)

�
(�R (u� (t)))+

�2 � �a�
+

p.p. t 2 ]0; T [ (2.22)

� (0) = �0 (2.23)

2.3 Existence et unicité de la solution faible

Le résultat suivant garantit l�existence et l�unicité de solution du problème varia-

tionnel (Problème PV ).

Théorème 2.1 Sous les hypothèses (2:10)�(2:13) le problème variationnel (Problème

PV ) admet une solution unique fu; �g ; ayant la régularité

u 2 W 1;1(0; T ;V ); � 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3)) :
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Un triplet (u; �; �), qui satisfait (2:1) et (2:21)�(2:23) est appelé solution faible du

Problème P. Par conséquent ce théorème entraîne que le problème mécanique admet

une seule solution faible.

La régularité de la solution faible en termes de contraintes est donnée par :

� 2 W 1;1 (0; T ;H1)

En e¤et ; posons v = ' 2 D (
), dans (2:21) et utilisons la loi de comportement (2:1),

(2:18) on obtient :

div � (t) + f0 (t) = 0

Maintenant cette égalité et (2:11) implique que div � 2 W 1;1 (0; T ;H) qui à son tour

implique � 2 W 1;1 (0; T ;H1) :

La preuve de ce théorème se fait en quatre étapes.

Soit � 2 Q donné.

(i) Dans la première étape on considère le problème auxiliaire suivant dans

lequel � 2 Q, est donné.

Problème PV1 : Trouver le champ de déplacement u� : [0; T ] �! V tel que :

u� (t) 2 U ,

8><>: hF (" (u� (t))) ; " (v � u� (t))iH + j (� (t) ; u� (t) ; v � u� (t)) �

hf (t) ; v � u� (t)iV 8v 2 U; t 2 ]0; T [ :
(2.24)

Lemme 2.2 Le problème variationnel (Problème PV1); admet une solution unique

u� ayant la régularité :

u� 2 C([0; T ] ;V )

Preuve. Existence et unicité : Soit t 2 [0; T ]. Nous considérons l�opérateur

At : V �! V dé�ni par :

hAtu; viV = hF (" (u (t))) ; " (v)iH + j (� (t) ; u (t) ; v) 8u; v 2 V (2.25)
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Soient u1; u2 2 V , on a :8><>: hAtu1 � Atu2; u1 � u2iV = hF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (u1 � u2)iH
+j (�; u1; u1 � u2)� j (�; u2; u2 � u1)

Car

j (�; u;�v) = �j (�; u; v) 8v 2 V:

On a aussi

j (�; u1; u2 � u1) + j (�; u2; u1 � u2) � 0:

En e¤et ; en utilisant la relation (2:20); ainsi que les propriétés (2:9); de l�opérateur

R; nous trouvons

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) =

Z
�3


��
2
1

�
[�R (u1�)]+ � [�R (u2�)]+

�
(u1� � u2�) ds

+

Z
�3


�
�
�21 � �22

�
[�R (u2�)]+ (u1� � u2�) ds

� c

Z
�3

j�1 � �2j ju1 � u2j ds:

En utilisant le théorème de trace de Sobolev, on obtient :

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) � c j�1 � �2jL2(�3) ju1 � u2jV : (2.26)

Pour �1 = �2 = �, on obtient

j (�; u1; u2 � u1) + j (�; u2; u1 � u2) � 0: (2.27)

En utilisant maintenant (2:27), (2:10) (a), l�inégalité de Korn et l�équivalence des deux

normes j:jH1 et j:jV , on trouve que :

hAtu1 � Atu2; u1 � u2iV � c ju1 � u2j
2
V :

L�opérateur At est donc fortement monotone.

Soient u1; u2; v 2 V; nous avons :8><>: jhAtu1 � Atu2; viV j � jhF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (v)iHj+

+ jj (�; u1; v)� j (�; u2; v)j

23



En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz , et la relation (2:10) (b), on obtient :

jhF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (v)iHj � jhF (" (u1))� F (" (u2))iHj j" (v)jH

� L j" (u1)� " (u2)j j" (v)jH

� c ju1 � u2jV jvjH :

Avec des calculs similaires, et comme la fonction de trancature R; est Lipschitzienne

on trouve l�inégalité suivante

jj (�; u1; v)� j (�; u2; v)j � c2 ju1 � u2jV jvjV : (2.28)

D�où

jAtu1 � Atu2jV � c ju1 � u2jV 8u1; u2 2 V .

Donc l�opérateur At est de Lipschitz . Comme U est un ensemble convexe fermé et

non vide de V , alors il existe un unique élément u�; tel que :

u� 2 U , hAtu�; v � u�i � hf; v � u�iV 8v 2 U

En utilisant (2:25); nous obtenons :

u� (t) 2 U;

8><>: hF (" (u� (t))) ; " (v � u� (t))iH + j (� (t) ; u� (t) ; v � u� (t)) �

hf (t) ; v � u� (t)iV 8v 2 U; t 2 ]0; T [

Régularité de la solution : Nous montrons maintenant que u� 2 C (0; T ;V ).

Soient t1, t2 2 [0; T ]. Notons u� (ti) = ui, � (ti) =�i et f (ti) = fi pour i = 1; 2. Nous

avons : 8><>: hF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (u1 � u2)iH � hf1 � f2; u1 � u2iV +

+j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2)

Par (2:10) (a) on a :8><>: m j" (u1 � u2)j2H � hf1 � f2; u1 � u2iV +

+j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2)
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Moyennant l�inégalité de Korn et le fait que les deux normes j:jH1 et j:jV sont équi-

valentes, l�inégalié de Cauchy-Schwarz et (2:26) on obtient :

ju1 � u2jV � c
�
jf1 � f2jV + j�1 � �2jL2(�3)

�
(2.29)

De cette inégalité, le fait que � 2 Q et la régularité de f donnée par (2:19) il s�ensuit

que :

u� 2 C (0; T ;V )

(ii) Dans la seconde étape nous utilisons le champ de déplacement u�,

obtenu dans le Lemme 2.2 et nous considérons le deuxième problème auxi-

liaire suivant :

Problème PV2. Trouver un champ d�adhésion �� : [0; T ] �! L1 (�3) tel que :

:

�� (t) = �
�

��� (t)

�
(�R (u�� (t)))+

�2 � �a�
+

p.p. t 2 ]0; T [ (2.30)

�� (0) = �0 (2.31)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3 Le problème variationnel (Problème PV 2), admet une solution unique

��, qui satisfait

�� 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3)) \Q

Preuve. Soit la fonction F� : [0; T ]� L1 (�3) �! L1 (�3) dé�nie par

F� (t; ��) = �
�

��� (t)

�
(�R (u�� (t)))+

�2 � �a�
+

Soient �1; �2 2 L1 (�3) (où ��i = �i i = 1; 2)

En utilisant (2:9)-(2:12) et (2:13), On obtient :

jF� (t; �1)� F� (t; �2)j =
����
��1 �(�R (u�� (t)))+�2 � "a�� �
��2 �(�R (u�� (t)))+�2 � "a����

� c j�1 � �2jL1(�3)
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Donc F� est Lipchitzienne par rapport au second argument �. D�autre par F� est

uniformément continue par rapport au temps t. En outre pour tout � 2 L1 (�3),

l�application t 7! F� (t; ��) appartient à L1 (0; T ;L1 (�3)). Alors le théorème de

Cauchy-Lipschitz entraîne l�existence d�une fonction unique

�� 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3)) ; qui satisfait (2:30) et (2:31):

L�appartenance de �� à l�espace Q est une conséquence de (2:30), (2:31) et de l�hypo-

thèse 0 � �0 � 1 pour tout, t 2 [0; T ] : En e¤et ; l�équation (2:30) implique que pour

pesque tout point x 2 �3, la fonction t! �� (x; t) est décroissante, dérivable et s�an-

nule quand 
���
�
(�R (u�� (t)))+

�2 � "a; et tenant compte de l�inégalité 0 � �0 � 1,
on déduit que �� 2 Q.

(iii) Dans la troisième étape, pour tout � 2 Q, on note par u� la solu-

tion du premier problème variationnelle, par �� la solution du deuxième

variationnelle problème et on dé�nit l�opérateur � : Q �! Q par :

�� = ��: (2.32)

Lemme 2.4 L�opérateur �, admet un point �xe unique ��.

Preuve. On note par ui, la solution du Problème PV 1 et par �i la solution du

Problème PV 2; pour � = �i; i = 1; 2:

Soit t 2 [0; T ] ; en utilisant (2:24) et (2:26), on obtient8><>: hF (" (u1 (t))� F (" (u2 (t)))) ; " (u1 (t)� u2 (t))iH �

c j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) ju1 (t)� u2 (t)jV

En utilisant le fait que F est fortement monotone, l�inégalité de Korn et l�équivalence

des normes j:jV , j:jH1on aura

ju1 (t)� u2 (t)jV � c j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) (2.33)

D�où
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds � c
tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds
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Et on a de (2:30) et (2:31)

�i (t) = �0 �
tZ
0

�

��i (s)

�
(�R (ui� (s)))+

�2 � �a�
+
ds i = 1; 2

Donc : 8>>><>>>:
j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) �

c

tZ
0

����1 (s) �(�R (u1� (s)))+�2 � �2 (s) �(�R (u2� (s)))+�2���
L2(�3)

ds

En utilisant maintenant la dé�nition de trancature (2:9) et l�égalité �1 = (�1 � �2)+�2,

on obtient :

j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) � c

tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds+

+c

tZ
0

ju1� (s)� u2� (s)jL2(�3) ds

En utilisant maintenant le lemme de Gronwall (voir Lemme A.11 page 53), on obtient :

j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds (2.34)

En utilisant (2:32) et (2:34), on obtient :

j��1 (t)� ��2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds

De (2:33) on trouve :

j��1 (t)� ��2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds (2.35)

En notant par �p la composée d�ordre p de l�opérateur �, il découle de (2:35)

j�p�1 � �p�2jC(0;T ;L2(�3)) � c
p

tZ
0

vZ
0

:::

qZ
0| {z }

p intégrales

j�1 � �2jC(0;T ;L2(�3)) dr:::::ds
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Pour tout t 2 [0; T ] et p 2 N, cette inégalité donne alors

j�p�1 � �p�2jC(0;T ;L2(�3)) �
cpT p

p!
j�1 � �2jC(0;T ;L2(�3)) 8p 2 N (2.36)

L�inégalité (2:36) montre, pour p assez grand, que l�opérateur �p est contractant dans

l�espace de Banach C (0; T ;L2 (�3)) : Puisque Q est un sous-espace fermé non-vide de

l�espace de Banach C (0; T ;L2 (�3)), alors �p est une contraction de Q dans Q, donc

�p admet une seul point �xe �� 2 Q. Par conséquent l�opérateur � admet un seul

point �xe �� 2 Q.

(iv) Dans la quatrième étape on utilise les trois lemmes précédents

pour démontrer l�existence et l�unicité de la solution faible du problème

mécanique.

Preuve.

Existence : Soit �� le point �xe de � et u� la solution du premier problème auxiliaire

(problème PV 1), pour � = ��, c.à. d u� = u�� :

Des arguments similaire à ceux utilisés dans la preuve de l�inégalité (2:32), nous

conduisent à l�inégalité

ju�1 � u�2jV � c j�
�
1 � ��2jL2(�3) 8t1; t2 2 [0; T ] (2.37)

Puisque �� = ��� ; il s�ensuit du lemme 2.3 que �
� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)).

L�inégalité (2:37) entraîne que u� 2 W 1;1(0; T ;V ): Maintenant de (2:24); (2:30) et

(2:31) nous concluons que (u�; ��) est une solution du problème PV ayant la régularité

u� 2 W 1;1(0; T ;V ); �� 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3))

Unicité : L�unicité de la solution est une conséquence de l�unicité du point �xe de

l�opérateur � et de l�unicité de la solution du premier problème auxiliaires (Problème

PV 1) ainsi que celle du deuxième problème auxiliaire (Problème PV 2):

En e¤et ; soit (u; �) une solution du Problème PV 1, ayant la régularité

u 2 W 1;1(0; T ;V ); � 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3))
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Comme � 2 Q, il résulte de (2:21) que u est solution du problème PV 1, mais le

lemme 2.2 implique que ce problème auxiliaire admet une solution unique notée u�,

donc on a :

u = u� (2.38)

En mettant u = u� dans (2:22) et en utilisant la condition intiale (2:23) on voit bien

que � est une solution du second problème auxiliaire (problème PV 2); mais le lemme

2.3 implique que ce problème admet une solution unique ��; donc on a :

� = �� (2.39)

En appliquant l�opérateur �; dé�ni auparavant, à l�égalité (2:25), on obtient :

�� = � (car � est contactant sur l�espace de Banach Q):

Mais d�après le lemme 3.4, l�opérateur � admet un seul point �xe ��, par conséquent

on a :

� = �� (2.40)
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CHAPITRE 3

PROBLÈME DE CONTACT AVEC ADHÉSION ET

COMPLIANCE NORMALE

Nous considérons dans ce chapitre un problème quasi-statique de contact entre

un matériau déformable et une fondation déformable. La loi de comportement du

matériau est élastique non-linéaire.

Le contact est avec adhésion et compliance normale et l�évolution du champ d�adhé-

sion est décrite par une équation di¤érentielle non-linéaire du premier ordre.

Ce chapitre est divisé en trois section. Dans la première section nous décrivons le

problème mécanique et nous donnons les hypothèses nécessaires pour l�étude varia-

tionnelle de ce problème mécanique. Dans la seconde, nous établissons sa formulation

variationnelle et nous démontrons dans la troisième section, l�existence et l�unicité de

la solution variationnelle en utilisant un théorème sur les inéquations variationnelles

elliptiques, le théorème de Cauchy-Lipschitz, un lemme de Gronwall ainsi que le point

�xe de Banach. Ce chapitre a fait l�objet de la publication [31].
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3.1 Formulation du problème mécanique et hypo-
thèses

Le contexte physique est le suivant :

On considère un matériau élastique qui occupe un domaine borné 
 de RN ; (N =

2; 3, pour les applications) de frontière �, su¢ samment régulière, divisée en trois

parties disjointes et mesurables �1, �2 et �3; telles que mes (�1) > 0: Soit [0; T ] un

intervalle de temps et T > 0. Le matériau est supposé �xé sur la partie �1; c�est-

à-dire le champ des déplacements est nul sur �1 � ]0; T [, de sa frontière. Des forces

volumiques et surfaciques de densités f0 et f2, agissent respectivement dans 
� ]0; T [

et sur �2 � ]0; T [ : Sur �3 � ]0; T [ le matériau est en adhésion sans frottement avec

une fondation déformable. En outre, le processus est quasi-statique et l�évolution du

champ d�adhésion � est décrite par une équation di¤érentielle non linéaire.

Sous ces hypothèses, le problème mécanique considéré se formule de la façon suivante.

Problem P : Trouver un champ de déplacements u : 
�[0; T ]! RN et un champ

des contraintes � : 
 � [0; T ] ! SN et un champ d�adhésion � : �3 � [0; T ] ! [0; 1]

tels que :

� = F (" (u (t))) dans 
� ]0; T [ (3.1)

Div� + f0 = 0 dans 
� ]0; T [ (3.2)

u = 0 sur �1 � ]0; T [ (3.3)

�� = f2 sur �2 � ]0; T [ (3.4)

��� = p� (u�)� 
��2 (�R (u�))+ sur �3 � ]0; T [ (3.5)

�� = 0 sur �3 � ]0; T [ (3.6)

_� = �
h

��

�
(�R (u�))+

�2 � �ai
+

sur �3 � ]0; T [ (3.7)

� (0) = �0 sur �3: (3.8)

L�équation (3:1) représente la loi de comportement élastique non linéaire. La relation

(3:2) représente l�équation d�équilibre. Les équations (3:3) et (3:4) sont les conditions

31



aux limites de déplacement-traction et (3:5) � (3:7) représentent les conditions aux

limites de contact avec compliance normale et adhésion où p� est une fonction positive

donnée, 
� est un coe¢ cient donné et R est une fonction de troncature dé�nie par :

R (s) =

8>>>><>>>>:
L si s > L

s si jsj � L

�L si s < �L

(3.9)

où L > 0, est la longueur caractéristique du champ d�adhésion, au-delà duquelle il

n�o¤re pas de tractions supplémentaires. L�introduction de la fonction R, dé�nie ci-

dessus, est motivée par un argument mathématique mais en termes d�applications,

elle n�est pas une restriction, car aucune restriction ne sera faite sur la longueure L.

Ainsi, en choisissant L très grande, on peut supposer que R (u�) = u� : La condition

(3:6) indique que le contact est sans frottement car la contrainte tangentielle est nulle

sur la surface de contact durant le processus. L�équation di¤érentielle (3:7) décrit

l�évolution du champ d�adhésion où les paramètres 
� et �a, sont donnés. En�n dans

l�égalité (3:8), �0 représente la valeur initiale du champ d�adhésion.

Hypothèses.

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Nous supposons que l�opérateur d�élasticité F : 
� SN ! SN satisfait les hypothèses suivantes :

(a) 9m > 0 tel que (F (x; "1)� F (x; "2)) : ("1 � "2) � m j"1 � "2j2

p.p. x 2 
 8"1; "2 2 SN

(b) 9L > 0 tel que jF (x; "1)� F (x; "2)j � L j"1 � "2j

8"1; "2 2 SN p.p: x 2 


(c) x! F (x; ") , est mesurable sur 
 pour tout " 2 SN

(d) x! F (x; 0N) 2 H
(3.10)

32



8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

la fonction compliance normale p� satisfait les hypothèses suivante

(a) p� : �3 � R! R+ tel que

(b) 9L� > 0 tel que jp� (x; r1)� p� (x; r2)j � L� jr1 � r2j

p.p. x 2 
 8r1; r2 2 R

(c) (p� (x; r1)� p� (x; r2)) (r1 � r2) � 0

p.p. x 2 
 8r1; r2 2 R

(d) x! p� (x; r) , est mesurable sur �3 pour tout r 2 R

(e) p� (x; r) = 0 8r � 0; p.p. x 2 �3

(3.11)

Les forces volumiques f0 et surfaciques f2 satisfont :

f0 2 W 1;1(0; T ;H); f2 2 W 1;1(0; T ;L2(�2)
N): (3.12)

Nous supposons que les coe¢ cients d�adhésion satisfont :


� 2 L1 (�3) ; 
� � 0 p.p. sur �3: (3.13)

�a 2 L2 (�3) ; �a � 0 p.p. sur �3:

Finalement la donnée initiale �0 satisfait :

�0 2 L2 (�3) ; 0 � �0 � 1; p.p. sur �3: (3.14)

La fonction v ! hf0 (t) ; viH + hf2 (t) ; viL2(�2)N est une forme linéaire et continue sur

V , il résulte grâce au théorème de représentation de Riesz-Fréchet l�existence d�un

élément unique f(t) 2 V; tel que :

hf (t) ; viV = hf0 (t) ; viH + hf2 (t) ; viL2(�2)N 8v 2 V; t 2 [0; T ] (3.15)

Où (3:12) entraîne que :

f 2 W 1;1(0; T ;V ) (3.16)

En�n on dé�nit la fonctionnelle d�adhésion j : L1 (�3)� V � V ! R par :

j (�; u; v) = �
Z
�3


��
2 [�R (u�)]+ v�ds: (3.17)
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Et la fonctionnelle de compliance normale : k : V � V ! R par :

k (u; v) =

Z
�3

p� (u�) v�ds: (3.18)

Remarque 3.1 On remarque que j et k sont linéaires par rapport au dernier argu-

ment et donc

j (�; u;�v) = �j (�; u; v) ; k (u;�v) = �k (u; v) : (3.19)

Ensuite, en utilisant (3:17), ainsi que les propriétés de (3:9) de l�opérateur de tronca-

ture R, on trouve

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) � c
Z
�3

j�1 � �2j ju1 � u2j ds: (3.20)

En utilisant le fait que

jvjL2(�3) � c jvjv 8v 2 V:

On obtient

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) � c j�1 � �2jL2(�3) ju1 � u2jV : (3.21)

Des calculs similaires, basés sur la continuité de R, nous donnent l�inégalité suivante :

jj (�; u1; v)� j (�; u2; v)j � c ju1 � u2jV jvjV (3.22)

Nous prenons maintenant � = �1 = �2, dans (3:21) pour déduire

j (�; u1; u2 � u1) + j (�; u2; u1 � u2) � 0 (3.23)

Nous prenons u1 = v et u2 = 0 dans ( 3:23), ensuite nous utilisons l�égalité R (0) = 0

et (3:19) pour déduire que :

j (�; v; v) � 0 (3.24)
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Maintenant, nous utilisons la dé�nition de la fonctionnelle de compliance normale

(3:18) ; on montre facilement que :

jk (u1; v)� k (u2; v)j �
Z
�3

jp� (u1�)� p� (u2�)j jv� j ds

Et donc de (3:11) (b), on obtient :

jk (u1; v)� k (u2; v)j � c ju1 � u2jV jvjV : (3.25)

La dé�nition (3:18), montre que :

k (u1; u2 � u1) + k (u2; u1 � u2) =
Z
�3

(p� (u1�)� p� (u2�)) (u2� � u1�) ds:

En utilisant (3:11) (c), on obtient :

k (u1; u2 � u1) + k (u2; u1 � u2) � 0: (3.26)

En prenant u1 = v et u2 = 0 dans l�inégalité précédente et en utilisant (3:11) (e) et

(3:19) on obtient :

k (v; v) � 0: (3.27)

3.2 Formulation variationnelle du problème méca-
nique

En appliquant la formule de Green et en utilisant l�équation d�équilibre et les

conditions aux limites, on déduit facilement la formulation variationnelle suivante du

problème mécanique P (Problème P).

Problème PV : trouver un champ de déplacement u : [0; T ] ! V et un champ

d�adhésion � : [0; T ]! L1 (�3) tels que :8><>: hF (" (u (t))) ; " (v � u (t))iH + j (� (t) ; u (t) ; v) + k (u (t) ; v) =

= hf (t) ; v � u (t)iV 8v 2 V , t 2 [0; T ]
(3.28)

:

� (t) = �
�

�� (t)

�
(�R (u� (t)))+

�2 � �a�
+

p.p. t 2 [0; T ] (3.29)

� (0) = �0 (3.30)
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3.3 Existence et unicité de la solution faible

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (3:10)� (3:14) ; le problème variationnel (Pro-

blème PV ) admet une solution unique (u; �) ; qui satisfait :

u 2 W 1;1(0; T ;V ); � 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)) \Q (3.31)

La démonstration de ce théorème sera faite en quatre étapes.

(i) Dans la première étape nous considérons le problème auxiliaire suivant

dans lequel � 2 Q, est donné.

Problème PV1 :Trouver un champ des déplacements u� : [0; T ]! V tel que :

hF (" (u� (t))) ; " (v)iH+j (� (t) ; u� (t) ; v)+k (u� (t) ; v) = hf (t) ; viV 8v 2 V , t 2 [0; T ]

(3.32)

La solution unique du problème auxiliaire (Problème PV1) est donnée par le résultat

suivant :

Lemme 3.3 : Le problème PV1 admet une solution unique u� 2 C([0; T ];V ):

Preuve. Supposons que � 2 Q est donnée et soit t 2 [0; T ]. Nous considérons

l�opérateur At : V �! V dé�ni par :

hAtu; viV = hF (" (u (t))) ; " (v)iH+ j (� (t) ; u (t) ; v)+k (u (t) ; v) 8u; v 2 V (3.33)

Soient u1; u2 2 V On a :8><>: hAtu1 � Atu2; u1 � u2iV = hF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (u1 � u2)iH
+j (�; u1; u1 � u2)� j (�; u2; u2 � u1) + k (u1; u1 � u2) + k (u2; u2 � u1)

En utilisant (3:26), (3:23), (3:10) (a), l�inégalité de Korn et l�équivalence des deux

normes j:jH1, j:jV , on montre que :

hAtu1 � Atu2; u1 � u2iV � c ju1 � u2j
2
V
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C�est-à-dire l�opérateur At est fortement monotone.

Soient u1; u2; v 2 V: Nous avons :

jhAtu1 � Atu2; viV j � jhF (" (u1))� F (" (u2)) ; " (v)iHj+

+ jj (�; u1; v)� j (�; u2; v)j+ jk (u1; v)� k (u2; v)j

Nous utilisons l�inégalité de Cauchy-Schwarz, (3:10) (b) et (3:22), (3:25), on obtient

jhAtu1 � Atu2; viV j � c ju1 � u2jV

C�est à-dire l�opérateur At est de Lipschitz comme U est un sous-ensemble convexe

fermé et non-vide de V , alors il existe un unique élément u� tel que :

u� 2 U; hAu�; viV = hf; viV ;8v 2 U

Ceci est équivalent à :

u�(t) 2 U; hF (" (u� (t))) ; " (v)iH+j (� (t) ; u� (t) ; v)+k (u� (t) ; v) = hf (t) ; viV 8v 2 U , t 2 [0; T ]

Nous montrons maintenant que u� 2 C([0; T ];V ):

Soient t1, t2 2 [0; T ], et notons respectivement u� (ti), � (ti), et f (ti) par ui; �i et

fi (pour i = 1; 2).On aura :

hF (" (u1)� F" (u2)) ; " (u1 � u2)iH = hf1 � f2; u1 � u2iV + j (�1; u1; u2 � u1) +

+j (�2; u2; u1 � u2) + k (u1; u2 � u1) + k (u2; u1 � u2)

En utilisant (3:10) (a) et (3:26) ; (3:21) dans cette égalité, l�inégalité de Korn et le fait

que les deux normes j:jH1 et j:jV sont équivalentes sur V , et l�inégalité de Cauchy-

Schwarz on obtient :

ju1 � u2jV � c
�
jf1 � f2jV + j�1 � �2jL2(�3)

�
(3.34)

De l�inégalité précédente, du fait que �1; �2 2 Q et de la régularité des fonctions f1

et f2 donné par (3:16), on déduit que u� 2 C([0; T ];V ):
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(ii) Dans la seconde étape nous utilisons le champ de déplacement u�,

obtenu par le Lemme 3.3 et nous considérons le deuxième problème auxi-

liaire suivant :

Problème PV2 : Trouver un champ d�adhésion �� : [0; T ] �! L1 (�3) tel que :

:

�� (t) = �
�

��� (t)

�
(�R (u�� (t)))+

�2 � �a�
+

p.p. t 2 ]0; T [ (3.35)

�� (0) = �0 (3.36)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.4 Le problème PV 2, admet une solution unique ��, ayant la régularité :

�� 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3)) \Q (3.37)

Preuve. Soit la fonction F� : [0; T ]� L1 (�3) �! L1 (�3) dé�nie par :

F� (t; ��) = �
�

��� (t)

�
(�R (u�� (t)))+

�2 � �a�
+

Soient �1; �2 2 L1 (�3) (où �i = ��i i = 1; 2)

En utilisant (3:9) et (3:13), On obtient :

jF� (t; �1)� F� (t; �2)j =
����
��1 �(�R (u�� (t)))+�2 � "a�� �
��2 �(�R (u�� (t)))+�2 � "a����

� c j�1 � �2jL1(�3)

Donc F� est Lipchitzienne par rapport au second argument �:

D�autre par F� est uniformément continue par rapport au temps t et pour tout

�� 2 L1 (�3), l�application t 7! F� (t; ��) appartient à L1 (0; T ;L1 (�3)) : Alors le

théorème de Cauchy-Lipschitz entraine l�existence d�une fonction unique

�� 2 W 1;1 (0; T ;L1 (�3)) qui satisfait (3:35) et (3:36):
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L�appartenance de �� à l�espace Q est une conséquence de (3:35), (3:36) et de l�hypo-

thèse 0 � �0 � 1 pour tout, t 2 [0; T ] : En e¤et ; l�équation (3:35) implique que pour

presque tout point x 2 �3, la fonction t! �� (x; t) est décroissante, dérivable et s�an-

nule quand 
���
�
(�R (u�� (t)))+

�2 � "a; et tenant compte de l�inégalité 0 � �0 � 1,
on déduit que �� 2 Q.

(iii) Dans la troisième étape, pour tout � 2 Q, on note par u� la solution

du Problème PV 1 et par �� la solution du Problème PV 2, en outre on

dé�nit l�opérateur � : Q �! Q par :

�� = �� (3.38)

Lemme 3.5 L�opérateur �, admet un point �xe unique ��.

Preuve. Il su¢ t de montrer, que pour tout entier positif p, l�opérateur �p est

contractant sur Q. Pour cela supposons que �i, (i = 1; 2) sont deux fonctions de Q

et notons par ui et �i les fonctions obtenues respectivement dans le lemme 3.3 et le

lemme 3.4, pour � = �i; i = 1; 2:

Soit t 2 [0; T ] ; en utilisant (3:32); (3:21) et (3:26), on obtient :8><>: hF (" (u1 (t))� F (" (u2 (t)))) ; " (u1 (t)� u2 (t))iH �

c j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) ju1 (t)� u2 (t)jV
En utilisant le fait que F , est fortement monotone, l�inégalité de Korn et l�équivalence

des deux normes j:jV , j:jH1 sur V; on obtient :

ju1 (t)� u2 (t)jV � c j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) (3.39)

Ceci implique
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds � c
tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds (3.40)

D�autre part il s�ensuit de (3:35) et (3:36)

�i (t) = �0 �
tZ
0

�

��i (s)

�
(�R (ui� (s)))+

�2 � �a�
+
ds i = 1; 2
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Donc : 8>>><>>>:
j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) �

c

tZ
0

����1 (s) �(�R (u1� (s)))+�2 � �2 (s) �(�R (u2� (s)))+�2���
L2(�3)

ds

En utilisant la dé�nition (3:9) et l�égalité �1 = (�1 � �2) + �2, on obtient :

j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) � c

tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds+

+c

tZ
0

ju1� (s)� u2� (s)jL2(�3) ds

En utilisant maintenant un lemme de Gronwall et le théorème de trace de Sobolev, il

résulte que :

j�1 (t)� �2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jL2(�3) ds (3.41)

En utilisant la dé�nition (3:38) dans l�inégalité précédente on obtient :

j��1 (t)� ��2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds (3.42)

En combinant (3:40) et (3:42) on déduit que :

j��1 (t)� ��2 (t)jL2(�3) � c
tZ
0

j�1 (s)� �2 (s)jL2(�3) ds

En réitérant cette inégalité pour t temps donnés dans [0; T ], on obtient :

j�p�1 � �p�2jC(0;T ;L2(�3)) � c
p

tZ
0

vZ
0

:::

qZ
0| {z }

p intégrales

j�1 � �2jC(0;T ;L2(�3)) dr:::::ds
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C�est-à-dire dire :

j�p�1 � �p�2jC(0;T ;L2(�3)) �
cpT p

p!
j�1 � �2jC(0;T ;L2(�3)) 8p 2 N: (3.43)

Et comme lim
p!1

cpTP

p!
= 0; alors (3:43) entraîne, pour p assez grand, que l�opérateur �p

est contractant dans l�espace de Banach C (0; T ;L2 (�3)) : Comme Q est un sous es-

pace fermé non vide de l�espace de Banach C (0; T ;L2 (�3)) ; alors �p est une contrac-

tion de Q dans Q. Le théorème de point �xe entraîne que �p, admet un seul point

�xe �� 2 Q. Par conséquent � admet un seul point �xe �� 2 Q.

(iv) Dans la quatrième étape, on utilise les trois lemmes précédents

pour démontrer l�existence et l�unicité de la solution faible du problème

mécanique.

Preuve.

Existence : Soit �� le point �xe de � et u� la solution du premier problème auxiliaire

(Problème PV 1), pour � = ��, c.à.d. u� = u�� :

Des arguments similaire à ceux utilisés dans la preuve de l�inégalité (3:39), nous

conduisent à l�inégalité

ju�1 � u�2jV � c j�
�
1 � ��2jL2(�3) 8t1; t2 2 [0; T ] (3.44)

Puisque �� = ��� ; il s�ensuit du lemme 3.4 que �
� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)).

L�inégalité (3:44) entraîne que u� 2 W 1;1(0; T ;V ): Maintenant de (3:32); (3:35) et

(3:36) nous concluons que (u�; ��) est une solution du Problème PV ayant la régularité

(3:31):

Unicité : L�unicité de la solution est une conséquence de l�unicité du point �xe de

l�opérateur � et de l�unicité de la solution du premier problème auxiliaires (Problème

PV 1) ainsi que celle du deuxième problème auxiliaire (Problème PV 2):

En e¤et ; soit (u; �) une solution du Problème PV , ayant la régularité (3:31): Comme

� 2 Q, il résulte de (3:28) que u est solution du Problème PV 1, mais le lemme 3.3
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implique que ce problème auxiliaire admet une solution unique notée u�, donc on a :

u = u� (3.45)

En mettant u = u� dans (3:29) et en utilisant la condition initiale (3:30) on voit bien

que � est une solution du second problème auxiliaire (Problème PV 2); mais le lemme

3.4 implique que ce problème admet une solution unique ��; donc on a :

� = �� (3.46)

En appliquant l�opérateur �; dé�ni auparavant, à l�égalité (3:46), on obtient :

�� = � (car � est contactant sur l�espace de Banach Q):

Mais d�après le lemme 3.5, l�opérateur � admet un seul point �xe ��, par conséquent

on a :

� = �� (3.47)

L�unicité de la solution faible du problème mécanique est maintenant une conséquence

de (3:45) et (3:47):
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Conclusion et perspectives

Après l�étude de ces deux problèmes de contact, on peut tirer les conclusions sui-

vantes :

� Il y a une variété d�hypothèses lors de la modélisation des phénomènes de contact.

� La prise en compte des di¤érentes conditions aux limites de contact et des lois

de comportement, de plus en plus complexes, conduit à des modèles mathématiques

nouveaux et non standards.

� En général, le système d�équations aux dérivées partielles, associé aux conditions

aux limites et aux conditions initiales, obtenu à l�étape de modélisation, n�admet pas

de solution classique. La raison réside principalement dans les non-linéarités prises en

considération dans la description du contact. Pour palier à cette di¢ culté et dans le

but de donner un sens au modèle mathématique obtenu, on est obligé de passer par la

formulation faible (dite parfois formulation variationnelle) du modèle mathématique.

Cette formulation faible a l�avantage de prendre en considération d�une manière in-

trinsèque les frontières libres et les di¤érentes conditions aux limites et bien souvent

elle conduit à des inéquations variationnelles.

� Il serait intéressant de compléter l�étude des deux problèmes de contact avec une

étude des propriétés de la solution (dépendance de la solution par aux données du

problème) et aussi une étude numérique.
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� Dans les deux problèmes étudiés, nous avons supposé que le matériau déformable

était bloqué sur une partie de sa frontière, ce qui nous permet d�appliquer l�inégalité

de Korn. On peut étudier ces deux problèmes où cette condition de blocage n�existe

pas. Dans ce cas l�inégalité de Korn n�est pas véri�ée par conséquent la solution n�est

pas unique et les méthodes de résolution de ces deux problèmes de contact di¤èrent

alors de celles utilisées.

� En�n, l�étude menée dans cette thése pourrait être étendue aux grandes déforma-

tions et par conséquent à des applications industrielles plus réalistes.

� On peut aussi étendre les espaces fonctionnels d�étude de ces problèmes de contact

à des espaces qui ne sont pas Hilbertiens (espace de Banach par exemple).

44



ANNEXEA

Annexe

A�n de faciliter la lecture de cette thèse, il nous est paru utile de rappeler, quelques

éléments d�analyse non-linéaire dans les espaces de Hilbert et des résultats concer-

nant les inéquations variationnelles elliptiques. Ensuite on y introduit les espaces de

distributions et les espaces de Sobolev associés aux opérateurs de déformation et di-

vergence et on présente l�espace de Sobolev W 1;p (0; T ;X), on rappelle le théorème

de Cauchy- Lipschitz et un lemme de Gronwall. Pour plus de détails sur cette annexe

on revoie le lecteur aux références [1] ; [4] ; [7] ; [19] ; [28] et [29] :

A.1 Analyse non linéaire dans les espaces de Hil-
bert

Dans cette section nous rappelons quelques notions fondamentales sur les espaces

de Hilbert.

Dé�nition A.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit

scalaire : h:; :iH : H �H ! R et complet pour la norme associée :
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jujH = hu; ui
1
2
H

Nous avons l�inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :

8u; v 2 H : jhu; viH j 6 jujH jvjH (A.1)

Dé�nition A.2 : On appelle dual de l�espace H et on le note H 0, l�espace des formes

linéaires et continues sur H. Le produit de dualité est noté h:; :iH0�H et véri�e :

��hg; viH0�H
�� 6 jgjH0 jvjH 8v 2 H (A.2)

où j:jH0 est la norme dans H 0, dé�nie par :

jgjH = sup
v2H;v 6=0

��hg; viH0�H
��

jvjH

Théorème A.3 (théorème de représentation de Riesz-Fréchet)

Soient H un espace de Hilbert et ' 2 H 0; alors il existe un élément unique f 2 H; tel

que :

h'; viH0�H = hf; viH 8v 2 H (A.3)

De plus on a :

jf jH = j'jH0

A.2 Opérateur fortement monotone et inéquations
variationnelles

Dé�nition A.4 : Soit A : H ! H un opérateur non linéaire, où H est un espace

de Hilbert.
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(i) On dit que l�opérateur A est fortement monotone, s�il existe m > 0 tel que

hAu� Av; u� viH > m ju� vj
2
H 8u; v 2 H: (A.4)

(ii) A : H ! H est de Lipschitz s�il existe M > 0 tel que :

jAu� AvjH �M ju� vjH 8u; v 2 H: (A.5)

Soit A : H ! H un opérateur non linéaire, ' : H ! ]�1;+1] ; une fonction

propre et f 2 H. Un bon nombre de problèmes aux limites ainsi qu�en mécanique des

milieux continus ont un rapport avec les deux problèmes mathématiques suivants :

Trouver u tel que

u 2 K; hAu; v � uiH > hf; v � uiH 8v 2 K (A.6)

Où K est un sous-ensemble convexe fermé et non vide. Le problème (A:6) est appelé

inéquation variationnelle elliptique de premier espèce sur H

Trouver u tel que :

u 2 H; hAu; v � uiH + ' (v)� ' (u) > hf; v � uiH 8v 2 H (A.7)

Le problème (A:7) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce

sur H.

Théorème A.5 : Soient H un espace de Hilbert et A : H ! H un opérateur for-

tement monotone et de Lipschitz. Alors pour tout f 2 H; l�inéquation variationnelle

(A:7) admet une solution unique. En outre la solution dépend continûment- Lipschitz

de f:

Pour la preuve de ce théorème voir [26]; page 72.

Remarque A.6 Le problème (A:6) est un cas particulier du problème (A:7) : en e¤et

prenons ' = 0 dans (A:7)

Donc la démonstration du théorème d�existence et d�unicité de ce problème est la

même que celle du problème (A:7) :
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A.3 Espaces fonctionnels utiles

Quand on veut résoudre un problème aux limites en cherchant une autre formu-

lation du problème, on est amené à introduire des espaces dans lesquels vont être

contenues des informations utiles.

Nous donnons ici quelques espaces fonctionnels nécessaires dans l�étude de nos deux

problèmes de contact.

Espaces de Sobolev H1 (
) et espaces liés aux opérateurs de déformation

et divergence

Soit 
 un ouvert de RN :

On note par :

D =
�
' = ('i)�'i 2 D(
), i = 1; N

	
= D(
)N

D0 =
�
' =

�
'ij
�
�'ij = 'ji 2 D(
), i; j = 1; N

	
= D(
)N�Ns

D =
�
u = (ui)�ui 2 D0(
), i = 1; N

	
= D0(
)N

D0 =
�
� = (�ij)��ij = �ji 2 D0(
), i; j = 1; N

	
= D0(
)N�Ns

Où D(
) représente l�ensemble des fonctions indé�niment dérivables et à support

compact dans 
 et D0(
) l�espace des distributions sur 
.

les produits de dualité entre D et D0, D0 et D seront dé�nis par :

hu; viD0�D = hui; vii

h�; 'iD0�D =


�ij; 'ij

�
L�espace H1(
) =

�
u 2 L2(
) : @iu 2 L2(
), i = 1; N

	
: est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire :

hu; viH1(
) = hu; viL2(
) + h@iu; @iviL2(
) 8u; v 2 L2(
)

Et la norme associée

juj
H1(
)

=
�
hu; viH1(
)

� 1
2
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On note par H1
0 (
) l�adhérence de D(
) dans H1(
). H1

0 (
) est un sous-espace fermé

de H1(
):

On note aussi par :

H =
�
u = (ui) : ui 2 L2(
), i = 1; N

	
=
�
L2(
)

�N
;

H =
�
� = (�ij)��ij = �ji 2 L2(
), i; j = 1; N

	
=
�
L2(
)

�N�N
s

On munit les espaces H, H des produits scalaires suivants :

hu; viH =

Z



uividx 8u; v 2 H

h�; �iH =

Z



uividx 8�; � 2 H

Les espaces (H; h:; :iH), (H, h:; :iH) sont des espaces de Hilbert et leurs normes sont

dé�nies de la façon suivante :

jujH =
�Z




juj2 dx
� 1

2

8u 2 H ; j�jH =
�Z




j�j2 dx
� 1

2

8� 2 H

Et nous avons les relations :

hu; viH = hu; viD0�D 8u 2 H, v 2 D, h�; �iH = h�; �iD 8� 2 H, � 2 D

Et les inclusions suivantes :

D � H � D0 ; D � H � D0

Espace lié à l�opérateur de déformation

L�espace H1 = fu 2 H; tel que : "(u) 2 Hg lié à l�opérateur de déformation "; est un

espace de Hilbert, pour le produit scalaire :

hu; viH1 = hu; viH + h" (u) ; " (v)iH 8u; v 2 H1 (A.8)

Et la norme associée

juj2H1 = juj
2
H + j" (u)j

2
H 8u 2 H1 (A.9)

Où l�opérateur de déformation linéarisé " est dé�ni par :

" : H ! H; " (u) = "ij (u) =
1

2
(@jui + @iuj) 8i; j = 1; N; 8u 2 H
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Espace lié à l�opérateur divergence

L�espace H1 = f� 2 H; tel que : div� 2 Hg lié à l�opérateur divergence div; est un

espace de Hilbert, pour le produit scalaire :

h�; �iH1
= h�; �iH + hdiv�; div�iH 8�; � 2 H (A.10)

et la norme associée

j�j2H1
= j�j2H + jdiv�j

2
H 8� 2 H (A.11)

Où l�opérateur divergence est dé�ni par :

div : H ! H, div� = @j�ij 8i; j = 1; N; 8� 2 H

Nous avons aussi les inclusions suivantes :

D � H1� H � D0

Quelques propriétés sur les espaces H1 et H1 :

jujH � jujH1 ; j" (u)jH � j" (u)jH1
8u 2 H1

j�jH � j�jH1
; jdiv�jH � jdiv�jH1 8� 2 H1

Théorème de trace, formule de Green et inégalité de Korn

Soit 
 un ouvert de RN (N = 1; 2; 3) de frontière � de classe C1 par morceaux, nous

avons le théorème suivant.

Théorème A.7 (Théorème de trace) : Il existe une application linéaire et continue


 : H1 ! L2 (�)N véri�ant l�égalité


v = v=� 8v 2 C
�
�

�N

S�il n�ya pas d�ambiguïté à craindre, on écrit v au lieu de 
v: En outre, il existe une

constante c, strictement positive dépendant seulement de 
, véri�ant :

jvjL2(�)N � c jvjH1 8v 2 H1:
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Nous rappelons que l�application de trace 
 : H1 ! L2 (�)N , n�est pas surjective.

Limage deH1, par cette application est notéeH�, ce sous-espace s�injecte continûment

dans L2 (�)N . Désignons par H 0
� le dual de H�; et h:; :iH0

��H�
le produit de dualité

entre H 0
� et H�:

Pour tout � 2 H 0
� et H�; il existe un élément noté �� 2 H 0

� tel que :

h��; 
uiH0
��H�

= h�; " (u)iH + hdiv�; uiH 8u 2 H1; 8� 2 H1 (A.12)

Et si � 2 C1
�
�

�N�N
s

=
�
� = (�ij) : �ij = �ji 2 C1

�
�

�
, i; j = 1; N

	
; nous avons la

formule.

h��; 
uiH0
��H�

=

Z
�

��u ds 8u 2 H1

Donc, si � est assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green ) :

h�; " (u)iH + hdiv�; uiH =
Z
�

��u ds 8u 2 H1; 8� 2 H1

Soit maintenant � = �1 [ �2, �1 \ �2 = ?, une partition de �

Théorème A.8 (inégalité de Korn)

Soit mesure �1 > 0: Alors, il existe une constante c > 0, qui dépend de 
 et �1 telle

que :

j" (u)jH � c jujH1 8u 2 V (A.13)

où V est un sous-espace fermé de H1; dé�ni par :

V = fu 2 H1 : 
u = 0 p.p. sur �1g

et le produit scalaire dans V est dé�ni par :

hu; viV = h" (u) ; " (v)iH 8u; v 2 V

Pour la démonstration de ce théorème voir [19], page 79.
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Remarque A.9 Grâce à l�inégalité de Korn, on peut véri�er facilement que les

normes j:jV et j:jH1, sont équivalentes sur V . par conséquent (V; j:jV ) est un espace de

Hilbert. En outre du théorème de Sobolev et de l�équivalence des normes j:jV et j:jH1
on déduit l�existence d�une constante c > 0 qui dépend de 
; �1 et �3; telle que :

jvjL2(�3)N � c jvjV 8v 2 V

A.4 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Soient j:jX et h:; :iX la norme et le produit scalaire d�un espace de Hilbert X et

T > 0.

pour p 2 [1;1] : On dé�nit l�espace

W 1;p(0; T ;X) = fu 2 D0(0; T ;X)=Dju 2 Lp(0; T ;X) pour j = 0; 1g

Ou Dj désigne la dérivée d�ordre j au sens des distributions.

W 1;p(0; T ;X) est un espace de Sobolev pour la norme

jujW 1;p(0;T ;X) =

�Z T

0

ju (t)jpX dt+ j _u (t)j
p
X dt

�1=p
si 1 � p <1:

D�autre part W 1;1(0; T ;X) est un espace de Sobolev pour la norme

jujW 1;1(0;T ;X) = max
n
ju (t)jL1(0;T ;X) + j _u (t)jL1(0;T ;X)

o
si p =1:

et nous dénotons par C ([0; T ] ;X) l�espace des fonctions continues sur [0; T ] à valeurs

dans X; et de norme

jxjC([0;T ];X) = max
t2[0;T ]

jxjX :

Ainsi nous dénotons par C1 ([0; T ] ;X) l�espace des fonctions dérivables est leurs dé-

rivées appartiennent à C ([0; T ] ;X) et de norme :

jxjC([0;T ];X) = max
t2[0;T ]

jxjX + max
t2[0;T ]

j _xjX
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Théorème de Cauchy-Lipschitz

Théorème A.10 Soient (X; j:j) un espace de Banach réel et F (t; :) : X ! X un

opérateur dé�ni presque partout. sur ]0; T [, qui satisfait les conditions suivantes :

1) Il existe LF > 0 tel que jF (t; x)� F (t; y)jX � LF jx� yjX 8x; y 2 X; p:p: t 2 ]0; T [

2) Il existe p � 1 tel que t! F (t; x) 2 Lp (0; T ;X) 8x 2 X:

Alors pour tout x0 2 X; il exite une fonction x 2 W 1;p(0; T ;X) telle que8><>: _x (t) = F (t; x (t)) p.p. t 2 ]0; T [

x (0) = x0

La démonstration de ce théorème se trouve dans [29], page 60.

Lemme de Gronwall

Lemme A.11 Soient f , g 2 C ([0; T ] ;R+) ; a 2 R+ et ' 2 C ([0; T ] ;R)

Si '(t) � a+

Z t

0

f(s)ds+

Z t

0

g(s)' (s) ds; t 2 [0; T ]

Alors on a : '(t) �
�
a+

Z t

0

f(s)ds

�
exp

Z t

0

g(s)ds; t 2 [0; T ]

Pour le cas particulier f � 0; ce lemme devient :

Corollaire A.12 Soient g 2 C ([0; T ] ;R+) ; a 2 R+et ' 2 C ([0; T ] ;R) alors :

Si ' (t) � a+

Z t

0

g(s)' (s) ds; t 2 [0; T ]

Alors on a ' (t) � a exp

Z t

0

g(s)ds; t 2 [0; T ]
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Résumé 

Le  but de cette thèse est l’étude de deux problèmes aux limites de contact. Le premier est le 

contact avec adhésion et sans frottement entre un matériau élastique non-linéaire et une 

fondation rigide. Le deuxième est le contact avec adhésion et sans frottement entre un 

matériau élastique non-linéaire et une fondation déformable. Le processus est quasi-statique, 

le champ d’adhésion est décrit par une équation différentielle non-linéaire du premier ordre. 

Dans l’étude des deux problèmes de contact le tenseur des déformations est supposé linéaire. 

Nous modélisons les deux problèmes, nous déduisons leurs formulations variationnelles 

ensuite nous démontrons l’existence et l’unicité de leurs solution faibles.   

Mots clés : élasticité non-linéaire, contact sans frottement, adhésion, condition de Signiorini, 

compliance normale, solution faible, opérateur fortement monotone, point fixe de Banach. 

Abstract 

The purpose of this thesis is the study of two boundary contact problems. The first is the   

frictionless contact with adhesion between a nonlinear elastic material and a rigid foundation.  

The second is the  frictionless contact with adhesion between a nonlinear elastic material and 

a deformable foundation. The process is quasi- static , the bonding field is described by a non- 

linear differential equation of the first order .  

In the study of the two contact problems the strain tensor is assumed linear. We modelize both 

problems, we deduce their variational formulations then we prove the existence and 

uniqueness of their weak solution. 

 

Key words: nonlinear elasticity , frictionless contact , adhesion, Signiorini condition , normal 

compliance, weak solution , strongly monotone operator , Banach fixed point . 

 

 ملخص

مرن غير لتصاق بين جسم الٳحتكاك مع ٳتلامس دون  الأولى هي ٬دراسة مسألتين حديتينالغرض من هذه الأطروحة هو 

في  وهبين جسم مرن خير خطي و قاعدة قابلة للتشلتصاق و الثانية هي تلامس دون احتكاك مع الٳ ∙ صلبة و قاعدةخطي 

 ∙الرتبة الأولىيعطى على شكل معادلة تفاضلية غير خطية من  و حقل الالتصاق∙ سكونيةسياقات شبه 

نثبت ثم  الصيغ التغيرية، و نستنتج سألتينكل من الملنموذج  قدم. ن خطي أن التشوهتصال يفترض الٳ مسألتي في دراسة 

 ∙وحدانية الحلول الضعيفةو  وجود 

 

 حل ضعيف ٬عمودي تشوه ٬شروط سينيوريني ٬التصاق ٬تماس دون احتكاك ٬المرونة غير الخطية :الكلمات المفتاحية

 ∙النقطة الثابتة لبناخ ٬ثر رتيب بقوةمؤ


