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2.1 - Introduction :

La majorité des écoulements rencontrés dans laenatuqui sont d’'un intérét pratique en
industrie sont turbulents instables et trés congdeXen général, tout écoulement turbulent est
décrit par des équations différentielles aux dé&svpartielles. Mais avec les ordinateurs de
nos jours, il est pratiguement impossible de pauvésoudre les équations instables de
Navier-Stockes. Des équations exactes peuventetédies équations générales de Navier-
Stockes, mais malheureusement on tend vers umeténtie solutions (équations). De la on
s’oriente vers le domaine de la modélisation deutaulence. Divers méthodes sont alors
appliguées aux écoulements turbulents pour la femaelu systéme d’équations.

Dans le présent travail, nous avons appliqué leekeocbnnus dans les modéles de turbulence
qui est le modéle (K-epsilon) pour I'étude de I'éleanent tridimensionnels turbulent dans un
échangeur coaxial. Ce dernier, donne une desaripfitus réaliste des phénoménes
d’interaction turbulente en suivant I'évolution cdeaque parametre turbulent par les équations

de transport.

Pour tous les écoulements, Fluent résout les émsatile la conservation de masse, de
quantité de mouvement. Pour des écoulements ingriiqle transfert thermique ou la
compressibilité une autre équation additionnellarga conservation d’énergie sera résolue,
des équations additionnelles de transport sont égahent résolues quand I'’écoulement
est turbulent.

2.2 - Equations du mouvement en coordonnées cartésnes :

» Equation de continuité :

Jdp O _
E+a(puj)—0 .............................................................................................. (2)

Dans le présent travail le fluide est supposé inmessible donc :

ou.
p = Cte D’oU:i:O .................................................................................. (2)
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Chapitre 2 : formulation mathématique

* Equation de quantité de mouvement L’'équation qui régit ce principe est :
Sous forme vectorielle g(gt—v) + D.(,o\7\7) S ]2z R =TT (3)
« Equation d’énergie : L’équation d’énergie s’écrit comme :
pcp{%—-tr +\7.graa.T} = div()l.grad_.T)+q+CD .......................................................... (4)

2.3 - Les hypotheses de travailDans notre étude en va considérer ces hypothéses :

v Le fluide est incompressibi@ = constant)

Le fluide Newtonien

(\

0
L’écoulement est turbulent, tridimensionnel et p&mlﬂmt(at
Le terme source est nul.
Les forces de volume(Fi) sont négligeables.

La dissipation visqueuse nulle.

AN NN

L’épaisseur des deux cylindres est négligeabledgotion négligée).

En tenue compte de ces hypotheses, les équatiohécdalement de fluide deviennent en

régime turbulent :
2.4 - Equations générales des ecoulements turbulent

Décomposition de Reynolds Si I'on prend un mouvement turbulent composé debitians
transportés par un mouvement d’ensemble, on ppuésenter le mouvement désordonné en
un point fixe de I'espace, tel qui-il est apprégian instant donné par un observateur situé en
ce point par la somme de deux mouvement: le premgprésentant le mouvement
d’ensemble et le second le mouvement de fluctustigkutrement dit les valeurs instantanées

des composantes de la vitesse (u, V) et la pressiomn point seront remplacées par leurs

équivalents :  Ji Uit P=P+D" 4y (Ragles de Reynolds).
Dans lesquels les quantitgs et Ereprésentent des moyennes de grandeurs :

U=li

3

j Pdt

A

}IU dt P :I|
t
0 toe

1-00
ot

| )

o
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Eau j
Cette définition implique que le mouvement moyetnpesmanen

En remplacant dans les équations du mouvementalesirg instantanées par la somme des
valeurs moyennes (par rapport au temps) de cesi@égsiaes simplifications apparaitront car

la moyenne d’une valeur fluctuante est ntfile O, p=0

Par conséquent l'approche statistique est adoptéggéerée par Reynolds: les valeurs

instantanées de la vitesge la pression p sont séparées en quantités moyehiflastuantes.
Cette opération de moyenne sur les expressionsesttl’outil de base en turbulence. On

emploie, ainsi quelques régles qui peuvent s’emide{#7].

? : valeur moyenne de la quantité instantafiée

¢ - valeur de la fluctuation de la quantfté
f . valeur moyenne de la quantité instantariée

" Valeur de la fluctuation de la quanti{é

Regle de Reynolds: en utilisant les regles de Reynolds, Heinz(19&6)Qui sont les

suivantes, Le calcul des moyennes permet d’écrire :

9 =0
9=9
fp=fp
fg=fg=0
fo=fp+¢gf
99 _op

oX 0dX

Et I'opérateur moyen d’ensemble appliqué a cejteaton fournit
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ou, ou’

_i:O — ' =

0X, , et par soustractiof?Xi

Les tensions de ReynoldsConsidérons équations de N-S pour le mouvemetantané.

ou, ou, 1 0P d |ouU, dU,
—+U,—=-= +v F o e (6)
ot 0X; 00X, 0X, | 0X, 0X,

En remplacant les expressions (*) déﬁ)s cette derriére équation devient:

o0 +u)
ot

L0 ) 10Fep), o F(@.w;)g(ﬁ,w:)

+(Uj uj) =
X, p X, X, | oxX, X,

J

En prenant la moyenne des termes il reste :

ouG,)_ 1P, 0 Ham +@U,J]_a(w)

X, poaxX, x| |ox, ox X

I

j

En arrangeant cette derniere équation, on obtient :

ouu,)_ 1P, 0 Hfﬂ +agjj—u;u'j] .................................................... (7)

oX | poaxX, oX,| (ox, ox

I

Les neufs quantités Uit forment un tenseur (moyenne des produits des canpes de

deux vecteurs). Et on appelle ces quantités teaslerReynolds par analogie aux tensions de

Y S
viscosité v) —-+——||.
X,  0X

-uu; . . .
Les termes “'“!donnent naissance aux tensions de Reynolds. ligigmmment du non

linéarité des équations de N-S et s’interpretentroe des contraintes.
Les équations de Reynolds peuvent aussi s'écrire :

_ 90U, U ouU.
UJ.E:li - puu  -po +u LTt (8)
oX i P oX i — oX i GX,
tensiendeRe ynolds

tensiendeN-S

Ou5‘i est le terme de Kronecker

gji=jg=1 gi#j9 =0
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Ly 1L
H oX oX,

J——)

(au U,
On aen general pul; >>

]ce n'est que pres des parois que les tensions de
N-S reprennent un role importgsy. .

Equations de transport aux tensions de ReynoldsL.e point de départ ce sont les équations
de N-S.

0, +u)-2 (0 +u)--22P ), 0 H"(‘I #u), o *“i')ﬂ .......................... o)

o p  0X 0X, 0X, X,
En prenant la moyenne statistique, on obtient :

_ U P U oU. oluu
Ujau':—iap+ Y T | ) (10)

0X, pOX; 0X, 0X, 0X X,
Par soustraction entré9) et (10) on a :
U, = v + —uj———uiuj—uu]

an ,06X an X, 0X, X, 0X,
On obtient de méme si on remplace l'indice i par n
o —1 ] au’ 1
Ujaun=_£6p+ 0 I/6un+ i u U, [u B ]

0X, poxX, oX, 0X, 0X, 6X
Multipliant alors parun et parui et puis additionnant membre a membre :
—ouuw) 1 ,0p 1,0P  , 0 ou;  Ou; , 0 ou,  ou;
U, =-—Uu,— ——U +U, v + +U; v +

X, p O0X, p 0X, 0X, oX, 0X X, X, oX,

,,0U, louu| du L aLTn du u;  Ouu;
— U +u - —uu Uy -

0X; X,  0X X, axj 0X,

Aprés arrangement en prenant la moyenne, on a :
_ duu U U [T U ou gy ou
Uja(ulun):_waun +U;U}% -yl — a al'ln -V aq J +al+| ]|

0X, X, X, OXJ 0X, 0X; X, 0X; X

‘
@ ) ©
uP TP ouu ou ou: \ p
O qam + o in g WP O O O PO O ()
0X; P P oX, 0X, oX, ) pladu, 6X
(d) ©

Les cing termes s’appellent comme suit :
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» (a): Taux de variation du tenseur des contrairﬁe@e}ynoldsq % Le long d’'une ligne

de courant.

J———

= (b): Taux de production (source) Heh par interaction directe avec le taux moyen

de déformation.

= (c): Taux de dissipation detth par I'action de viscosité sur les tourbillons aiteet

échelle de I'’écoulement.

(d) : Taux de diffusions dgﬁ; .

(e) : l'interaction pression /taux de déformatopn tend a « isotropie » les contraintes

dans le champ de I'’écoulement.

Bilan aux tensions de Reynolds On obtient alors une équation pour le moment d&®
Duu
b R P,-&,+N,, +D

i

(q Ui )qui peut se mettre sous la forme suivante : Dt
Cette équation est appelée équation des tensiofewaolds ou équation de transport des

tensions de Reynolds.
Terme de production :

U, ou.

— Tt ) T
B, =-Uuy ox, j :
Ce terme ne fait intervenir que le gradient desggemoyenne et le tenseur de Reynolds qui

sont les inconnues principales du probléme.

Taux de dissipation visqueuse :

ouou;
Ei =W _———
' 0X,0X,

2

_go_i )
Ce terme de dissipation est pris égal a ' ou €est le taux de dissipation de I'énergie
cinétique de turbulence. La viscosité du fluidesigis I'énergie de turbulence en agissant sur
les plus petits tourbillons (échelle Kolmogorov)ntdde comportement est en moyenne

isotrope. On en déduit que, de maniere approckesetaux de dissipation des contraintes

12

Y sont égaux entre eux et que ceux des contra‘rlf‘tg's) avec! * | Sont nuls.

normales
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Corrélation pression — taux de déformation :
(o ou
|_|i ) :E ﬂ-{-_J
Toplox,  oX,

12 12 12
Il contribue & un échange entre les composartes'z ,u3 ) sans modifier leur somme et,
pour cette raison, on dit qu’il s'agit d’'un terme cedistribution. Ce terme se compose de

deux parties d’aprés Rodi (1980) ou Schiestel(1993) :

P (ou , on

] i

%1 Etant engendré par des interactions purement |’Eu’l'lﬂ$,¢'j'2 par des interactions entre
turbulence et gradient de vitesse moyenne, sordgrgiment modélisés séparément, d’apres

la proposition de Rotta (1961) :

i j

(alj,l:_ClE(U"Ui' —gé_i.kj _
K 3 , ouC: =15 ; ce terme favorise le retour a I'isotropie.

En fait, il est proportionnel a I'anisotropie detlebulence. Il est négatif (donc un puits) si

3 | C’est en fait un terme qui tend & redistribt&mérgie turbulente ente les
—2
composantes normal¥s .

La deuxieme partie est modélisée d’apres LandRodt (1975) :

Ce terme est aussi redistribuai car sa traceudlst. ,{”u,z Traduisant une interaction entre la
turbulence et les gradients de vitesse moyennearesdbgue 1.l est proportionnel a

I'anisotropie du taux de production g*eui )
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Pour tenir compte de I'effet de la paroi sur labtence le terme de corrélation pression —

taux  déformation utilisé dans le logiciel Fluent pposé égal a:

P'[aq' ou
+

olox, Tax,

P Jz%ﬁ%ﬁ%w'

ou Aw est appelé terme de réflexion de la paroi, iresponsable de I'amortissement de la
contrainte normale prés de la paroi et perpendieudacelle-ci.il est modélisé comme suit :

—_ ,E —t =t 2—!—' 3—!—! k3/2
QJYW=C— ukumnknmdij ——uiujnjnk ——ujuknink +
k 3 2 C.EY5
, 2 3 k3/2
Cz(ﬂ(m,znknma—ij _E%annk _§¢|k,2ni nijl.é‘ Yo

o C; =05C, =03n, est la composanték du vecteur unitaire normal a la pargiﬁ’ est

_ 3/4/ T
6, =C."" Ik, C; =009

la distance normale a la parct, et est la constante de Von

Karman égale a 0.4187.

e o 0 [ ou'y;
Terme de transport diffusif : D, ; = -Tu

k

- % (q'gjk + Uj'glk )j

Le deuxieme terme (diffusion d«(aH ui) par interaction moléculaire) est négligeable aux
grands nombre de Reynolds. Aussi, le troisieme datiffusif par la fluctuation de pression
est considéré négligé dans la plupart des travespodibles dans la littérature. Pour la triple

corrélation des fluctuations de vitesse, Daly elé¥aont proposé(1970) la relation suivante :

——

Ut =-Cs—u 04—
a £ 0%  (yrCs =022

Les indices ijk ne présentent aucune symétrie. Qli73) a apporté une expression plus

simplifiée en employant un coefficient de transpsotrope :

£ 0% 475

2.5- Le modelek-¢€: Cest un modéle & deux équations de transport pleux

parameétres de turbulence proposé par Jones et éab@72) qui se base sur le concept

Boussinesq (1877) utilisant I'analogie entre I'éujp@ de quantité de mouvement par
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interaction moléculaire a I'échelle microscopiquer(traintes visqueuses) et I'échange de
guantité de mouvement par la turbulence a I'échraberoscopique (contrainte de Reynolds)
Ce modeéle a trouvé le plus grand champ d’apptioatians des domaines d’intérét pratique et

industriel, 1l résout en plus des équations demm@gs moyens des équations de I'énergie

cinétique de la turbulendéet son taux de dissipatié40,46]
2.6 - concept de Boussinesq: Ou la viscosité turbulente est donnée paelkion

U’ ou!
suivante : -uu =v, ai+—' —Ekdi.
J oX, ox,| 3"

- 2 —
v, =C, (k /E) : Avec Mt V4P yiscosité dynamique turbulente.

Cu . Constante empirique.

K : est I'énergie cinétique de turbulence défini pa

k =%U’2 =%(Ul'2 +T'% +U'32)

£ : Le taux de dissipation de I'énergie de turbuéekidonné par la relation suivante :

2

o

E=v| —
LXJ}

Ce terme de dissipation qui apparait dans I'éqnatie I'énergie de turbulence reste a

déterminer. L'échelle typique de longueur des gFssstructures de la turbulence L est
g — 122
déduite de € =k"?/L[5859].

Cette loi de comportement de la turbulence fagrwgnir un coefficient de méme dimension
gue la viscosité moléculaire appelé viscosité tiemte. Mais a la différence de la viscosité
moléculaire, la viscosité turbulente dépend dat'de la turbulence en chaque point et differe

pour un méme fluide d’'un écoulement turbulent autne.

D'ou l'idée de la relier aux caractéristique de tlabulence. Bien aprés Boussinesq,
Kolmogorov et Prandtl proposent indépendammentratagion qui lie la viscosité turbulente

au produit d’'une échelle de vitesse des grossaststes de la turbulence et d’'une échelle
1

caractéristique de la longueur. L'échelle carastiéfie des fluctuations de vitesse kst
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3
L’échelle typique des longueurs est définie far € Comme I'énergie de la turbulence est

contenue essentiellement dans les grosses strsictar&a turbulence, (Tennekes et lumley).

C’est cette méme énergie qui a été prise commedzakéchelle de vitesse.
1 3
u = c,u(kzj(kz /5] =cuk? /e

L’hypothése de la viscosité dynamique turbulentet@tre alors exploitée en écrivatt en

k2
p=c,
£

CH = Cl€ Empirique.

fonction deKet €telle que :

* Les équations de transport deket €: Les eéqguations de transport semi-empiriques de

I'énergie cinétique turbulentéet son taux de dissipatiénsont :

. U oU.)\aU.
D_k:%+uj ok __9 VM ok +ut oY, +— oU; T (12)
Dt 0t 10X, X, \g. 0. )X, |oX, oX Jox, %
()] —
@) R )

_ U oU \au. 2
E:%+Uj 0¢ _ 0 [ v W |0 rc, St U, i |9y, G S, (13)
Dt ot oX, OX |0, 0. )X Tk OloX, o, |ox, k

= i i\Ye, £, i i i i
@ ) © @ ©

Ces deux équations donneket € qui permettent & leur tour de calculer la visédéit

[P

, wu : . .
connaissartt, on peut calculer le tenseur des contraintéls Ce qui permet la résolution des
éguations de Reynolds. Les constantes standarcdealensont celles données par Launder et

Spalding(74). Elles sont réunies dans le tableauast(4,5] :

Cu Cel Ce2 Oy =0y, o, a,,
0.09 1.44 1.92 1.0 1.0 1.3

Tableau (2.1) : Les constantes standard du modéle odnées par Launder et
Spalding(1974).

= Le terme (1) de I'équation représente le taux deatran de I'énergie cinétique
turbulente .

» Le terme (2) représente le transport par conveckolenergie cinétique turbulerife
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Ces

Le terme (3) représente le transport par diffusierfénergie cinétique turbulerife

Le terme (4) représente la production par cisailieite I'énergie cinétique turbulente
k

Le terme (5) représente la dissipation de I'énecgiétique turbulenté.
Le terme (a) de I'équation de la dissipation d'@mreprésente, le taux de variation
de dissipatiorf de I'énergie cinétique.

Le terme (b) : représente le transport par convectie la dissipation de I'énergie
cinétique.

Le terme (c): représente le transport par diffasi®e la dissipation de I'énergie
turbulente.

Le terme (d) : représente la production (sourcé).de

Le terme (e) : représente la dissipation (puits).de

deux équations donnekt eté qui permettent a leur tour de calculer la viscosité

turbulentd* Connaissantt , On peut déduire le tenseur des contraintes gadRis[55,56].

Traitement a la paroi : Les effets d’'une paroi sur le champ turbulent stonbreux et

complexes, on peut citer cependant les principaux :

v La contribution réfléchie des corrélations pressiéformation

v' La création d’'une zone adjacente a la paroi damselie la viscosité moléculaire est

prédominante.

v Le caractére fortement anisotrope de la turbul@nes de la paroi

Le caractére fortement non homogéne du champ wedalence de ce fait, il existe au moins

deux régions dans la couche limite en cas de torteulence. L'une loin de la paroi, est

contrblée par la turbulence et l'autre prés de deoipdominée par la viscosité. Ces deux

régions sont raccordées par une région appeléenréggarithmique a cause de la loi suivie

par le profil des vitesses. Il existe deux type$odmulations pour incorporer la condition a la

limite prés de la paroi. La premiére est celle @donction de la paroi, dans la deuxieme

région, appelée aussi sous-couche visqueuse, mméne, la proximité de la paroi cause des

difficultés pour l'incorporation des conditions alimites prés de la paroi. D’aprés Patankar

et Spalding (1970), la deuxieme formulation e#ieadtilisant les modéles a faible nombre de

Reynolds. Pour les fonctions de paroi le premientpdu maillage prés de la paroi doit étre
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situé dans la zone logarithmique ; pour les madaléible nombre de Reynolds un nombre
de noeuds est utilisé dans la sous couche visq{Etise

Comme le modéle des contraintes de Reynolds s‘ada@h aux nombre de Reynolds élevés
ainsi que pour le modéle de turbulence & deux &ms#t—€ , on emploie donc une fonction
de paroi basée sur la loi logarithmique afin disria des résultats satisfaisants. La vitesse
moyenne, I'énergie cinétique et son taux de dissipabtenus par les équations suivantes au

niveau du nceud de la paroi :

U
U _ U, Ui:gln[Eyp J u,

ay Ky, ot v k=C,U™? K.y,

K : Constante de Von-Karman (k=0.09)

Yo . Distance entre le nceud adjacent a la paroirai. ..

V - viscosité laminaire du fluide

E : Constante, (E=9, pour paroi lisse)
U . est la vitesse de frottement (égar@&/’o )

r : o . .
P : est la contrainte de cisaillement a la paroi.

Plusieurs auteurs, par exemple Lien- Leshnizer(L@92 essayé d’'imposer les valeurs de
toutes les contraintes dans les noeuds proches mhiedg comme une fonction de I'énergie

cinétique turbulente k. ces valeurs peuvent étrevéles dans une région logarithmique en

imposant le terme de production de k en équilivecda dissipation, ca-B« = PE

Les contraintes de Reynolds obtenues par les nodel&L (GL : Gibson-Launder, 1981) et
SSG (S : Speziale et al (1991) sfHit:

2 2 2 2

U0

K k Kk K
GL 1.098 0.297 0.655 -0.255
SSG 1.067 0.413 0.520 -0.314

Loi logarithmique de la vitesse :Dans les régions au voisinage des parois solidaapbéle

de turbulencek — € ne peut étre appliqué que pour des écoulementsagitand nombre de
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Reynolds. La résolution numérigue du probleme del@alonc un maillage tres fin. C.-a-d.un

nombre de point de calcul important. Ne disposast ggun nhombre de points suffisamment

grand, et afin d’éviter d’éventuelles difficultésmériques, le recours a été fait a la version du
traitement de paroi donné par Launder et Spald9¥f{)L qui négligent la présence d'une

sous-couche laminaire et considére une distributidforme de la contrainte de cisaillement

prés de la paroi. On notera ainsi que dans cette, 2e bilan de I'énergie cinétique turbulente

se simplifie en un équilibre local : Productionldéurbulence égale a la dissipati®8,59].

Paroi solide l | | sous couche (turbulente)
! | /
e

Sous couche (lanunaire)

W

Up

Figure (2.1) : traitement au voisinage de la paroi.

On préfere donc utiliser la région de turbulenceume loi logarithmique de vitesse peut étre

appliguée entre la paroi et les points localiseeme distance'PLa loi logarithmique est
Yp_U 7 > 30 % = i]n(Engj

vérifiée expérimentalement pour v Uz x v

E : Constante (E=9, pour paroi lisse).

X : Constante de Van-Karman (x=0,42).

V : viscosité laminaire du fluide.

UT : vitesse de frottement.

ur= /i
, ou T = contrainte a la paroi.

Expression de contrainte pres de la paroi Pres de la paroi les transports par convection et
diffusion deKsont négligeables.

2 2
u L cuc( 37 =&

2
i)
oY En substituant4 par € , on obtient :

Donc :
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5_Uj_ff 1

T = pCu.2k

Comme le gradient de vite “Af Mt alors I'expression devient *

xUP

Ur=——- _
L’expression peut s’écrire encore : ur | Ln(EYPP)

_ 2
Comme’" ~ PY, En remplacan¥ 7 par son expression, on obtient :

1
_ PX 42Up

EC,u ,ok Yp

U
r, = M(ij
, Et puisque : P

11

XCurk2y
e 0 /11 : p

ECu* kéYp
Vv

Ln

Enfin l'identification avec donne :

Expression depk eté prés de la paroi étant donné que prés de la parprdduction est en
équilibre avec la dissipation, I'équation de traorsple K s'écrit : 0=PR ~pe
b = oy Y )
‘ oY Donc : ‘oY
ou\) __ ou
P govient . < Mlav) TTray
Alors "« devient :
:T_f ur

k
En dérivant I'équation par rapport'®on obtient : p XYp

3 3 3 3
F)k:pCﬂ4.k2 E:Cﬂ4.k2
Aprés réarrangement devient : XYp , XYP [55,56].
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