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Partie 1 :

/Convection Forcee dans un Espace Annulaire Elliptique Horizontal\
Rempli par une Mousse Meétallique.

Solution Analytique et Etude Numérique
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Les mousses métalliques a cellules ouvertes ont une forme similaire a celle des cellules

de la mousse qui remplit un volume dans I'espace. Ces derniéres ont des formes géométriques
qui sont des solutions du probléme de Kelvin. Lord Kelvin [1] a résolu le probleme en
trouvant quel est I’arrangement des cellules avec des volumes égaux qui remplit I'espace
avec une surface minimale ? La réponse était un tétrakaidécaedre avec six faces carrées et
huit faces hexagonales. La solution a été améliorée par la structure de Weaire-Phelan [2]
avec deux types de cellules : un dodécaedre avec 12 faces pentagonales et un

tétrakaidécaedre avec 2 faces hexagonales et 12 faces pentagonales.

Les mousses métalliques a cellules ouvertes sont des milieux poreux a porosité élevée
caractérisés par leurs légeretés et leurs propriétés désirables telles que I'amélioration du
mixage (en raison de leur surface spécifique élevée), le transfert de chaleur convectif accru,
la distribution uniforme de la chaleur (en raison de leur structure isotrope), le temps
transitoire court (a cause de la capacité thermique relativement faible) [3] et la conductivité
thermique effective qui est beaucoup plus élevée que celle du fluide utilisé. La conductivité
thermique effective mesurée de certaines mousses métalliques en aluminium saturées par
I'eau est un ordre de grandeur plus élevé que celle de I'eau comme annoncé par le fabricant
des mousses d'aluminium DUOCEL® [4].

En pratique, les mousses d'aluminium et du cuivre a cellules ouvertes ont des ligaments
(fibres) avec des diameétres variables : le diamétre est plus grand au niveau des connexions
des ligaments (nceuds) et plus petit plus loin d’eux [5]. Toutefois, pour les calculs pratiques
un diamétre moyen estimé de ligament est souvent utilisé [6]. Les mousses a cellules
ouvertes sont étiquetées par leur nombres de diametres de pores par pouce, par exemple une
mousse a cellules ouvertes 20 PPI est une mousse avec vingt pores par pouce. La simulation
basée sur la Microtomographie du transport a travers les mousses métalliques a cellules
ouvertes [7] a montré que les mousses métalliques a cellules ouvertes sont essentiellement
isotropes et que, pour la méme porosité, la conductivité thermique effective n’est pas tres

sensible a la diminution de la taille des pores.

Les mousses métalliques a cellules ouvertes ont été utilisées pour améliorer le transfert
de chaleur dans les tuyaux et les canaux par I’amélioration de la conduction et la convection.
La conduction est ameéliorée par la conductivité thermique effective du milieu poreux qui

peut étre beaucoup plus grande a celle du fluide [8]. Cette conductivité thermique effective
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peut étre augmentée par la conductivité de la dispersion thermique si importante [9]. La
convection est améliorée par I'augmentation considérable du niveau de la vitesse a proximité
des surfaces solides dans les tubes remplis de milieux poreux. En fait, il peut étre facilement
verifié que pour les milieux poreux a faible nombre de Darcy dans les conduits, le débit est
quasi uniforme sur la section transversale du conduit : & proximité des parois, I'épaisseur de
la couche de variation de la vitesse est de I'ordre de la racine carrée du rapport du nombre de
Darcy et la porosité. Cependant, il est établi que le transfert de chaleur amélioré obtenu avec

des mousses métalliques se fait au prix d'une forte augmentation de la perte de charge.

L’amélioration de la convection forcée dans les milieux poreux est démontrée par de
nombreuses études. C.Y. Zhao et al. [10] ont présenté des résultats expérimentaux sur le
transfert thermique et la chute de pression par convection forcée d’un écoulement d’air avec
un champ de vitesse complétement développé dans un canal (0.127x0.127x0.012) m?,
rempli par deux mousses métalliques différentes : FeCrAlY (un matériau courant comprend
du cuivre, d’aluminium, d'acier inoxydable et des alliages a base de fer & haute température)
et le cuivre. Huit échantillons du FeCrAlY avec une conductivité thermique solide d'environ
20 W/m.K et six du cuivre avec une conductivité thermique solide d'environ 300 W/m.K.
Différentes tailles du pore (PPI) égales a 10, 30 et 60 PPI et différentes densités relatives
égales a 5, 7.5 et 10%, sont utilisées. La paroi inférieure du canal est soumise sous un flux
de chaleur constant égal & 4000 et 8000 W/m?. Ils ont trouvé que pour les deux types de
mousse, l'augmentation de la densité relative et la diminution de la taille des pores
augmentent le transfert de chaleur simultanément avec une grande augmentation de la perte
de charge. Par exemple : avec un nombre de Reynolds (basé sur le diamétre hydraulique)
Re=6015.27 et pour FeCrAlY, le nombre de Nusselt global (moyen) Nu d’échantillon 2 (10
PPI et 10%) est 162.758 avec un coefficient du frottement f = 17.5226, tandis que pour
I’échantillon 1 (10 PPI et 5%) Nu est 115.56 et f = 6.98079. Le Nu d’échantillon 4 (30 PPI
et 10%) est 145.45 et f = 21.5944. Pour le cuivre, le nombre de Nusselt d’échantillon 11 (30
PPI et 5%) est 289.035 et f = 60.8869, tandis que pour I’échantillon 9 (10 PPI et 5%) le
nombre de Nusselt est 331.291 et f = 20.1939. Le nombre de Nusselt d’échantillon 12 (30
PPI et 10%) est 354.724 et le f = 96.468. Pour les échantillons du FeCrAlY, le transfert de
chaleur est plus sensible a la densité relative qu’a la taille du pore, tandis que pour les
échantillons du cuivre, le transfert de chaleur est plus sensible a la taille du pore qu’a la
densite relative. A un Re donné, les nombres de Nusselt d'échantillons du cuivre sont environ

2 a 4 fois supérieurs a celles des échantillons du FeCrAlY. La chute de pression d'un
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échantillon du cuivre est beaucoup plus élevée a celle d'un échantillon FeCrAlY pour le
méme PPI et la méme densité relative. L’échantillon 1 du FeCrAlY (10 PPI et 5%) et
I'échantillon 9 du cuivre (10 PPI et 5%) atteints la plus haute efficacité (c’est le rapport entre
Nu et f) qui égale a 16.554, tandis que I'échantillon 6 du FeCrAlY (60 PPI et 10%) atteint la
plus faible efficacité qui égale a 1.1295.

H.J. Xu et al. [11] ont étudié analytiquement et numeriquement le transfert thermique
par la convection forcée d’un écoulement d’air bidimensionnel complétement développé
entre deux plaques paralléles rempli de mousses métalliques. Un flux de chaleur constant
uniforme égal & 1000 W/m? est soumis sur les deux plaques du canal de longueur égale a 25
fois sa hauteur (2H) et une température d'entrée égale a 303°K. Les résultats montrent que
la diminution de la porosité (€) et I’augmentation de la taille des pores (w) peut améliorer le
transfert thermique et augmenter la chute de pression. Toutefois, une valeur de saturation
existe avec 1’augmentation de w et w doit étre appliquée au-dessous de la valeur de
saturation pour le transfert de chaleur. Avec H=0.01m, une vitesse moyenne égale a 0.85m/s
et un rapport de conductivités thermiques (solide/fluide) ks/ki=10%, une performance globale
j=Nu/[Re(Pr.f )***] définie en fonction du nombre de Nusselt (Nu), du facteur de frottement
(f), du nombre de Reynolds (Re) et du nombre de Prandlt (Pr) est égale a 0.43, 0.385, 0.325
et 0.205 avec w=10PPI et elle est égale a 0.485, 0.41, 0.31 et 0.17 avec w =20PPI, pour ¢ =
0.8, 0.85, 0.9 et 0.95, respectivement. Elle est supérieure a celle d’un canal vide (j =
0.01279). Elle est maximale avec une gamme de porosité entre 0.8 et 0.95 et une taille des

pores optimale entre 10 et 20 PPI, qui augmente avec la diminution de la porosité.

K.P. Carpenter et al. [12] ont étudié expérimentalement I'effet des gradients de la taille
de pore dans les mousses d'aluminium 10, 20 et 40 PPI montées dans un canal rectangulaire.
La section transversale de la mousse est (25.4x6.4) mm? et sa longueur est 101.6 mm. La
longueur des mousses est un seul segment ou coupé en deux ou quatre segments. La mousse
est chauffée uniformément par le dessous et refroidi par un flux d'air contrélé. Les résultats
montrent que le coefficient du transfert de chaleur augmente avec la chute de pression pour
toutes les mousses considérées comme ayant un effet négligeable de la coupure. Pour la
méme chute de pression égale a 4200 Pa, le coefficient du transfert de chaleur est égal a 290,
250 et 240 W/m?2.K pour 10, 20 et 40 PPI, respectivement. lls ont constaté que pour la méme
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puissance de pompage, le rendement thermique de la mousse 10 PPI est meilleur par rapport
a ceux des segments 10/20, 20/10, 10/40, 40/10, 20/40 et 40/20 PPI.

La convection forcée dair a travers des échantillons de mousses metalliques
daluminium et du cuivre, montés sur la base d'un canal rectangulaire, a été étudié
expérimentalement par S. Mancin et al. [13]. Les échantillons de 5, 10, 20 et 40 PPI avec
une surface de base (100x100) mm? et une hauteur de 20 mm et 40 mm ont été utilisés. La
base des échantillons était chauffée électriguement avec des puissances de 250, 325 et 400
W. Le débit massique d'air a été changé entre 2 et 7 Kg/m?.s. Avec ces paramétres, il est
rapporté que les échantillons du cuivre ont un meilleur transfert de chaleur en raison de leur
conductivité thermique effective élevée. Le transfert de chaleur est renforcé par
l'augmentation de la vitesse d'écoulement ou la diminution de la porosité. Pour I'échantillon
d'aluminium 10 PPI, de porosité 0.926, I’augmentation du débit massique de 3 a 6 Kg/m?.s
augmente le coefficient du transfert de chaleur de 600 & 800 W/m?.K. Pour I'échantillon
d'aluminium 10 PPI, avec un débit massique égal a 6 Kg/m?.s et une puissance de chauffage
égale a 250W, la diminution de la porosité de 0.954 a 0.896 conduits a une augmentation du
coefficient de transfert de chaleur de 700 & 1100 W/m?.K. Il est rapporté que la chute de
pression augmente avec le débit massique : pour I'échantillon d'aluminium 40 PPI, avec une
porosité égale a 0.926, l'augmentation du débit massique de 4 a 6 Kg/m?.s conduit & une
augmentation de la chute de pression de 600 a 1150 Pa. L’augmentation du nombre de PPI
conduit a une augmentation de la perte de charge : pour I'échantillon d'aluminium et un débit
massique égal a 6 Kg/m?.s, I’augmentation du PPI de 5 a 40, conduit a une augmentation de
la chute de pression de 700 a 1100 Pa.

S. Guarino et al. [14] ont étudié expérimentalement le coefficient du transfert de chaleur
et la chute de pression d’un écoulement forcé d'air humide a travers trois différents types de
mousses en alliage d'aluminium 5, 10 et 20 PPI dans un canal avec une section transversale
carrée de (20.5%20.5x40) mm?3. La température de la mousse a été changée entre 50 et 125°C,
alors que le niveau de la vitesse varie de 1 a 5 m/s. Les résultats montrent que la chute de
pression augmente avec le débit massique pour toutes les températures. La chute de pression
a travers la mousse 20 PPI est supérieure a celle des mousses a 10 et 5 PPI. Le remplacement
de la mousse a 5 PPI par celle a 20 PPI et I’augmentation de la vitesse d'écoulement de 1 a
5 m/s, augmente la chute de pression de 200 a 5000 Pa/m. Les résultats démontrent que le

coefficient du transfert de chaleur augmente avec l'augmentation du débit d'air et/ou la
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diminution de la température. Le meilleur rendement thermique est réalisé avec la mousse
10 PPI; I'effet combiné de la diminution de la température de la mousse de 125 a 50°C et
l'augmentation de la vitesse d'écoulement de 1 a 5 m/s, conduit a une augmentation du
coefficient de transfert de chaleur convectif de 60 & 335 W/m?.K. Les mousses métalliques
peuvent étre utilisées pour améliorer les performances du transfert de chaleur des

dissipateurs de chaleur utilises dans le refroidissement des équipements électroniques.

S.S. Feng et al. [15] ont réalisé une combinaison des études expérimentale et numérique
par les volumes finis du refroidissement d’un jet circulaire d'air des dissipateurs de chaleur
d’une mousse métallique a ailettes (MMA) et d’'une mousse métallique (MM). Les mousses
d'aluminium 8 PPI avec 96.3% de porosité et quatre ailettes en plaques d'épaisseur 2 mm
avec un espace de 12 mm entre eux ont été utilisées. La surface des dissipateurs de chaleur
(MMA) ou (MM) est (68x68) mm?. La hauteur (H) du (MMA) varie de 10 & 40 mm tandis
que la hauteur du (MM) varie de 10 a 30 mm. L'épaisseur du substrat est 4 mm. La gamme
du nombre de Reynolds (Re) est de 3000 a 12000. Le substrat de dissipateur de chaleur est
isotherme. Pour Re=8000, quand la hauteur du (MM) augmente de 10 a 30 mm, le nombre
de Nusselt (Nu) diminue de 500 & 400 ; et I’augmentation de la hauteur de (MMA) de 10 a
30 mm ; augmente le Nu de 700 & 1100. Une nouvelle augmentation de la hauteur de (MMA)
a 40 mm diminue légerement le Nu. Sous un débit donné ou une puissance de pompage
donnée, le transfert de chaleur des dissipateurs de chaleur (MMA) peut étre de 1.5 a 2.8 fois
celle des dissipateurs de chaleur (MM) pour la méme hauteur. En outre, a une puissance de
pompage adimensionnelle égale & 6000, le transfert de chaleur du dissipateur de chaleur
(MMA) est 1.5, 2 et 2.5 fois celle de dissipateurs de chaleur (MM) pour H=10, 20 et 30 mm,
respectivement. La chute de pression augmente considérablement avec la diminution de la
hauteur de la mousse avec la méme vitesse de jet et elle est supérieure dans le cas de
dissipateur de chaleur (MMA) par rapport a celui (MM). Pour le dissipateur de chaleur (MM)
avec une vitesse de jet égale a 2.5 m/s, la chute de pression est égale a 15, 27 et 100 Pa pour
H=30, 20 et 10 mm, respectivement. Pour le dissipateur de chaleur (MMA), avec la méme
vitesse de jet, la chute de pression est égale a 25, 45 et 115 Pa pour H=30, 20 et 10 mm,

respectivement.

Z. Xiao et al. [16] ont étudié expérimentalement la convection forcée unidimensionnelle
a travers un canal rempli d'échantillons de mousse du cuivre dont le nombre de pores variant

entre 36 et 60 PPI. Six échantillons ont une seule couche, avec différentes porosités
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nominales variant de 60 a 80% et quatre échantillons ont une couche double avec une
épaisseur de 1 a4 mm et une porosité nominale 60% et une autre 80%. Le canal d'écoulement
est de 20 mm de largeur, 5 mm de hauteur et 30 mm de longueur. Le débit d'écoulement
d'eau de refroidissement varie de 0.2 a 1 L/min. La partie supérieure de la mousse est
chauffée par un flux thermique fixe égal a 250 kW/m2. lls ont trouvé une relation linéaire
entre le gradient de pression et la vitesse de Darcy. Pour les échantillons a une couche simple
ou double, le gradient de pression augmente avec la diminution de la porosité. Lorsque la
vitesse de Darcy augmente de 0.033 a 0.167 m/s, le gradient de pression de I'échantillon a
une seule couche (avec une porosité égale a 62.5%) augmente de 1 2 5.2 MPa/m et celle de
I'échantillon a une couche double (avec une porosité égale a 76.2%) augmente de 0.2 2 0.7
MPa/m. Par comparaison a un canal vide, l'introduction d'un échantillon du cuivre poreux
renforce le coefficient du transfert de chaleur 8.5 fois. Les coefficients du transfert de chaleur
des échantillons & une simple et double couche augmentent lorsque la vitesse de Darcy
augmente. L'augmentation de la vitesse de Darcy de 0.033 a 0.167 m/s, augmente le
coefficient du transfert de chaleur du canal vide de 3 a 5 kW/m?.K. Cependant, il augmente
le coefficient du transfert de chaleur du canal avec mousse a une seule couche (avec 62.5%
de porosité) de 15 a 36 kW/m2.K. Les échantillons du cuivre poreux avec des couches
doubles de porosités 60% et 80% ont souvent des coefficients de transfert de chaleur
inférieurs a ceux de leurs homologues a une seule couche avec les mémes porosités totales
parce que I’écoulement de refroidissement s’écoule principalement a travers la couche de
porosité élevée. Pour la méme porosité égale a 69.4% et la méme vitesse de Darcy égale a
0.167 m/s, le coefficient du transfert de chaleur est égal a 28, 24 et 17 kW/m?K pour la
couche simple, la couche double de grande porosité (H) et la couche double de faible porosité
(L), respectivement. Pour la méme structure a double couche, I'ordre de la couche double a
un grand effet sur le coefficient de transfert de chaleur. Placer la couche a haute porosité a
cbté d’une source de chaleur est plus efficace que I’inverse. Pour la méme vitesse de Darcy
égale a 0.1 m/s, le coefficient de transfert de chaleur est égal a 27 et 15.5 kW/m?2.K pour les
échantillons a couche double H/L et L/H, respectivement, ou chaque premiére couche est

attachée au bloc thermique.

Mahjoob et Vafai [17] ont étudié la performance des échangeurs de chaleur a tube
contre-courant, avec des tubes intérieurs remplis par les mousses métalliques d’aluminium
23 PPI. lls ont rapporté que le taux de transfert de chaleur est amélioré par 8 a 13 fois lorsque

la mousse métallique est utilisée. Cependant, la chute de pression peut étre plus de 200 fois
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plus grande lorsque cette mousse est utilisée. La chute de pression peut étre réduite par
I’inclinaison du conduit, ce qui entraine un gain de pression hydrostatique, ou par la

réduction de la vitesse d'écoulement sur une distance d'écoulement plus court, si possible.

La convection forcée thermiquement développée avec un non-équilibre thermique local,
dans un tube avec un flux de chaleur constant rempli d’une mousse métallique d'aluminium
a eté étudiée par Yang et al. [18]. lls ont présenté une solution exacte d’un probléme du
transfert thermique convectif d’un écoulement complétement thermiquement développé
dans un tube infini rempli par des mousses métalliques d’ Aluminium (d’une porosité égale
a 0.95) avec la considération du modéle du non équilibre thermique. La paroi de tube est
chauffée par un flux de chaleur constant. Une solution approximative basée sur une méthode
intégrale a été également présentée pour confirmer la validité de la solution exacte. Les
résultats montrent que la température du solide est toujours sensiblement plus élevée a celle
du fluide. Le nombre de Nusselt (Nu) basé sur le diametre du tube (D), augmente
significativement avec le nombre de Péclet (Pe) ; basé sur le diametre des pores (dm) tel que
D/dn=10 ; di a la fois & la conductivité thermique stagnante élevée et la dispersion thermique
résultante de la présence de la mousse métallique, Nu = 100, 270 et 550 pour Pe=1, 10 et
100. Par conséquent, I'nypothese d'équilibre thermique local ne parvient pas a étre valable et
elle peut échouer pour le cas de la combinaison (mousse métallique/air), avec la condition
de flux de chaleur constant a la paroi. La solution approximative convient assez bien avec la
solution exacte. Yang et al. [19] ont étudié la convection forcée thermiquement développée,
avec le déséquilibre thermique local, dans un espace annulaire cylindrique rempli par la
combinaison (mousse métallique d’aluminium/air). Le cylindre intérieur est uniformément
chauffé et le cylindre extérieur est thermiquement isolé. Pour les conditions d’une paroi
chauffée a I’équilibre thermique local et une paroi chauffée avec un flux de chaleur local et
uniforme, ils ont constaté une défaillance de I'équilibre thermique local dans I'espace
annulaire. Phanikumar et Mahajan [20] ont rapporté que I'nypothése de I'équilibre thermique
local est mieux satisfaite pour un systéme (eau/mousse d'aluminium) que pour (air/mousse

d'aluminium).

Une analyse bidimensionnelle du transfert de chaleur par convection forcée dans les
échangeurs de chaleur a tube circulaire et elliptique a été effectuée par Matos et al. [21]. Du
point de vue de transfert thermique, ils ont montré que la configuration elliptique fonctionne

mieux que la circulaire. Un gain maximum relatif du transfert de chaleur jusqu'a 13%, avec
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une excentricité d'ellipse égal a 0.65 et un nombre de Reynolds basé sur la longueur
d’arrangement égal a 465, est observé dans l'arrangement elliptique optimal, par

comparaison a celui circulaire optimal.

K. Zerari et al. [22] ont présenté une simulation numérique tridimensionnelle par la
méthode des volumes finis de la convection mixte et forcée laminaire, avec des propriétés
physiques constantes et variables entre deux cylindres horizontaux elliptiques confocaux. Le
cylindre intérieur est uniformément chauffé tandis que I’extéricur est adiabatique. Pour les
paramétres géométriques, dynamiques et thermiques considérés, ils ont trouvé que le
transfert de chaleur obtenu par la convection mixte avec des propriétés physiques dépendent
de la température devient significativement plus élevé que celui de la convection forcée avec

des propriétés physiques constantes, en particulier avec I'augmentation du chauffage entrant.

Le transfert de chaleur par convection dans un espace annulaire cylindrique rempli d’un
milieu poreux a été considéré par de nombreux chercheurs. Certaines études, présentées a
titre d'exemples, fournissent des données qui permettent la validation de certains résultats de
cette these (section 4.3), a la limite ou les ellipses convergent vers des cercles. Chikh et al.
[23] ont présenté une solution analytique de la convection forcée complétement développée
dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques. L’écoulement est modélisé
avec le modele de Darcy-Brinkman. Le cylindre intérieur est chauffé avec un flux de chaleur
constant et le cylindre extérieur est thermiquement isolé. Une couche poreuse, ayant une
épaisseur inférieure ou égale a la différence des rayons des cylindres, est fixée sur la suface
du cylindre intérieur. Pour un espace annulaire totalement poreux et un rapport des rayons
(intérieur et extérieur) égal a 0.5, les résultats montrent que le transfert de chaleur est
systématiquement augmenté par l'augmentation du rapport des conductivités thermiques
(effective et du fluide) pour des nombres de Darcy entre 102 et 10™*. Chikh et al. [24] ont
étudié le transfert de chaleur par convection forcée en développement thermique et par
convection forcée développée dans un échangeur de chaleur annulaire partiellement ou
totalement rempli d'un milieu poreux. Les conditions aux limites d’un flux de chaleur
constant et d’une température constante a la paroi du cylindre intérieur sont considérées,
tandis que le cylindre extérieur est supposé adiabatique. Lorsque le canal est complétement
rempli d'un milieu poreux, ayant un rapport de conductivité thermique égal a 1, le nombre
de Darcy égal a 10°°, pour le flux de chaleur constant, la longueur d'entrée thermique non-

dimensionnelle normalisée par le nombre de Peclet est égale & 2x107° et le nombre de Nusselt
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dans la zone complétement développé est égal a 6.3345. Dans le cas de la température
constante a la paroi, avec les mémes parametres, la longueur d'entrée thermique est égale a
5x10™ et le nombre de Nusselt totalement développé est égal a 5.4860. Dans la zone en
développement thermique, il y a une épaisseur critique de la couche poreuse correspondant
a un nombre de Nusselt minimum, mais la longueur d'entrée thermique est inversement
proportionnelle a I'épaisseur de la couche. Dans la zone thermiquement développée, le
nombre de Nusselt augmente avec I'épaisseur de la couche. Qu et al. [25] ont étudié
analytiquement la convection forcée thermiquement développée dans un espace annulaire
cylindrique partiellement et totalement rempli des mousses métalliques. Le cylindre intérieur
est chauffé alors que I'extérieur est thermiquement isolé. La modélisation du déséquilibre
thermique local est considérée pour le transfert de chaleur dans les espaces annulaires poreux
(mousse metalligue/air). Pour un espace annulaire totalement rempli de la mousse métallique
10PPI, un rapport de rayons 3, une porosité 0.9, Re = 1500 et un rapport de conductivités
thermiques air-solide 10, ils ont rapporté des différences significatives des températures
des matieres solide et fluide. Pour un espace annulaire partiellement rempli, la fraction
d'écoulement dans la partie de la mousse métallique est tres faible pour 10PPI et plus ; mais
elle augmente considérablement lorsque I'épaisseur de la mousse métallique se rapproche de
celle de I’espace annulaire. Les profils de température de 1'espace annulaire partiellement
rempli des mousses métalliques sont situés entre celles de l'espace annulaire totalement
rempli et de l'espace annulaire vide. Pour la plupart des espaces annulaires partiellement
remplis des mousses métalliques, il y a une porosité optimale pour le meilleur transfert de
chaleur. Avec une porosite fixe, le nombre de Nusselt augmente avec le nombre de PPI, mais
se stabilise pour 20 PPI ou plus. L'effet de I'épaisseur relative de la couche poreuse sur le
Nusselt dépend du rapport des conductivités thermiques du fluide et du solide. Pour des
rapports supérieurs ou égaux a 101, le nombre de Nusselt est inférieur a celui des espaces
annulaires vides ; cependant, pour des rapports inférieurs a cette limite, le nombre de Nusselt
augmente avec l'épaisseur relative de la couche poreuse. Hashemi et al. [26] ont étudié
analytiquement le transfert de chaleur, thermiquement développé, par la convection forcée
dans les micro-conduites annulaires circulaires concentriques poreuses. L’équilibre
thermique local est consideré. Un écoulement d'air est considére dans un milieu raréfié. Deux
conditions aux limites thermiques distinctes sont analysees : un flux de chaleur constant au
cylindre extérieur et un cylindre intérieur isolant (Cas I) et un flux de chaleur constant au
cylindre intérieur et un cylindre extérieur isolant (Cas Il). Les résultats montrent que dans

les deux cas, le nombre de Nusselt diminue quand le nombre de Knudsen augmente. Les
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résultats sont présentés pour trois valeurs du parameétre de la forme de milieu poreux S : 1,

10 et 30 tel que S = 1Da , M est le rapport de viscosité et Da est le nombre de Darcy. Le

JiDa
nombre de Nusselt diminue quand le rapport des rayons (intérieur au I’extérieur) augmente.
L’augmentation du parameétre de la forme du milieu poreux a une conséquence positive sur
le nombre de Nusselt. Wang et al. [27] dérivent une solution exacte pour les distributions de
température de fluide et solide a I'intérieur d'un micro-espace annulaire rempli d'un milieu
poreux avec un régime d'écoulement d'air dans un milieu raréfié. Un modeéle de désequilibre
thermique local (LTNE) est utilisé pour modéliser la convection forcée,
hydrodynamiquement et thermiquement développée, dans le milieu poreux. Deux cas
distincts des conditions aux limites thermiques sont considérés : un flux de chaleur constant
a la paroi extérieure et une paroi intérieure adiabatique (cas 1) et un flux de chaleur constant
a la paroi intérieure et une paroi extérieure adiabatique (Cas Il). Les résultats de I'équilibre
thermique local sont obtenus avec un nombre de Biot infini. Avec les mémes parameétres de
contrdle, les valeurs des nombres de Nusselt évaluées pour le cas Il sont supérieures a celles
obtenues pour le cas 1. Les effets du rapport des rayons, du nombre de Knudsen, du nombre
de Biot, du rapport des conductivités thermiques (du fluide et du solide) et du facteur de

forme des milieux poreux sur le nombre de Nusselt sont présentés.

Dans la partie 1 de la présente thése, nous considérons des solutions analytiques et
numériques de la convection forcée dans un espace annulaire elliptique rempli par une
mousse d’aluminium a 20 PPI. Le transfert de chaleur par convection est tridimensionnel,
laminaire et en développement thermique. Dans cette premiére partie, les propriétés d'eau et
d'aluminium sont considérées constantes. Les résultats du modele analytique developpé sont
utilisés pour étudier I'impact de la mousse métallique sur les caractéristiques du transfert de
chaleur dans I'espace annulaire et pour valider le code numérique personnel développé pour
les études d’écoulement dans les espaces annulaires elliptiques poreux. Les résultats de la
convection forcee validées fournissent un état de référence pour 1’étude de la partie 2 de cette
thése, ou nous présenterons les résultats de la convection mixte avec des propriétés
physiques variables dans un espace annulaire elliptique incliné rempli par une mousse

d'aluminium a 20 PPI.
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Dela Figure 1, le systeme étudié est composé de deux cylindres elliptiques confocaux.

Les rayons elliptiques intérieur et extérieur sont &; = 0.8 et ¢, = 1.4, respectivement. La
longueur des cylindres est égale a 100 fois la demi distance focale elliptique (a = 0.08 m).
Le cylindre intérieur est statique et chauffé par un flux de chaleur constant g,, = 3750 W/m?.
Le cylindre extérieur est également statique mais considéré parfaitement isolé (adiabatique).
L’espace annulaire est rempli par une mousse daluminium, comme un milieu poreux
homogéne et isotrope avec un faible nombre de Darcy, une porosité ¢ et un nombre de pores

par pouce Npp,.

Fig. 1. Géométrie du systeme étudie avec les conditions aux limites

(Les dimensions ne sont pas a I'échelle)

Les diametres du pore et de la fibre de cette mousse métallique peuvent étre calculés en

utilisant les équations suivantes [6] :

__0.0254m _ 3

d, = Nomr 1.27x10%m 1)
118 |2

df = dy —— o7 = 1.597 x 10 m ()

[1-exp(553)]

qui peuvent étre utilisés pour évaluer la perméabilité de la mousse métallique [6] :

-1.11
k= 0.00073 [1 — ¢ 70224 [Z—Z] d%=2.071x 10® m? (3)

Le nombre de Darcy associé et le coefficient d'inertie de Forchheimer [4] pour cette

configuration d'écoulement dans le milieu poreux sont :
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Da=— = 3.237 x 107°
a

0.00212

Cr = = 8.69 x 1072 (4)

<[1_¢]0.132 [Z_ﬂl“)

Le fluide considéré dans cette simulation est I'eau. Le débit a I'entrée du systeme est
uniforme et reste uniforme sur tout I’espace annulaire. Pour cet écoulement, la vitesse axiale
est Vo= 2.5x10° m/s, 6.25x10° m/s et 1.25x102 m/s. I’écoulement & I’entrée est isotherme
a la température de référence T;=20°C. A la sortie, le flux de chaleur conductif normal a la
sortie est constant. Toutes les propriétés thermodynamiques sont considérées constantes et

fournies dans le Tableau 1.

Tableau 2 Propriétés thermophysiques et parametres de contréle

Cp; 896 J/kg K
pi 2707 kg/m?®
k: 218 W/im K
Cp; 4180 J/kg K
pf 1000 kg/m?®
kf 0.597 W/m K
iy 0.001 kg/m s

Par conséquent, les nombres associés de Reynolds et Prandtl sont Re=200 et Pr=7,
respectivement. Enfin, I’inertie thermique totale non dimensionnelle et la conductivité
thermique non dimensionnelle de ce systeme poreux peuvent étre définies en utilisant les
équations [8, 9 et 28] :

— _ psCrs| —
[p Cplerr = @ +[1— 9] [p}cp}] 0.9664 (5)
K = ((p +0.19 [1 — ¢ 10763 :—) +(0.06 VDa Re Pr |V]) =11.1746 (6)
f

Tel que le premier terme dans I'équation. (6) est la conductivité thermique effective du
milieu poreux (eau / mousse métallique) et le second terme est la conductivité thermique de
la dispersion. Le terme de la dispersion est proportionnel au module de la vitesse (voir
I'équation (7)). Si la mousse métallique n’est pas utilisée, la conductivité thermique
adimensionnelle est égale a 1. Pour le systtme (eau/mousse métallique), K =
11.17,11.40 et 11.77 obtenus avec Re = 200, 500 et 1000, respectivement.
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Cette section présente la construction du modele analytique utilisé pour la résolution

d’écoulement d’eau en développement thermique dans un espace annulaire elliptique rempli
par la mousse métallique. La transformation des coordonnées elliptiques aux cartésiennes et

les facteurs d’échelle correspondants (hz, h2 et hs) sont présentés dans [22].

3.1. Variables Adimensionnelles
Noter que dans ce document, les variables dimensionnelles sont indiquées en utilisant
un *. Ces variables dimensionnelles et les propriétés thermophysiques sont normalisées par

des échelles caractéristiques pour obtenir des quantités non dimensionnelles présentées dans
le Tableau 2.

Tableau 2 Variables adimensionnelles et propriétés thermophysiques

h* *
h =1 h, = -2
1 a 2 a
z* Vyot*
z== t =2
a a
O A
qwa z *
kj‘c VZO
*
vy vt
]/n — n & *
*
20 z0
AP*
AP = 22,
PV

3.2. Equation de Quantité de Mouvement

Les équations de quantité de mouvement sont facilement traitées en reconnaissant que
. .. . . .. . , D
puisque 1’épaisseur adimensionnel de la couche limite hydrodynamique est de I’ordre ’f

=1.876x1073, ou il est trés faible par rapport a I’épaisseur adimensionnelle minimale d’espace
annulaire (0.813), il est raisonnable de considérer que 1’écoulement est axial et uniforme a
travers tout I’espace annulaire. Cette hypothese sera justifiée a la section 4.4. La vitesse non
dimensionnelle est :

- -

V=Vk=1k 7)
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Bien que la valeur de V, dans ce travail est 1’unité, 1’utilisation de V, sera maintenue pour la

définition de certaines quantités physiques comme le débit et la température moyenne.

3.3. Equation d’Energie
L'équation d'énergie stationnaire non dimensionnelle dans les coordonnées elliptiques
tridimensionnelles est :

o,y 1 [K (62T BZT)+ BZT]
9z  RePr lhih, \e2 on? 0z2

(8)

¢ est la coordonnée radiale elliptique, n est la coordonnée angulaire elliptique (originaire sur
I’axe elliptique majeur et positive dans le sens antihoraire) et z est la coordonnée axiale
elliptique. Les conditions aux limites de ce probléme sont :

A la surface du cylindre intérieur (e = ¢;) — flux thermique constant & la paroi :

K oT _

— =1 (9)

A la surface du cylindre extérieur (¢ = &,) — isolée : — hﬁz—z =0 (10)
1

A I’entrée d’espace annulaire (z = 0) — température constante : T =0 (11)

A la sortie d’espace annulaire (z =L/a=100) — flux thermique diffusif axial constant :

0 oT a%r
5 (K5)=52=0 (12)
La solution d'équation. (8) avec les conditions aux limites spécifiées est composée de trois
parties :

T(e,n,z) =az+Ti(en) +T,(,n,2) (13)

Dans I'équation. (13), le premier terme représente l'augmentation de la température
axiale. Le deuxiéme terme modélise les variations radiales et angulaires de la température
qui satisfont les conditions aux limites thermiques radiales et la périodicité angulaire. La
somme de premier et second termes modélise correctement le champ de la température dans
la zone thermiquement développée d'espace annulaire. Le troisiéme terme, corrige la
température donnée par la somme des deux premiers termes dans la zone qui est en
développement thermique mais s’estompe dans la zone thermiquement développée.
T, (&, 7n) satisfait aux conditions aux limites thermiques radiales imposées exprimées par les
équations (9) et (10). Par conséquent, T, (&, n, z) doit satisfaire les conditions adiabatiques

aux deux limites radiales, ainsi que I'équation (12) :

A£=si,—hﬁlaai‘:=0 (14)
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; K aT.
Aszeo,—h—la—;=0 (15)

A l'entrée d'espace annulaire (z = 0), suivant I’équation. (11) :

T(&,n,0) =T,(e,n) + T,(g,n,0) =0 (16)
Ce qui entraine :
T;(e,n) = —T,(&1,0) (17)

La température moyenne a une section transversale d'espace annulaire est définie selon la
définition usuelle :

fEOVQT(£172)h1h2dsdn

Tm(2) = (18)

Jo fji" V, hyhydedn
Qui s’applique séparément aux trois composantes constituant T (e, n,z). Ainsi, la
température moyenne, en utilisant 1’équation (13), est :

Tn(z) =az+ Ty + Tom(2) (19)
Puisque T, (¢, 1, z) a des conditions aux limites radiales adiabatiques et s’estompe au-dela
de la longueur d’entrée thermique (au-dela de cette position axiale, T,,, = 0), sa moyenne
doit étre égale a zéro et invariante axialement :

Tom(z) =0 (20)
Calculant la température moyenne a z = 0 en utilisant 1’équation. (16), et sachant par
1’équation (20) que T,,,(0) = 0, conduita T;,, = 0. De I’équation (19), on obtient :
Tn(z) = az (21)
Afin de déterminer la valeur de a, 1’équation. (13) est utilisée dans I'équation. (8). Le résultat
est multiplié par le volume elliptique différentiel h,h,h; de dn dz (avec h;=1) puis intégré

sur le domaine d'espace annulaire de longueur z :

I foz" 2|55 (V(az + Ti(em) + To(e,n, 2)) ) | hahy de d dz

= f fzn f;o [__ (aZ + Ti(e,n) + Ty(e,m, Z))] h,h, de dn dz

RePr hih, 0€2

o e [ (az + Taeam) + Ta(e,m, )| b, de diy dz

RePr

f f27t fgo [K (az +T,(e,n) + Ty(e,m, Z))] hih, de dn dz (22)

RePT

Le coté gauche de I'équation. (22) est multiplié et divisé par le débit volumique, qui est le

dénominateur utilisé pour calculer la température moyenne présentée dans I'équation. (18) :
2T (&
Jo I Ve hahy dedn = SV, (23)

Ou S est la surface de la section transversale adimensionnelle d'espace annulaire (égale a

9.136). En déplacant les intégrales sur € et n a l'intérieur de la dérivée, ce qui permet
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I'introduction de la température moyenne sur le coté gauche de cette équation. Sur le c6té

droit, le premier terme est intégré sur &, le deuxiéme sur 7 et le troisieme sur z :

K 0T K OT.
& hl de

z d 1 Z (2T K 0Ty
VZS fo E[Tm(z)]dz - Efo fo (h_lg

& hl de

€o

K 0T, 1z g [ K 0Ty K Ty K 0T,

el mamaz v e |, - a) + (el

K 0T, 1 (21 & aT, aT,

e 0)] hyde dz +—— [ [ [(KE K% 0)] hih, de dn (24)

En évaluant la partie gauche de I'équation par I’utilisation de I'équation. (21), en utilisant
les conditions aux limites présentées dans les équations. (9), (10), (14) et (15) pour le premier
terme sur le c6té droit, les conditions de périodicité a 0 et 2z dans le second terme du c6té
droit et en considérant les flux de chaleur transversaux moyens de la température T, a chaque
section étant égal a 0 comme une extension logique de I'équation. (20) ; 1’équation. (24)

devient :

V,Slaz] = ;?i z (25)

Re Pr

Pj est le périmetre du cylindre intérieur :

P; = [ hy(e;m) dy = 7.063 (26)
De I’équation (25) :
a = [——| L =55223x10* 27)

a = 5.5223%x10%, 2.2089x10* et 1.1045x10* pour Re = 200, 500 et 1000, respectivement.

3.4. Champ de Température
L'expression analytique du champ de température est obtenue en résolvant I'équation (8)
avec I’utilisation de 1’équation (13) :

aTz)_ 1 [K 0%Ty 1 62T1] 1 [K 02T, 1 0%Ty 62T2] (28)
dz/) ~ Repr lhih, 92 hih, 9n2 RePr Lh{h, 0&2 hih, 9n? 0z2

Vz(a+

La solution de cette équation peut étre obtenue par les solutions simultanées des deux

équations suivantes pour Ty et Ty, respectivement :

1 1P; 1 K 9°T K 0°T
A e e e ! 29)
RePrl S Re Pr Lh h, 0&2 hihy 0n?
o, _ 1 [ K 0%T, K 02T, KOZTZ] (30)
Z 9z = RePrlhih, 82 ' hyh, 972 dz?

La solution de I'équation. (29) est une superposition d'une solution particuliere T;, (g, 1) et

une solution homogeéne (complémentaire) T, (&, n) :
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Ti(e,m) = Tip(e,m) + Tin(e,m) (31)
La solution particuliere satisfait I'équation. (32) :

0%T1p
GEL

2 . .
+ a% = %hlhz =T (cosh(2e) — cos(2n)) (32)

2 KS

Ty, (&, n) doit étre périodique le long de la direction angulaire n avec une période égale a n
pour satisfaire la symétrie angulaire par rapport aux axes elliptiques.

Une solution de I'équation. (32) est :

T1p(&,m) = Cy cosh(2¢) + Cye + C3 + C4 cos(2n) (33)
C;,C,, C; et C, sont des constantes a déterminées. En utilisant I’équation (33) dans
I’équation (32), on obtient les expressions de C,; et C, présentées dans le Tableau 3. Les
constantes C, et C5 seront déterminées plus tard.

La solution complémentaire T, (&, n) satisfait ’équation différentielle particlle homogéne

suivante :

aleh 32T1h —

ez T oz =0 (34)

Cette équation est résolue en utilisant la méthode de séparation des variables (Annexe A) :

Tin(e,m) = f(e)g(m) (35)
Ce qui conduit aux deux équations différentielles ordinaires du second ordre suivantes :

Zin‘z +n2g=0 (36)
=i =0 (37)
La solution des équations (36) et (37) amene a la solution complémentaire :
Tin(en) = £%0465c0s(m)[Ey sinh(ne) + Fy cosh(ne)] (38)
L’équation. (31) devient alors :
T,(g,n) = 8?5 cosh(2e) + C,e + C3 + Szis cos(2n)

+ Yn=2.4,68 cos(nn)[E, sinh(ne) + F, cosh(ne)] (39)

Les constantes restantes C,, C5, E,, et F, sont discutées et déterminées dans I'annexe A, elles
sont présentées dans le Tableau 3 et leurs valeurs présentées dans le Tableau 4, pour le cas
Re=200.

Tableau 3 Constantes mathématiques de la solution de T, (g, )

Pi
€1 8KS
—P;sinh(2¢,)
CZ 1 [
4 KS
Cq [sinh(4so)—sinh(4si)
Cs 4 lsinh(2&,)—sinh(2¢;)
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G [(250 sinh(ZeO)—ZEisinh(zei))—(cosh(Zso)—cosh(Zei))]
2 sinh(2¢g,)—-sinh(2¢g;)
n [E;(cosh(2e,)—cosh(2¢;)) + F(sinh(2g,)—sinh(2¢;))]

2 [sinh(2¢g5)—sinh(2¢))]

Py

8 KS

1 02 cosh(2¢; 2
— 2 [ cos(uy) |8 _ costan) g

h .
mt[cosh(nsi) - %smh(neo]

[cosh(neo)
" | sinh(ney)

Tableau 4 Valeurs de constantes mathématiques du Tableau 3, Re=200

Cy 0.0086

C, 0.1174

c, 0.1417

C, 0.0086

E, 0.5428 10
F, -0.5468 10"
E, 0.6211 102
F, -0.6211 102
Eq 0.2050 102
Fg -0.2050 102
Eg 0.9585 1003
Fg -0.9585 10702
Eqo 0.5362 1003
F1o -0.5362 1003
Eq; 0.3349 10°%3
Fi, -0.3349 100
Eq4 0.2254 10°%
Fi4 -0.2254 10702
Es 0.1602 103
Fis -0.1602 1070
Eig 0.1186 10
Fig -0.1186 1070
Eso 0.9080 10-%
Fao -0.9080 10
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E,; 0.6501 1070

Fa, -0.6501 10
Ez4 0.3428 10%3
Faa -0.3428 1070
Ese -0.9422 100
Fas 0.9422 10%
Eg -0.2027 107
Fag 0.2027 10%
Eso -0.8040 10°%°
F30 0.8040 10%°
Es; -0.1303 10%°
Fs, 0.1303 10°%°
E4 0.4740 101t
Fs, -0.4740 10
Ess 0.4492 1013
F3q -0.4492 1012
Esg 0.4724 102
Fsg -0.4724 104
Eso 0.1924 105
Fao -0.1924 101

La solution de I'équation. (30) pour T,(&, 1, z) exige également la séparation des variables :
T(e,m,2z) = F(e)G()H(2) (40)
Ce qui conduit aux trois équations différentielles ordinaires du second ordre suivantes (avec
l'introduction des paramétres constants —A2 et a selon 1’usage classique dans ce type de

séparation des variables) :

RePrV,dH 1d%H 2

K Hd Hdr (41)
1d%6¢ A? _
can 7005(277) =—a (42)
1d?F | 22 _
Tzt 7cosh(2£) =a (43)

La solution générale de I’équation. (41) est :

H(z) = Cye??? [1 — ()):_2)2 er2=v1)((L/a)-2) (44)
1
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Avec Cqy une constante qui sera combinée avec d'autres constantes. Les valeurs de y; et y,
sont données dans le Tableau 5. H(z) est une fonction exponentielle décroissante de la

coordonnée axiale.

Tableau 5 Constantes mathématiques de la solution de T, (g, 1, z).

A2 *q
2
ePrVy errvg 2
., Repry _W _ S22 —aWK/(RePriy)
> " y1 1+J1+4A%[K/Re Pr V;]2
p2r (5520 AZE] S5 45 (27 1o (29 Sinh(£1) =29 SINR(E)) Jans (243 sinh(ep)] coth(e))
A3T
Q%" S o(- )™ AZT [2nYz5 (294 cosh(£:)—(2vq cosh (&) Yans1(2Vq cosh(ey)] tanh(e)
X520 458
R (5220 A35] B52-0 A3 (20 Jon (VT sinh(e0))~20@ sinh(eo) Jonss (21Tsinh(e)] cothleo)
A3T
g2r B8 o (= 1)™7 A3} [2nY5 (24 cOSR(£9))— (21 COSh(£0))Yan+1(2VT cOSh(g))] tanh(ey)
Ye20A%%
PZT
HTan Q_r.,zrr}]

Pour rendre les équations. (42) et (43) dans les formes des équations classiques de Mathieu,
la constante A2 est remplacée par la constante 4q. L’équation. (42) devient I'équation

classique de Mathieu (angulaire) :

dZTG + [a — 2q cos(2n)]G =0 (45)

Tandis que I'équation. (43) devient I'équation classique modifiée de Mathieu (radiale) :
ZZTZ —[a—2q cosh(2e)]F =0 (46)
Pour le but de cette étude, g est appelée la valeur propre (qui sera déterminée a partir
des conditions aux limites radiales) et a, la valeur caractéristique. Pour une valeur donnée
de q, il existe de nombreuses valeurs de la constante de séparation a qui satisfont les
équations (45) et (46) ; ces valeurs sont étiquetées ayr, pour r = 0,1,2,3, ... Les solutions
générales des équations de Mathieu et équations modifiées de Mathieu sont présentées dans
[29] et [30]. Une solution de I'équation (45) qui a une période €gale a m et symétrique aux
axes elliptiques (a# = 0, /2, wet 3x/2) est :
cexr(n,q) = Xy A3}, cos(2nn) (47)
Dans 1’équation (47), pour une valeur propre donnée q, les coefficients A37 (et

donc ce,,(n,q)) correspondent & une valeur particuliére de aor. Par conséquent, il est
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possible de considérer la superposition des fonctions ce,,.(n, q) en tant que solution de
I'équation (45) :

G, q) = LU cexr(n,q) (48)
Les U?" sont des constantes, l'exposant se référant a la valeur de 2r des fonctions
considérées. Les constantes ap et AL peuvent étre déterminées par une série de
manipulations mathématiques (voir I’Annexe B). Pour une valeur g donnée, les a,,. sont les
valeurs caractéristiques et les A3" sont les vecteurs caractéristiques d'une matrice symétrique
tri diagonale présentée dans I'équation (49). Pratiquement, ce systéme de matrice construit
jusqu'a n = ny., = 60 est résolu en utilisant I'algorithme QL avec un décalage implicite
[31].

[0 V2q © V2AZT] V2427

q 4n2 q A%r = ayr A%r (49)

Une solution de I’équation. (46), avec a = azr, est :

Cezr(e,q) = B A3y cosh(2ne) = LDy o AZ: oy (24 sinh(e))

= [ZS "AZS] ¥ 0 A% Jon (2 q sinh(e)) (50)

AZT
Avec J,, étant la fonction de Bessel du premier type et d’ordre 2n. Une autre solution de

I'équation. (46) est :

Mcy,(g,q) =

ey (Oq)Zn o(—1)™TAZ; YZn(Z\/Ecosh(g))

= |5z B~ ™ A3 0 (2[4 cosh(e)) (51)

Avec Y,, étant la fonction de Bessel du second type et d’ordre 2n. Cela conduit a une
solution génerale de I'équation. (46) :

F(g,q) = Lol Ceyr(e,q) + N*"Mcyy (g, q)] (52)
Avec I?"et N?" des constantes, et I'exposant se référant a la valeur de 2r des fonctions
considérées. En appliquant les conditions aux limites radiales pour T, (e, n,z), et donc
pour F(s, q), conduit a la relation suivante entre les constantes I?"et N2":

Z;:o:O[IZr PZr + NZrQZr] =0 (53)
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Yol R*™ + N#75%] =0 (54)
Les quantités P2", Q2", R?" et S?", avec l'exposant se référant a la valeur de 2r des vecteurs
caractéristiques, pour une valeur donnée de g, sont présentées dans le Tableau 5.

De I’équation. (53), la relation suivante est obtenue :

p2r
N2T = —27 [F (55)

Remplacant I’équation. (55) dans I'équation. (54) méne a, pour toutes les valeurs de r (r = 0,
1,2,3..):

2r
17 |Rer - 2257 = 0 (56)
Puisque I?" doit étre différente de zéro pour toute solution non-triviale, donc de I'équation.
(56) :

2r _ P_ZT 2r
R — 557 =0 (57)

Pour chaque valeur de r, I'équation transcendantale non linéaire (57) doit étre résolue afin
de déterminer les valeurs propres du probléeme considéré. Ces valeurs propres sont étiquetés
g3 pourm=1,2,3 ...

Enfin, lacombinaison des équations. (44), (48), (52) et (55) dans I'équation. (40) conduit
a la solution de T, (¢, 7, z). Il est a noter que les séries dans les équations. (48) et (52) sont
combinées dans une série puisque, pour chaque valeur de r, seulement une fonction
angulaire  U?"ce,,.(n,q2") correspond a une fonction radiale I?"Ce,, (g, q27) +
N?"Mc,, (g q2"). Cette fonction radiale est normalisée avec le maximum de sa valeur
absolue (une constante) sur la gamme radiale (¢; < ¢ < ¢g,). Cette normalisation maintient
la valeur absolue des fonctions radiales inférieures ou égales a un. Par conséquent, la solution

de T,(e,n,2z) est:

2
To(e1,2) = £fzg Einmn Coe?2% 1 = () etrzm(@/e-)|

X [I7"Ceyr (&, g ) + N?"Mcy, (e, g3 ) [U ceqr (1, g1 )]

2
= Y720 Lm=1 Xm €727 [1 — (%) e()/z—h)((L/a)—z)]

[Cear(£,qBT )03 Mcyr(e,q3))] 2r
max({|Cear(£a3T) -0 Mcar(,q2))|:6i5 €56, }) [cezr (n’ qm ] (58)
La derniére forme de cette équation est obtenue en utilisant la fonction radiale

., . PZT
normalisée et en combinant les constantes dans une seule : y27. La constante 82" = —Z- est

— p2r
Qmn

38



présentée dans le Tableau 5; I’indice m et I’exposant 2r référant aux constantes P2" et Q27
et les fonctions Ce,, (g, g27) et Mc,,- (g, g27) étant calculées avec g = g27. Les constantes y;,
et y, données dans le Tableau 5 doivent également étre exprimées en fonction de ¢2’; cela
se fait par le remplacement de A% par 4¢2'. En combinant les solutions de

T, (g, n) et T,(g,n, z), I'expression suivante de T (g, n, z) est :

T(e,n,z) = az + C, cosh(2e) + Cye + C3 + C,cos(2n)
+ Ynez.4.68 cos(nn)[E, sinh(ne) + F, cosh(ne)]

+Zr Ozm 1)(27'8]/22 [1_ _) e (r2=v1)((L/a)-2)

[Cezr(s dm ) eerCZr(s qm )] o
max({|Cezr (.2 ) —02 Mcyr(£,g2)|:€1 £2€0}) [ ezr(n' dm ] (59)

Dans I'équation. (59), seulement y2 reste a déterminer de la condition axiale a I'entrée de

I'espace annulaire (équation (11)) et en exploitant I'orthogonalité du produit des fonctions de

cosh(2¢) cos(Zn)]

Mathieu F (g, g2I) G(n, g2, par rapport a la fonction de densité [ , dans

le domaine ¢; < e <¢g,et0 <n < 2m:

21
_fo fsio < [Cexr(eaiy)-02) Mcar(e.2))][ce(n.a%y)] [cosh(25) Cos(Zn)
max({|Cezr(£,q37)-03T Mcay (42 )|:gj< eseo )l 2

- 21\ _g2r 27 21y
2m ol1_(Y2)" oy2-v )(L/a)] [Cear(e, qm) 05T Mcor(g.a5 )l[ce(n.as))] ] cosh(2¢) Cos(Zn)
lo fsl ( ) ez max({|Cear (a2} ) -0 Mcar(e.a2y)|:5i< es20}) [ ]dsdn

[C1 cosh(28)+Coe+C3+ Cq cOS(2N)+X5re2.4.6,8 COS(MN)[Ep sinh(ne)+Fy cosh(ns)]]l

]dsdn

2r
Am =

(60)

Il a été trouvé suffisant de calculer les séries avec les fonctions de Mathieu dans
I'équation (58) avec l'indice r varie de 0 a 7. Pour chaque r, c¢’était suffisant d’utiliser les
racines de I'équation transcendantale non linéaire (57) dans le domaine 0 < g2" < 100. Ces
racines sont obtenues par la méthode numérique Bracketing et Bisection bien exposée dans
le neuviéme chapitre de [31]. Les racines g27 et les coefficients correspondants y2’ sont
énumérés dans le Tableau 6. Les fonctions de Bessel dans les fonctions radiales de Mathieu
sont calculées avec les routines exposées dans le sixieme chapitre de [31]. Puisque les
fonctions cosinus dans les fonctions angulaires de Mathieu et les fonctions de Bessel dans
les fonctions radiales de Mathieu obéissent a des formules de récurrence connues, la
technique de récurrence effective de Clenshaw, présentée dans le cinquieme chapitre de [31],

a été utilisée pour calculer toutes les séries de notre étude.
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Remarque : les fonctions radiales normalisées et angulaires de Mathieu sont tracées dans

I’annexe C pour chaque r et pour toutes les valeurs de m considerées.

Tableau 6 Les racines g2 et leur coefficients correspondants y2"

r

2r

2r

0

m
0.2695 10*%

m
0.1910 10

0.1013 10*%

-0.4211 10

0.2235 10*%

0.1714 10

0.3935 10*%

0.9025 10

0.6113 10*%

-0.5475 10

0.8768 10*%

0.3640 10

0.4133 10%®

-0.1903 10%

0.3774 10"

-0.9751 10

0.1245 10%%

0.2733 10

0.2577 10*%

-0.1121 10

0.4387 10*%

0.5984 10

0.6674 10*%

-0.3670 10%

0.9440 10%%

0.2457 10

0.1565 10**

0.9730 10

0.5066 10"

-0.1640 10

0.1453 10%%

0.2319 10

0.2923 10*%

-0.9591 10%

0.4847 10%%

0.4996 10

0.7247 10*%

-0.3060 10

0.3328 10"™

0.9204 10

0.7576 10%%

-0.9164 10°%

0.1636 10*%

-0.8422 10

0.3237 10"%

0.9422 10

0.5304 10*%

-0.4624 10%

0.7822 10%%

0.2750 10

0.5608 10**

0.7341 10

0.1118 10%%

-0.3897 10°%

0.1946 10%%

-0.9714 10

0.3481 10*%

0.5163 10

0.5726 10%%

-0.4798 10

0.8388 10*%

0.2636 10

0.8389 10*%

0.4547 10’

0.1566 10*%

0.7370 10

0.2383 10*%

-0.9177 10°%

0.3839 10*%

-0.8612 10°%

0.6047 10*%

0.3491 10

0.8919 10*%

0.2782 10

0.1168 10%%

0.4843 10

0.2082 10%%

0.3948 10’

0.2941 10%%

-0.7835 10

0.4337 10%%

-0.1052 10°%

(.ﬂ-b(AJNHO‘)(ﬂ-l>00I\JI—‘@U"I-l>(AJNHO)U'Iwal—‘O)Ul-waH\lO)Ulwal—‘@(ﬂbOJNHs

0.6442 10%%

0.8002 10
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Une comparaison de I'évolution axiale des trois termes de I'équation (13) précisés dans

I'équation (59), dans la partie supérieure du cylindre intérieur, est présentée dans la Figure.

2. On voit que az est une augmentation linéaire, T, (0.8,%, z) est une constante positive

tandis que T, (0.8,%,2) est une fonction négative croissante axialement qui s’estompe au-

dela de z = 40. La superposition des trois termes donne la croissance axiale correcte de la

6 | 0.93331072 | -0.2467 1073
7 | 1| 0.1548 10%%2 | -0.2302 108
2 | 0.2651 10792 | 0.5727 1078
3 | 0.3582 10 | -0.5621 10’
4 | 0.4945 1072 | -0.1216 10
5 | 0.7001 1072 | 0.1136 10
6 | 0.9760 1072 | 0.7725 10

température dans la partie supérieure du cylindre. Cette croissance commence

exponentiellement dans la longueur du développement thermique mais devient linéaire

dans la zone thermiquement développé.

0,09

008 |-
007 |

0,06
0,05

004 |

0,03
;002
0,01
0,00
0,01
0,02
0,03
-0,04
0,05

Fig. 2. Profil de la température analytique de la surface intérieure d'espace annulaire

an=mn/2, pour le cas étudié, Re = 200.
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Une fois 1’expression analytique de la température dans l'espace annulaire obtenue, le
transfert de chaleur peut étre quantifié par le calcul des nombres de Nusselt local, axial et

moyen. Le nombre de Nusselt local est défini comme suit :

_kor
_h(mz)a _ M0l 1
Nu(n,2) = Ky T(enD)-Tm(2)  T(ein,2)~Tm(2) (61)

Le nombre de Nusselt axial est alors calculé en faisant la moyenne du nombre de Nusselt

local sur le périmétre du cylindre intérieur :

fzn 1 cosh(2¢&;)  cos(zn) dn fzrr 1 cosh(2e;)  cos(2m)
Nu(z) = hz)a _ 70 [1(sin.2)-Tm(2)] 2 2 o Tr(egm2)-Tm@)] 2 2

k* j - P
f fozrr /coshz(ZSl) _ cosézn) dn i

dn

(62)

et le nombre de Nusselt moyen de tout I'espace annulaire est obtenu par la moyenne du
nombre de Nusselt axial sur la longueur du cylindre intérieur :
fL/aNu(z) dz

0
fOL/adz

Nu = (63)
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4.1. Espace annulaire rempli de mousse vs un espace annulaire vide

Pour déterminer I'effet d'utilisation de la mousse métallique sur le transfert de chaleur,
on compare les distributions de température et les nombres de Nusselt de I'espace annulaire
rempli de la mousse métallique et de I'espace annulaire sans la mousse métallique qui est ci-
apres dénommé I'espace annulaire vide. L’écoulement laminaire hydrodynamiquent
développé dans l'espace annulaire vide a des variations radiales et angulaires importantes
qui peuvent étre déterminées a partir de la solution exacte présentée par Zerari et al. [22].
Cependant, pour 1’un des buts de cette étude, qui est la comparaison de I'effet d’isolation de
la conductivité thermique, le champ d'écoulement de I'espace annulaire vide est supposé
uniforme.

Les champs thermiques des deux cas, avec Re=200, sont comparés a la sortie de I'espace
annulaire dans la Figure. 3. Ces champs sont qualitativement similaires et symétriques par
rapport aux axes elliptiques. Dans la direction radiale, la température diminue entre le
cylindre intérieur chauffe et la paroi extérieure adiabatique. On voit que le transfert de
chaleur radial est meilleur quand la mousse métallique est utilisée. La variation angulaire de
la température est un effet de courbure variable. Il est plus prononcé plus proche du cylindre
intérieur mais devient plus faible en éloignant de lui. Pour I'espace annulaire rempli de la
mousse métallique, au cylindre intérieur, la température est égale a 0.0847 sur I'axe mineur ;
elle diminue de fagon monotone dans la direction angulaire vers I'axe majeur ou elle est égale
a 0.0779. Au milieu de la section transversale, la variation angulaire de la température est
faible et ne peut pas étre discernée graphiquement. Plus preés du cylindre extérieur, le
gradient angulaire de la température est faible et opposé a celui de la surface du cylindre
intérieur : la température augmente a partir de I'axe majeur vers I'axe mineur. Pour le cylindre
extérieur, la température est égale a 0.0436 sur I'axe mineur et augmente a 0.0475 sur I'axe
majeur. Pour I'espace annulaire vide, au cylindre intérieur, la température est égale a 0.2847
sur l'axe mineur ; elle diminue a 0.2557 sur I'axe majeur. Loin du cylindre intérieur, la
variation angulaire de température est trop faible pour étre discernée graphiquement. A la
surface du cylindre extérieur, la température est égale a 0.0015 sur I'axe mineur et augmente
a0.0055 sur I'axe majeur. Il est clair que pour le méme chauffage, le niveau de la température
est plus faible dans I'espace annulaire rempli de la mousse metallique. La température
maximale dans I'espace annulaire rempli de la mousse métallique est de 0.085, mais il atteint
la valeur 0.285 dans I'espace annulaire vide. A une section droite donnée, la température
moyenne est une constante qui est indépendante de la conductivité thermique (voir les

Equations (21) et (27)). En outre, & la surface du cylindre intérieur de la section droite, le
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flux thermique radial adimensionnel constant (égal a 1) est le produit de la conductivité
thermique et le gradient radial de la température (voir I’Equation (9)). Puisque la
conductivité thermique de la mousse métallique est plus élevéee, son gradient radial de
température est plus faible. Par conséquent, a une section droite donnée, la variation spatiale
de la température est plus faible quand la conductivité thermique est plus élevée. Autrement
dit, la résistance thermique faible fournie par une grande conductivité thermique réduit le
niveau d’élévation de la température. Ceci explique le niveau faible de la température obtenu

dans un espace annulaire rempli par une mousse metallique.

0.085
0.082
0.079
0.076
0.073
0.070
0.067
0.064
0.061
0.058
0.055
0.052
0.049
0.047
0.044

0.285
0.264
0.244
0.224
0.204
0.183
0.163
0.143
0.123
0.103
0.082
0.062
0.042
0.022
0.001

Fig. 3. Températures de la section de sortie d’espace annulaire rempli de la mousse

métallique (& gauche) et I’espace annulaire vide (a droite), Re=200.

L’amélioration du transfert de chaleur par la mousse métallique est illustrée par la
comparaison des nombres de Nusselt axiaux de I'espace annulaire rempli de mousse et de
I'espace annulaire vide. De la Figure. 4, il est évident que le nombre de Nusselt axial de
I'espace annulaire rempli de mousse est beaucoup plus grand que celui de I'espace annulaire
vide. Les deux nombres de Nusselt diminuent rapidement dés I'entrée. Le nombre de Nusselt
axial de I’espace annulaire rempli de mousse se stabilise au-dela de z = 40, atteignant la
valeur 37.81. Ceci indique que la convection est en développement thermique dans le
domaine (z < 40) et thermiquement développé pour (z > 40). Cependant, le nombre de

Nusselt axial de I'espace annulaire vide diminue d’une maniere monotone a partir de I'entrée
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jusqu’a la sortie de I'espace annulaire, c’est une caractéristique de la convection en
développement thermique. A la sortie de I'espace annulaire vide le nombre de Nusselt axial
est égal a 4.58. Les performances thermiques de I'espace annulaire rempli de mousse et
I'espace annulaire vide peuvent étre comparées par les valeurs des nombres de Nusselt
moyens. Ceux-ci sont égaux a 42.87 et 7.29 pour I'espace annulaire rempli de mousse et
I'espace annulaire vide, respectivement. Par conséquent, le nombre de Nusselt moyen est

agrandi 5.88 fois lorsque la mousse est utilisée.

200

175 sans mousse d’Aluminium

— — — avec mousse d'Aluminium

150

125

Nu(z)
100
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Fig. 4. Nombres de Nusselt axiaux d’espace annulaire avec et sans mousse métallique,

Re=200.

L'amélioration du transfert de chaleur s’obtient au prix d'une augmentation énorme de
la chute de pression. Une estimation de la chute de pression adimensionnelle est donnée pour
le cas Re = 200. Pour I'espace annulaire vide, la perte de charge ne peut pas dépasser celle

d'un écoulement laminaire dans les canaux [32] ; pour I'espace annulaire consideré, elle est

d'ordre de :
AP =22 =32 (64)
a Re

Pour I'espace annulaire rempli de mousse, une bonne estimation de la perte de charge est
dérivée du modele de 1’écoulement de Darcy [16] ; pour notre espace annulaire considére,

elle est égale a:
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Ap=L_1

a Re Da

= 1.545 * 105 (65)

Celle-la est beaucoup plus élevée que celle de I'espace annulaire vide.

4.2. Simulation Numérique et Validation des Résultats

La solution de I'équation. (8) peut étre obtenu numériquement par la méthode des
volumes finis. Une fagon d'obtenir la solution en régime permanent est par la marche dans
le temps du probléme transitoire, a partir d'une condition initiale spécifiée jusqu’a I'état
stationnaire. Par conséquent, nous considérons I'équation transitoire non dimensionnelle

d’énergie :

oT |, 0(V,T) _ 1 K (9T . 9%T K 9%T
[ G+ ) + o] (69)

['0 Cp]effE + 9z  RePr lhyh, \9e2 W 9z2
Avec la condition initiale :
At=0,T=0 (67)

et les conditions aux limites dans les équations. (9) - (12).

Le domaine géométrique physique est transformé en un autre numérique par une
discrétisation qui le divise en volumes finis ayant une forme typique similaire a celui illustré
sur la Figure. 5. Un point P est centré dans ce volume. Le volume a six faces qui sont ses
interfaces avec six volumes finis adjacents. Ces faces sont étiquetés e (pour la face est), w
(pour la face ouest), n (pour la face nord), s (pour la face sud), f (pour la face frontale) et b
(pour la face arriere). Les points centrés dans les volumes finis adjacents sont étiquetés E
(pour ’est), W (pour l'ouest), N (pour le nord), S (pour le sud), F (pour le front) et B (pour

’arriére).
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Fig. 5. Volume fini elliptique typique tridimensionnel

Le maillage numérique et sa projection sur la section droite de I'espace annulaire sont
illustrés sur les Figures. 6 et 7, respectivement. Pour obtenir une équation de discrétisation
de la température du point P, 1I’équation. (66) est multipliée par le volume différentiel

elliptique h,h, h; de dn dz puis triple intégrée entre les limites du volume fini :

f or f d(V,T)
5] o 07 1o coless 5] hahahy de dn dz + J] 2 7 [Z22] hyh, hde dn dz

K

f K f
_f f J‘s RePrhqh, 682 hlhz h3 de dn dz + f f f RePrhih, 67] hlhz h3d8d77dZ

f K 2T
+f 0" Whlhz hs de dn dz (68)

Re Pr

Notant que h; = 1, on obtient pour le terme transitoire :

3TI§+M—4T +TEA

fff f [ [p Cp] eff 3 ] hih,dedndz =~ [p Cp]eff A ]h1ph2PA5PA77PAZP

(69)

Dans la derniére équation, la discrétisation spatiale utilise 1’approximation de localiser

toutes les quantités en l'intégrant au point P; la discrétisation temporelle suit le schéma aux

différences d’Euler-Backward precis du second ordre. Pour le terme convectif, on obtient :
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f a(v,T t+At
12 12D hhy de dn dz ~ [V, T1)| - Aepdny

t
I~ 2 [T]£| h’lPh’ZPI/Z ASP AnP
f t—At
_[T]b| hiphypV, Aep Anp
TE+TH TE+TE
=2 [( FZ P) _ ( P2 B)] hlphZPI/Z AgP ATIP

B [(TIE Aty T,E—At) B (ng Aty ri- At)] hiphypV, Aep Anp  (70)

2 2

Dans la derniére équation, la discrétisation temporelle se fait avec le schéma d’Adam-
Bashforth avec une précision du second ordre tandis que la discrétisation spatiale est
approchée par le schéma des différences centrées avec une précision du second ordre du
second ordre. La discrétisation temporelle des trois termes diffusifs est totalement implicite
tandis que la discrétisation spatiale est approchée par le schéma des différences centrées avec
une précision du second ordre du second ordre :

n,t+At

f re (n K K [6_T
J-b J-W J-S Re Pr hih, 662 hlhz de dn dz =~ Re Pr Loelg

Anp Azp

t+At aT t+At

k [or
Re Pr | 0ely

[ (Tl\t’+At_TI§+At)
K dep

= Re Pr B <T1§+At_TSt+At) Anp Azp (71)

deg

] Anp Azp

t+At
Aep Azp

f re K 02T ~
fb fw fs RePrhthWhlhzdendZ Re Pr[ ]

t+At aT t+At

K a_T - 4 ]AEP AZP

Re Pr |onl,

[ (Tbg+At_T1§+At)
K dne

= Re Pr (T£+At_T‘ﬁ;-At)
ane

ASP AZP (72)

FEHAE
hiphyp Agp Anp

n K 0°T
fffRePr 6zzh1h2d€dndz~RePr[ ]

t+At oT t+At

f

_ Kk Jer
" Repr|oz

] hiphyp Agp Anp
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K TFL:+At_TI§+At
Re Pr

Tt+At Tt+At
dz ) - ( ] hiphyp Aep Anp (73)
f

En utilisant les équations. (69) - (73) dans I'équation. (68), on obtient I'équation de

discrétisation sous la forme standard classique [27] :

A Tt+At ANT16+At+A Tt+At+AETEt+At+AWTt+At+AFTFt+At + ABT£+At + S (74)
Avec les coefficients constants :
Ay = 5 2L (75)
Ag = - (76)
Ap = o P (77)
Aw = ReKPr% (78)
Ap = # 1pfl2p AESZA:P (79)
Ap = % 1pM2p AEZZ?P (80)
Ap = [p CPlegp sr-hiphap Aep Anp Azp + Ay + As + Ap + Ay + Ap + Ap (81)
S = [p Cplesy [LLTZ—ATfM] hip hyp Aep Anp Azp

2 [(2) - (B8] a1

() (Y] by v, 2 &)

Une équation de discrétisation en forme standard (Equation. (74)) est déterminée pour
chaque point a I'intérieur du domaine numérique. Pour les points sur les limites du domaine,
nous spécifions les équations de discrétisation qui sont sous la forme standard et satisfont
les conditions aux limites.

Pour les points de I’entrée d’espace annulaire :

Ap=1 (83)
Tous les coefficients restants sont égaux a zéro.

Pour les points de la sortie d’espace annulaire :

Ag =1 (84)
Ap =1 (85)
S=Cdz, (86)
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Puisque la constante C dans I'équation. (86) est la valeur numérique du gradient Z—Z au point

B (voir la Figure. 5). Ceci reflete I'égalité des gradients axiaux numériques aux points P et
B. Tous les coefficients restants sont égaux a zéro.

Pour les points de la surface du cylindre intérieur :

Ay=1 (87)
Ap=1 (88)
S = hyp de, /K (89)

Tous les coefficients restants sont égaux a zéro.

Pour les points de la surface du cylindre extérieur :

Ag =1 (90)
Ap =1 (91)
Tous les coefficients restants sont égaux a zéro.

Avec la détermination d'une équation de discrétisation pour chaque point du maillage
numérique, on obtient un systéeme d'équations algébriques linéaires. La matrice des
coefficients est heptagonale et elle a la caractéristique désirée d’une dominance diagonale
(voir I’équation. (81)) qui confére au systéme des équations une stabilité numérique. On
remarque que les coefficients de discrétisation Ap, Ay, As, Ag, Ay, Ap et Ag sont positifs.
Puisque la température du domaine doit satisfaire la condition :

T(en,z) =0 (92)
Une propriété désirée du terme de la source dans I'équation. (82) est de satisfaire a la
condition :

§=20 (93)

Cela empéche la possibilité d’obtenir des valeurs négatives de la température dans le
domaine numérique. Toutefois, la somme algébrique dans I'équation. (82) ne garantit pas
une valeur positive pour S, et donc nous devons reformuler I'équation de discrétisation d'une
maniére qui garantit la satisfaction de la condition dans I'équation. (92). On réécrit S comme
une différence entre deux nombres qui sont positifs ou égaux a z€ro :

S =|S| — max(—2S,0) (94)
Le dernier terme sur le coté droite de I'équation. (94) est multiplié et divisé par la positive

assumée TETAL -

S=1S| - [M] Ti+At (95)

tTAL
Tp
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Fig. 7. La projection transversale du maillage numérique

Le chauffage axial continu est illustré dans la Figure 8 représentant la variation axiale
analytique et numérique de la température a l'intersection du cylindre intérieur et les axes

elliptiques (@n =0 etn = g). Il'y a un excellent accord entre les résultats analytiques et

numériques. Il est clair que lI'augmentation de la température axiale est non linéaire dans la
zone du développement thermique (0 < z < 40) mais devient linéaire au-dela de cette zone.
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Fig. 8. Variations axiales de la température analytique et numérique

a I’intersection du cylindre intérieur et les axes elliptiques, Re=200.

L'excellent accord entre les résultats numériques et analytiques est également bien
illustré dans les Figures. 9-12 présentant la comparaison des champs thermiques a la section
transversale correspondante a des stations axiales sélectionnées. Les champs analytiques et
numériques sont aux cotés gauche et droit de ces figures, respectivement. Figure 9 présente
le champ thermique a z = 4.25, prés de I'entrée d'espace annulaire. On voit que le chauffage
est limité a une petite région a proximité du cylindre intérieur chauffé. La température atteint
un maximum égal a 0.0179. En aval, a z = 9.25, le champ thermique est présenté dans la
Figure 10, ou une diffusion radiale du chauffage est remarquée et une température maximale
égale a 0.0259 est atteinte. Plus en aval, a z = 14.25, le champ thermique dans la Figure 11
montre une augmentation du niveau de la température qui atteint un maximum égal a 0.0317.
Le chauffage axial avec une diffusion radiale thermique est monotone jusqu'a la sortie de
I'espace annulaire. A cet endroit, le champ thermique dans la Figure 12 a été déja présenté
(Le coté gauche de la Figure 3) et discuté lors de la comparaison des champs thermiques des
espaces annulaires rempli de mousse et vide. Les nombres de Nusselt axiaux analytiques et
numériques sont trop proches et ne peuvent pas étre discernés graphiquement, I’analytique
a été présenté dans la Figure. 4. Il est rassurant de reproduire numériqguement le champ

thermique analytique non seulement dans la zone thermiquement développé mais aussi dans
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celle du développement thermique. Cette excellente reproduction est considérée comme une
validation a haut niveau du résultat numérique et la procédure.

0.0847
0.0787
0.0726
0.0666
0.0605
0.0545
0.0484
0.0424
0.0363
0.0303
| 0,0242
. 0.0182
0.0121
0.0061
0.0000

Fig. 9. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite) a z = 4.25,
Re=200.

T T
0.0847 0.0847
0.0787 | 0.0787
0.0726 0.0726
0.0666 0.0666
0.0605 0.0605
0.0545 0.0545
0.0484 0.0484
0.0424 0.0424
0.0363 0.0363

| 0.0303 | 0.0303

| 0.0242 | 0.0242
0.0182 0.0182
0.0121 0.0121
0.0061 0.0061
0.0000 0.0000

Fig. 10. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite) a z = 9.25,
Re=200.
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Fig. 11. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite) a z = 14.25,
Re=200.
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Fig. 12. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite) a z = 100,
Re=200.
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4.3. Reproduction du nombre de Nusselt de I’espace annulaire cylindrique

On sait que lorsque les rayons elliptiques sont grands, les ellipses deviennent des cercles.
Dans ce cas, il est possible de comparer le nombre de Nusselt moyen de la convection
thermique développée dans les coordonnées elliptiques avec celui obtenu dans les
coordonnées cylindriques. Pour un écoulement axial et uniforme, une convection forcée
thermiquement développée dans un espace annulaire cylindrique, un cylindre intérieur
chauffé (avec un flux de chaleur constant) et un cylindre extérieur isolé, la température

adimensionnelle est :

. .2 2 2 2 N_p2
T(r,z) = ( 2R; )( z ) RiT R; RZ ln(r) R; R2 — [RO+R 1 R In(R;)—RZ In(R,)

R%-R?) \Re Pr 2 K (RZ —Rl?) K (R2-R K (R2- 4 R? 2 RZ-R?
(98)
Et le nombre de Nusselt moyen :
2_p2)2
Nu = 2K (R5 k) (99)

4 R;R% ln( ) R} -3 RiRa+4 R}R3
l

Ou les dimensions géométriques sont normalisées par le diametre hydraulique (deux
fois la différence entre les rayons dimensionnels extérieur et intérieur). La température dans
I'équation (98) et le nombre de Nusselt dans I'équation (99) sont équivalents a ceux obtenus
par Lauriat et Ghafir [33] pour le méme probléme. On considere la convection forcée, avec
un écoulement uniforme, dans I'espace annulaire elliptique (mousse métallique/eau), avec
une conductivité thermique adimensionnelle K = 11.17, les rayons elliptiques ¢; =4 and ¢,
= 4.6934 (avec ces rayons, les ellipses sont des cercles), Re = 200 et la normalisation du
nombre de Nusselt pour le rendre basé sur le diametre hydraulique. Le nombre de Nusselt
thermiquement développé est égal a 70.816. Les rayons cylindriques non dimensionnels
correspondants sont R; = 0.5et R, = 1 et le nombre de Nusselt moyen de I'espace annulaire
cylindrique (de I'équation (99)) est égal & 70.815. Pour les mémes rayons adimensionnels et
K =1, le nombre de Nusselt thermigquement développé égal a 6.3372 qui est tres proche de
la valeur 6.3345 obtenue par Chikh et al. [24]. La méme valeur est obtenue de la Figure 3 de
la référence [26] et la Figure 3b de la référence [27] pour le méme rapport d'aspect et la
limite du milieu continue (nombre de Knudsen égal a zéro). Ces comparaisons des résultats
représentent une validation analytique du résultat elliptique quand les ellipses convergent

asymptotiquement vers des cercles.
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4.4. Simulation numérique tridimensionnelle et I'approximation de I'écoulement axial
uniforme

Un modeéle mathématique non dimensionnel de la convection forcée en développement
thermique, avec des propriétés physiques constantes du systéme (mousse métallique/fluide),
avec I’utilisation du modeéle d’écoulement de Darcy-Forchheimer-Brinkman, est représenté
par les équations différentielles aux dérivees partielles suivantes, dans les coordonnées
elliptiques :

L’équation de continuité :

1 [0(hyVe) | 0(hiVy) | 3(hihy V) _
h1h2[ O + an + 0z ] =0 (100)

L’équation de mouvement suivant la direction radiale elliptique :

P at (PZ h1h2 + V V

de an oz €7 ap m 9e

hq de

1 1 0 av, a [0V, a av, 2 0h, 0h a Vyn oh

L 5+ ) 2 (o) - e L ) -
@ Rehqh, Loe de on \ dn 0z 0z hqh, de O¢ de hy On

0 (V:0h d (Vy\ oh 0 [V 0oh a av, 2 0Vyoh 0 2 (V
_(_8_1) +_(_n)_1+_(_s)_1+_(h2_z)___71_2_|__ hz—(—") _
on \h, 0n de \hy/ 0n on \h,/ 0n 0z de h, 0n o0¢ an de \h,

CrVe /V82+V2+VZZ
Ve i (101)

19v, 1 1 [a(hz VeVe a(hy Vi Ve) 4 9lhaha Vs Ve) ohy 2 ahZ] __1op

ReDa vDa

L’équation du mouvement suivant la direction angulaire elliptique :

10Vy 1 1 [6(h2 Ve Vi) n a(hy Vy V) n d(hihyVy Vi) +

dh dh 1 0P
Vs v 2 Vz 1]
@ Ot @2 hqh, de an 0z n

0 ¢ an h, on

1 1 a (0V, 3} v a v 2 0h, 0h 5} av,

i )+ 55 2 ) - R 2 (3 4

@ Rehqh, Lde \ O¢ an an 0z 0z hih, an dn 0z an

5} a (V, 0 (Vyoh d (Vy\oh 0 (Vg Ooh 2 0Vg0h a Ve dh

9 hz—(—s) __(_W_Z)+_(_n)_2+_(_s)_2___e_1+_(2_e_2)]_
de on \hq de \h, Od¢ de \h,/ 0d¢ on \h,/ O¢ hy de 07 an h, d¢

v, CrVy /V§+V,§+VZZ (102)

ReDa o vDa

L’équation du mouvement suivant la direction axiale elliptique :

2 2 2
1ov 1 1 [6(h2 Very) | (ks Vyls) +a(h1h2Vsz)] __op_ v vVt
0z

@ Ot Ehlhz de on dz  ReDa - vDa
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+ ot e (o) * o7 (o) + 37 (il G2) + 57 (e T) + 5 ()] 09)

L’équation d’énergie :

1 [3(h2VsT) +a(h1VnT) 4 9(nahz V1)
h1h2 68 67] aZ

= rerrmm a2 (K5e) 57 (K55) + 55 (K ke 5] (104

Les conditions initiales sont I’écoulement axial uniforme et la température d’entrée, donc :

T
(P CP)efs 5% T

A t=0, Vo=V, =0,V=1T=0 (105)

A £ =0.8, VsZVnZVZZO,—h—lgzl (106)
L K T

A =14, Ve:Vn:szoi_h_lE:O (107)
A z=0, Vo=V,=0,V,=1T = (108)
A — We _0Vy _0Vz _ 49 (1,07 _

A z =100, 82_82_82_0’6Z(K82)_0 (109)

Il est & noter que, pour les parametres de contrble considéreés, les termes dominants dans
les équations de mouvement sont les termes de Darcy et de gradient de pression. Les termes
de Forchheimer sont plus petits que les termes dominants. En outre, les termes convectifs
sont beaucoup plus petits que les termes dominants. En outre, les termes diffusives de
Brinkmann ne sont significatifs que dans les couches trés minces a proximité des parois
solides de l'espace annulaire. Les équations aux dérivées partielles de la continuité, de
mouvement et d'énergie, avec les conditions initiales et aux limites spécifiées sont résolues
par la méthode des volumes finis avec un maillage (42x84x202) et un pas du temps égal a
At = 107*. Les détails numériques sont les mémes que ceux de la méthode numérique
utilisée dans la partie 2 de cette these et ils sont présentés dans 1’annexe D.

Les résultats de la simulation numérique ont révélé que le champ d'écoulement est
essentiellement axial avec les composantes radiale et angulaire de la vitesse négligeables
dans tout I'espace annulaire. En outre, la vitesse axiale est presque uniforme sur toute section
transversale de I'écoulement. La distribution, a la section transversale de la sortie d'espace

annulaire, est illustrée dans la Figure 13.
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1.0006
0.9291
0.8576
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0.7147
0.6432

0.5718
0.5003
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0.3573

0.2859

0.2144
0.1429
0.0715
0.0000

Fig. 13. Vitesse axiale a la section de sortie de 1’espace annulaire. Re = 200.

La vitesse axiale est égale a 1.0006 dans toute la section sauf aux points numériques les
plus proches des parois ou elle est trés proche de 1. Aux points numériques les plus proches
du cylindre intérieur (0.966 <V, < 0.985). Tandis qu’aux points numériques les plus
proches du cylindre extérieur (0.992 < V, < 0.994). La distribution de la température de la
simulation numérique tridimensionnelle est identique a celle obtenue avec la solution
analytique. A la sortie de I'espace annulaire, elle est identique a celle de la Figure 3. Les trés
petites différences entre le champ thermique obtenu avec la simulation numérique
tridimensionnelle et celui de la solution analytique ne peuvent pas étre discernées
graphiquement. Les résultats de la simulation numérique tridimensionnelle justifient le
I’approximation de 1’écoulement axial uniforme. Par conséquent, le champ d'écoulement est
bien approché par I'équation (7) et le champ thermique peut étre obtenu numériquement, en
utilisant la méthode des volumes finis déja mentionnée dans la section 4.2. L’équation

d’énergie en régime transitoire est alors :

aT | AW,T) _ 1 [K (62_T 62T) KazT] (110)

[p Cp]effﬁ'i_ 8z  RepPr Lhih, \ &2 W 0z2

avec les mémes conditions aux limites imposées et les conditions initiales spécifiées. Pour

Re=200, le champ thermique stationnaire obtenu avec la solution de I'équation (110) est
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identique & la solution analytique. Par conséquent, pour ce cas, les trois champs thermiques
stationnaires obtenus avec la simulation numérique tridimensionnelle, la simulation

numérique avec un écoulement axial uniforme et la solution analytique sont identiques.

4.5. Effet du nombre de Reynolds sur le développement thermique

Deux autres cas du systéme (mousse métallique/eau) avec Re=500 et 1000 ont été
résolus seulement avec la solution analytique et la solution numérique avec I'écoulement
axial uniforme. Dans les deux cas, la solution numérique a reproduit qualitativement et
quantitativement la solution I'analytique. Par souci de concision, seules les distributions des
champs thermiques a la sortie d'espace annulaire sont présentées dans les Figures 14 et 15.
Comme on s'y attendait, la variation spatiale de la température adimensionnelle est
qualitativement comparable a celle du cas de Re=200 (Figure 3), présentée dans la section
4.1. Toutefois, le niveau de la température adimensionnelle augmente avec la diminution du
nombre de Reynolds. Ceci est expliqué par le fait que le premier terme du coté droit de

I'équation. (59) est inversement proportionnel au nombre de Reynolds (voir 1’équation (27)).

T
I 0.0504
0.0476
0.0448
0.0420

0.0392
0.0364

0.0336
0.0308
0.0280
0.0252

T

0.0504
0.0476
0.0448
0.0420
0.0392

0.0364

0.0336
0.0308
0.0280
0.0252

0.0224 0.0224

0.0196 0.0196
0.0168 0.0169
0.0140 0.0141
0.0113 0.0113

Fig. 14. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite)
az = 100, Re = 500.
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0.0360
0.0336
0.0312
0.0288
0.0264
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0.0217
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0.0169
0.0145
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0.0097
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0.0360
0.0336
0.0312

0.0288
0.0264
0.0240
0.0217
- 0.0193
0.0169
0.0145
0.0121

0.0097
0.0073
0.0049
0.0026

Fig. 15. Champs thermiques analytique (a gauche) et numérique (a droite)
az =100, Re =1000.

Dans la Figure. 16, les nombres de Nusselt axiaux des trois cas considérés sont
comparés. On voit que I'augmentation du nombre de Reynolds augmente la longueur d'entrée
thermique et le niveau du nombre de Nusselt axial dans la zone de développement thermique.
Le résultat de développement thermique peut étre expliqué par l'effet combiné des
parametres controlant la décroissance exponentielle du niveau de la température T, (e, n, z).

La conduction axiale est beaucoup plus petite que la convection axiale. Par conséquent, si la

. . . \ . . . S . d?H T
diffusion axiale tres faible, représentée par la dérivée seconde axiale (ﬁ), est négligé dans

2
I'équation (41), la décroissance exponentielle e¥2? [1— (?) eV2=r)((L/D)-2) | dans
1

-4 q72nTKZ

I'équation (59) est remplacée par eRePrvz, En notant que les valeurs propres ¢ ne

dépendent que des rayons elliptiques qui sont fixes, il est évident que la décroissance
. Al K . .
exponentielle est contr6lée par le rapport — Plus ce rapport est elevé plus la longueur

d'entrée thermique est petite. Par conséquent, I'augmentation de la conductivité thermique
adimensionnelle ou la réduction du produit des nombres de Reynolds et de Prandtl entraine
une réduction de la longueur d'entrée thermique adimensionnelle. Ceci est en accord avec ce
qui est établi dans le transfert thermique classique : la longueur d'entrée thermique
adimensionnelle de la convection forcée en développement thermique dans les conduites est
proportionnelle au produit des nombres de Reynolds et de Prandtl [35]. Dans la zone

thermiquement développée (ou T, (g, n,z) = 0), le nombre de Nusselt est indépendant du
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produit des nombres de Reynolds et de Prandtl, mais il est proportionnel a la conductivité
thermique adimensionnelle de la mousse métallique. Ceci peut étre facilement prouvé en
examinant les équations. (59), (61) et (62) et en notant que toutes les constantes de T; (&, 717)

sont inversement proportionnelles a la conductivité thermique adimensionnelle.

350 e RARRAR AR IRRRARARRA (RBRARRRRR) IRARRRARAN IRARRRRRRS RARELARAR IR AR AR AR T

300 .

250 .

200 —=—Pr=7 Re=200 1
Nu(z) ——Pr=7,Re =500
150 Pr=7,Re=1000

100

50

Fig. 16. Effet du nombre de Reynolds sur le développement thermique.
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Conclusion



Cette étude présente les aspects physiques et mathématiques de la convection forcée

tridimensionnelle, stationnaire, laminaire en développement thermique d’un écoulement
d'eau dans un espace annulaire elliptique. L'espace annulaire est vide ou rempli de mousse
d'aluminium de 20 PPI. Le champ d'écoulement est prouvé d’étre axial et uniforme.
L’écoulement a I'entrée est isotherme. Le cylindre intérieur est uniformément chauffé et le
cylindre extérieur est adiabatique. La solution a été obtenue analytiguement et

numérigquement.

Pour Re=200, avec les parametres géométriques, dynamiques et thermiques considérés,
il a été trouvé que la convection dans l'espace annulaire rempli de mousse atteint le
développement thermique au-dela de 40% de la longueur de I'espace annulaire ; Toutefois,
la convection dans I'espace annulaire vide reste en développement thermique tout au long de
I’espace annulaire. Le nombre de Nusselt moyen de I'espace annulaire rempli de mousse est
5.88 fois celui d'espace annulaire vide. L'augmentation du nombre de Reynolds a 500 et
1000, augmente la longueur d'entrée thermique. Dans la zone du développement thermique,

le nombre de Nusselt axial est plus élevé quand le nombre de Reynolds est augmente.

La simulation numérique de la convection en développement thermique dans l'espace
annulaire rempli de mousse reproduit la solution analytique avec un excellent accord. Une
telle reproduction est considérée comme une validation des solutions numériques et une

preuve de I’adéquation de la résolution spatiale du maillage numérique utilisé.
Les résultats de la convection forcée présentés serviront un état de reférence pour I’étude

de la convection mixte en développement hydrodynamique et thermique (la Partie 2) dans

le méme espace annulaire rempli de la méme mousse métallique avec le méme maillage.
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Annexe A

Solution de T4, (&, m) par la séparation des variables et la détermination des constantes

de T,(&,n).

Les solutions générales des équations (36) et (37) sont :

9(m) = Cscos(nn) + Cesin(nn) (A1)
f(e) = C;sinh(ne) + Cgcosh(ne) (A.2)

Sachant que g(n) doit satisfaire les conditions de symétrie sur les axes elliptiques, Z—f]’ =0
an=0, /2, m et 3n/2, cette condition est satisfaite siCe=0etn=2,4,6,8, ... (n =0 n’est
pas consideré car il correspond au produit f(e)g(n) égale a une constante et une constante
est déja présente (C3;) dans la solution particuliere de I'équation (33)). La solution
complémentaire T4, (&, 1) est alors réécrite comme 1’équation (38). Pour chaque valeur de n,
la constante E,, représente le produit C<C, et la constante F, représente le produit C<Cs.
T, (g,m) de I'équation (39) est alors obtenue et elle doit satisfaire les conditions aux limites

radiales des équations. (9) et (10), donc :

K[%Khs(zsi) +Cz + X246 cOS(N) [NEy cosh(ne)+nFy sinh(nei)]]
=1 (A3)
cosh(2g;)  cos(2n)
2 2

[z?i S:;gZSO) + Co + X35 4,6 cOS(nN) [NEy cosh(ngy)+nFy sinh(neo)]]
. =0 (A.4)
\/cosh(zao) _ cos(2m)
2 2

L’équation (A.4) est satisfaire si :

2P; sinh(2¢&,)

C, = e (A.5)
_ cosh(ney)
Fo = —En [sinh(nso) (A.6)
Remplacant les équations. (A.5) et (A.6) dans (A.3), méne a:
o) h(negy) .
Yn=246N Ey cos(nn) [cosh(nei) — Z?:T(:;ismh(nei)]
P; , . 1 n(2¢;) 2n)
= (sinh(2¢,) — sinh(2¢;)) — E\/COS > o COSZ U (A7)

Multipliant I’équation. (A.7) par cos(mn)dn et intégrant entre les limites = 0 et 2 utilisant
la propriété d'orthogonalite des fonctions cosinus conduit a la valeur de E,,. Avec la
détermination des E,,, les F,, peuvent étre déterminees a partir de I'équation. (A.6).

Enfin, I'utilisation de Tim = 0 permet la détermination de la constante C;. Toutes les

constantes sont fournies dans le Tableau 3 et évaluées dans le Tableau 4.
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Annexe B

Détermination des valeurs caractéristiques a et les vecteurs caractéristiques A3%
Remplagant 1’équation. (47) dans I’équation. (45), avec a = ar, il vient :

S olas, — 4n*1A3hcos(2nn) — 2q $5-g AZ, cos(2n) cos(2ny) = 0 (B.1)
Avec l’identité :

cos(2n) cos(2nn) = %cos(Z(n + 1n) + %cos(Z(n - 1n) (B.2)
L’équation. (B.1) devient:

Yr—olazy — 4n?]A3}, cos(2nn) — q X A3 cos(2(n + 1)n)

—q Xr=o A3y cos(2(n—1)n) =0 (B.3)
Remplagant n par (m-1) dans les séries Yo, A%" cos(2(n + 1)n):
Y o AZr cos(2(n+ 1)n) = Yo A3 _, cos(2mn) (B.4)
Avec le choix A%%, = 0 et le changement de I’index m par n :
Y o AZr cos(2(n + 1)n) = X, A2 _, cos(2nn) (B.5)
Dans la série Yoo, A3" cos(2(n — 1)n), remplagant I’index n par (m+1) :
Y o A2l cos(2(n— 1)n) = Yoo __, AZL ., cos(2mn) (B.6)
Avec le changement de 1’index m par n dans le c6té droite d’¢quation. (B.6) :
YazoAfy cos(2(n — 1)) = AF" cos(2m) + Xio A3n4, cos(2nn) (B.7)
Utilisant les équations. (B.5) et (B.7) dans 1’équation. (B.3) :
Yool(azr — 4n*)AZ, — qAZ, 2 — qAS, 2] cos(2nn) — qAF cos(2n) = 0 (B.8)

Pour chaque valeur de r, nous avons une équation de type (B.8). Le systeme des équations
(B.8) peut étre écrit dans un format d’une matrice tridiagonale symétrique tel que présenté
dans I'équation. (49) avec les composantes des vecteurs caractéristiques satisfaisant a la
relation suivante : 2(4%7)2 + (427)2 + (A7) + -+ (4Z2)2 =1 (B.9)

Cette équation indique que les vecteurs caractéristiques sont orthonormés.
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Fonctions radiales normalisées et fonctions angulaires de Mathieu.

Annexe C
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Partie 2 :

-~

Convection Mixte dans un Espace Annulaire Elliptique Incliné
Rempli par une Mousse Metallique.

Propriétés du Fluide dépendant de la Température

~
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~—+

SRR

N

Nomenclature

Demi distance focale (m)

Coefficient de Forchheimer

Chaleur spécifique (J/kg.K)

Diametre de fibre de la mousse métallique (m)
Diametre de pore de la mousse métallique (m)
Accélération gravitationnelle =9.81m/s?

Coefficient du transfert de chaleur convectif (W/m?.K)

cosh(2¢) cos(2n)
2 2

Premier facteur d’échelle adimensionnel = \/

cosh(2¢) cos(2n)
2 2

Deuxiéme facteur d’échelle adimensionnel = J

Troisiéme facteur d’échelle adimensionnel = 1
Conductivité thermique du fluide (W/m.K)

Longueur d’espace annulaire (m)

Pression modifiée adimensionnelle

Pression statique adimensionnelle

Périmétre adimensionnel du cylindre elliptique intérieur
Flux de chaleur constant a la surface du cylindre intérieur (W/m?)
Section droite adimensionnelle d’espace annulaire
Temps adimensionnel

Température adimensionnelle

Vitesse radiale adimensionnelle

Vitesse azimutale adimensionnelle

Vitesse axiale adimensionnelle

Coordonnée axiale adimensionnelle

Symboles grecs

B
At

&

Coefficient d’expansion thermique = 1.8x10™* °K
Pas du temps (s)
Coordonnée radiale elliptique
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n Coordonnée angulaire elliptique. Elle commence du c6té droite de I’axe

elliptique majeur et elle est positive dans la direction antihoraire

0 Angle d’inclinaison
K Perméabilité de la mousse métallique (m?)
U Viscosité dynamique adimensionnelle
p Densité (Kg/m?)
@ Porosité de la mousse métallique = 0.92
y Fonction de courant adimensionnelle
Exposant
* Quantité dimensionnelle
Indices
eff Effective
f Fluide
[ Surface du cylindre intérieur
m Moyenne
0 Surface du cylindre extérieur
Solide
0 Entrée d’espace annulaire

Nombres adimensionnels

K

Da Nombre de Darcy = —
a
" 4
Gr Nombre de Grashof = 82«
H'fo *
(7e) i
K Conductivité thermique totale adimensionnelle du milieu poreux
Nu(n, z) Nombre de Nusselt local
Nu(z) Nombre de Nusselt axial
Nu Nombre de Nusselt moyen
C * *
Pr Nombre de Prandtl = %
fo
Re Nombre de Reynolds = %
fo
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Introduction



L_es mousses métalliques a cellules ouvertes sont des milieux poreux avec une porosité

élevée caractérisés par leur légereté et propriétés thermiques désirables telles que
I'amelioration du mixage, I'amélioration du transfert de chaleur convectif, la distribution
uniforme de la chaleur et la conductivité thermique effective qui est beaucoup plus élevée a
celle du fluide utilisé [1]. Elles ont été utilisées pour améliorer le transfert de chaleur dans
les tuyaux et les canaux, mais avec un codt d'une forte augmentation de la perte de charge.
Ces effets ont été discutés dans la bibliographie présentée dans I'introduction de la Partie 1
de la présente thése. Les resultats présentés dans cette partie (Partie 1) doivent étre

considérés comme un état de référence pour ceux de la Partie 2 de la présente these.

La convection mixte améliorée dans les tuyaux et les canaux vides ou poreux est
démontrée par de nombreuses études. Quelques exemples sont les études des références [2-
6]. K. Velusamy et al. [2] ont étudié¢ numériquement la flottabilité assistée d’un écoulement
laminaire stationnaire entiérement développé dans un conduit vertical elliptique. Un flux de
chaleur axial uniforme par unité de longueur du conduit est imposé avec une température
circonférentielle uniforme de la paroi. Les résultats ont été obtenus pour un rapport d'aspect
(A) variant de 0.1 a 0.999 et un nombre de Rayleigh (Ra) allant de zéro jusqu’a la valeur
d'inversion d’écoulement. Pour la convection mixte, une vitesse axiale élevée existe autour
des foyers de la section transversale elliptique, ce qui conduit a une amélioration
substantielle du transfert de chaleur dans cette région du conduit. Le rapport des facteurs du
frottement de la convection mixte et forcée (f/fo) augmente avec Ra. Pour A=0.999, il
augmente de 1.5 a 14 avec l'augmentation du Ra de 158.5 a 12589.25 et pour A=0.5, il
augmente de 2.5 a 18 avec l'augmentation du Ra de 794.33 a 19952.62. Le rapport des
nombres de Nusselt de la convection mixte et forcée (Nu/Nuo) augmente avec Ra. Pour
2=0.999, il augmente de 1.02 a 2 avec l'augmentation du Ra de 158.5 & 12589.25 et pour
A=0.5, il augmente de 1.05 a 2.2 avec I’augmentation du Ra de 316.23 a 19952.62. En outre,
le rapport entre le nombre de Nusselt et le coefficient du frottement (Nu/fo) est plus élevé
lorsque X est faible pour un conduit elliptique par rapport a un conduit circulaire, quelle que
soit la valeur de Ra. Lorsque Ra=3162.3, le rapport est égal a 0.064, 0.07 et 0.1 pour A=0.999,
0.5 et 0.1, respectivement.

N. Islam et al. [3] ont présenté une étude numérique et expérimentale de la convection

mixte laminaire stationnaire dans un espace annulaire concentrique horizontal utilisant de
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l'air et de l'eau comme fluides de fonctionnement. L'eau est utilisée dans I'étude
expérimentale. La paroi intérieure est chauffée uniformément et I'extérieure est adiabatique.
La méthode numérique des différences finies est utilisée. Le nombre de Rayleigh est
(10°<Ra<108), le rapport des rayons est (1.5<R<10), le nombre de Prandtl est (0.7<Pr<5.42)
et le nombre de Reynolds est (200<Re<1000). L'effet d'augmentation de Ra est
I’augmentation & la fois du transfert de chaleur et de la chute de pression. Cependant,
l'augmentation du transfert de chaleur est sensiblement supérieure a l'augmentation
correspondante de la perte de charge. Pour Ra=10° et 107, les nombres de Nusselt (Nu) & une
longueur axiale adimensionnelle (thermique) Z:=0.1, sont d'environ 30% et 110% plus élevés
a ceux correspondant a la convection forcee pur, respectivement. L'augmentation
correspondante du facteur de frottement apparent moyen due a la convection libre est
seulement d'environ 4% et 28%, respectivement. L'effet d'augmentation de Pr est de
diminuer le coefficient du frottement moyen sur toute la longueur et de diminuer le Nu
jusqu'a un certain Zi. Au-dela de cette longueur, le Nu augmente quand Pr augmente. Le Nu
prédit est bien comparé avec les résultats expérimentaux dans la section d'essai ou les

données expérimentales ont été obtenues.

K. Muralidhar [4] a étudié numériquement le transfert de chaleur de la convection mixte
d’un écoulement dans un espace annulaire entre deux cylindres concentriques rempli d'un
matériau poreux saturé en eau. Le cylindre intérieur est chauffé et I'extérieur est refroidi. Les
montages horizontal et vertical sont considérés. Les résultats ont été obtenus pour des
gammes du nombre de Peclet (0<Pe<10) et du nombre de Rayleigh (0<Ra<500). Pour un
rapport de rayons égal a 2, Pe=10 et Ra=100, le transfert de chaleur par convection mixte
sur la paroi chauffée, dans les deux orientations, est supérieur a celui de la convection forcée.
Le rendement thermique du montage vertical est préférable dans le domaine axial z < 4.
Cependant, dans le domaine axial (4 < z < 8), le montage horizontal a une meilleure

performance thermique.

A. Kumar et al. [5] ont présenté une investigation analytique et numérique d’un
écoulement de la convection mixte complétement développé dans un conduit vertical rempli
d'un milieu poreux. La température de la paroi varie linéairement avec la coordonnee
verticale. Le nombre du Darcy varie entre (10'<Da<1078), le nombre de Rayleigh varie entre
(0<Ra<10%%) et le nombre de Forchheimer modifié (le produit du nombre de Forchheimer,
la racine du nombre de Reynolds et le gradient axial de la pression) varie entre (0< F'<10'°).
La méthode numérique de collocation-spectrale Chebyshev a été utilisée. Le probléeme peut
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étre résolu analytiqguement par la négligence d'effet de la forme de trainée. En écoulement
assisté, en géneral, le taux du transfert de chaleur augmente avec I’augmentation de Ra, ainsi
que Da et diminue avec l'augmentation du F'. Selon les valeurs considérées du Da : 107,
104, 10 et 108, le changement du taux de transfert de chaleur est négligeable jusqu'a une
certaine valeur de seuil du Ra*~10/Da. Lorsque le seuil est dépassé, le nombre de Nusselt
(Nu) augmente de maniére significative. L'effet de F' sur Nu est négligeable lorsque
F'<0.01/Da?. Pour Da=10"2 et RaDa=10?, le Nu est égal a 8, 16, 5.46 et 4.04 pour F' égal a
10%, 108 et 108, respectivement. Pour Da=10"*, I’augmentation du F' de 10° & 10® réduit le Nu
de 14%, et son augmentation de 108 & 10 réduit le Nu de 63%. Toutefois, pour Da=10",
I'effet de F' sur Nu est négligeable quand il passe de 108 a 10'°. La variation du Nu avec F'
est négligeable pour Da=108. En cas d'écoulement opposé (flottabilité entravée), les
caractéristiques du Nu en fonction de Da et F' sont inversées. Pour des valeurs plus élevées
de Ra, lorsque le profil d'écoulement posséde une distorsion, le Nu varie brusquement, ce
qui est la conséquence d'une variation brusque du profil de température.

P.M. Kamath et al. [6] ont étudié expérimentalement la convection mixte d’un
écoulement d'air assisté, dans un canal vertical d’une soufflerie. La section d’essai présente
un chauffage en son milieu. Deux plaques d'aluminium sont montées sur l'appareil de
chauffage. L'espace entre les plaques daluminium et les parois adiabatiques du canal est
rempli par une mousse d'alliage d'aluminium (AISi7Mg). Les mousses utilisées ont une
densité de pores 10, 20, 30 et 45 PPI avec une porosité correspondante élevée égale a 0.95,
0.90, 0.92 et 0.90, respectivement. Les dimensions de tous les mousses sont (250x150x10)
mm3. Un écoulement uniforme avec une vitesse d'entrée variant de 0 a 1.7 m/s et une
température atmosphérique (dans la gamme de 30 a 33°C) est soufflé dans la section d'essai.
La puissance d'élément chauffant varie entre 10 et 100 W. Le débit massique varie de 0 a
0.14 Kg/s et la pression varie entre 0 et 180 kPa. Le nombre de Richardson varie entre
(0.005<Ri<1032) et le nombre de Reynolds varie entre (24<Re<3730). Le taux
d'amélioration du transfert de chaleur avec la présence du milieu poreux par rapport a un
canal vide est toujours supérieur a 1, ce qui indique clairement que les mousses métalliques
améliorent le transfert de chaleur. L'amélioration varie entre 1.5 et 2.9 fois avec les
parameétres de cette étude. La mousse 10 PPI est revélé avoir de meilleures performances du
transfert de chaleur comme prévu pour les mousses a haute porosité. Les forces de flottabilité
deviennent plus fortes avec la puissance élevée entrante et conduit a une augmentation du

transfert de chaleur. Par conséquent, pour une grande vitesse d'entrée le coefficient du
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transfert de chaleur augmente avec 1’augmentation de la puissance entrante du dispositif de
chauffage. Le nombre de Nusselt est en corrélation avec la porosité, Re et Ri pour I'ensemble
des parametres utilisés dans cette étude. Le régime de la convection est mixte pour Ri>1 et
Re<400. Le rapport des nombres de Nusselt de la convection mixte et forcée est corrélé par
(1+Ri%46/Re%™). Cependant, il y a une pénalité en termes d'augmentation de la chute de
pression. La chute de pression par unité de longueur augmente avec la vitesse d'entree. La
mousse métallique 10 PPI est révélé avoir la chute de pression la plus basse : pour une vitesse
d'entrée égale a 1.6 m/s, la chute de pression par unité de longueur est 400 Pa/m, 625 Pa/m

et 750 Pa/m pour les mousses 10, 30 et 20 PPI, respectivement.

Dans le transfert thermique convectif ou 1’effet de la flottabilité est trés important,
I’orientation géométrique du systéme par rapport a la direction de la force de gravité devient
un parametre qui affecte le transfert thermique et la chute de pression. L’effet d’inclinaison
sur la convection naturelle d’air dans un cylindre elliptique chauffé est étudié
expérimentalement par Moawed et Ibrahim [7]. Pour un nombre de Rayleigh dans la gamme
[6.85x10°, 3x108], ils ont trouvés que pour un rapport des axes elliptiques égal a 2.5 et
Ra=2x10°%, le nombre de Nusselt moyen augmente par 35% avec I’augmentation d’angle

d’inclinaison de 15° a 75°.

I.Y. Hussain et al. [8] ont presenté une étude théorique et expérimentale sur le transfert
de chaleur par convection mixte laminaire en développement dans un espace annulaire
incliné avec un écoulement d’air assisté et opposé a la fois. Le cylindre intérieur est chauffé
uniformément et le cylindre extérieur est adiabatique pour la partie théorique et soumis a la
température ambiante pour la partie expérimentale. Le nombre de Rayleigh (Ra) varie de
4.55x10° & 5.649x10° et le nombre de Reynolds (Re) varie de 154 & 724. Le rapport des
rayons est 0.555, la longueur du cylindre intérieur est 1.2 m, chauffée par un flux de chaleur
(q) variant de 93 W/m? a 857 W/m? et les angles d’inclinaisons sont a=0° (horizontal),
a=20°, 60° (écoulement assisté incliné), a=-20°, -60° (écoulement opposé incling) et a=90°
(vertical). Les résultats expérimentaux montrent une réduction de la température de surface
et une augmentation des nombres de Nusselt locaux avec I’augmentation du flux de chaleur
et quand I'angle d'inclinaison se déplace des angles positifs (écoulement assisté incliné) vers
la position horizontale et des angles négatifs (écoulement opposée incling) vers la position
horizontale. Pour la position horizontale, Re=218 et la méme distance axiale

adimensionnelle logarithmique égale a 0.2, le nombre de Nusselt local égal a 9 avec q=93
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W/m? et égal & 16 avec q=609 W/m?. Pour q=676 W/m? et Re=308 (Ecoulement assisté), un
rapport des nombres de Nusselt moyens des positions inclinée et horizontale ({) égal a
0.9465,0.95,0.9775 et 1 pour un angle d’inclinaison égal a n/2, n/3, n/9 et 0, respectivement.
Pour g=517 W/m?, Re=218 (Ecoulement Opposé), ¢ égal a 0.855 to 0.916 pour un angle
d’inclinaison égal a -m/3 et -n/9, respectivement. Cela peut étre attribué au grand effet de
flottabilit¢ dans 1’espace annulaire horizontal par rapport aux autres inclinaisons. Les
nombres de Nusselt locaux de I'écoulement assisté rapportés sont plus élevés que ceux de
I'écoulement opposé (la valeur maximale se produit a la position horizontale) pour le méme
nombre de Reynolds et le flux de chaleur. Pour la méme distance axiale adimensionnelle
logarithmique, les nombres de Nusselt locaux sont plus élevés avec les valeurs positives de
(Gr/Re) qu’avec la convection purement forcée (Gr/Re=0) et vice-versa avec les valeurs
négatives de (Gr/Re). Tel qu’a la position axiale adimensionnelle logarithmique égale a
0.035, le nombre de Nusselt local égal a 8, 7.5, 7, 6.5 et 5 pour Gr/Re=1898, 633, 0, -633 et
-1898, respectivement.

Cimpean et al. [9] ont étudié analytiquement la convection mixte coopérante supposée
complétement développée entre deux plaques paralléles inclinées rempli d’un milieu poreux
et soumises a un flux thermique constant. Cette étude est limitée a des faibles nombres de
Peclet (d’ordre 1). Un paramétre important dans cette étude est le rapport du produit des
nombres de Grashof et Darcy et le nombre de Reynolds. Quand ce paramétre est égal a 5,
I’augmentation d’angle d’inclinaison de 0° a 90° conduit @ une amélioration du transfert de
chaleur.

T.A. Tahseen [10] a étudié expérimentalement la convection mixte dans un tube
circulaire chauffé incliné emballé par des sphéres de verre d’un diamétre de 5mm. Le
diamétre intérieur de tube est 45 mm et sa longueur est 850 mm. Le nombre de Rayleigh
utilisé est défini proportionnel au produit de la perméabilité et la racine du diamétre du tube.
Le nombre de Peclet, défini proportionnel au diamétre des spheres, est varié entre
(29.31<Pe<516.94). Pour un nombre de Rayleigh dans la gamme (108.54<Ra<907.73),
I’expérience montre que 1’augmentation d’inclinaison de 0° a 60° diminue le nombre de
Nusselt (Nu). Par exemple, avec Ra=112.23 et Pe=500, le changement d’angle de 0° a 60°
meéne a une réduction du Nu de 53%. Pour Ra=822.24 et Pe=160, la réduction est 18.56%
tandis pour Ra=466.68 et Pe=330, la réduction est 14.3%.

Lorsque la gamme de la variation de la température dans les liquides est considéerable,

la variation de la viscosité dynamique peut étre importante et affecte le transport par
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convection dans les conduits. Il est connu que la viscosité des liquides est une fonction
décroissante de la température. Pour la convection dans les conduits et les canaux, la
réduction de la viscosité améliore le transfert thermique et réduit la chute de pression. Cette
amélioration peut étre trés importante si I’eau est le fluide de fonctionnement ; ce qui est
confirmé par M. Amaouche et al. [11]. lls ont étudié numériquement, par la méthode des
différences finis, I'influence des variations des propriétés physiques avec la température sur
un probléme de la convection mixte stationnaire, transversale autour d'un cylindre horizontal
isotherme. Les résultats presentés dans les cas de I'eau et de l'air, sont comparés a ceux
précédemment obtenus par le modéle de Boussinesq. Le nombre de Reynolds est pris faible
(Re=20) et le nombre de Richardson est 4. Dans I’air, et quand les écarts de tempeératures
sont moderés, le modéle de Boussinesq constitue une approximation suffisante pour
I’évaluation des grandeurs caractéristiques d’un écoulement de la convection mixte. Dans
I’eau, cette étude fait ressortir la nécessité de tenir compte des variations des propriétés

physiques avec la température.

Un autre exemple sur ’effet des propriétés thermophysiques variables est 1’é¢tude de la
convection forcée et mixte dans un espace annulaire elliptique par Zerari et al [12]. Pour
Gr=5x10%, Gr=10* et Gr=1.5x10*, les nombres de Nusselt moyens de la convection mixte
avec des propriétés variables sont 6.457, 6.935 et 7.607, respectivement. Cependant, les
nombres de Nusselt moyens de la convection mixte avec des propriétés constantes sont 6.08,
6.522 et 6.786, respectivement. Pour la convection mixte, la réduction de la viscosité par le
chauffage conduit a une réduction considérable de la chute de pression. Avec les propriétés
variables, pour Gr=5x10%, Gr=10* et Gr=1.5x10% la chute de pression dans 1’espace
annulaire considéré est 34.312, 31.711 et 29.626, respectivement. Avec les propriétés
constantes, pour Gr=5x10% Gr=10* et Gr=1.5x10% la chute de pression dans I’espace

annulaire considéré est 37.540, 37.557 et 37.596, respectivement.

Dans les tuyaux et les canaux remplis de milieux poreux, le plus souvent est que le
contributeur principal de la chute de pression est la résistance de Darcy, qui est
proportionnelle a la viscosité du fluide. Dans ce cas, il est préevu que la réduction de la
viscosite d'un liquide par chauffage permettra de réduire la chute de pression et d'améliorer
le transfert de chaleur. Pour les canaux chauffés par un flux de chaleur uniforme, il est
rapporté par Nield et Bejan [13] que le nombre de Nusselt augmente lorsque la viscosité du

fluide est réduite par chauffage. Le nombre de Nusselt doit étre modifie par un facteur
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de (1 — %), avec le facteur négatif N étant le rapport de deux produits : le premier est le

produit du flux de chaleur, la hauteur du canal et la dérivée de la de viscosité par rapport a
la température évaluée a la température de référence. Le second est le produit de la

conductivité thermique et la viscosité a la température de référence.

A. Narasimhan et al. [14] ont étudiés théoriquement les effets de la variation de la
viscosité avec la température sur la convection forcée d’un écoulement d’un fluide a travers
un canal, entre deux plaques paralléles, soumis & un flux de chaleur constant et rempli d'un
milieu poreux de faible perméabilité. L’écoulement entre dans le canal avec une température
et une vitesse uniformes est modélisé par le modéle du Darcy-Forchheimer. Les résultats
montrent que I'effet global de la variation de la viscosité avec la température augmente le
transfert de chaleur de la surface moyenne par 10% en comparaison avec un nombre de

Nusselt obtenu par le chauffage d'un fluide avec une viscosité uniforme.

M. Dehghan et al. [15] ont étudiés analytiquement par la technique de perturbation, les
effets de la variation de la conductivité thermique sur la convection forcée dans un canal a
plaques paralléles rempli par un milieu poreux saturé. Les parois du canal sont chauffées par
un flux de chaleur constant. La conductivité thermique du milieu est supposée étre une
fonction linéaire de la température. Le modéle Darcy-Forchheimer-Brinkman est utilisé. Les
résultats montrent qu'une augmentation linéaire de la conductivité thermique du milieu
poreux avec la température entraine une augmentation semi-linéaire du nombre de Nusselt.
L'approche de la conductivité thermique variable présente plus clairement les avantages des

usages du milieu poreux sur I’amélioration du transfert de chaleur.

Dans la présente étude, nous considérons la simulation numérique tridimensionnelle de
la convection mixte laminaire dans un espace annulaire elliptique incliné, avec les propriétés
physiques de I'eau variables. Cet espace annulaire est confiné entre deux cylindres elliptiques
confocaux : un cylindre intérieur chauffé et un cylindre extérieur adiabatique. L'espace
annulaire est rempli par une mousse d'aluminium de 20 PPI, isotrope et homogene. Le but
de cette étude est de déterminer I’inclinaison recommandée qui mene a un transfert de

chaleur amélioré et minimise ou élimine la perte de pression statique.
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Comme illustré dans la Figure. 1, le systéeme étudié est un espace annulaire confiné

entre deux cylindres elliptiques confocaux. Le cylindre intérieur statique avec un rayon
elliptique &; = 0.8 est chauffé avec un flux de chaleur 3750 W/m? et le cylindre statique
extérieur avec un rayon elliptique &, = 1.4 est adiabatique. La demi distance focale de la
section transversale elliptique est 0.08 m. La longueur du conduit est 100 fois la demi
distance focale. Les cylindres sont inclinés d'un angle 6 par rapport au plan horizontal. Les
angles d'inclinaison considérés sont : -r/2, -n/3, -1/6, 0, n/6, n/3 et 7/2 correspondantes aux
-90°, -60°, -30°, 0°, 30°, 60° et 90°, respectivement. A l'entrée d’espace annulaire,
I’écoulement est axial, uniforme avec une vitesse V,; = 2.5x10° m/s et isotherme a une

température égale a T* = 293.15°K. V;; et T, sont la vitesse et la température de référence

pour cette étude.

Ve BV?? oV,
9z 0z dz

= (K5) -

Fig. 1. La géométrie du systeme et les conditions aux limites.

Les diamétres de pore et de la fibre de la mousse métallique peuvent étre calculés en utilisant

les équations suivantes [16] :

dp = 2 =1.27x10° m (1)
118 [=2
df =d T\ - 1.597x10* m (2)

qui peuvent étre utilisés pour évaluer la perméabilité de la mousse métallique [16] :

-1.11
k= 0.00073 [1 — ¢ 70224 [Z—Z] d% =2.071x10% m? 3)
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Le nombre Darcy associé a cette configuration d'écoulement poreux est :

~ =3.237x10° (4)

a2

Da =

Le coefficient d’inertie du Forchheimer est [16] :

0.00212
4,163
. I
([1—<p]° 132 [dp] )

Toutes les propriétés thermophysiques d'aluminium sont considérées constantes et sont

= 8.69x1072 (5)

Cf:

fournis dans le Tableau 1. Dans le méme tableau, les propriétés thermophysiques d'eau a
I'état de réference sont répertoriées. Dans la gamme de variation de la température de cette

étude, la chaleur spécifique d'eau a pression constante est constante.

Tableau 3 Propriétés thermophysiques

Cp: 896 J/kg K

pi 2707 Kg/m?
k: 218 W/m K
Cp; 4180 J/kg K
P, 1000 Kg/m?
ki, 0.597 W/m K
I, 0.001 Kg/m's

La variation de la densité d'eau avec la température est estimée par un développement
en serie du premier ordre, de I’expansion de la densité autour de sa valeur a I'état de

référence :
pr(T*) = pg, — py, B (T* —T;) (6)

La viscosité du fluide ux(T™) et la conductivité thermique du fluide k7 (T™*) sont des

fonctions de la température et elles ont été spécifiées dans la référence [12].

Par conséquent, le nombre associés de Reynolds, de Grashof et de Prandtl sont Re = 200,
Gr = 4.54 x 108 et Pr = 7, respectivement. Enfin, D’inertie thermique totale non-
dimensionnelle et la conductivité thermique non-dimensionnelle de ce systéme poreux sont

définies avec les équations [13, 17 et 18] :

_ . psCps | _
[p Cplesr = @ +[1— 9] [—p;on;o] 0.9664 7)
K= ((p k';f +0.19 [1 — ¢ ]0763 %) +0.06 VDa Re Pr|V]| (8)
0 0
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Ou le premier terme de I'équation. (8) est la conductivité thermique effective du milieu
poreux (mousse métallique/eau) et le deuxieme terme est la conductivité thermique de la
dispersion qui est proportionnelle au module de la vitesse locale. A l'entrée d’espace

annulaire, K est égal a sa valeur de référence 11.1746.
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L_’écoulement a travers I'espace annulaire est laminaire, visqueux et quasi-

incompressible. L'approximation de Boussinesq est appliquée. Les parameétres
géométriques, dynamiques et thermiques sont choisis pour rendre la flottabilité importante
et la variation de la viscosité avec la température significative, ce qui conduit a des champs
d'écoulement et thermiques différentes a ceux de la convection forcée avec des propriétés du
fluide constantes. L’écoulement de la convection mixte et le transfert de chaleur a travers
I'espace annulaire poreux sont modélisés par I'équation de continuité, le modele
d’écoulement de Darcy-Forchheimer-Brinkmann, comptant pour la flottabilité importante,
et de I'équation d'énergie. Ces équations sont obtenues par une procédure de moyennisation
sur un volume élémentaire représentatif d’un milieu poreux. Cette procédure est bien
exposee et détaillée par F. Civan [19]. L'échelle de longueur est la demi-distance focale.
L'échelle de vitesse est la vitesse axiale a I'entrée de I'espace annulaire. L'échelle de pression
est le produit de la densité du fluide et le carré de la vitesse axiale, les deux sont évaluées
aux conditions d'entrée. La référence de température est la température d'entrée. L'échelle de
température est le produit du flux de chaleur et la demi-distance focale divisé par la
conductivité thermique du fluide a I'entrée. Les références des propriétés physiques sont les
valeurs d'entrée des propriétés physiques du fluide. Notez que dans ce document, les
variables dimensionnelles sont indiquées par un *. Ces variables dimensionnelles et les
propriétés thermophysiques sont normalisées par leurs échelles caractéristiques pour obtenir

des quantités non dimensionnelles présentées dans le Tableau 2.

Tableau 2 Variables adimensionnelles et propriétés thermophysiques

h; h;
h =1 h — 2
1 a 2 a
z* Vv, t*
z== t =20
a a
Vi T*—T*
Ve == T =—>"
Vzo i\fa
fo
Vy AP*
V = Ui AP = 2
n V* * *
o ProVzo0
V*
V=
VZO
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Conditions initiales
Pour tous les cas, la condition initiale de I’écoulement est 1’écoulement axial uniforme et la
condition initiale thermique est le champ thermique de la convection forcée d’un écoulement
uniforme thermiquement développé obtenu dans la partie 1 de la présente thése. Ce champ
est noté T;,;: (e, 1, z) dans cette étude.
A t=0, V=V =0 V,=1,T=Tyus n2) 9)
Tinit(&,m,2) = az + C, cosh(2¢) + Cye + C3 + C, cos(2n)

+ Yn=24,68Ccos(mn)[E, sinh(ne) + F, cosh(ne)]

2
LY YO y2erer [1_ (;_i) o V211 (L/a)-2)

[Cear(£,q3) )03 Mcar(£,03])]
max({|Cezr(e,q3T)—02T Mcyr(£,q27)|:6:< £586})

[cesr (. a7 )] (10)

Toutes les fonctions et les constantes dans 1’équation. (10) ont été définies et déterminées

dans la partie 1 de cette these.

Equation de continuité

1 [0(hyVe) |, (hiVy) | d(hihy V)]

Equation du mouvement dans la direction radiale elliptique

Ohy 20h] _  109P
+V€Vna -V =—-———+

10V | 1 1 [a(hy VsVe)_l_a(hl Vy Vs)+6(h1h2 V, Ve)
n N ¢ hq d¢

@ ot 2 hihy de an dz

1 1 d oV, i a Vg oV 1 6&6&
@ Re hih, [6£ (2/1 6£)+ an ('u 617) ('u h1h2 ) 2” hih, Vg de Od¢ +
L A B L B - LA A

65(2“ hy On on ‘uhl an +’u68 hy,/ on +’u6n an T

a( h %)—Zui%aﬁ+ 6( b a(vn)ﬂ_ uve | Cr Vs\/m-l_

5 2 9¢ h, 0n O¢ an 2 3¢ Re Da vDa

r cosh(e) sin(n)cosb
Gr_ (cosh(e)sinr)cost) (12)
Re A/ h1h2

Equation du mouvement dans la direction angulaire eIIiptique

10Vy 1 1 [a(h2 Ve Vi) n 0( hq Vi V) n 0( h1haVy, Vi) LV dhy 2 F] h1] __1 ap
@ Ot @2 hih, de an 0z € hz 617

L1 [2(,00) 2 (5,00 2 ( %)_1&&
@ Re h1h, 65(‘“ as)+6n(2‘u on +az 'uhlhz 0z 2’u hthVn an adn +
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9 %) 9 i(ﬁ) _i( ﬁaﬁ) i(ﬁ)% i(ﬁ)%_
az(uh1 on +a€<uh26n hy e uhz o) T Hae hy/ Oe +‘uan hi/ de

2,212
LoVedm | 9 (2 Vsahz)] wvy  Cr Y Vetvytys 4 57 Ginh(@) costcosd) (5
h, de an an h, de Re Da VDa Re?2 J hihy

Equation du mouvement dans la direction axiale elliptique

1 9V, n 1 1 [6(h2 VeVy) 4 a( hy VyVz) 4 a(hthVZVZ)] _ _op n 1 1 [a ( 6VZ)
@ at @2 hqh, de on 9z T 9z  ¢@Rehyh, los de

o (05) 4 52 (2o G2) + 5 (ke 529) 4 55 (e 5] = 2 -

CrVy /VSZ+V,72+VZZ
+-Tsin@ (14)

VDa

Equation d ‘énergie

1 [a(hzvgr) " a( hqavyT) " d(hqhy V,T)
hih, de an 0z

= oo (K5) 35 (K50) + 5 (K maha3))] (15)

T
(P CPlerr5; +

Conditions aux limites

A £=0.8, Ve=Vy=V,=0—-5.=1 (16)
< K OT

A £ =14, Ve=Vy=V,=0—:-5:=0 (17)
A z=0, V.=V, =0,V,=1T= (18)
j - We _ Wy _0Vz_ o 0 (0T _

A z =100, 9z 0z 0z 0, OZ(KOZ) =0 (19)

Il est a noter que, pour les paramétres de contrdle considérés, les termes dominants dans
les équations de mouvement sont les termes de Darcy, les termes des gradients de pression
et les termes de flottabilité (qui dépendent de I'inclinaison de I'espace annulaire). Les termes
de Forchheimer sont plus faibles que les termes dominants. En outre, les termes convectifs
sont beaucoup plus faibles que les termes dominants. En outre, les termes diffusifs de
Brinkmann ne sont significatifs que dans des couches trés minces a proximité de parois

solides d’espace annulaire. L'épaisseur adimensionnelle de ces couches est de l'ordre

de /%~10‘3, qui est beaucoup plus petite que I'épaisseur mineure adimensionnel de
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I'espace annulaire égale a 0.8135. Cependant, dans I'équation d'énergie, tous les termes
convectifs sont importants dans le montage horizontal, mais les termes convectifs radial et
angulaire sont trés faibles dans le montage vertical. La diffusion radiale est supérieure a celle
angulaire et beaucoup plus forte que celle axiale.

Dans les équations du mouvement, la pression modifiée relative utilisée est reliée a la

pression statique relative et la pression hydrostatique :

agzsind . agcosO sinhesinn (20)

*2 *2
Vzo Vzo

P(e,n,z) =p(en,z) +

Lorsque la pression varie sur la section transversale, une pression moyenne sur la section
transversale peut étre définie comme suit :

2 2
fo nf:io P(gn,z) hihyde dn 3 fo ”fggio p(enz) hihpydedn gzsind _

ag zsinf
2 - 2 * - pm(Z) + — %2
Iy 122 hahade dn Jo" Iz hahade dn vz

*2
Vzo

P, (z) =

(21)
La moyenne du dernier terme dans 1’équation. (20) est égale a zéro.
Considérant un bilan thermique local a un point de la surface du cylindre intérieur, on définit

un nombre de Nusselt local :

1

h(n,z) a
w(.2) == = = Hosna -t (22)
La température moyenne sur une section transversale est définie comme suit :
Tm (Z) _ f021rf01; V,(en,z) T(en,z)h1h, de dn (23)

fozn f;: Vz(en,z) hih, de dn
Le nombre de Nusselt axial est défini comme étant la moyenne du nombre de Nusselt local
sur le périmétre du cylindre intérieur :

Nu(z) = Js " Nu(n2) hy (0.8m) dn
" ha(08m dn

(24)

Le nombre de Nusselt moyen de I’espace annulaire est obtenu par la moyenne du nombre de
Nusselt axial sur la longueur axiale totale.

f0100 Nu(z) dz

f0100 dz

Nu = (25)
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Méthode
Numerigue



Les équations différentielles partielles couplées de la continuité, du mouvement et

d’¢énergie, avec les conditions initiales et aux limites spécifiées, sont résolus par la méthode
des volumes finis. Le domaine physique est divisé en volumes finis cylindro-elliptiques.
Chaque volume fini a un point centré et six faces qui sont ses interfaces avec les volumes
adjacents. En plus des points centrés a I’intérieur du volume fini, il y a des points aux limites
ou les conditions aux limites sont spécifiées. Le maillage numérique utilisé a 42 points dans
la direction radiale, 84 points dans la direction angulaire et 202 points dans la direction
axiale. Le maillage est uniforme le long de chaque direction. Le maillage numérique et sa
projection sur la section transversale ont été graphiquement illustrés dans la Partie 1 de cette
thése. A chaque point centré dans un volume fini, une équation de discrétisation est obtenue
en multipliant I'équation différentielle par le volume différentiel h,h,h; de dn dz et en
triple intégrant entre les limites du volume fini. Par conséquent, une equation différentielle
est remplacée par un systeme d’équations algébriques linéarisées. Les propriétés physiques
et les variables dépendantes scalaires (la pression et la température) sont calculées dans des
volumes finis typiques ; alors que les composantes de vitesse sont calculées dans des
volumes finis décalés [20]. La discrétisation spatio-temporelle a une précision du second
ordre. Les schémas de discrétisation pour les différents termes dans les équations du modeéle
sont similaires a ceux cités dans [12]. Pour les termes de Darcy, la discrétisation temporelle
est semi implicite : la discrétisation de la viscosité est explicite suivant le schéma d’Adam-
Bashforth alors que la discrétisation de la vitesse est implicite. La discrétisation spatiale des
termes de Darcy est exacte. La discrétisation temporelle des termes de Forchheimer est
explicite suivant le schéma d’Adam-Bashforth alors que la discrétisation spatiale suit le
schéma des différences centrées. La solution séquentielle des variables dépendantes suit
I'algorithme classique SIMPLER [20]. Pour chaque variable dépendante, le systeme linéarisé
des équations algébriques est résolu par la méthode de balayage comportant I'utilisation
d'algorithme TDMA le long de la direction radiale et axiale et le TDMA cyclique le long de
la direction angulaire. Commengant par les conditions initiales, la marche dans le temps avec
un pas du temps égal a At = 3 x 1073 est poursuivie jusqu'a ce qu'une solution en régime
permanant soit atteinte. Cet état est caractérisé par une invariance temporelle des variables
calculées et une satisfaction des bilans globaux massiques et énergétiques. Tous les détails

de la discrétisation numérique sont présentés dans 1’annexe D.

Afin de valider les résultats numériques, le code numérique a été testé pour la

reproduction des résultats analytiques de la convection forcée en développement thermique,
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avec un ecoulement axial uniforme et des propriétés physiques constantes, dans le méme
espace annulaire rempli de la mousse métallique considérée dans cette étude. La simulation
numérique a reproduit la solution analytique avec un accord parfait. Une telle reproduction
est considérée comme une validation de la solution numérique et une preuve de 1’adéquation
de la résolution spatiale du maillage numérique utilisé. La version étendue du code, qui traite
le développement hydrodynamique et thermique de la convection mixte avec des propriétés
physiques variables du fluide, dans le méme espace annulaire rempli de la mousse

métallique, a été utilisé pour obtenir les résultats numériques de cette étude.
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Résultats et
Discussions



5.1. Ecoulement secondaire

Le champ d’écoulement peut étre décomposé en un €coulement principal (I’écoulement
axial) et un écoulement secondaire (sur la section transversale d’espace annulaire). Ce
dernier écoulement est induit par la flottabilité de la section transversale pour les angles
d’inclinaison 6 = =%, =, 0, = et Z. Pour le montage vertical (6 =) et(6 =>),
’écoulement secondaire est généré par la conservation de la masse (Equation. (9)) en
présence d’une variation axiale de la vitesse axiale. La force de la flottabilité qui induit
I'écoulement secondaire est proportionnelle au produit de la température, le cosinus de
I'angle d'inclinaison et le rapport entre le nombre de Grashof et le carré du nombre de
Reynolds tel que présenté dans les équations de quantité de mouvement. L’intensité de
I'écoulement secondaire des configurations du montage vertical est beaucoup plus faible que
celle de I'écoulement secondaire induit par la flottabilité. Ceci est démontré et illustré par la
comparaison des niveaux maximaux des composantes radiale et azimutale de la vitesse
d'écoulement secondaire, pour les angles d'inclinaison considérés, listés dans le Tableau 3.
On a également conclu que I’intensité de 1'écoulement secondaire est plus élevée pour le
montage horizontal et diminue avec la diminution ou I’augmentation de l'inclinaison en

compatibilité avec le cosinus de I'angle d'inclinaison comme indiqué ci-dessus.

Tableau 3 Maxima des vitesses radiales et azimutales des inclinaisons considérées

0 Maximum V, Maximum V;,
‘7” 0.0021 0.0004
‘?” 0.0641 0.1273
‘Tj’ 0.1026 0.1802
0 0.1114 0.2017
g 0.0928 0.1866
g 0.0442 0.1260
g 0.0093 0.0010

Les Figures. 2 - 6 illustrent les lignes de courant des écoulements secondaires, a la sortie

-1 V1
0%

de I'espace annulaire, pour les angles d'inclinaison _?” -

et g Les écoulements

secondaires trés faibles des montages verticaux ne sont pas représentés. Ils ont un effet
négligeable sur 1’écoulement du fluide et le transfert de chaleur. Les lignes de courant sont

ceux de la fonction de courant de la section transversale définie par I'équation suivante :
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1 0%(em)

Ve m = — -2 (26)

Cette équation est intégrée sur la section transversale avec une valeur zéro arbitraire au
cylindre intérieur. L’écoulement secondaire est représenté par deux cellules contrarotatives
sur la section transversale. De la partie inférieure du cylindre intérieur, I’écoulement
secondaire remonte le long du cylindre intérieur chauffé en accélération vers le haut le long
de la direction angulaire. Lorsqu’il s’approche de I'axe mineur, en haut du cylindre intérieur,
I’écoulement monte radialement vers le cylindre extérieur. L4, il est détourné et commence
a descendre le long du cylindre extérieur. Quand il se rapproche de I'axe elliptique mineur,
il commence un mouvement de retour radial vers le cylindre intérieur. L’écoulement
secondaire est plus fort dans la partie supérieure de la section transversale ou le niveau de la
température est relativement plus élevé et la stratification thermique est instable. Il est
beaucoup plus faible dans la partie inférieure de la section transversale ou le niveau de la
température est relativement plus faible et la stratification thermique est stable. Prés de
I'entrée de l'espace annulaire, les centres des cellules contrarotatives de I'écoulement
secondaire sont localisés sur 1’axe elliptique majeur. En aval, les centres se déplacent vers la
partie supérieure de la section transversale, comme on le voit dans les Figures. 2-6. Les
écoulements secondaires de la flottabilité sont en développement hydrodynamique sur toute
la longueur de I'espace annulaire. Les grandes variations qualitatives et quantitatives de ces

écoulements sont localisées pres de I'entrée d’espace annulaire.

-0.016

Fig. 2. Ecoulement secondaire a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = —g
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Fig. 3. Ecoulement secondaire a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = —%

Fig. 4. Ecoulement secondaire a la section de sortie de I’espace annulaire. = 0
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Fig. 5. Ecoulement secondaire & la section de sortie de I’espace annulaire. 6 = %

Fig. 6. Ecoulement secondaire a la section de sortie de ’espace annulaire. 6 = g
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5.2. Ecoulement axial

Il est important de noter que le débit d’écoulement est constant (axialement invariant)
afin de satisfaire la conservation de la masse a toute position axiale z. Ceci peut étre
facilement démontré lorsque I'équation de continuité (Equation (11).) est multipliée par le
volume elliptique différentiel h,h, h; de dn dz et triple intégré entre les limites radiales

g = 0.8ete, = 1.4, les limites angulaires n = 0 et n = 2m et les limites axiales z = 0 et z:

2 d(hy Ve 2 a(hy V,
o M]h1h2h3dedndz+f B = (aln")]h1h2h3dedndz

1 1 2

2 AT 1 8(hihy V)
+ [ [E At T ]h1h2 hs de dn dz = 0 27)

La premiere intégrale est égale a zéro ; ceci est obtenu en intégrant d'abord suivant la
direction radiale en utilisant les conditions aux limites radiales de la vitesse radiale. La
deuxiéme intégrale est égale a zéro ; ceci est obtenu par une premiere intégration suivant la
direction angulaire en considération de la périodicité. La derniere intégrale est d'abord
intégrée suivant z ; a l'aide de la condition limite a I’entrée d’espace annulaire conduit a :
JT 0V, hahy de dnll, = 77 [0V, hyhy de drllo = (28)
Par conséquent, le débit axial de I'écoulement a une position axiale quelconque z est
égal a celui de I'entrée de I'espace annulaire, indépendamment de la distribution de la vitesse
axiale sur la section transversale correspondante. L’écoulement secondaire de flottabilité n'a
pas d'influence directe sur 1’écoulement axial a travers les termes convectifs de 1'équation de
mouvement axial (Equation. (12)), parce que ces termes sont trés faibles. Son influence est
indirecte a travers la distribution thermique qui spécifie le niveau de la viscosité. Loin de
I'entrée de I’espace annulaire, a une section donnée, le mouvement de I’écoulement
secondaire de flottabilité fait que la partie supérieure de la section droite soit relativement
plus chaude que sa partie inférieure. Cette distribution thermique rend le niveau de la
viscosité dans la partie supérieure de la section droite relativement plus faible que celui de
la partie inférieure de la section. Dans la direction radiale la viscosité diminue du cylindre
extérieur vers le cylindre intérieur. La réduction de la viscosité diminue la résistance de
Darcy a I'ecoulement. Cette diminution tend a augmenter localement le niveau de la vitesse
axiale. Sur une section transversale donnée, le niveau de la vitesse axiale augmente
relativement dans la région a faible viscosité et diminue relativement dans la région a

viscosite élevée. Un autre facteur important qui contréle la distribution spatiale de la vitesse
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axiale est la flottabilité axiale qui est présente si le montage de I’espace annulaire n’est pas
horizontal (8 # 0). Cette flottabilité qui est proportionnelle au produit de la température et
le sinus d'angle d'inclinaison (Voir 1’équation. (12)) tend a renforcer localement I'écoulement
axial forcé pour des angles d'inclinaison positifs (flottabilité coopérante) et a le retarder
localement pour les angles d'inclinaison négatifs (flottabilité opposante).

Les cotés gauches des graphes des Figures 7-13 illustrent la distribution de la vitesse
axiale a la section de sortie d'espace annulaire pour les sept inclinaisons considérés. On
remarque que dans tous les cas, la sous-couche visqueuse de Brinkman, prés des deux
cylindres, est tres mince comme prévu. Pour le montage horizontal (6 = 0), en dehors de
la sous-couche de Brinkman, la répartition spatiale de la vitesse axiale est influencée
principalement par I'équilibre du gradient axial de la pression et la viscosité variable du terme
de la résistance de Darcy. Puisque la chaleur est transmise radialement a partir du cylindre
intérieur et le mouvement de I'écoulement secondaire rend la partie supérieure de la section
transversale plus chaude que la partie inférieure, le niveau de la vitesse axiale augmente pres
du cylindre intérieur mais de maniere asymétrique : la vitesse axiale est relativement plus
élevée dans la partie supérieure de la section droite. La différence entre les distributions de
la vitesse axiale en haut et en bas de la section droite est faible prés de I'entrée de I’espace
annulaire, mais augment en aval du conduit annulaire. Cet écoulement axial est en
développement hydrodynamique sur toute la longueur de I’espace annulaire. A la sortie
d'espace annulaire (Figure 7), dans la direction radiale, a I'extérieur des sous-couches de
Brinkman, la vitesse diminue loin du cylindre intérieur. La variation angulaire est plus
importante dans la partie supérieure de la section transversale. La vitesse axiale diminue

lorsque I'angle elliptique n est augmentée de % a 37” La vitesse axiale maximale égale a 1.321

T

est localisée a € = 0.8225 etn = >

Lorsque l'angle d'inclinaison est augmenté a 6 = %, en dehors des sous-couches de

Brinkman, la distribution de la vitesse axiale est contrélée par I'équilibre du gradient axial
de la pression, le terme du Darcy et la composante axiale de la poussée d'Archiméde assistée.
Dans la partie supérieure plus chaude de la section transversale, I'effet combiné de la
viscosite relativement faible et la flottabilité axiale relativement plus élevée tend a
augmenter le niveau de la vitesse. Dans la partie inférieure de la section transversale
relativement plus froide, la viscosité relativement plus élevée et la flottabilité axiale

relativement plus faible tend a abaisser le niveau de la vitesse axiale. Pres de I'entrée d'espace
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annulaire, les distributions de vitesse dans les parties supérieure et inférieure de la section
transversale sont similaires. En aval, la différence entre ces distributions augmente. A la
sortie d'espace annulaire de la section transversale (Figure 8), en dehors des sous-couches
de Brinkman, on voit que les variations angulaires et radiales importantes sont localisées
dans la partie supérieure de la section transversale, en particulier prés de I'axe vertical
elliptique. Loin de cet axe, les variations sont faibles dans la direction radiale et beaucoup
plus faibles dans la direction angulaire, en particulier dans la partie inférieure de la section
transversale. Le niveau de la vitesse axiale atteint un maximum supérieur a celui obtenu avec

le montage horizontal. La vitesse axiale maximale égale a 1.605 est situé a € = 0.8075 et

n=z

Lorsque I’angle d’inclinaison augmente a 6 = g, en dehors des sous couches de

Brinkmann, la distribution de la vitesse axiale est également gérée par 1’équilibre du gradient
axial de la pression, le terme de Darcy et la composante axiale (relativement plus forte) de
la poussée thermique axiale. Les distributions axiale et transversale sont qualitativement

similaires a celles du cas de = % . La Figure 9 illustre la distribution de la vitesse axiale a la
section de sortie de I’espace annulaire. On voit que la région des larges variations radiale et

angulaire de la vitesse est toujours localisée en haut de la section droite, autour de 1’axe
elliptique mineur, mais son étendu spatial est faibles par rapport a celui de 1’angle 8 = %.
Cependant, le niveau de la vitesse maximale dans cette région est plus élevé que celui du cas

avec I’angle 8 = g. La vitesse axiale maximale vaut 1.808 et est localisé a € = 0.8075

etn =§.

Pour le de montage vertical positif (6 = g), la flottabilité est totalement axiale et assiste

I'écoulement forcé. En aval de I’entrée de I’espace annulaire, a une section droite donnée,
prés du cylindre intérieur ou la viscosité est relativement faible et la flottabilité axiale
relativement plus élevée se localise les locaux maxima de la vitesse axiale. Ce niveau élevé
doit étre compensé par un niveau inférieur loin du cylindre intérieur, pour conserver le débit
de I'écoulement. Par conséquent, en se déplagant axialement, de I'entrée d'espace annulaire,
le niveau de la vitesse augmente prés du cylindre intérieur et diminue en eloignant de lui.
L'examen détaillé de la distribution spatiale de la vitesse axiale montre que les variations

axiales mentionnées sont grandes pour z < 40 mais deviennent beaucoup plus faibles au-
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dela de cette longueur. Ces petites variations axiales sont présentes jusqu’a la sortie de
I'espace annulaire et par conséquent, 1’écoulement axial est considéré en développement
hydrodynamique tout au long de 1’espace annulaire. Le montage vertical positif de I'espace
annulaire symeétrise la distribution de la vitesse axiale, sur la section droite, par rapport aux

axes elliptiques. Cette distribution est qualitativement tres différente de celle des

distributions obtenues avec les angles 0, %etg qui sont symeétriques uniguement par rapport

a l'axe elliptique vertical. A la section transversale de sortie sur la Figure 10, on constate que
la variation radiale est beaucoup plus grande que celle angulaire. Ce dernier est un effet
thermique : prés du cylindre intérieur, la température diminue en allant, suivant la direction
angulaire, de I'axe mineur a I'axe majeur. La variation angulaire de la vitesse axiale est plus
visible pres du cylindre intérieur mais devient tres faible loin de lui. A la sortie d'espace
annulaire, la vitesse axiale maximale atteint 1.518 et est situé a € = 0.8075 etn = % etn =

3T

—

Pour I'angle d'inclinaison négative 8 = —g, la flottabilité axiale entrave 1’écoulement
axial force et tend a réduire le niveau de la vitesse axiale. Son effet est en compétition avec
I'effet opposé de la viscosité réduite qui tend a augmenter le niveau de la vitesse axiale. La
revue et I'analyse de la distribution spatiale de la vitesse axiale a révélé que son évolution
axiale passe par plusieurs régimes. Le premier est présent a partir de l'entrée de I'espace
annulaire jusqu’a z = 9.25. Dans cette région, la réduction de la viscosité autour du cylindre
intérieur augmente, continuellement dans la direction axiale, et la zone de la variation radiale
de la vitesse axiale est relativement élevée. Dans ce domaine, la flottabilité axiale opposée
n’est pas assez forte pour réduire le niveau de la vitesse axiale. Le second régime est dans le
domaine de z = 9.25 a z = 45. Il est caractérisé par une augmentation axiale continuelle du
niveau de la vitesse axiale dans la partie supérieure de la section transversale et sa diminution
dans la partie inférieure parce que le haut de la section transversale est relativement plus
chaud. Dans ce régime, la dominance de I’effet de la réduction de la viscosité sur l'effet de
la flottabilité axiale opposante est maintenue. Cette dominance est inversee au-dela de z =
45, ou le troisieme régime se manifeste par la réduction axiale continuelle du niveau de la
vitesse axiale dans les zones relativement plus chaudes de la section transversale. Cette
réduction est compensée par une augmentation du niveau de la vitesse axiale dans les zones
relativement froides de la section transversale. Une telle redistribution tend a quasi

uniformiser le niveau de la vitesse axiale sur la section transversale a des valeurs proches de
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I'unité. La quasi uniformité est illustrée dans la Figure 11, qui représente la distribution de

la vitesse axiale a la section transversale de la sortie de I'espace annulaire.
Lorsque l'inclinaison négative est réduite a @ = —g, la flottabilité axiale est renforcée

et son effet est un concurrent de I'effet oppose de la viscosité réduite. La visualisation de la
distribution spatiale de la vitesse axiale a révélé qu'elle présente une évolution axiale
continuelle de I'entrée jusqu'a la sortie de I'espace annulaire. De I'entrée de I'espace annulaire
jusqu’a environ z = 9, en dehors des sous-couches de Brinkman, la distribution de la vitesse
axiale est représentée par la stratification radiale des espaces annulaires elliptiques
confocaux avec le niveau décroissant radialement quoique légérement. Le niveau de la
vitesse autour et pres du cylindre intérieur est 1égérement supérieur a 1 et cette augmentation
est un effet de réduction de la viscosité. De z = 9 & z = 26, l'effet de réduction de la viscosité
est plus renforcé dans la partie supérieure, relativement plus chaud, de la section
transversale. Axialement, I'épaisseur de la couche annulaire a grande vitesse autour du
cylindre intérieur est agrandie dans le haut et réduit dans le bas de la section transversale.
De z = 26 a la sortie de I'espace annulaire, I'effet de la poussée axiale devient dominant
autour du cylindre intérieur dans la partie supérieure de la section transversale. Par
consequent, dans ces zones, le niveau de la vitesse est réduit axialement, continuellement.
La distribution de la vitesse a la section transversale de la sortie de I'espace annulaire est
représentée dans la Figure 12. On voit que la réduction du niveau de la vitesse axiale par la
flottabilité devient importante dans la partie supérieure plus chaude de la section
transversale, en particulier prés de I'axe elliptique mineur. A cet endroit, des variations
angulaires et radiales importantes sont visibles. Loin de cette région, les variations sont

beaucoup plus faibles et le niveau de la vitesse axiale est Iégerement supérieur a l'unité.

Pour le montage vertical négatif (0 = — g), la flottabilité opposée est totalement axiale.

Plus pres du cylindre intérieur, la réduction de la viscosité a pu augmenter légerement le
niveau de la vitesse axiale seulement sur une longueur inférieure a z = 10. Au-dela de cette
longueur, le niveau de la vitesse axiale diminue de fagon monotone le long de la direction
axiale. Le niveau de la vitesse est diminué par la flottabilité opposée dominante. Plus prés
du cylindre extérieur, le niveau de la vitesse axiale diminue Iégérement sur une longueur
inférieure a z = 20. Au-dela de cette longueur, le niveau de la vitesse axiale augmente de
facon monotone le long de la direction axiale. Le montage négatif vertical de I’espace
annulaire symeétrise la distribution sur la section transversale de la vitesse axiale par rapport

aux axes elliptiques. La distribution de la vitesse sur la section de sortie de I’espace annulaire
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est illustrée sur la Figure. 13. En dehors des sous-couches de Brinkmann, on constate que la
diminution de vitesse radiale est plus prononcée a proximité du cylindre intérieur. En outre,
la variation angulaire est significative seulement pres du cylindre intérieur. Le niveau de la
vitesse de la section transversale ne dépasse pas 1.045.

Vz T
1.321 0.0980
1.226 0.0931
1.132 0.0883
1.038 0.0834
0.943 0.0785
0.849 0.0737
0.755 0.0688
0.660 0.0640
0.566 0.0591
0.472 0.0542
0.377 0.0494
0.283 0.0445
0.189 0.0396
0.094 0.0348
0.000 0.0299

Fig. 7. Vitesse axiale et température a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = 0

Vz T
1.605 0.0966
1.490 0.0920
1376 0.0874
1.261 0.0828
1.146 0.0781
1.032 0.0735
0.917 0.0689
0.688 0.0597
0.459 0.0505
0.344 0.0459
0.229 00413
0.115 0.0367
0.000 0.0321

A

Fig. 8. Vitesse axiale et tempeérature a la section de sortie de I’espace annulaire. 6 = -
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Vz
1.808
1.679
1.550
1.421
1.292
1.162
1.033
0.904
0.775
0.646
0.517
0.387
0.258
0.129
0.000

0.0960
0.0918
0.0875
0.0832
0.0789
0.0746
0.0703
0.0661
0.0618
0.0575
0.0532
0.0489
0.0446
0.0403
0.0361

Fig.9. Vitesse axiale et température a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = g

Vz
1.518
1.409
1.301
1.192
1.084
0.976
0.867
0.759
0.650
0.542
0.434
0.325
0.217
0.108
0.000

Fig. 10. Vitesse axiale et température a la section de sortie de I’espace annulaire.
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Vz
1.030
0.956
0.883
0.809
0.736
0.662
0.589
0.515
0.441
0.368
0.294
0.221
0.147
0.074
0.000

0.1016
0.0965
0.0913
0.0862
0.0810
0.0759
0.0707
0.0656
0.0605
0.0553
0.0502
0.0450
0.0399
0.0347
0.0296

Fig. 11. Vitesse axiale et température a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = —%

Vz
1.038
0.964
0.890
0.816
0.742
0.668
0.593
0.519
0.445
0.371
0.297
0.223
0.148
0.074
0.000

Fig. 12. Vitesse axiale et température a la section de sortie de I’espace annulaire. 8 = — ’;
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0.1064
0.1011
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0.0853
0.0800
0.0748
0.0695
0.0642
0.0590
0.0537
0.0484
0.0432
0.0379
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Vz
1.045
0.970
0.896
0.821
0.746
0.672 | |
0.597 | |
0.522 |
0.448 ||
0.373 ||
0.299 | §
0.224 | °
0.149
0.075
0.000

Fig. 13. Vitesse axiale et température a la section de sortie d’espace annulaire. 6 = —%

5.3. Chute de pression statique axiale

Multipliant 1’équation (14) par h,h,h; de dn dz, intégrant le produit sur un espace
annulaire de longueur z, divisant les résultats par la surface de la section transversale et
utilisant 1’équation (21), on obtient la chute de pression statique moyenne sur la section le

long de la longueur d’espace annulaire considéreé :

a g zsin6

Vzd
1 fZ J-ZTT aVZ(S,T],Z) _
@ReS-0 -0 H de &

1 2T &y 0V, (en,z)
<pReSf0 fgi (Z‘M 0z 0) hih, de dn +

c o (2
\/%S f:; fO T[fOZVZ(gl U;Z)JVsZ(& TI; Z) + Vnz(gr n: Z) + sz(g' TI: Z) h1h2h3 dS dTI dZ -
or e [T [IT(e,n,2)sin @ hyhyhs de dy dz (29)

S Re?

1 2 o 1
Ap = pm(o) - pm(z) = + ﬁ Onf:i ‘/ZZ(EI T], Z)hlhz dS dn - F +

aV,(en,z)
de

)dn dz +
€o

1
ReDas$s

I 03T S22 u Y, hahohs de dn dz +

La chute de pression totale est la somme de plusieurs composantes.
Une différence de la pression hydrostatique :

agzsinf

Apnya = V2 (30)
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Une différence de la pression dynamique :
1 2T & 1
Apdyn = Efo fei ‘/Zz(gl n, Z)h'lh'z de dr] - E (31)
La contrainte de cisaillement de la surface du cylindre intérieur :
21 Vz(en,z)
Mpri = s by T (722 ) n az (32)
La contrainte de cisaillement de la surface du cylindre extérieur :
_ -1 Z ;21 V5 (en,z)
Apfro = mfo Js (HT go) dn dz (33)
La contrainte normale a I’entrée d’espace annulaire :
1 2T (& aV,(en,z)
(pReSfO fei (2# 0z

La résistance de Darcy :

Ap, =

) h,h, de dn (34)
0

MPpa = mpsJo o Jo* 1wV, hahohs de dn dz

ReDaS’0

2T (&
ST [ Vo hahy de dn [ J¢ wVz hiha de dn dz
ReDas 5 fof; V; hih, de dn

= weoals Jo bm(@ dz] (35)

Re Da

Ou u,,(z) est une viscosité moyenne de mélange a une section, définie d'une maniére

similaire a celle de la température moyenne de mixage dans I'équation. (23). L’expression
E I OZ Um (2) dz]dans I'équation. (35) est la viscosité moyenne d’espace annulaire de longueur

z. Par conséquent, puisque la viscosité est axialement diminuée par chauffage, la résistance
de Darcy est inférieure a celle obtenue avec une viscosité constante.

La résistance d’inertie de Forchheimer :

Api =

msfe" I v, n,z)JVZ(s n,2) + V2(e,1,2) + V2(e,0,2) hihyhs de dndz  (36)
La contribution de la flottabilité axiale :

APBuo = 57z fs" fznf T(&,n,z)sin@ hyhyhs ds dn dz (37)
Pour tous l'espace annulaire (z = 100), la chute de pression et les composants
correspondants (Equations. (29-37)), pour les angles d'inclinaison considérés sont
répertoriés dans le Tableau 4. Avec les paramétres de contr6le considérés, on constate que
pour tous les angles d'inclinaison, Ap, et Apg,, sont négligeables et la contribution du

frottement aux surfaces des cylindres est trés faible. Pour le montage horizontal, la
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contribution principale a la chute de pression est la résistance de Darcy, égale a 1.170x10°.
Si la viscosité est prise constante et égale a sa valeur de référence, la résistance sera égale a
1.545x10°. La viscosité variable entraine 24% de réduction de la résistance de Darcy. Pour
tous les angles d'inclinaison positifs, la différence de la pression hydrostatique positive est
le contributeur principal & la chute de pression. Cette chute augmente avec l'angle
d'inclinaison. Pour tous les angles d'inclinaison négatifs, la différence de la pression
hydrostatique négative est le facteur principal de I’augmentation de pression et elle conduit

a un gain de la pression statique qui augmente avec la diminution d'angle d'inclinaison.

Tableau 4 Composantes de la chute de pression vs les angles d’inclinaison considérés

- - on 0 i i i

2 3 6 6 3 2
Appyq ~ -1.256x10" -1.087x10" -6.278x10°  0.000 6.278x10° 1.087x10"  1.256x10’
AP ayn 0.003 0.003 0.001 0.013 0.033 0.045 0.039
Apsri 28.45 30.27 33.25 36.35 39.38 41.98 43.15
ADfro 40.49 39.87 38.74 37.67 36.62 35.62 35.17
Ap, 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
App,  1.168x10° 1.170x10° 1.171x10° 1.17010° 1.170x10° 1.169x10° 1.168x10°
App, 4.834x10° 4.836x10° 4.844x10° 4.87810°  4.927x10®° 4.959x10° 4.960x10°
Apg,, ~ 3.149x10* 2.720x10* 1.544x10*  0.000 -1.490x10* -2.571x10* -2.980x10*
Ap -1.247x10" -1.078x107 -6.172x10° 1.220x10° 6.385x10° 1.097x107 1.265x107

5.4. Champ thermique

Il est démontré dans la premiére partie de cette thése que la variation axiale de la

température moyenne, de la section droite, le long de I’espace annulaire est :

T(2) = s

Re PrS

(38)

Par conséquent, la température moyenne de mixage est une fonction linéaire croissante de la
coordonnée axiale dans tous les cas considérés. Elle est une constante a une section donnée.
La distribution spatiale de la température et les niveaux de température atteints sont
déterminés par le transfert de chaleur convectif et diffusif. La convection axiale significative
dépend du niveau de la vitesse axiale & proximité du cylindre intérieur chauffé. L’écoulement

secondaire de flottabilite, lorsqu'elle est présente, améliore le mélange convectif thermique
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sur I’espace de la section droite. La direction de son mouvement provoque une asymétrie de
la température de la section transversale par rapport a I'axe elliptique majeur. La Diffusion
de la chaleur sur la section transversale est beaucoup plus grande que le long de la direction
axiale.

Les cOtés droits des graphes dans les Figures. 7-13 montrent la distribution de la
température a la section de sortie de I’espace annulaire pour les sept inclinaisons considerés.
La revue de la distribution spatiale de la température du montage horizontal a révélé que le
niveau de la température augmente de facon monotone le long de la direction axiale. La
température de la section devient asymétrique au-dela de z = 9. L'asymeétrie est améliorée
axialement. La distribution de la température a la section de sortie de I'espace annulaire est
présentée dans la Figure. 7. Il est évident que la grande variation de température est dans la
partie supérieure plus chaude de la section transversale. La courbure prononcée des
isothermes a la partie supérieure de la section transversale est entrainée par 1’écoulement
ascendant de flottabilité relativement forte, a cet endroit. Dans la direction radiale, la
température diminue en allant du cylindre intérieur vers le cylindre extérieur. Suivant la

direction angulaire, la température augmente du bas vers le haut de la section transversale.

La température maximale est égale a 0.098 et est localisee a e = 0.8 etn = % (& l'intersection

du cylindre intérieur et 1’axe elliptique mineur, au sommet de la section transversale). Le
champ thermique décrit est qualitativement et quantitativement différent de celui d’un
écoulement uniforme de la convection forcée, avec des propriétés thermophysiques

constantes, présentée dans la Partie 1 de la présente thése.

Les champs thermiques des angles d'inclinaison 6 = % et 6 = g ont des évolutions

axiales qui sont qualitativement similaires a celles du montage horizontal. Toutefois,
I’espace de la zone des grandes températures et la courbure des isothermes dans la partie
supérieure de la section transversale sont réduits avec I’augmentation de I'angle
d'inclinaison. Ces reductions sont dues a l'affaiblissement de la force d'écoulement
secondaire de flottabilité (conduit moins de chaleur a la partie supérieure) et le renforcement
d’écoulement axial par la flottabilité axiale (augmentant le transfert convectif axial) lorsque
I'inclinaison est augmentée. Ce refroidissement relatif de la partie supérieure est compensé
par I'échauffement relatif de la partie inférieure de la section transversale, afin de préserver

constance de la température moyenne du mélange. Les températures de la section de sortie

de I’espace annulaire, obtenues avec les angles d'inclinaison 8 = % eto = g , sont
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présentées dans la Figure 8 et la Figure 9, respectivement. L'asymétrie du champ thermique,
par rapport a I'axe majeur elliptique, est réduite avec l'augmentation de l'inclinaison. Le

niveau de la température maximale est Iégerement réduit avec I'augmentation d'inclinaison :

les températures maximales sont égales a 0.0966 et 0.0960 pour les angles d'inclinaison % et

T .
3 respectivement.

Pour le montage vertical positif de I’espace annulaire (6 = g), la convection thermique

axiale est améliorée par la flottabilité axiale coopérante ce qui symétrise la distribution de
température par rapport aux axes elliptiques. La distribution spatiale de la température est
caractérisée par une augmentation monotone axiale, une diminution radiale du cylindre
intérieur vers I’extérieur et une faible variation angulaire loin des surfaces des cylindres. La
température de la section de sortie de I'espace annulaire est représentée dans la Figure 10.
Elle est qualitativement similaire a celle de la convection forcée, de la partie 1 de cette thése ;
cependant, le niveau de la température est réduit : la température maximale atteinte est
0.0804 au lieu de 0.0847. Cette réduction du niveau de température est due au transfert de

chaleur amélioré lorsque la convection mixte est considérée. Le nombre de Nusselt de la
convection mixte avec I'angle d'inclinaison 8 = g est plus élevé que celui de la convection
forcée de la Partie 1, comme on le verra plus tard (voir la Figure 14). A une section
transversale donnée, ou la température du mixage est une constante, il peut étre conclu de
I’équation (22) que le niveau de la température du cylindre intérieur est plus faible dans le

cas de la convection mixte.
Les champs thermiques des angles d'inclinaison négatifs 8 = — % et 0 = — g sont
asymeétriques par rapport a l'axe elliptique majeur. Ils ont des évolutions axiales qui sont

qualitativement similaires a ceux obtenues pour les angles d'inclinaison positifs 8 = % et

0= g La similarité qualitative est expliquée par I'invariance de la flottabilité de la section
transversale (proportionnelle a cos 6). Cependant, la flottabilité axiale opposee, pour I'angle
d'inclinaison négatif, rend la partie supérieure de la section relativement plus chaud (et la
partie inférieure relativement plus froid) que celle de I'angle d'inclinaison positif
correspondant. L’espace de la zone de grande température et la courbure des isothermes en
haut de la section transversale sont plus grandes pour un angle d'inclinaison négatif. La

comparaison des évolutions spatiales des champs thermiques des angles 6 = — % et =
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T , N ; .
— 5 montre que I’espace de la zone a grande température au sommet de la section

transversale est plus faible pour I’angle 8 = — g Cela est dd a un brassage transversal, de

I’écoulement secondaire, plus faible dans la partie supérieure de la section. Cependant, le

niveau de température atteint dans la partie supérieure de la section transversale est supérieur

our l'angle 8 = — Z & cause de la réduction sévére de la vitesse axiale au sommet du
3

cylindre intérieur. Les températures les plus élevées sont egales a 0.1016 et 0.1064 pour les

angles d’inclinaison—% et —g, respectivement. Les aspects qualitatifs et quantitatifs

mentionnés sont illustrés par les températures a la section de sortie de I’espace annulaire

présentées dans les Figures 11 et 12.

Pour le montage vertical négatif d’espace annulaire (6 = — g), la convection thermique

est axiale et réduite par la flottabilité axiale opposée. Pour ce montage, la flottabilité est
totalement axiale. La distribution spatiale de la température est qualitativement similaire a
celle du montage vertical positif, mais le niveau de la température est plus élevé. La
température de la section de sortie de I'espace annulaire est représentée sur la Figure 13 ; elle
est symeétrique par rapport aux axes elliptiques et son niveau maximum atteint est 0.0859.
Ce niveau est Iégérement supérieur a celui de la convection forcée (0.0847), de la Partie 1
de cette thése. Cette augmentation du niveau de température est due a la diminution du
transfert de chaleur, par la flottabilité axiale opposée, lorsque la convection mixte est

considérée. Le nombre de Nusselt de la convection mixte avec I'angle d'inclinaison 8 = — %

est Iégerement inférieur a celui de la convection forcée de la Partie 1, comme on le verra
plus tard (voir la Figure 14). A une section transversale donnée, ou la température de
mélange est une constante, il peut étre conclu a partir de I'équation (22) que le niveau de la
température du cylindre intérieur est l1égérement plus élevé dans le cas de la convection

mixte.

5.5. Transfert thermique quantifié

La performance thermique des différentes orientations de I’espace annulaire peut étre
quantifiée par la comparaison des nombres de Nusselt axiaux des angles d'inclinaison
considérés avec celui de la convection forcée de la Partie 1 de la présente these. Ce qui est
fait dans la Figure 14. On voit que le meilleur transfert de chaleur est réalisé avec le montage

horizontal. Le deuxiéme meilleur transfert de chaleur est obtenu avec les angles d'inclinaison
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0 =— % et 6 = % qui ont des nombres de Nusselt axiaux comparables. Un troisieme
transfert thermique est celui de I’inclinaison 6 = g qui est meilleur que celui de

I’inclinaison 6 = —g. Le nombre de Nusselt axial du montage vertical positif est

Iégerement plus éleveé tandis que celui du montage vertical négatif est 1égérement inférieur

a celui de la convection forcée. Il est apparent que la convection mixte est en développement

T

thermique pour les angles d’inclinaison — %, —, 0, %, et ~. Cependant, I’examen des valeurs

numériques des nombres de Nusselt axiaux des montages verticaux 6 = —g etg = g montre

qu'ils ont une variation axiale continue, quoique lentement, entre le milieu et la sortie de
I'espace annulaire. Par conséquent, la convection mixte de ces montages est considérée en

développement thermique lent.
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—s=— Convection Mixte 0= 0

200 |- —e— Convection Mixte 8= /6 -
Convection Mixte = »/3

—¥— Convection Mixte 9= 22
Convection Mixte 6= -#/6

—— Convection Mixte 8= -#/3

Nu(z) 130 - Convect?on Mixh:—z 0= -2 ‘

—=a— Convection forcée

100

50

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

&

Fig. 14. Comparaison des nombres de Nusselt axiaux de la convection mixte et forcée

La comparaison de la performance thermique axiale, des inclinaisons considérées, de la
convection mixte avec celle de la convection forcée (avec un écoulement uniforme) a
surligné de nombreux résultats. Le premier est que le montage horizontal a la meilleure
performance thermique. Cela signifie que lorsque la flottabilité est totalement dans la section

transversale, elle confére au fluide un brassage transversal qui améliore le transfert de
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chaleur mieux que le brassage axial amélioré par une flottabilité totalement axiale et
coopérante. Le second est que pour une faible inclinaison, les performances thermiques des
inclinaisons positives et négatives sont trés proches. Cela est di a I'effet des flottabilités
transversales comparables qui améliorent le transfert de chaleur et une flottabilité axiale
coopérante ou opposante relativement plus faible qui a un faible effet sur le transfert de
chaleur. Toutefois, pour les grandes inclinaisons, l'inclinaison positive a une meilleure
performance thermique par rapport a l'inclinaison négative correspondante. Cela est di a
I'effet de faibles flottabilités transversales et d’une flottabilité axiale, coopérante ou
opposante, relativement plus grande. Le troisiéme est que le montage vertical négatif a une
performance thermique Iégérement plus faible que celle de la convection forcée. Ceci est

causé par une grande flottabilité axiale opposante.

5.6. Variations thermiques de la conductivité thermique et de la viscosite

Pour I’intervalle de variation de la température dans cette étude, la variation de la
conductivité thermique totale a travers l'espace annulaire est relativement faible. Cette
variation est due a deux facteurs. Le premier est la faible contribution de la conductivité
thermique de I'eau (qui augmente avec de la température) a la conductivité thermique
effective. D’apreés 1'équation (8), le rapport des contributions du fluide et solide est d'environ
9% a I'entrée de I'espace annulaire. Le second facteur est la faiblesse de la conductivité de
dispersion thermique (qui est proportionnelle a la vitesse). Elle est égale a zéro au niveau
des surfaces des cylindres et elle est relativement faible ailleurs pour les paramétres de
controle de la présente étude (voir le deuxieme terme de 1’équation (8)). Des Figures 15-21,
la variation relative de la conductivité totale a travers l'espace annulaire est dans I’intervalle
2 - 3.4%, pour les orientations considérées de cette étude. Cependant, la diminution de la
viscosité de I'eau par chauffage est trés importante et continue le long de I'espace annulaire.
Sa distribution sur la section transversale est opposée a celle de la température. De la valeur
de référence 1 a I'entrée d'espace annulaire, la viscosité est réduite a un niveau minimal, a la

sortie d'espace annulaire, qui est égale a 0.45, 0.39, 0.42, 0.41, 0.41, 0.42 et 0.47 pour les

' . T T T T T .
angles d'inclinaison — PO R 0, - ; et 5, respectivement.
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Mu K

0.63 11.24
0.62 11.23
0.60 11.21
0.59 11.20
0.58 11.19
0.56 11.18
0.55 11.17
0.54 11.16
0.53 11.14
0.51 11.13
0.50 11.12
0.49 11.11
0.47 11.10
0.46 11.08
0.45 11.07

Fig. 15. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. 8 = —g

Mu K

0.70 11.24
0.68 11.23
0.65 11.22
0.63 11.20
0.61 11.19
0.59 11.18
0.57 11.17
0.54 11.15
0.52 11.14
0.50 11.13
0.48 11.11
0.45 11.10
0.43 11.09
0.41 11.07
0.39 11.06

Fig. 16. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. 8 = —g
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Mu K

0.70 11.26
0.68 11.24
0.66 11.23
0.64 11.22
0.62 11.20
0.60 11.19
0.58 11.18
0.56 11.16
0.54 11.15
0.52 11.14
0.50 11.12
0.48 11.11
0.46 11.10
0.44 11.08
0.42 11.07

Fig. 17. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. 8 = —%

Mu K
0.72 11.31
0.70 11.30
0.67 11.28
0.65 11.26
0.63 11.24
0.61 11.22
0.59 11.20
0.56 11.19
0.54 11.17
0.52 11.15
0.50 11.13
0.48 11.11
0.45 11.09
0.43 11.08
0.41 11.06

Fig. 18. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace
annulaire. 6 = 0
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Mu K

0.70 11.36
0.68 11.34
0.66 11.31
0.64 11.29
0.62 11.27
0.60 11.25
0.58 11.23
0.56 11.21
0.54 11.19
0.52 11.17
0.50 11.15
0.48 11.12
0.46 11.10
0.43 11.08
0.41 11.06

Fig. 19. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. § = %

Mu K

0.68 11.39
0.66 11.36
0.64 11.34
0.62 11.32
0.60 11.30
0.58 11.27
0.56 11.25
0.55 11.23
0.53 11.20
0.51 11.18
0.49 11.16
0.47 11.13
0.45 11.11
043 11.09
042 11.06

Fig. 20. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. § = g
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Mu K
0.63 11.33
0.62 11.31
0.61 11.30
0.60 11.28
0.58 11.26
0.57 11.24
0.56 11.22
0.55 11.20
0.54 11.18
0.53 11.17
0.51 11.15
0.50 11.13
0.49 11.11
0.48 11.09
0.47 11.07

Fig. 21. Conductivité thermique et viscosité a la section de sortie de I’espace

annulaire. § = g
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Conclusion
et
Recommandations



Cette étude présente les résultats de la simulation numérique de la convection mixte

laminaire tridimensionnelle, dans un espace annulaire elliptique incliné chauffé par un flux
de chaleur pariétal constant. Cet espace est rempli d'une mousse d'Aluminium 20 PPI
isotrope et homogene ; et il est utilisé pour chauffer un écoulement d'eau. Sept angles

T[ s s

d'inclinaison ont été considérés: — >3 T 0,-,— et -

Pour les inclinaisons différentes de celles des montages verticaux, il est constaté que
I’écoulement secondaire de la flottabilit¢ de la section transversale confeére au champ
thermique une asymétrie par rapport a l'axe elliptigue majeur. Cette asymétrie est
caractérisée par une partie supérieure de la section transversale relativement plus chaude et
une partie inférieure relativement plus froide. L'asymétrie est plus grande pour le montage
horizontal, pour lequel I’écoulement secondaire de la flottabilité transversale est le plus fort.
L'asymétrie devient plus faible quand I'inclinaison est déplacée vers les montages verticaux,
pour lesquels I’écoulement secondaire de la flottabilité transversale est inexistant. Une
conséquence directe de I'asymétrie mentionnée est une variation considérable de la viscosité
qui se manifeste par une réduction de son niveau dans les zones relativement plus chaudes.
Un effet pertinent de cette réduction est la diminution de la résistance de Darcy qui conduit
a une augmentation de la vitesse axiale dans les zones plus chaudes. Une telle augmentation
tend a améliorer la convection axiale qui modere le niveau de la température dans les zones
relativement plus chaudes. Le niveau de la température détermine l'intensité de la flottabilité
axiale, dépendante de I'inclinaison, qui aide ou entrave I'écoulement axial et affecte le niveau
de I’écoulement secondaire de la flottabilité transversale. Les descriptions précédentes
illustrent le couplage du champ thermique et de I’écoulement et surlignent la complexité de

synergie de I'effet combiné de la flottabilité, I'inclinaison et la viscosité variable.

La comparaison des nombres de Nusselt axiaux des angles d'inclinaison considérés
révéle que le montage horizontal a la meilleure performance thermique. La performance
thermique est réduite par 1’augmentation ou la diminution de I'angle d'inclinaison par rapport
au montage horizontal. La performance thermique du montage vertical positif est meilleure

que celle du montage vertical négatif.

L'analyse et la comparaison des variations de la pression statique axiale a travers

I'espace annulaire, pour les orientations considérées, surlignent plusieurs conclusions. Pour
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le montage horizontal, la contribution principale a la chute de pression est la résistance de
Darcy. A cause de la réduction de la viscosité, elle est inférieure a celle de la convection
forcée avec une viscosité constante. Pour les inclinaisons positives, la contribution
hydrostatique, laquelle est proportionnelle au niveau d'inclinaison, est dominante et
augmente la chute de pression significativement. Pour les inclinaisons négatives, la
contribution hydrostatique, laquelle est proportionnelle au niveau d'inclinaison, est
dominante et fournit une augmentation de la pression statique qui permet au fluide de

s’écouler sous ’effet de la force de gravité.

Pour les parametres géomeétriques, dynamiques et thermiques considérées de cette étude,
en se basant sur les conclusions susmentionnées, un faible angle d'inclinaison négatif est
recommandé. Une telle inclinaison fournira une élévation de pression qui permettra de
surmonter la résistance totale a I'écoulement et un transfert de chaleur amélioré trés proche

de celui du montage horizontal.

Le fait que notre géométrie et le milieu poreux sont spécifiques n’empéche pas la
généralisation de nos conclusions. lls sont applicables a tout systeme de convection mixte
forte (avec des propriétés physiques variables du liquide), dans les conduits, espaces
annulaires et canaux, suffisamment longs et inclinés, remplis de tout milieu poreux qui a une

conductivité thermique effective supérieure a celle du liquide utilisé.
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Annexe D

Dans cette annexe, on présente les détails de la discrétisation numérique du domaine

physique et des équations modélisantes et leurs conditions aux limites.

1. Discrétisation du domaine physique.

Le domaine physique est discrétisé par sa division en un certain nombre de petits
volumes cylindriques elliptiques aux centres desquels sont positionnées les points du
maillage principal, ci-aprés dénommé maillage typique. Chaque volume fini a six faces qui
sont ses interfaces avec ses volumes adjacents (voir la Figure 5 de la premiére partie de cette
these). Le centre du volume fini typique est un point noté P. Les centres des volumes finis
adjacents sont des points notés E, W, N, S, F et B. Les positions des faces du volume fini
typique sont notées e, w, n, s, f et b. Dans cette thése, nous avons utilisé un maillage uniforme
suivant chaque direction des coordonnées pour faciliter I’application du schéma des
différences centrées et 1’obtention de la précision spatiale d’ordre deux. Il a 42 points suivant
la direction radiale, 84 points suivant la direction angulaire et 202 points suivant la direction
axiale. Ce maillage et sa projection sur une section droite sont illustrés dans les Figures 6 et
7 de la premiere partie de cette theése. Les faces des volumes finis typiques, sur les trois
surfaces des coordonnées elliptiques, sont présentées dans les Figures D.1, D.2 et D.3. Dans
ces figures, les positions des points, les dimensions radiales, angulaires et axiales des
volumes finis, les distances entres les points ainsi que les positions des faces sont
qualitativement illustrées.

Nos moyens de calcul ne permettent pas [’utilisation d’un maillage plus raffiné.
Cependant, les résultats de la premiére partie de cette thése ont démontré que la résolution

spatiale numérique du maillage utilisé est adéquate.
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2. Discrétisation temporelle
2.1 Termes non stationnaires

La discretisation des termes non stationnaires dans les équations de mouvement et dans
I’équation d’énergie suit un schéma temporel du second ordre. Si on considére ® comme
une variable dépendante, alors la discrétisation temporelle, de la dérivée partielle par rapport
au temps, est :

oD t+At _ 3PLHAt_4pt 4 pt—At
at - 20t

(D.1)

2.2 Discrétisation temporelle des termes convectifs et non linéaires
La discrétisation temporelle des termes convectifs et non linéaires, dans I’ensemble des
équations modélisantes, suit le schéma explicite d’Adams—Bashforth, qui a une précision

d’ordre deux :

t—At

V.v)o| ™ = 2(7.v)0| —(V.v)0| (D.2)

La variable @ représente 1’une des composantes de la vitesse (I/;, 4% VZ) ou la température.

2.3 Discrétisation temporelle des termes diffusifs et des termes de pression

La discrétisation temporelle de certains termes diffusifs est semi implicite (comme il sera
détaillé plus tard). Dans ces termes, la discrétisation temporelle du coefficient de diffusion
est explicite alors que celle de la variable dépendante est implicite. La discrétisation
temporelle d’autres termes diffusifs est explicite (comme il sera détaillé plus tard). Dans ces
termes, la discrétisation temporelle suit le schéma d’Adams—Bashforth. La discrétisation

temporelle des termes des gradients de pression est totalement implicite.

2.4 Discrétisation temporelle des termes de Darcy
La discrétisation temporelle des termes de Darcy est semi-implicite.

2.5 Discrétisation temporelle des termes de Forchheimer
La discrétisation temporelle des termes de Forccheimer (termes d’inertie) est explicite

suivant le schéma d’Adam-Bashforth.
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2.6 Discrétisation temporelle des termes de flottabilité

La discrétisation temporelle des termes de flottabilité est explicite suivant le schéma
d’Adam-Bashforth.

3. Discrétisation spatiale.

La discrétisation spatiale des variables dépendantes et de leurs dérivées suit le schéma des
différences centrées qui a une précision d’ordre 2.

4. Discrétisation de I’équation de continuité

La discrétisation est accomplie par la multiplication de I’équation de continuité par le
volume différentiel, et I’intégration triple entre les limites d’un volume fini typique. La
discrétisation temporelle est totalement implicite : Tous les termes sont

évalués au temps (t+At).

I 0 0 e [ 4 2 4 20y ey dz = 0 (D.3)
MM hlh 202 b, hy de dy dz = [hV, |5 —hy Vel 524] Aryy Az, (D.4)
[ a(”lv") hahy de dn dz = [hyVy | —n 4 | Ae, Az, (D.5)
el 1h2 2N 1y hy de dn dz = [hyhaVy |52 —hyhyV, 157] Ae, An, (D.6)

Les résultats des équations (D.4), (D.5) et (D.6) sont remplacés dans 1’équation (D.3) et on

obtient I’équation de discrétisation de I’équation de continuité :

[RaVel 5 —hy Ve 52418y Az, + [RaWh |- —hy V3| e, Az, +

[R1hoV, 554 =Ry RV, 574 Ay Ay = O (D.7)

5. Discrétisation de I'équation d’énergie :
La discrétisation est accomplie par la multiplication de I’¢équation d’énergie par le

volume différentiel et I’intégration triple entre les limites d’un volume fini typique :

£laT 1 [9ChaVeD) | 0(haVyT) | O(RahaVaT) -
f f f h1h2 [ de + an + 9z ]l hih, de dT] dz =
n ce of 1 5] oT ) T P or
s 1,1, lm = (k50) + - (x %) + = (Khsh, a—)]l hyh, de dn dz (D.8)

La discrétisation des termes de 1’équation d’énergie est présentée ci-dessous :

t+At t t—At
3Tp —4Tp +Tp

for B
f f Jy 5, hahz de dn dz = —

hyp hap Mgy, Any, Az, (D.9)
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fs fw fb RePrhlhza(K

Kitht = 2K}

d(hahaV,T t+At
202250 pyhy de dn dz = [hyh,V,TT) |

t—At
— Kn

hyh, de dn dz = [h,V,

D hyihy, de dn dz = [hV.T]2+4An, Az,

= [h, VsT|;’L¢+At—h2 VeT|§+M]A77p AZp

Tyn+T, T, +T.
=2 [th |n< z p) hZSVels ( £ s)] A AZP

h V |t At ( t At+T£—At>
2n 2
— Any, Az,

Tt= At+Tt —At
t—-At (P
iyl (B

(D.10)

e |t+AL

Aep Azp

t+At t+At

= |y

=2 [hle (TE:T”) haVy., (T"”W)] Ae, Az,

| e, az,

t At t—At
+T5 >

t—At
hlean ( 2

t—At (TEAE4+Tf At
thVTI' 2

Ae, Az, (D.11)

Ag, An,
= [h RV, TIE 2 =RV, TIE | Ay, Ay,

TE+T TE+T,
=2 [h1fh2fV| ( a p) hiphonVylh ( L B)] Ag, Any,

t At t—At
+T5 >

t—At
hlthfV| ( .

Ag, An (D.12)
B At ng At+Tt At p b
haphap Vil (T —
aT 1 T n t+At
S mhpdsdndz =K | an, Az,
1 [ ar|t+At ar|t+at
" RePr _Kg n B ] Anp AZp
t+AL Tt+At Tt+At
_ 1 K ( dep
~ Repr cung (TEFOE_TEHAE Any, Az, (D.13)
L K ( des >
(D.14)
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KAt = 2KE — KA (D.15)

n re rf 1 b} oT ! aT1e t+At
Js Sl RePr hyh, 5(1( %) hihy de dn dz =220 [Kﬂ ” Aep Az
1 ar|tHAt ar|tHAt
- RePr | 67; ] Agp AZI?
+At t+At
t+AL —Tp
_ 1 K ( dne ) A A (D 16)
- Repr — KAt T A Tt & S7p '
v dny
Ket+At — ZKet _ KeI:—At (Dl?)
T = 20 — K (D.18)
[0S ———2 (Khyhy 2) hyhy de dn dz =——|Khyh a—T]f T e
s “w-b RePr hih; 0z 125;) Mtz G AN Az =4 b | 2 9zl €p Alp
t+At 7
[ Khyh, =
_ 1 zlg A A
~ RePr ar|t+At SP np
- Khlhz aZ
AL LA Tt+At) .
_ 1 K ( de
~ RePr e (Tt+At Tt+At) Agy Any (D.19)
b de
Kt+At — ZKf Kt —At (DZO)
K£+At — ZKt Kt —-At (D21)

Les valeurs des conductivités (K, K, K., K, K¢, K},), aux six faces d’un volume fini
typique, sont inconnues ; mais elles dépendent des conductivités des points centrés dans les
volumes finis : Kp, Ky, Ks, Kg, Ky, Kr, K. La détermination des conductivites des faces est
basée sur la continuité du flux de chaleur entre volumes adjacents, a travers les faces qui les
séparent. Une telle continuité permet la détermination des conductivités des faces, et on peut

démontrer avec une approximation que :

2dne
A A
77P+ nE
Kp Kg

K, = (D.22)
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2dn
Ky = 3z AW
Enp My

Kp  Kw
2den
Aep Ae
Aep  Aey
Kp Ky
2deg
Aep  Aeg
Aep | Agg
Kp ' Kg

Zde
Azp Az
Azp  Azp
Kp Kfr

2dzp
Azp Az
Kp Kp

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)

(D.27)

Les équations (D.9)-(D.27) sont utilisées dans 1’équation (D.8) et le résultat est réarrangé

sous la forme standard suivante :

ApTEHAE = ANTY Y AT A AT Y + Ay T A+ ApTE S + AgTE + S

Les coefficients de cette équation de discrétisation sont :

1 Krt1+At

AN - RePr dep Anp AZp
1 gi+At
AS - RePr (Sie Anp AZp
1 gi+At
AE RePr ;ne Aé‘p AZP
1 KLHAE
Ay = — d‘:lw Ag, Az,
1 t+At
AF RePr hlthf Agp Anp
1 K£+At
AB ~ RePr hlthb dzp, A‘C-'p Anp
Ap = 5 hiphapAey Ay AZ, + Ay + As + Ag + Ay + Ap + Ag

t_mt—At
ATp—Tp
2At

TN+Th TE+T,
~2 [onVelt (B2) = oglt (E2)] am, a2,
lf At_l_Tt—At _ Tt At_l_Tt At
| anbali® (=) — il (B ) am,
Tg+T, t (Ty+T
e () b, ()

t At (TEAtTEA t=At (TEAt4Tf At
[hle nl, (—2 th nl £ Agp AZ

S = hyphap Ay A, Azy,
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(D.29)
(D.30)
(D.31)

(D.32)
(D.33)

(D.34)

(D.35)



TE4T, Ty +T;
~2[hushog ) () = haphan il ()] e, A,

t At

t—At +t-At Tt At+Tt At
[hlfhzfv| (%) hiphap V|54 (p—)] Ag, An, (D.36)

On remarque que les coefficients Ap, Ay, As, Ag, Ay, Ag, Ag sont toujours positifs et que Ap
est supérieur & la somme des autres coefficients. Cette supériorité est avantageuse puisqu’il
est connu qu’elle donne une dominance diagonale a la matrice des coefficients qui assure
une bonne stabilité numérique des solutions des systémes d’équations linéaires. Cependant,
la source S, composée de la somme algébrique de plusieurs termes, peut étre positive,
négative ou nulle. Cela peut poser un probléme si cette derniére (la source) est négative car
elle peut induire une température T, "¢ négative. Alors que T,:*A* doit étre positive ou nulle
(seulement a I’entrée). Et donc il faut trouver une reformulation de 1’équation de
discrétisation pour que les valeurs de Tp”“ ne soient que positives ou nulles. Une telle
formulation est présentée dans ce qui suit.
Notons que la source S, qui peut étre positive, négative ou nulle, peut étre écrite comme la
différence de deux termes positifs ou nuls :

= |S| — max (-2S, 0) (D.37)
max (-25, 0) est le maximum des valeurs -2S et 0.
Notons que |S| est toujours positive, et sera donc maintenue comme une source, alors

que -max(-2S, 0) est réécrit sous la forme :

— max(—25,0) = — [M] T+ (D.38)

t+At
Tp

Ce terme est négatif ; il est ramené a gauche de 1’équation de discrétisation (D.28) qui
devient :
AT = ANT M+ ASTEM A TEY Y + Ay T Y + AR TEYY + AgTEYY +|S| (D.39)

Avec :

max(—25,0)

Ay =Ap + W (D.40)
Notons qu’a droite de la nouvelle équation de discrétisation, la source est toujours positive
ou nulle. A gauche de cette équation, le coefficient Ay, contient une inconnue qui est la
variable calculée Ti+A* Cette derniére peut étre remplacée par I’approximation d’Adam-

Bashforth :
TitAt = 2TF — Tf™4¢ (D.41)
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Mais la différence 2T} — Tpt‘“ peut étre négative pendant le calcul, et donc peut causer un

probleme. Pour éviter ce probléme, on envisage une solution itérative de 1’équation de
discrétisation non linéaire (D.39). Pour la solution itérative de cette équation, durant la

premiére itération, on considérera la forme linéarisée :

max(—2S,0
<Ap y max(=25,0) : )> Ty *ot
Ty

= ANTE A+ AGTE VA F A TE A + Ay T + AR TEYAE + A TEHA + |S| (D.42)

C’est comme si T représente une initialisation pour T,.*A%. Durant les itérations ultérieures,

on considere la solution de I’équation :

(Ap , max(=25, 0)) reeat
(Tpt+At)

= ANTE A+ AGTE A + AR TEA + Ay TEFA + AR TEYAY + A TETA + |S| (D.43)

ou (Tp”At)* est la valeur de T "¢ obtenue de I’itération précédente. On espére qu’avec
plusieurs itérations, on obtient la valeur de Tp”At qui satisfait 1’équation non linéaire (D.39).

Cependant la procédure décrite n’est pas sans probléme : si, durant le calcul, T

(ou (Tp”“)*) est égale a 0 ou trés proche de 0, on peut avoir une division par 0 ou par un
trés petit nombre dans le coefficient de T;”t! Mais on peut éviter ce probleme par une
initialisation non nulle (dans les conditions initiales) du champ de T dans tout le domaine de
calcul. Aussi, si dans certaines zones, T;”t est tres proche de 0, ses voisines le sont aussi et

sa source est certainement tres proche de 0 et ne pose pas de probleme.

6. Discretisation de I’équation de quantité de mouvement radiale :

L’équation de quantité de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant le
sens positif de €. Les Figures D.4 et D.5 représentent les projections du maillage sur les
surfaces (g, n) et (g, z). A droite de ces figure, les correspondances entres les positions
et coordonnées des maillages typique et décalé sont spécifiées. La projection sur la
surface (n, z) est similaire a celle du maillage typique. On multiplie cette équation par le

volume différentiel et on fait une intégration triple entre les limites du volume fini décalé :
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ny reéy 19V, 1 1 [a(h2 VeVe) . 0(hqyVyVe) | 0(hihy Vg Ve) dhy
f f fbu [(p 6t Zhl de + an + dz t V‘" 147 an
v 2] e pfl J L 1L [0 (5, 0%) 0, 0%)
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Cr Ve /V82+V,72+sz

r . (cosh(e)sin(n)cosB)
= T h,h, de dn dz (D.44)

Ci-aprés, on détaille la discrétisation des termes de cette équation. On note que les
coefficients d’échelle (h,h,) sont évalués exactement a leurs positions et leurs dérivées sont
calculées au centre du volume fini.

t+At t—At
[ f 4% hy de d dz = ey ‘*ZV;fu”S”u Rap, Ry, den D1y Az, (D.45)

w (eu 1 ah ngg L |EHAL
I e T by de dn dz = 5 RV

An, Az,

_ 1

7 [hz |t+At h,V.V. | +At]A.r’p AZp

t t t t

VsNu +V£Pu VeNu +VaPu

th
u 2 2

t t t t
Vepy, tVesy \ [Vepy tVesy
_hZS
u 2 2

t—At t-At t-At t—At

VeNu +V£Pu VsNu +V£Pu
h2n
u

An, Az,

hS)
N

1 2 2
-— An, Az
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Nous avons mentionné que la discrétisation temporelle de la viscosité est explicite, selon le

schéma d’Adam-Bashforth. Concernant la discrétisation spatiale de la viscosité au centre

et aux interfaces du volume décalé, elle est faite avec certaines approximations qui assurent

la continuité et I’évaluation correcte des contraintes visqueuses aux endroits indiqués. Au

centre et aux faces du volume fini décalé (suivant €), les viscosités sont :
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7. Discrétisation de ’équation de quantité de mouvement angulaire :

L’équation de quantité de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant le
sens positif de . Les Figures D.6 et D.7 représentent les projections du maillage sur les
surfaces (g, n) et (1, z). A droite de ces figure, les correspondances entres les positions
et coordonnées des maillages typique et décalé sont spécifiées. La projection sur la
surface (e, z) est similaire & celle du maillage typique. On multiplie cette équation par le

volume différentiel et on fait une intégration triple entre les limites du volume fini décalé :
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Sy "Wy @ Ot (p h1h2 de on 0z de

ah1 _ (ny ey (fv _1aP 1 o ( Iy 9 aVy
]lhlhz dsdn dz = f fwvf I hy 617 <pReh1h2 [ae(ﬂ 0e)+6n(2u 617)+

(1 2) 2 0, 2) 2 (e, 2 (2)) - 2 (0222 o

0 oh, i} (VS) oh, 1 Vg dhq a Ve 0hy uvy
(V22 9 =221 4 © (o2 22)| 2
Mae( ) de T hy/ 0d¢ ’uhl de On + on ’uhz de ReDa

\/W (sinh(e) cos(n)cos@)l h.h, de dn dz (D.95)

on
V£2+VT,2+VZZ+—T

Cr
o 'n
Ci-apres, on détaille la discrétisation des termes de cette equation.
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On remplace les équations (D.96)-(D.123) dans I’¢quation (D.95) et on obtient I’équation de
discrétisation :
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Au centre et aux faces du volume fini décalé (suivant ), les viscosités sont :
2dne
Hp, = Tig ap (D.135)
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w

8. Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant z :

L’équation de quantité de mouvement est discrétisée dans un maillage décalé suivant le sens
positif de z. Les Figures D.8 et D.9 représentent les projections du maillage sur les surfaces
(n, 2) et (g, ). A droite de ces figure, les correspondances entres les positions et
coordonnées des maillages typique et décalé sont spécifiées. La projection sur la surface
(g, m) est similaire a celle du maillage typique. On multiplie cette équation par le volume

différentiel et on fait une intégration triple entre les limites du volume fini décalé :

ew 10V, 1 1 [3(haVeVy) | 9(haVyVs) a(hlthsz)] —
f owfbw Lo at = @2hy hz[ e T an t az hihpdedndz =
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on
) AV, F) v, v, cs
a(u h, E) + 5(# h, a)] Ly, V2 W+ 17 + -2 Tsin 9] h,h,dedndz
(D.145)

Ci-apres, on détaille la discrétisation des termes de cette équation.
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Fig. D.8. Projection du maillage décalé sur la
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_1t zf Anpdz,
ORe| - Vi v\
U Ry ( 7 - 5 )
(D.160)
t+At
fW 1 i aﬁ _ li aﬁ ew
w Re hyh; 01 (‘uhl Bz) hyhpdedndz = ¢ Re [‘uhl oz 1y, AgPde
_ Vi vt
‘ng hle ( nfew_'nb w)
_ 1 2 w w de
" pRe vt oyt Aepdzs
_I’L\Ev hlw ( 1/ Ww 77bWw>
N w w de
[ ut=dtp (vﬁ;ﬁ;—v;;g@> 1
11 w w dzs |
" @Re pE=At At Aepdzs
| ,UWW 1WW de J
(D.161)
wVz — 11 t+Atyt+At
Re Da hih, dedndz = — Re Da [‘qu VZPtv ] hlpwhzl’w AEP ATIP de (D.162)

2up, — b

—%Vz V2 + V2 + V2 hihy dedndz

t+At

hip,, hap,, Dy Ay dzg

t+At

t+At
-V, |V2 +V772 + V2
fw

I hlpw hz
bw

(D.163)

Pw Aep Anp dzf

hap,, hap,, Dy A1y dzg

t t t t 2 t t 2 t t 2
— ﬁ Varw tVzPyw VSFW+V5PW + V77Fw+VTIPw + VZFW+VZPW
vDa 2 2 2 5
t t t t \2 t t 2 ¢ t A2
+ ﬁ VzBW+VZPW VgBW+V5PW + VnBW+V77PW n VZBW+VZPW
vDa 2 2 2 >
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2

)+

t—At t—At
Vi StV il

ZFw
2

)

2

2

t=At , t—At t—At , y t—Aty 2 t—At , t—At

+ Cf VZFW +VzPW VEFW +V£PW + VnFW +VnPW
vDa 2 2 2

t=At , t—At t—At , y t—Aty 2 t—At , t—At

_ Cf VZBW +VzPW VEBW +V£PW + VnBW +VnPW
vDa 2 2 2

1

ffw Gr

n e
fsww fwz by Re?

)+

t—At t—-At
VzBW +VzPW

2

)

2

hip,, h2p,, A&y ANy, dzg

hip,, h2p,, A&y ANy, dzg

(D.164)

sin@ hih, de dn dz = %,/ hip,, Rap,, (sin0) TiHAE Ag, An, dzg

= %\/W(sine) [2 (

TE+TE

+TEAE

2

)- (£

2

)] Aey, An, dzs
(D.165)

On remplace les équations (D.146)-(D.165) dans 1’équation (D.145) et on obtient 1’équation

de discrétisation :

Ap, Virst = An, Vinst + As, Vit +Ap VIS + Ay, Vita +Ap, Vit +Ap Vig i +Sy
+[PEHAE — PEFA|hy g by Mgy Ay, (D.166)
Ou
Ap Vit = Ay VANSt + As Vi +Ap VIS + Ay VA +Ar, Vit s +Ap Vigst + S
(D.167)
Avec :
Ay, = iR—Z”j‘}:t npdz; (D.168)
As,, iRie“;vgvM npdz (D.169)
- ;R—Z“;gvm Aepdzy (D.170)
Ay, éé‘;ﬁ;ﬁt Aepdz; (D.171)
Ag, = éé rhag, “ftv:t AepAnp (D.172)
11 frae
Ap, = o Re lbw 2bwﬁA€PATIP (D.173)
Ap, = %ZimhlpwthwAsPAnpdzf + Ay, +As, +Ap, +Ay +Agr +Ag,
t——[ubEA VS | By, hay,, Mg, Any dzy (D.174)
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S =Sy + [PFA — PEYA )Ry f kg, AeyAn, (D.175)

t—-At
1 4VZPW_VZPW h

(0] 2At

o 1 sfnw sbnw
2<pz [hsz(
2y, (Pt
02 2fw
nfe
~2 % [y, (Hilea e
t—At t At
+i h anew Vibew
@2 lew

r t t t t
2 ZF +VzP ZF. +VzP Vzpw tVzB Vzpw tVzB
— _(pZ hlfw hsz ( w w) ( w w| _ hlbw thw w . w w . w ASPATIP

Sw = 1p, N2p, AepANpdzs

t t
( wVzp ) _ thW (ngsW:V bsw) (VzPW sz>] AnPde

t—At t—At t—At t—At t— At t At
VzNw +Vz h stsW+V ebsw VZPW Vzs A d
— Nap,, NpQzs

2

) ), () (o),

t At t At Vt —-At Vt —At Vt —At Vt At
zEW ZPW _ h nfww nbww zPW zZWw AS dZ
1ww 2 pWaf

t At t—At t At t At
VZFW VZPW ) (VZFW ZPW

7| s o, ( 2

1 r VtPAt VtBAt VtPAt tBAt
- h1bwh2bw( v by VB AepAnp

)] AepAnp

2

412

—

V;fnw_vstbnw efsw_ ' ebsw
i P (i) ()|

1 A tf At tb At tf At tb At
t Efn Ebn EJS S
2 b, (SR o, (B

t t t t
12 ¢ Vifew ~Vnbew t Viifww ~Viibww
+ ; Re [:uew hlew < dzf_ — Uy, hlww T ASP de

tAt VE t-At tAt

V.
; [lleWAthlew( nfew nbew> _ ﬂ\nghlww ( nwa:i nwa)] Aspdzf

2 N
2¢5 zFW+VZpW spw AR A V2FW+V
— _\/D_a ( + > + hlpw thw Afp AT]p de
vt t 2 t t 2 t t
2Cr | (V2B ZPW EBW+V£PW ViBw TVaprw VZBW+VZPW
+ NoTi ( \/ ( + > + hip, hap,, Dy AN, dzs

t=AL | s E=AL t— At t— At 2 t=At, ,t—Aty 2 t—At t— At
Y A7 VZ o V +V5 + ATt N AT, N Vzpw +V55 b he Ae An. d
Jpa > 1pw t2py, BEp Allp A%
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_ - - - 2 - - 2 _ _ 2

_ Cr Vi HVip! Vg tVepn n Vg Vb n Vg tVip he. R Ae. An.. d

vDa 2 2 2 2 1pw ' “2pw Sp T’p Zf

Gr . TE+TE TE-AtyTEAC

o Py B, (sinB) [2 (52) — (—T2—)| Ae, An, dz (D.176)
Au centre et aux faces du volume fini décalé (suivant z), les viscosités sont :

t den den
.unw - ASN + ASP + ASN + ASP (D'l77)

t t t
l-‘wa ll-bw I-Lwa H'fw

t—At __ de de

MTLW - ASN = ASP + AEN = ASP (D178)
TS AT

t dEs
nu'Sw — Aep :

ASS

e
I, (D.179)

t t t t
wa ﬂsbw ﬂfw Msfw

t—At _ dEs dé‘s
nu'SW - Aep ASS + Aep ASS (D'180)
P + AT EAT + P
bw Shw fw Sfw

ph = ey e (D.181)

Ang Anp Ang Anp
Tt % L ;

U U UE u
Epw Tbw fw Tw

_ dne dne
piAt = e (D.182)

Ang + Anp
t—At t—-At t—-At t—At
kg

bw “bw #Efw “rw

dnw dnw
Wy = Ty + T (D.183)

Anyy Anp | Any
t= B I
ubw uBbw “fw #Bfw

t—At _ anw dnw
Pwy = Zmp 4 Daw + Zp + Aw (D.184)
T—AC T T-AT T-AC T T-AT
ubw #Bbw #fw #Bfw

9. Discrétisation des conditions aux limites :

Les conditions aux limites sont discrétisees et ses équations de discrétisation sont écrites
sous la forme standard.

9.1. Conditions aux limites thermiques :

Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur :

La condition thermique a cette limite (& e=0.8) est :

1 ,,0T _

—kS=1 (D.185)
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Elle est discrétisée comme suit :

t+At t+At
_ 1 ptaat I T
Ky ———=1

hy

den

Réécrite sous la forme :

h]_ dgn

t+At _ pt+At
TP - TN + gLHAt
N

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1
Ay =1
As =0
Az =0
Ay =0
Ap =0
Ag =0
5 = et

Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur :

La condition thermique a cette limite (a e=1.4) est :

1 oT
——K—=0
h1 aE
Elle est discrétisée comme suit :

1 ppne THHAC-TEHA
— h_KS ——=0

deg

Réécrite sous la forme :

t+At _ pt+At
TL+At = T

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1
Ay =0
Ag =1
Ap =0
Ay =0
Ap =0
Ag =0
S=0

A I’entrée du conduit :

La condition thermique a cette limite (2 z = 0) est :
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(D.187)

(D.188)
(D.189)
(D.190)
(D.191)
(D.192)
(D.193)
(D.194)

(D.195)

(D.196)

(D.197)

(D.198)

(D.199)
(D.200)
(D.201)
(D.202)
(D.203)
(D.204)
(D.205)
(D.206)



T=0
Elle est discrétisée comme suit :
T[E+At — 0

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1
Ay =0
Ag=0
Ap =0
Ay =0
Ap =0
Ag =0
S=0

A la sortie du conduit :

La condition thermique a cette limite (a z=100) est :

= (K5) =0

Cette condition impose un flux diffusif constant a la sortie du conduit.

(D.207)

(D.208)

(D.209)
(D.210)
(D.211)
(D.212)
(D.213)
(D.214)
(D.215)
(D.216)

(D.217)

Pour illustrer la discrétisation, un schéma du maillage axial, a la sortie du conduit, est

représenté sur la Figure D.10. Le point P est a la limite axiale, le point B est I’avant dernier

point qui est précédé du point B’.

de, de

[
P

) A
)

[
»
O

’ i B

™

Fig. D.10. Maillage axial a la sortie du conduit

La constance du flux diffusif est approchée par la discrétisation :

L+AL_ptrat

t+At t+At
Kt+At Tp —Tg,
Zp

_ rt+At TB
= KZL

dzp dzy,

Réécrite sous la forme :

Kt+At' d
t+At _ pt+At 4 2 AZp (mt4At _ pt+At
Tp™™ =Tg" ™ + KEAE dz,, (T§ T§)

Avec la forme explicite du dernier terme a droite :

2 Kf, —KLAt _ _
TE*AE = T + —[[2 Kzt;_,(zsgml] o (20Th ~ 4] - [T572 — T4™])
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La derniére équation est mise sous la forme standard avec les coefficients :

Ap=1 (D.221)
Ay =0 (D.222)
As =0 (D.223)
4, =0 (D.224)
Ay =0 (D.225)
Ar =0 (D.226)
A =1 (D.227)

[2 Kzl Kztl At] dzb
[2 Kt _Kt At] dzp,

s — T Br -
(2[T§ — T4 ] — [TEA = TE ) (D.228)

9.2. Conditions aux limites d’équation de quantité de mouvement radiale :
Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (a €=0.8) est :

V=0 (D.229)
Elle est discrétisée comme suit :

VAt =0 (D.230)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, =1 (D.231)
Ay, =0 (D.232)
As, =0 (D.233)
Ap, =0 (D.234)
Ay, =0 (D.235)
Ag, =0 (D.236)
A, =0 (D.237)
$S=0 (D.238)

Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse radiale & cette limite (a e=1.4) est :

V.=0 (D.239)
Elle est discrétisée comme suit :
VA =0 (D.240)

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
Ap =1 (D.241)

u
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Ay, =0
As, =0
Ag, =0
Ay, =0
Ap, =0
Ap, =0
$=0

A T’entrée du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (a z =0) est :
V.=0

Elle est discrétisee comme suit :

t+At _
Vi =

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ay, =0
As, =0
Ag, =0
Ay, =0
Ap, =0
Ag, =0
$=0

A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse radiale a cette limite (a z=100) est :

ov,

0z

Elle est discrétisée comme suit :

t+At t+At
VsPu _VsBu _ 0

dzy
t+At _ yyt+At
VsPu VsBu =0

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
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(D.243)
(D.244)
(D.245)
(D.246)
(D.247)
(D.248)

(D.249)

(D.250)

(D.251)
(D.252)
(D.253)
(D.254)
(D.255)
(D.256)
(D.257)
(D.258)

(D.259)

(D.260)

(D.261)

(D.262)
(D.263)



Ag =0 (D.264)

Ag, =0 (D.265)
Ay, =0 (D.266)
Ap, =0 (D.267)
S=0 (D.268)
Ag =1 (D.269)

9.3. Conditions aux limites d’équation de quantité de mouvement angulaire :
Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur :
La condition de la vitesse angulaire a cette limite (a €=0.8) est :

V=0 (D.270)
Elle est discrétisée comme suit :

Vigh = (D.271)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, =1 (D.272)
Ay, =0 (D.273)
Ag, =0 (D.274)
Ap, =0 (D.275)
Ay, =0 (D.276)
Ap, =0 (D.277)
Ag, =0 (D.278)
S=0 (D.279)

Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse angulaire a cette limite (& e=1.4) est :

V=0 (D.280)
Elle est discrétisée comme suit :

Vight = (D.281)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, =1 (D.282)
Ay, =0 (D.283)
As, =0 (D.284)
Ag, = (D.285)
Ay, = (D.286)
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Ap =0 (D.287)
Ay =0 (D.288)
S=0 (D.289)
A Pentrée du conduit :

La condition de la vitesse angulaire a cette limite (az = 0) est :

V=0 (D.290)
Elle est discrétisée comme suit :

Vight =0 (D.291)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap =1 (D.292)
Ay, =0 (D.293)
Ag, =0 (D.294)
Ap, =0 (D.295)
Ay, =0 (D.296)
Ap, =0 (D.297)
Ap, =0 (D.298)
$=0 (D.299)

A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse angulaire a cette limite (a z=100) est :

1= (D.300)

Elle est discrétisée comme suit :

p AL At

andenBv 0 (D.301)
VigAt — ViRt =0 (D.302)
Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, =1 (D.303)
Ay, =0 (D.304)
As, =0 (D.305)
Ag, = 0 (D.306)
Ay, =0 (D.307)
Ap =0 (D.308)
S=0 (D.309)
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9.4. Conditions aux limites de I’équation de quantité de mouvement axiale :

Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur :

La condition de la vitesse axiale a cette limite (a €=0.8) est :

V,=0
Elle est discrétisée comme suit :

t+At _
VZPW -

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
APW = 1

Ay, =0
As, =0
Ag, = 0
Ay, =0
Ap, =0
Ag, =0
§=0

Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur :

La condition de la vitesse axiale a cette limite (a e=1.4) est :

V,=0
Elle est discrétisée comme suit :

t+At _
VZPW -

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
APW = 1

Ay, =0
As, =0
Ag, =0
Ay, =0
Ap, =0
Ap, =0
$=0

A P’entrée du conduit :

La condition de la vitesse axiale a cette limite (a z = 0) est :

178

(D.310)

(D.311)

(D.312)

(D.313)
(D.314)
(D.315)
(D.316)
(D.317)
(D.318)
(D.319)
(D.320)

(D.321)

(D.322)

(D.323)
(D.324)
(D.325)
(D.326)
(D.327)
(D.328)
(D.329)
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V=1
Elle est discrétisée comme suit :

t+At _
VZPW -

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :
APW = 1

Ay, =0
As, =0
Ag, = 0
Ay, =0
Ap, =0
Ag, =0
s=1

A la sortie du conduit :

La condition de la vitesse axiale a cette limite (2 z=100) est :

Ve _

0z
Elle est discrétisée comme suit :

t+At t+At
Vsz _VZBW _ 0

de
t+At t+At _
VZPW - VZBW =0

Elle est sous la forme standard avec les coefficients :

Ap, =1
Ay, =0
As, =0
Ag, =0
Ay, =0
Ap, =0
$=0

Ap, =1
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(D.332)

(D.333)
(D.334)
(D.335)
(D.336)
(D.337)
(D.338)
(D.339)
(D.340)

(D.341)

(D.342)

(D.343)

(D.344)
(D.345)
(D.346)
(D.347)
(D.348)
(D.349)
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10. Equation de discrétisation de la pression :

Pour résoudre les équations de discrétisation des trois composantes de la vitesse, il faut
préciser la pression qui est présente dans les sources de ces équations. La détermination de
la pression dans les points centrés des volumes finis, nécessite une équation de discrétisation
de la pression. Cette équation est obtenue par une manipulation combinant les équations de
discrétisation de continuité et des quantités de mouvement.

Utilisant les équations de discrétisation des vitesses, on définit les pseudos vitesses :

pLrae _Ll ANu(ZVStN - t At)"'AS (ZVstS - t At)'*'AE (2 €Ey V:':tEuA't

Fu T Ary [ +Ay, 2V — Vs At) + A (2VE, - V& At) + Ap, 2V, — VEE) +5S,
(D.352)

preac :;l Ay, (2VEy, — VEREE) + Ag, (2VEs, — VISAY) + Ag, (2Vi, — VigA

M Ary [+ A, (Vi — 17tW€t) + Ar, (2Vy5, — VnthAt) + Ag, (2Vyp, — nthA t) + S|
(D.353)

pedt _ ;[ Any, (2Vin, = Vinat) + As, (2VSs ZtSwAt)-I_AEW(ZVzEW — ViEAt)

P Ae [+ Ay, (Vi — VER)+AR, (2Vi, — VL) +AR, (2Vis, — Vi) +S,]
(D.354)

On remarque que les pseudos vitesses sont des vitesses calculées sans les différences de
pression dans les sources. Ces pseudos vitesses sont calculés au temps (t+At) dans les
volumes finis, avec les vitesses a des temps précédents (t-At) et le schéma d’Adam-
Bashforth parce que les vitesses au temps (t+At) sont inconnues.

Les relations entre les vitesses et les pseudos vitesses sont :

t+At t+At
t+AL _ eHAt 4 (Pp 2t =Py") hapyANPAZP _ t+At pt+at t+At
VEFAE = LA+ " + (PEHAE — PEMAY) dp, (D.355)
u
t+At t+At
tHAL _ etAt 4 (Pp™* =Pg"™") hip DepAzp _ t+At pL+at t+At
Vit = VI3ht + " = VIS0 + (PS8 — PEYAY) dp, (D.356)

v

yLrat _ Vt+At (PE*A=PE"™") hapy hopy Aepnp Vt+At + (Pt+At _Pt+At) d (D.357)
P F Pw

ZPy, APW

Compte tenu de la correspondance des positions du maillage typique et des maillages

décalés, ces équations sont réécrites :

LAt — I7E%+At + (P1§+At _ P16+At) d, (D.358)
VAL = LAt 4 (PLHAt — pE¥ar) g, (D.359)
Vt+At — t+At ( pL+at _ P£+At) d; (D.360)

Aussi, il est déduit que :
Vt+At Vt+At + (P§+At _ P1§+At) ds (D361)
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Vntv-vFAt — Vrltv-\I/-At + (PVtV+At _ P£+At) dw (D362)
Virht = Vit + (P2 — PE2Y) d,, (D.363)
L’utilisation de six équations précédentes (D.358)-(D.363), dans 1’équation de la
discrétisation de la continuité (D.7), nous donne une équation de discrétisation de la pression
sous la forme standard :

ApPE+At = AyPEM + AP + Ag PEHA + Ay PAY + ApPEYA + ApPETA + 5 (D.364)

Avec :

Ay = hy,AnpAzpd, (D.365)
As = hyAnpAzpdy (D.366)
Ap = hy,AepAzpd, (D.367)
Ay = hyyAepAzpd,, (D.368)
Ap = hyphypAcpAnpd; (D.369)
Ap = hyphypAcpAnpdy, (D.370)
Ap = Ay + As + A + Ay + Ap + A (D.371)

S = (h2517sts+M - h2nl7s§1+At)A77PAZP + (h1w17n§fvmt - h1el7nte+At)A5PAZP
+(hiphop Vgt — h1fh2f‘7zt;At)A5PA77P (D.372)

Donc si on a les pseudos vitesses, on peut calculer la source S et donc la pression. Sachant
que les pseudos vitesses sont calculées avec des approximations de la vitesse, appelées
estimations de la vitesse, la pression calculée ne peut étre considérée qu’une estimation de
la pression qui nécessite une correction. Si cette estimation de la pression est utilisée dans
les équations de discrétisation des quantités de mouvement, on obtient un champ de vitesse
qui est une nouvelle estimation qui nécessite une correction. Il est clair que pour I’obtention
d’un champ de pression correct, il faut un champ de vitesse correcte et vice-versa.
Evidemment, les corrections de vitesse et de pression sont liées. A un point donné, la
correction de la vitesse est liée aux corrections des vitesses des points adjacents et des
corrections de pression. Mais il y’a une méthode qui lie la correction de la vitesse a un point
aux seules corrections de la pression. Cette méthode est au coeur de 1’algorithme SIMPLER
utilisé dans nos calculs et qui sera présenté plus tard. Avec cette méthode, on détermine une
équation de correction de la pression ; et une fois la correction de la pression obtenue, elle
est directement utilisée pour corriger le champ de vitesse. Les relations entre les estimations
et les corrections de vitesse et de pression sont définies par :

At — rt+At 4 pyrt+At (D.373)
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Pt+At — P*t+At + Plt+At

Tel que :

VAL est la vitesse correcte.
V*E+AL: est ’estimation de la vitesse & corriger.
V't+AL: est la correction de la vitesse.

Pt*At: est la pression correcte.

P*t+At: est I’estimation de la pression a corriger.

P't*At: est la correction de la pression.

(D.374)

On introduit les corrections de vitesse (fonctions seulement des corrections de pression)

comme suit :
t+At _ *t+At t+At t+At

Vsn - Vsn + (PIID - PI(I ) dn
t+At _ *t+At 1t+At 1t+At

Vss - Vss + (PS - PP ) ds
t+At _ *t+At 1t+At 1t+At

Vne - Vne + (PP — Pg ) de

%@-At — Vn*;f/+At 4+ (P$+At _ P[l)t+At) dw
t+At _ t+At 1t+At 1t+At

sz - Z*f + (PP - PF ) df

t+At _ yrxt+At 1t+At 1t+At
Vit = Vgt + (P8 — P dy,

(D.375)
(D.376)
(D.377)
(D.378)
(D.379)
(D.380)

Si ces six derniéres équations (D.375)-(D.380) sont utilisées dans I’équation de discrétisation

de continuité (D.7), on obtient une équation de discrétisation de la correction de pression :
ApP/at+At — ANPI(It+At +A5P§t+At +AEPét+At+AWPI;l§+At +AFPI:'t+At +ABPét+At +Sl

Avec :

Ay = honlnplAzpd,

Ag = hysAnpAzpds

Ap = hy,AepAzpd,

Ay = hyy,AcpAzpd,,

Ap = hy.AepAzpd,

Ap = hyphyrAepAnpd;

Ap = hyphypAepAnpd,,

Ap = Ay + As + Ap + Ay + Ap + Ap

S = (hosVed A — hynVat ¥ AnpAzp + (hyy V™ — hy

+(hiphapVes ™ — hlthfV;]E+At)ASPA77P
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La solution séquentielle des systemes d’équations linéaires des variables dépendantes
(composantes des vitesses, pression et température) et les mises & jour des propriétés
physiques (viscosité et conductivité thermique) suivent 1’algorithme SIMPLER dont les
étapes sont citées ci-apres :

1. Initialisation (ou mise a jour) des vitesses, de la température et propriétés physiques :
Vgt, Vgt_At, Vnt, Vnt_At, Vzti VZt_At, Tt, Tt—At’ Kt, Kt—At’ ,utet ’ut—At_

2. Calcul des coefficients des équations de discrétisation des vitesses.

3. Calcul des pseudos vitesses.

4. Les pseudos vitesses sont utilisées dans la source de 1’équation de discrétisation
de pression. Cette derniére est résolue (a tous les points) pour obtenir un champ de pression
considéré comme une estimation.

5. Le champ de la pression estimée est utilisé dans les sources des équations de discrétisation
des vitesses. Ces derniéres sont résolues donnant un champ de vitesse considéré comme une
estimation de la vitesse a corriger.

6. Les estimations des vitesses sont utilisées dans la source de 1’équation de discrétisation
de la correction de la pression. Cette derniére est résolue pour obtenir un champ de la
correction de la pression.

7. La correction de la pression est utilisée pour corriger le champ de vitesse.

8. Le champ de vitesse corrigé est utilisé dans 1’équation de discrétisation d’énergie. Cette
derniere est résolue pour obtenir le champ de température.

9. Le champ thermique est utilisé pour le calcul des propriétés physiques variables : viscosité
et conductivité thermique.

10. On vérifie I’atteinte du régime permanent (stationnaire) caractérisé par I’invariance
temporelle de toutes les variables calculées et la satisfaction des bilans massique et
thermique globaux. Si le régime permanent est atteint, on arréte les calculs. Sinon, on

augmente le temps d’un pas (de temps) et on retourne a 1’étape 1.

11. Solution des systémes d’équations linéaires :

L’équation de discrétisation d’une variable représente un systéme d’équations linéaires. La
matrice des coefficients de ce systéeme est heptagonale. Compte tenu du nombre des
équations linéaires qui est égal au nombre des points du maillage, il est évident que les
méthodes classiques directes de la solution des systémes d’équations linéaires ne peuvent
étre utilisées. La capacité de stockage des coefficients de la matrice dépasse largement celle

des ordinateurs disponibles et bien sir, I’accumulation des erreurs d’arrondi des calculs
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inonde les calculs. La seule alternative est 1’utilisation de I'une des méthodes itératives
classiques. Nous avons fait le choix de la méthode de balayage dite : Sweeping Method.
Cette méthode consiste a transformer la solution du systéme d’équations heptagonal en trois
systémes tri diagonaux (équivalents), représentant les variations suivant les trois directions
des coordonnées. Ainsi, une itération du calcul est composée d’un balayage suivant la
direction &, un balayage suivant la direction n et un balayage suivant z.
Les balayages suivant les directions radiale et axiale impliquent 1’utilisation de 1’algorithme
classiqgue TDMA qui est directe et stable. Le balayage suivant la direction angulaire utilise
I’algorithme cyclique CTDMA qui tient compte de la périodicité suivant cette direction.
Dans ce qui suit, on présente un exemple d’application de la méthode du balayage a
I’équation d’énergie. Soit le systéme des équations linéaires représenté par 1’équation de la
discrétisation d’énergie :
ApTp = ANTy + AsTs + AT +Ay Ty + ApTr + AgTg + S (D.391)
Ce systéme est réécrit sous forme indicielle :
Ap(i,j,k)T(i,j, k) = Ay(i,j, k) TG+ 1,j,k)+As(i,j, k) TG —1,j,k)

+Ag(i,j, k) T(i,j, kkk)+Ay (i, j, k) T(,j, kk)

+Ap(i,7, k) T(,j+ 1, k)+Ag(i,j, k) T(i,j — 1,k) +S(i,j, k) (D.392)
I : est I’indice variable entre 1 et IL suivant la direction radiale e.
J : est ’indice variable entre 1 et JL suivant la direction axiale z.

k : est ’indice variable entre 1 et KL suivant la direction angulaire n.

_(k+1, sik# KL

kkk—{ 1 sik =KL (D.393)
_(k—=1,sik+1

kk—{ KL sik=1 (D.394)

Le systeme (D.392) est transformé en trois systémes :
Ap(i,j, k) T'(i,j, k) = Ay(i, j, K)T' (0 + 1,j, k)+As (0, j, K)T' (i — 1,j,k) + S'(i,j, k)
(D.395)
Ap(i,j, )T (i, j, k) = Ag(i,j, k)T (i, ], kkk)+Ay (i, ], k)T (0, j, kk) + S" (i,], k)
(D.396)
Ap(i,j, )T (i, j, k) = Ap(i,j, )T, j + 1, k)+Ag (i, 7, K)T"'(i,j — 1, k) + S"'(i, j, k)
(D.397)
Avec :
S'(i,j, k) = Ag(i,j, k)T, j, kkk)+Ay (i, j, )T, j, kk)+Ar G, j, KT, j + 1, k)
+A(i,j, k)T, j— 1, k) + S(i,j, k) (D.398)
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S"(i,j, k) = AN, j, )T (L + 1,j,k)+As (i, j, K)T' (0 — 1,j, k)+Ap (0, j, K)T'(i,j + 1, k)

+Ap (i, j, K)T'(i,j — 1,k) + S(i,j, k) (D.399)
S, g, k) = Ay G, j, T+ 1, j, k) +As(i, j, k)T (i — 1, j, k) + A (i, j, K)T" (i, j, kkk)
+A (i, )T (G, j, kk) + S(i, j, k) (D.400)

On remarque que les systemes (D.395) et (D.397) sont tri diagonaux et que le systéeme
(D.396) est tri diagonal cyclique. La solution itérative du systeme (D.392) est accomplie par
les solutions successives des systemes (D.395), (D.396) et (D.397). La solution du systeme
(D.395) donne les températures T'(i, j, k), celle du systéme (D. 396) donne les températures

n

T"(i,j, k) et celle du systéme (D.397) donne les températures T'"'(i, j, k). Les systemes tri
diagonaux (D.395) et (D.397) sont résolus avec 1’algorithme TDMA classique. On présente

son application au systeme (D.395). Ce dernier est réécrit sous la forme réduite :

a()T'(i,j, k) =bOT' (i + 1,j,k) + c(DT'(i —1,j,k) + d(i) (D.401)
Avec les correspondances :

a(i) =Ap(i,j, k) (D.402)
b(i) = Ay(i,j, k) (D.403)
c(i) = As(i, ), k) (D.404)
d() = S'(i,j, k) (D.405)

On rappelle que tous les a(i), b(i), c(@) et d(i), (i = 1,2, ... ... ,1L), sont connus.

On introduit la relation de récurrence suivante :

T'(i,j, k) =POT'(+1,j,k) + Q) (D.406)
Et donc :
T'G—1,j,k) =P —DT'(i,j,k)+Q@{—1) (D.407)

Utilisant cette équation dans 1’équation (D.401), on obtient apres réarrangement :

N b(D) . . c(DQU-1)+d (i)
O e@—cOPED] | (E+ 1)k + [a()-c()P@-1)] (D.408)

L’identité des équations (D.406) et (D.408) induit deux nouvelles relations de récurrence :
b(i)

P@) = AP (D.409)
QM) = % (D.410)
Avec les initialisations (sachant que c¢(1) = 0):

P(1) = % (D.411)
Q(D) = % (D.412)
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Avec les initialisations et les relations (D.409) et (D.410), tous les P(i) et les Q(i) sont
déterminés. Sachant que b(IL) = 0,

T'(IL,j, k) = Q(IL) (D.413)
Enfin, les températures T'(i,j, k), i=IL—1,IL—2,......,1, sont directement
déterminées de la relation (D.406).

Le systéeme tri diagonal cyclique (D. 396) est résolu avec I’algorithme CTDMA. On présente
son application au systéme (D.396). Ce dernier est réécrit sous la forme réduite :

a(k)T"(i,j, k) = b(k)T"(i, ], kkk) + c(k)T" (i, j, kk) + d (k) (D.414)
Avec les correspondances :

a(k) = Ap(i,j, k) (D.415)
b(k) = Ag(i,j, k) (D.416)
c(k) = Aw (i, j, k) (D.417)
d(k) = S"(i,j, k) (D.418)

On rappelle que tous les a(k),b(k),c(k) etd(k), (k = 1,2, ...... ,KL), sont connus.
On divise 1’équation (D.414) par a(k):

e s (k) 7 (k) d(k)

On remarque, d’aprés cette équation, que les températures du premier et dernier point

ST (i, k) + 2 (D.419)

(suivant la direction angulaire) sont dépendantes comme le démontre 1’utilisation de k = 1

dans 1’équation suivante :

1"ee . b(1) s . c(1) s d(1)

@0 = 57", 2) + o 5T, KL + 25 (D.420)

On introduit la relation de récurrence suivante :

T"(i,j, k) = E(K)T" (i, j, kkk) + F(k)T"(i,j,KL) + G(k) (D.421)

Si k =1, on obtient :

T"(i,j,1) = E)T"(1,j,2) + F()T"(i,j,KL) + G(1) (D.422)

Par identification avec 1’équation (D.420), on a les initialisations :
_ b

E(1) = pren) (D.423)
_

F(1) = prey (D.424)
_ 4@

G(1) = pre) (D.425)

D’apres la récurrence de 1’équation (D.421) on a:

T"(i,j, kk) = E(kk)T"' (i, j, k) + F(kk)T" (i, j, KL) + G(kk) (D.426)
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On utilise la valeur de T''(i,j, kk) de I’équation (D.426) dans I’équation (D.414) et on
obtient :
a(k)T"(i,j, k) = b(k)T" (i, j, kkk)

+c(K)[EKK)T"(i,j, k) + F(kk)T"'(i,j, KL) + G(kk)] + d(k)  (D.427)

Cette équation (D.427) est réarrangée sous la forme :

Miik) = ——2W e c(k)F (kk) nee (k)G (kk)+d (kk)
TG k) = [a(k)=c(R)E (kk)] 1700, Kleke) + [a(l)—c(R)E (k)] T, KL) + [a(k)—c(R)E (k)]
(D.428)
De P’identité des équations (D.421) et (D.428) on déduit trois nouvelles relations de
récurrence :
__ bl
El) = la(k)—c(K)E (kk)] (D.429)
_ c(k)F(kk)
Fll = la(k)—c(K)E(kK)] (D.430)
G (k) = SWG Uk +d(ick) (D.431)

la(k)-c(k)E(kk)]

avec les initialisations des équations (D.423), (D.424) et (D.425) et les relations de
récurrence (D.429), (D.430) et (D.431), on détermine tous les E (k), F (k) et G(k) avec k =
2,3,4,..KL — 1.

Le développement algorithmique suit la détermination de la température T"' (i, j, KL), ce qui
rendra la récurrence (D.421) utilisable directement pour la détermination des autres
températures.

Détermination de T"'(i, j, KL) :

Avec la valeur k = KL dans I’équation (D.414), on a :

a(KL)T"(i,j,KL) = b(KL)T"(i,j,1) + ¢(KL)T"(i,j, KL — 1) + d(KL) (D.432)
On introduit les coefficients P(k), Q(k) et R(k) qui satisfont 1’équation :

P(R)T"(i,j,KL) = Q(k)T"(i,j, k) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(k) (D.433)
Pour k = 1, on obtient :

P(DT"(i,j,KL) = Q(T"(i,j,1) + c(KL)T"(i,j, KL — 1) + R(1) (D.434)
De la comparaison des équations (D.432) et (D.434), vient I’initialisation :

P(1) = a(KL) (D.435)
Q(1) = b(KL) (D.436)
R(1) = d(KL) (D.437)
Avec k = 1 dans I’équation (D.421),0na:

T'(i,j,1) = EQDT"(i,j,2) + F(DT"(,j,KL) + G(1) (D.438)
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On remplace ’expression de T''(i, j, 1) d’équation (D.438) dans 1’équation (D.434), et il
vient :
[P(1) — QDF(DIT"(i,j,KL) = QQDE(DT" (i}, 2)

+c(KL)T"(i,j,KL — 1) + Q(1)G(1) + R(1)  (D.439)
Avec k = 2 dans I’équation (D.433),0na:

P(2)T"(i,j,KL) = Q()T"(i,j,2) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2) (D.440)
De la comparaison des equations (D.439) et (D.440), on déduit :

P(2) =[P(1) — Q(DF (D] (D.441)
Q(2) = Q(ME) (D.442)
R(2) =Q(1)G(1) +R(1) (D.443)
Avec k = 2 dans I’équation (D.421),0na:

T"(i,j,2) = E(2)T"(i,j,3) + F(2)T"(,j,KL) + G(2) (D.444)
Avec k = 2 dans I’équation (D.433),0na:

P(2)T"(i,j,KL) = Q(2)T"(i,j,2) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2) (D.445)

On remplace I’expression de T"'(i, j, 2) de I’équation (D.444) dans 1’équation (D.445) et il
vient :
[P(2) = QRF()IT"(i,j,KL) = Q)E)T(1,J,3)

+ c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(2) + Q(2)G(2) (D.446)
Avec k = 3 dans 1’équation (D.433),0na:

P(3)T"(i,j,KL) = Q(3)T"(i,j,3) + c(KL)T"(i,j,KL — 1) + R(3) (D.447)
De la comparaison des équations (D.446) et (D.447), on déduit :

P(3) = [P(2) - Q(DF(2)] (D.448)
Q) =Q2E(2) (D.449)
R(3) =R(22)+Q(2)G(2) (D.450)

On peut continuer, avec I’incrémentation de 1’indice k, les procédures qui ont conduit a
I’obtention des équations (D.441), (D.442), (D.443), (D.448), (D.449) et (D.450) et la

conclusion tirée des résultats est 1’ensemble des relations de récurrence :

P(k)=[P(k—1)—Q(k—1F(k —1)] (D.451)
Qk) =Q(k—1E(k—-1) (D.452)
Rk)=R(k—1)+Qk —1)G(k —1) (D.453)
Pour k = 2,3,4,.......KL. Ces relations de récurrence sont initialisées par les relations des
équations (D.435), (D.436) et (D.437). Une fois que tous les coefficients
E(k),F(k),G(k),P(k),Q(k)etR(k) (k = 1,2, .......,KL) sont calculés, on peut déterminer
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la température T''(i,j, KL) et ensuite utiliser 1’équation (D.421) pour déterminer les
T"(i,j, k), k=KL—1,KL—-2,.... ,1.

Avec k = KL — 1 dans I’équation (D.433),0na:

P(KL —1T"(i,j,KL) = [Q(KL — 1) + ¢(KL)]T"(i,j,KL — 1) + R(KL — 1)  (D.454)
Avec k = KL — 1 dans I’équation (D.421),0na:

T"(i,j,KL —1) = [E(KL — 1) + F(KL — D]T"(i,j,KL) + G(KL — 1) (D.455)
On utilise I’équation (D.455) dans (D.454) et on obtient :

[Q(KL-1)+c(KL)]G(KL—1)+R(KL-1)

@, JKL) = [P(KL-1)-[Q(KL—-1)+c(KL)][E(KL—1)+F(KL-1)]]

(D.456)

12. Convergence :

A partir des conditions initiales, la marche dans le temps est continue jusqu’a I’atteinte du
régime permanent. En ce régime, les champs dynamique et thermique sont invariants dans
le temps. Dans tous les cas on a obtenu une trés bonne satisfaction des bilans massiques et
thermiques globaux (1’égalité des débits entrants et sortants).

La valeur du débit entrant est :

E= 14-
=0.8 ze

Débite = [" [ h,h, de dn = 9.13596 (D.457)

et celle du débit sortant est :

814-

Débits = [ [TV,  hyh, de dn (D.458)
qui varie suivant le cas considéré (voir le Tableau D.1).

La satisfaction du bilan thermique global est vérifiée par I’égalité des termes g4 €t g,.

f100f R 1

ePr

dn dz = 0.50439 (D.459)

q, exprime la puissance thermique donnée (par conduction) au fluide a travers la paroi du
cylindre elliptique intérieur. 1l est constant dans tous les cas considéres.

= [ [ s Ty hyhy de dn (D.460)
qui exprime la puissance thermique échangeée par convection a la sortie du conduit. Sa valeur

varie suivant les cas, comme il est précisé dans le Tableau D.1.
f100 f 1 B_T

Re Pr 0zlz—¢

qui exprime la puissance thermique échangée par conduction a I’entrée du conduit.

100 1 aT
f f Re Pr az 7=

hih, de dn (D.461)

h,hy de dn (D.462)
0

qui exprime la puissance thermique échangée par conduction a la sortie du conduit.

qs et g, sont égaux et négligeables dans tous les cas considérés (de 1’ordre de 0.00004).
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Dans le Tableau D.1, on rapporte que les valeurs absolues des différences relatives entre les
débits entrants et sortants et entre g, et g, ne dépassent pas 0.05% et 0.012%,
respectivement. Donc, on conclue que la satisfaction des bilans massiques et thermiques

globaux est obtenue avec une bonne précision.

Tableau D.1 Valeur de Débits, valeur absolue de la différence relative entre Débite et

Débits, valeur de g, et valeur absolue de la différence relative entre g, et g,.

9 Débits Débite—Débits q, qi— q>
Débite 0
0 9.13729 0.0145 % 0.50440 0.002 %
/6 9.13816 0.024 % 0.50438 0.002 %
/3 9.13952 0.039 % 0.50435 0.008 %
/2 9.14026 0.047 % 0.50433 0.012 %
- /6 9.13778 0.02 % 0.50434 0.009 %
-n/3 9.13615 0.002 % 0.50444 0.009 %
-1/2 9.13611 0.0016 % 0.50443 0.008 %
Annexe E
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Rappel mathematique sur les coordonnées elliptiques

La Figure E.1 représente les coordonnées elliptiques et cartésiennes sur un plan polaire.
Suivant la direction normale & ce plan (la direction axiale), les coordonnées elliptiques et
cartésiennes sont confondues. Les formules de transformation des coordonnées elliptiques

aux coordonnées cartésiennes sont les suivantes :

X = acoshecosn (E.1)
Y = asinh esinn (E.2)
Z=z (E.3)

Avec cosh ¢ et sinh ¢ les fonctions trigonometriques définies par :

cosh e = e£+2e_£ (E.4)

S_e—S

sinhe == (E.5)

2
et liées par les relations suivantes :
cosh? ¢ —sinh? e = 1 (E.6)

cos?n +sin?n =1 (E.7)

Xvy

Fig. E.1. Systemes de coordonnées elliptiques et cartésiennes sur un plan polaire

F et F' sont les foyers de 1’ellipse et a est sa demi distance focale. L’angle n augmente suivant

la direction antihoraire. On définit aussi le déterminant du Jacobien par :
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oX 0X 0X
de 0n 0z _ .
oY aY oYy asinhecosn —acoshesinn 0

jl = % o 0z acoshesinn asinhecosy 0| = a®(sinh?® € + sin®7)

0Z 0Z 0Z 0 0 1
de 0n 0z
(E.8)
Les coefficients métriques h,, h,, h; sont définis par :
ax\? ar\? 02\ ? —= —
h, = (E) + (5) + (5) = a\/smh €+ sin‘n (E.9)
_(ax\% | fav\? | (az\? _ —= —
h, = (%) + (5) + (%) = a\/smh € +sin?n (E.10)
ax\% . [(av\? = [8Z\>?
=) +G) +G) =1 (E11)
h,h, = a?(sinh?¢e + sin?n) (E.12)
Jhihy = a/sinh?e + sin2n = hy = h, (E.13)
Le déterminant du Jacobien s’écrit en fonction des coefficients métriques comme suit :
|]| = h1h2h3 = h1h2 - az (Sinhz &+ Sin2 77) (El4)

Le volume différentiel en coordonnées elliptiques est proportionnel au déterminant du
Jacobien :
dv=|j| dedndz = hih,dedndz (E.15)

La surface différentielle sur le plan polaire, est :

dS = hyh,de dn (E.16)
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Forced and Mixed Convection in an Horizontal and Inclined

Elliptical Annular Space Filled with Metal Foam

The three-dimensional laminar convection of water in aluminum metal foam annulus
between two confocal elliptic cylinders is presented. The 20 PPI aluminum foam is
considered a homogeneous and isotropic porous medium. The flow field is considered axial,
uniform and isothermal at the annulus entrance. The inner cylinder is uniformly heated and
the outer cylinder is adiabatic. In this study, we present two parts: the first one is an analytic
and a numerical solution of the thermally developing forced convection flow, with constant
physical properties; the results will be compared with those of the empty annulus to assess
the thermal performance of the used aluminum foam. The detailed mathematical and
physical aspects of the convection are presented and discussed. The heat transfer
enhancement by the use of the metal foam is demonstrated. For the considered controlling
parameters of the problem, it is found that the numerical thermal field reproduces the analytic
one. This reproduction is a validation of the numerical result and a demonstration of the
adequacy of the spatial resolution of the used numerical grid. The validation of the numerical
results of the considered forced convection is a prelude to the numerical simulation of the
mixed convection in an inclined annulus with fluid variable physical properties that is
presented in the second Part of this work. The results of the forced convection are considered
a reference state for those of the mixed convection. In the second part of this work, the slow
flow and the heat transfer through the porous annulus are modeled by the continuity
equation, the Darcy-Forchheimer-Brinkman flow model, accounting for the important
buoyancy, and the energy equation. In the temperature variation domain of this study, the
thermophysical properties of the water are functions of temperature while those of the
aluminum are constants. The model equations are numerically solved by a finite volume
numerical method with a second order accurate spatiotemporal discretization. From the
results obtained with the considered geometric, dynamic and thermal parameters, a small
negative annulus inclination is recommended to obtain an enhanced heat transfer close to
that of the horizontal annulus mounting while overcoming the total pressure drop. The
qualitative aspects of the results of this study are not limited to the specific used system; they

apply to any strong mixed convection system (with fluid variable physical properties), in a
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long enough and inclined conduit, filled with any porous medium that has an effective

thermal conductivity higher than that of the used liquid.

Keywords:
Forced convection, mixed convection, metal foam, variable properties, elliptical annulus,

horizontal, inclined, analytical model, numerical study, heat transfer.
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RESUME

La convection laminaire tridimensionnelle d'eau dans un espace annulaire rempli d’une mousse
métallique entre deux cylindres elliptiques confocaux est présentée. La mousse d'Aluminium 20 PPI est
considérée comme un milieu poreux homogene et isotrope. Le champ d'écoulement est considéré axial,
uniforme et isotherme a I'entrée de I'espace annulaire. Le cylindre intérieur est uniformément chauffé et
le cylindre extérieur est adiabatique. Dans cette étude, nous présentons deux parties : la premiére est une
solution analytique et numérique de la convection forcée d’un écoulement en développement thermique,
avec des propriétés physiques constantes ; les résultats obtenus seront comparés a ceux de I'espace
annulaire vide pour évaluer la performance thermique de la mousse d'aluminium utilisée. Les aspects
mathématiques et physiques détaillées de la convection sont présentés et discutes. L'amélioration du
transfert de chaleur par l'utilisation de la mousse métallique est démontrée. Pour les parametres de
contréle du probleme considéré, on constate que le champ thermique numérique reproduit I'analytique.
Cette reproduction est une validation du résultat numérique et une démonstration de 1’adéquation de la
résolution spatiale du maillage numérique utilisé. La validation des résultats numériques de la
convection forcée considérée est un prélude a la simulation numérique de la convection mixte dans un
espace annulaire incliné avec des propriétés physiques variables du fluide qui sera présenté dans la
deuxiéme partie de cette these. Les résultats de la convection forcée sont considérés comme un état de
référence pour ceux de la convection mixte. Dans la seconde partie, I’écoulement lent et le transfert de
chaleur a travers I'espace annulaire poreux sont modélisés par I'équation de continuité, le modéle
d’écoulement de Darcy-Forchheimer-Brinkmann, tenant compte de la flottabilit¢ importante et
I'équation d'énergie. Dans le domaine de variation de la température dans cette étude, les propriétés
thermophysiques de I'eau sont des fonctions de la température, tandis que ceux de l'aluminium sont des
constantes. Les équations du modéle sont résolues numériquement par la méthode numérique des
volumes finis avec une discrétisation spatiotemporelle précise du second ordre. A partir des résultats
obtenus avec les paramétres géométriques, dynamiques et thermiques considérés, une petite inclinaison
négative de I'espace annulaire est recommandée pour obtenir un transfert de chaleur amélioré proche de
celui de I’espace annulaire horizontal tout en surmontant la chute de pression totale. Les aspects
qualitatifs des résultats de cette étude ne sont pas limités au systeme utilisé spécifique ; ils ont appliqué
a tout systeme de convection mixte forte (avec des propriétés physiques du fluide variables), dans un
conduit incliné et assez long, rempli de tout milieu poreux qui a une conductivité thermique effective

supérieure a celle du liquide utiliseé.

Mots clés :
Convection forcée, convection mixte, mousse meétallique, espace annulaire, section elliptique,

horizontal, incliné, propriétés variables, modéle analytique, étude numérique, transfert thermique.

196



