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Préface

La théorie des cordes bosoniques est formulée dans un espace-temps de dimension D =
26 alors que les théories des cordes fermioniques et des supercordes sont formulées dans un
espace-temps de dimension D = 10. L’extension des deux premiéres dans le formalisme de
la paraquantification conduit a la possibilité de leur existence & des dimensions D autres
que 26 ou 10[2][3]

L’objet de ce travail consiste a explorer la question suivante : De la méme fagon que
I’extension paraquantique d’une théorie de corde critique a donné des paracorde critique a
des dimensions d’espace-temps exprimées en fonction de 'ordre de la paraquantification,
dans quelle mesure ’extension paraquantique d’une théorie de corde non critique restera
-t-elle non critique.

Dans le chapitre 01, on donnera une idée générale sur la théorie des cordes et le
formalisme paraquantique.

Dans le chapitre 02, on donnera une introduction générale sur la théorie des cordes
non critiques.

Dans le chapitre 03, on commencera 1’étude par le cas le plus général qui consistera a
considérer toutes les variables dynamiques (aussi bien , celle du centre de masse de la corde
que celle du spin de la corde et les modes) comme opérateurs obéissant & des relations
trilinéaires ( extension paraquantique des relations bilinéaires ), on écrira le formalisme
(les relations trilinéaires entre les variables dynamiques), on calculera le commutateur
de l’algebre de Poincaré aprés avoir fait une symétrisation du générateur de Lorentz (les
différents étapes de calcul sont développées dans les annexes A,B,C,D). Un calcul analogue
est aussi développé a travers la représentation de Green( certain développements de calcul
sont analogues aux annexes A,B,C,D), ou on montrera ensuite que les termes d’anomalie
sont équivalents pour les deux approches.

Dans le chapitre 04, on se penchera sur la question qui consiste & identifier ’origine
des différents termes de ’anomalie en considérant d’abord que S est un moment cinétique

satisfaisant la relation standard qu’on combinera avec les autres opérateurs & travers



I’hypothése de Ardalan et Mansouri sur 'opérateur moment cinétique, on construira le
formalisme dans ’espace de Green ( relations bilinéaires entre les variables dynamiques
), on développera le calcul de l'algébre de Poincaré (des annexes analogues a celles de
A.B,C,D sont nécessaires pour le développement des différentes étapes de calcul). Un
terme de I'anomalie est alors éliminé et donc son origine identifiée. On passera alors a
I’étape suivante qui consiste & considérer le moment cinétique S comme le spin de la
particule et de ce fait, S est une notion purement quantique et donc ne devrait pas
dépendre des coordonnées et des moments du centre de masse de la corde, ce qui se
traduit par le fait que S commute avec ces derniers. On écrira le formalisme (les relations
trilinéaires entre les variables dynamiques), on calculera le commutateur de l’algeébre de
Poincaré ( la méme remarque que précédemment pour les annexes). Un autre terme de
I’anomalie est alors éliminé et donc son origine identifiée.

Dans le chapitre 05, on imposera I’hypothése de Ardalan et Mansouri sur les coor-
données et les moments du centre de masse ot seuls les modes de la corde obéiront aux
relations trilinéaires, on construira le formalisme (les relations bilinéaires entre les va-
riables dynamiques), on calculera le commutateur de 1’algébre de Poincaré, 1’origine de ce
qui reste de ’anomalie éliminée est ainsi identifiée.

On terminera enfin par une conclusion.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des cordes :

I Introduction :

Dans la théorie quantique des champs, les particules sont représentées comme des
points dans l’espace-temps. La théorie des cordes est une généralisation de la théorie
quantique des champs ot les particules sont étendues a des objets a 1-dimension (cordes).
Les particules élémentaires correspondent aux différents modes de vibrations de la corde,
le principal avantage de cette description est qu’on a une seule corde représentant toutes
les particules, ceci est un point de départ attrayant pour espérer que la théorie des cordes
soit une bonne candidate pour unifier les quatres interactions fondamentales.

Cette idée a émergé a la fin des années 60 aprés plusieurs années d’études intensives
sur le modele dual des interactions fortes [28], mais autour de 1973, les intéressés par la
théorie des cordes sont devenus moins nombreux & cause de la découverte de Q.C.D.

La théorie du modele dual a conduit a l’existence d’une particule sans masse de spin
2, J.sherk et J.shwartz [28] ont associé cette particule au graviton. Le graviton étant le
responsable des interactions gravitationnelles, la théorie des cordes inclue la relativité
générale, c’est donc une autre raison pour dire que la théorie des cordes est une bonne
candidate pour unifier les quatres interactions. En effet, la théorie quantique des champs

a pu unifier les trois interactions (électromagnétique, faible, forte), et non la gravitation



qui est une théorie non renormalisable dans le cadre de la théorie quantique des champs.
En 1985, Green et Schwartz ont découvert la théorie des supercordes [23], qui introduit
la supersymetrie dans la théorie des cordes pour décrire les bosons et les fermions en méme

temps dans un espace-temps de dimension D=10.

II Cordes bosoniques :

I1.1 Particule relativiste :

Avant de traiter la corde relativiste, on commencera par étudier la particule relativiste
libre de masse m qui évolue dans I’espace-temps de Minkowski de dimension D. Lors de
son évolution, un objet 0-dimension décrit une ligne 1-dimension z* (7) dans ’espace-
temps, appelée “ligne d’univers” de la particule, qui est paramétrisée par la coordonnée
7. L’action de la particule de masse m est donnée par la longueur totale de la trajectoire de

celle ci dans ’espace-temps :

1
dzt dz¥ 2
——m | ds=-— d z 1.1
m/ 5 m/ T|: — dT ] (1.1)
ou 1, =diag(—++..+)
et =1 ... , D

l’action (1-1) est invariante par reparamétrisation.

le moment conjugué de z* (1) est :

oL
P,LL = —% (1’2)

I'invariance par reparamétrisation a pour conséquence la présence de la contrainte :

P2+ m? =0 (1.3)



I1.2 Action de Nambu Goto :

Dans le cas d’une corde, la généralisation de I’équation (1-1) & un objet de 1-dimension
consiste & prendre son action comme la surface du "world sheet" décrite par la corde, elle

a été postulée par Nambu Goto sous la forme :

1, 7 doar | (Xx7) = (X 2(X’)25 (1.4)
et )y, Aot [ (KX) - (%)

ou X* (o, 7) est la coordonnée de la corde, 7 est le parameétre d’évolution et o dénote

S =

les différents points de la corde.

o dXH dX*
X = et X' = 1.5
dr do (15)
la quantité T' = ﬁ a la dimension de la masse et représente la tension de la corde.

Cette action est invariante par reparamétrisation.

Equations du mouvement :

Les équations du mouvement pour la corde bosonique peuvent étre dérivées en appli-
quant le principe de moindre action, on obtient alors :
0 0L 0 0L
+

—- = ——— =0 1.6
aTaXM 803)(“ (1.6)

et la conditon aux bords :

oL
oX'm

=0 pour o =0,m (1.7)

le moment conjugué est défini par :

PH(o,T) = —a—.L (1.8)
0X,



on définit le moment d’energie total P* et le moment angulaire total M* par :

PH — /07r doP" (o, 7) (1.9)

M = / do (PPXY — PYX*) (1.10)
0
En utilisant (1-6), (1-7) et (1-8) on trouve les contraintes :

2 X/2 _ 0
- (1.11)
P“XL =0

qui sont le resultat de I’ invariance par reparamétrisation.
On peut choisir une jauge qui nous donne une forme plus simple pour les équations du

mouvements.Ce choix correspond a un systéme de coordonnées orthogonales verifiant :

. -2
XX'=0 e X'+X =0 (1.12)

la condition aux bords devient :

X" =0 pour o=0,7 (1.13)

les équations du mouvement sont alors :

X, (0.7) = X! (0,7) =0 (1.14)

la solution générale des équations du mouvements est :

X (o,7) = 2"+ 2a'p'r + \/_Z N {at (0) exp (—wnT) — ak* (0) exp (nT)} cos no

9



si on définit :

al = ak (0) exp (—nT)

avec :

al* = ah* (0) exp (wnT)

B ol
0

on peut ecrire (1-15) sous la forme :

— 1
X (o,7) =2"+afT + Z —akh exp (—wnT) cosno
n

n=1

le moment angulaire peut s’écrire :

o0
1
MW = ghp” — 2pt —a g - (o, ar —a” ok
n=1

les crochets de Poissons des variables dynamiques sont :

10

(1.15)

(1.16)

(I-17a)

(1.17b)

(1.17¢)

(1.17d)

(1.18)

(1.19)



Jauge covariante

{ar,p"} = g

!
{02} = 2a/ndp1mog"”

les générateurs de Virasoro sont exprimés par :

1 =
Ln - E nzzoo Oy Oy, = 0

et on choisit notre jauge de la fagon suivante :

—+00
Lo=H = o/p2 + Z OO,

m=1

De ce qui précede, on peut écrire la condition de “mass shell” comme :

“+o00
M= g =
=P = J Op—mOpmy
n=1

II.3 Quantification :

(1.20a)
(1.20b)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

On a deux méthodes de quantification ; la premiére est dans la jauge covariante et la

deuxiéme est dans la jauge transverse [23]

suit :

if =0

alors on a :

11

On considere les variables dynamiques z*,p, et o , comme des

opérateurs et leurs commutateurs sont donnés par le principe de correspondance comme



[z, p"] = g™ (1.24a)
[l al] = 2a'n8nimog"” (1.24b)

m

les générateurs de Virasoro sont maintenant des opérateurs définis comme :

L,, = Z Dt (1.25)

n=—oo

pour éliminer le probléme d’ambiguité d’ordre causé par le produit normal on remplace
Ly par Ly — a (0) .

L’algebre de Virasoro s’écrit alors :

(L, Lin) = (n—m) Ly + 1—27} (n® = 1) 6nm (1.26)

les états physiques obéissent aux contraintes de Virasoro de sorte que :

Lyl)y, = 0 n>1 (1.27a)
[Lo — a(0)][4),, = 0 (1.27b)

Le Hamiltonien et la condition de “mass-shell” équivalents a Ly = « (0) ont la forme :

+oo
H = op’+ ) a_pam—a(0) (1.28)
m=1
1 <2 o (0)
2
M = a Z a_ oy — 7 (129)
m=1

La covariance de cette quantification vient du fait que les opérateurs moment conjugué

P, et moment angulaire

12



MW = ghp” — gVph — ZZ % (ool — a” ok (1.30)
n=1

obéissent a l’algébre de Poincaré :

,p"] = 0 (1.31a)

!, M) = 1(g"p" — g"'p") (1.31b)

(M"Y MP?] = o (g"P MM — g"P M7 + gHo MY — g7 M*?) (1.31c¢)
Jauge transverse : la jauge transverse de la corde est donnée par les équations :

ot = QO‘/WZZLT
e — P
i T

=0

(1.32)

n,x" = 2a'n,ptT = const : sont des équations d’hyperplans fixés qui définissent les
lignes de coordonnées 7

n,PH = Ml

o
T
constante, et elle définit les lignes de coordonnées o

= const signifie que la densité du moment dans la direction 7, est

n,=(1,-1,0,0,0,....), n, est fixé et du genre lumiere
Ces équations signifient qu’'un filet de coordonnées est posé sur le world sheet on
introduit un systéme de coordonnées adéquat, dit systéme de coordonnées du cone de

lumiére :

U+ = L (U°+U"P™) et UY , i=1, D—2 (1.33)

V2

le produit scalaire est défini par :

13



UV =UV'-UV- -UV* (1.34)

La résolution des équations de contraintes dans cette jauge conduit & I’élimination
des variables dynamiques superflux. Comme conséquence, seules les variables dynamiques

zy,pT, 2, pl, ol al restent indépendantes. on peut alors postuler les crochets de Poisson

{zg. 0"} = -1 (1.35a)
{2'(o,7),p(6,7)} = 676(c—0) (1.35Db)
{ad,al} = —2ia"né"0,4mp (1.35¢)

dans cette jauge, les composantes M*~ du moment angulaire prennent la forme :

M~ =zp —a'p + \/—fAi (1.36)
p
avec
Ai:Zi:ai Ltr: :Zi(az Ltr_Ltr az‘) (137)
n#£0 n)0
et
L = 1 i cal ol (1.38)
n Ao/ Rt n—mn

Noton ici que c’est parceque les générateurs M~ sont cubiques en termes des oscil-
lateurs qu’une ambiguité d’ordre se manifeste aprés quantification, ce qui a pour consé-
quence l'apparition d’une anomalie dans le groupe de Lorentz .

En effet, M'~ contient des termes du type ( @’ ,a’ ') : un produit de trois opéra-

teurs qui ne commutent pas, c’est a dire qu’il ya une ambiguité d’ordre.

14



On exprime alors «,, de la maniére suivante :

S O
=3 (L — o (0) 0,,.0] (1.39)
la covariance de cette quantification serait satisfaite si ce n’est le commutateur [M*~, M7~

qui donne :

) 2ttt [ (w0~ 252) - (1252
(1.40)

{ D=2 (1.41)

cette valeur assure la liberté de notre théorie de ’état du ghost

I1.4 Cordes fermées :

En plus des conditions aux bords, on ajoute la proprieté de la périodicité de la coor-

donnée

X*(o,7)= X" (0 +7,7T) (1.42)
on peut alors écrire les solutions sous la forme :

Xt =XI"+ Xl (1.43)
avec

15



1 : =1
Xh(o,7) = =a'+ 5]0“ (1—0)+ %\/ 2a/ Z Hoﬁ,ﬁ exp [—2wn (7 — o)] (1.44a)
n=1

1
2
n L
Xi(o,7) = §m +§p (T4 0)

les générateurs de Virasoro sont :

1 <
L":§ _Z_ Oy, = 0
~ 1=
L, = 3 ;&nmam =0

e > aexp[-2m(r o) (L4db)
(1.45)
(1.46)

alors le Hamiltonien H aura l’expression suivante :

—+00

- 1 o
H=Ly+Ly= 3 Z(a_nozn + a_, o) (1.47)

n=1

La condition de “mass-shell” s’écrit :

+oo

M? =4 Z(oz_nan +a_,ap)
n=1
Quantification :

(1.48)

En plus des relations (1.24), on peut écrire les relations de commutations suivantes :

aball = 2a'n0nimog™”
n m )
o, @] =0

(1.49a)
(1.49b)

16



la condition de “mass-shell” devient :

+00 +0o0
M? =8 a_,a, —8a(0) =8 a_,a, — 8a(0) (1.50)
n=1 n=1

et les états physiques sont donnés par :

Lol¢),, = 0 n>1 (1.51a)
Loy, =0 n>1 (1.51b)

[Lo —a(0)] [¢),, = O (1.51c)
[Zo—a(o) W)y = O (1.51d)
(Lo — Lo) [}, = O (1.51e)

Cette théorie est libre de ghost pour D = 26 et « (0) = 2. Elle est aussi libre des états
de tachyons. Enfin, la particularité essentielle de la corde fermée est que le premier état

excité représente une particule sans masse de spin 2, qu’on associe au graviton.

IIT Cordes fermioniques :

Nous introduisons dés maintenant la version supersymétrique de la théorie des cordes.
En effet, cela permet d’abaisser la dimension de ’espace-temps et de définir des théories
ne comportant pas de tachyons.

Il existe deux maniéres d’introduire la supersymétrie en théorie des cordes, ou nous
construisons une supersymétrie sur le world sheet, modele de Ramond ou celui de Neuveu-

Shwartz, ou bien nous construisons une dans I’espace-temps, c’est le formalisme de Green-

Shwartz (GS) (supercorde) .

17



Formalisme (RNS) :
I’action supersymétrique s’écrit :

1 _
S =5 [ d*|0.X"0°X, — iy 0,

1) est un spineur de Majorana sur le world sheet est les matrices

0 —2 0 =2
70 = ;= ;o {4t =2
2 0 7 0

fournissent une représentation de l’algebre de Clifford a deux dimensions.

Dans cette base, le spineur 1 a pour composantes

¥
=
()

l'action (1.52) est invariante sous les transformations supersymétriques

écrites sous forme infinitésimale

SX" = E
S = —iy"0,X"e

(1.52)

(1.53)

(1.54)

suivantes,

(1.55a)
(1.55b)

€ est un spineur de Majorana constant. Les équations de mouvement s’écrivent :

811% =0
601% =0

en imposant les conditions aux bords :

18

(1.56a)
(1.56b)



Uy 0y — 1y 0v =0

nous avons les possibilités suivantes :

Py (T, m) +1ho (T, ) modele de Ramond
(T, m) = —y(7,7) modele de Neveu-Shwartz

Les solutions des équations (1.55.a), (1.55.b) sont données par :

pour Ramond :

vy = TZ dr e=n=o) avecn € Z , et dt =d",
¢111 _ Z du —in(T+0)

pour Neveu-Shwartz :

<
[=h<
I
- Sl
i Mg

wét _ Z bu —in(T+0)

Quantification :

Jauge covariante : les relations de commutations :

e ak] = —2a'ng" dnimo
[dﬁa d;%] = _gwjéern,O
[bﬁf, bg] = _guy5r+s,0

19

, 1
bﬁf e~in(r=o) avec 1 + 5 € Z et bt =",

(1.57)

(1.58a)
(1.58b)

(1.59a)

(1.59D)

(1.60a)

(1.60D)

(1.61a)
(1.61b)
(1.61c¢)



sont obtenues en utilisant les relations de commutations suivantes :

(X" (o,7),00X" (¢, 7)] = —7g"6 (0 — o) (1.62a)
(W4 (o,7), 000y (', 7)], = —7g"6ud (0 —0') (1.62b)
[(X¥ (o, 7), 0" (0", 7)] = 0 (1.62¢)
(00X (0,7),009" (o', 7)], = O (1.62d)

les générateurs de la superalgebre de Virasoro sont :

pour Ramond :

+o0 1
Z <n+ §m) D d_pdpn (1.63a)

n=—0oo

1 & 1
Lm = in; O_nOman +§

+o00
Fro = > o_ydmin (1.63b)

n=—oo

pour Neveu-Shwartz :

e 1 KX 1

L, = 5; o Qmin +§Tz_:oo (T—I— §m) D bpbmar (1.64a)
+00

Gy = Y a_pbm (1.64b)

le Hamiltonien s’ecrit :

+oo +oo

H = Jdp*+ Z Oy, + Z md_,,d, (R) (1.65a)
n=1 m=1
+oo +o0o

H = Jdp*+ Z a0y, + Z rb_,b, (N-S) (1.65Db)
n=1 r:%

20



les états physiques pour les deux modeéles sont définis par :

pour Ramond :

L,jY) = 0 n>0 (1.66a)
(Lo—a)[¢) = 0 (1.66b)
F.|v) = 0 (1.66¢)
Foly) = 0 (1.66d)
pour Neveu-Shwartz :
L,jY) = 0 n>0 (1.67a)
(Lo—a)|y) = 0  a>0 (1.67Db)
G.lv)y = 0 r>0 (1.67¢)
la condition de “mass-shell” s’ecrit sous la forme :
+o0 +oo
oM =D a_non+ Y md_pdy, (R) (1.68)
n=1 m=1
—+00 “+o00
oM =D oo, + Y rboyb, (N-S) (1.69)
n=1 T:%

de ce qui précéde, on voit bien que le modéle de Ramond décrit les fermions et le
modele de Neveu-Shwartz décrit les bosons. Ceci est le handicap majeur de ces théories.
la superalgebre de Virasoro est donnée par :

pour Ramond :

21



D
[Lma Ln] = (m - n) Lm+n + _m35m+n,0 (170&)

8
(L, F] = (%m - n> Friin (1.70b)
[Fr, Fuly = 2L + %Dm%mmo (1.70c)
pour Neveu-Shwartz :
[Ln, L] = (m —n) Liypgn + % (m® —m) Ggn0 (1.71a)
[Lm,G,] = <%m — n) Gmir (1.71Db)
GGl = 2t 3D (7= ) oo (1.71¢)

On notera enfin que dans cette jauge la covariance de la théorie est satisfaite .

Jauge transverse :

Les relations de commutations et d’anticommutations sont données par :

[l al] = 69n6pim (1.72a.)
[z7,p"] = (1.72b)
dy, &) = 6700 pm (R) (1.72¢)
(0L, 0]] = 690,44 (NS) (1.72d)

Les générateurs de Lorentz satisfont ’algébre de Poincaré pour les deux modéles, sauf
pour le commutateur [M*~, M7~] ou on trouve :

pour Ramond :

22



—+00

(M M) = -5 3 (ol 00 — o al) {n (%) + % <2a —~ %)1 (1.73)

(p+)* =

qui est critique pour les valeurs [23]

D=10 , a=- (R) (1.74)

il en est de méme pour le modeéle de (N-S) :

avec
D=10 , a=0 (N—-295)
ou
i i— R — i j j i
M~ = Mbos - %ﬁ nzzoo m:ZOO a, (dmfndin - dzn—ndm> (R) (175)
- i [ = = i (10 j i i
M~ = Mbos - QPﬁ Z Z a, (bn—rb?“ - sz*Tb’r) (N_S)) (176)

NnN=—0o0 r=—00

On conclue alors que I'introduction d’un champ fermionique n’a pas permis d’eliminer

Panomalie mais de diminuer son effet : D =26 — D = 10

IV Supercordes :

Comme la théorie des cordes fermioniques n’a pas unifié la description des bosons et

des fermions dans un seul espace de Fock, alors il faut construire une nouvelle théorie, c’est

la théorie des supercordes qui consiste a introduire la supersymétrie dans I’espace-temps,

son action est celle de Green Shwartz qui s’écrit sous la forme :
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S =5 +5, (1.77)

ou
1 B
Spos — S1 = - dodr\/gg9*" 11,114 (1.78)
m
avec :
I, = 9, X" — 0" T",0% (1.79)
0% : sont les composantes du spineur 04, a = 1,2[P/2

A =1,N dans le cas général, et dans le cas des supercordes A =1,2 .

S1 est invariante sous les transformations susy globales [23]

504 = 94eA 180
SXH = ieATrpA (1.80)

ou € est un spineur infinitésimal

Sy = . /dadT {—ieaﬁﬁaX“ (511“#8[391 - 921“#8592) * Gaﬁglwaaelg2ru8592} (1.81)

™

€ est le tenseur de levi-cévita et (o, 8) = (o, 7)
Le terme S5 a été introduit pour construire une théorie invariante locale.

le fait que Ss est invariant global nous conduit a la condition :

PR libg =0 (1.82)
cette derniére permet les possibilités suivantes :
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D=3 et 0 = spineur de Majorana

D=4 et 0 = spineur de Majorana ou Weyl
D=6 et 0 = spineur de Weyl

D=10 et 0 = spineur de Majorana et Weyl

la théorie quantique n’est possible qu’a D=10 de I’espace-temps.

Quantification dans la jauge transverse :

Une quantification covariante n’est plus possible; pour cela on quantifie seulement

dans la jauge transverse. On prend comme jauge le choix suivant :

rt¢* = 1t6? (1.83a)
Avec : I =(")*=0 (1.83b)
et c TE = i(ro + 1) (1.83c)

V2

pour avoir une description supersymétrique, il faut que le nombre N des composantes
fermioniques 6 soit égal au nombre des composantes X = 8.

comme on ne peut quantifier qu’a D=10, alors le nombre des composantes fermio-

niques est :
Dirac : N=32+32  Composantes complexes (CC)
Majorana : N=32+32 C réelles
Majorana-weyl : N=16+16 C réelles
Jauge transverse : N=8+8 C réelles
On-shell N=8 C réelles

Alors la condition“ on-shell” est celle qui équilibre le nombre des composantes fermio-
niques et bosoniques, elle impose les équations de Dirac sur les 6, c’est a dire on ajoute a
I’action bosonique une action de Dirac libre pour les variables S.

Avec la substitution y/pT6 — S notre action devient :
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1 | e
S=—— [ dodr (QlX’O“Xi — 5t pBaBSAa)
2

Avec: i,a=1,8 , A, B=1,2
S4 est un spineur a deux composante.

—Aa Bb ba BA

ST =(5T)7 ()7 ()

les équations du mouvements deviennent :

(0, +0,) 8" = 0
(0. —0,)8* =0
(2-02)X" =0

avec les conditions aux bords suivantes :

St 0,7) = S*(0,7)
St (m,r) = S*(m,71)

on obtient différents types de théories de supercordes qui sont :

(1.84)

(1.85)

(1.86a)
(1.86b)
(1.86¢)

(1.87a)
(1.87b)

Supercordes Type I : sont des supercordes fermées ou ouvertes avec la méme chiralité,

les solutions sont données par :

S (g, 7) = % Z St exp [—wn (T — o)

S (o,7) = % Z Stexp [—wn (T + 0)]
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ou :

[Ssv an} + = 5ab5n+m (189)

Supercordes fermées Type II (fermées) : sont des supercordes fermées ,on distingue

deux types a cause de la chiralité
(IIA) : ont des chiralité opposées
(IIB) : ont la méme chiralité

en prenant en considération la périodicité, les solutions prennent la forme

S (g, 7) = ZSgeXp[—Qm(T—J)] (1.90a)
nez
S*(o0,7) = > Stexp[-2mn(r + o) (1.90D)
nez
ou :
[3’;.52’;1} S - (1.91a)
B
[al.al)] = %0pim (1.91b)

la condition de “mass-shell” est :

-_n-n n

I =~ . .
M? = = Z o' o, +ns, se (1.92)
n=1

V Formalisme paraquantique :

Introduction :

L’une des principales taches de la mécanique quantique est de faire une description
unifiée et consistante de la dualité onde-corpuscule, cette derniére se manifeste dans deux

relations combinant ’aspect corpusculaire et ondulatoire de la matiére qui sont :
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condition de fréquence de Bohr :

hy = E1 - E2 (193)

Relation de DeBroglie

h
= v (1.94)
p|

I’onde est associée & A
La particule est associée & F et P

Les relations citées, précédemment proviennent directement de 1’équation du mouve-

ment de Heisenberg :

0A
—h=— = [AP 1.95
aqu [ M] ( )
nw o= 0,3

ou A est un observable arbitraire et H est le Hamiltonien ou I’énergie.

En prenant seulement la partie spatiale de 1’équation (1-95) on trouve :

—hVA = [A, P] (1.96)

ou :

P est 'opérateur moment

Considérons maintenant un systéme qui a son analogue classique, son Hamiltonien est
construit en termes des variables canoniques ¢; et p; H( ¢;, p;), pour faire la transition a
la théorie quantique ou la quantification du systéme, on réinterpréte g; et p; comme des

opérateurs satisfaisant les relations de commutations :
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[9,9;] = [pispj] =0 (1.97a)
[gispj] = hdy (1.97b)

la quantification canonique se résume en deux choses, la premiére est le principe de
correspondance, et la deuxiéme est les relations de commutations. Ces relations de com-
mutations sont suffisantes mais ¢a ne veut pas dire qu’elles sont uniques, mais seulement
une solution particuliére, c’est la paraquantification qui nous donne la solution générale.
On peut voir clairement cette généralisation ou paraquantification a travers le cas de

loscillateur harmonique [26]

Cas de l'oscillateur harmonique :

le Hamiltonien du systéme s’écrit :

H==p+4¢) (1.98)

N | —

d’ou les équations du mouvements sont :

{q_p (1.99)

p=-q
en appliquant le principe de correspondance & H, et en mettant A = ¢ dans I’équation du

mouvement de Heisenberg, on obtient :

o

si on se pose la question, quelle genre de relations de commutations existent entre p

et ¢, la réponse est la relation [¢, p] = ¢, mais elle n’est pas unique
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Il est plus convénient d’utiliser les opérateurs non hermitiques a,a™ définis comme

suit :

a = i(q—i—zp) (1.101a)

(¢ —p) (1.101b)

S-S

on redéfini le Hamiltonien en fonction de a,a™ de la fagcon suivante :

H=_(a"a+aa") =N (1.102)

N =

et les expressions (1-100) deviennent :

[a,N]=a, [a" N]=—-a* (1.103)

soient |n) les vecteurs propres de N tels que :

N =N,
n) n) (1.104)
(n|n') = 6pw
le spectre de N est :
N, = Ny +n avec Ny >0, neN (1.105)

en faisant la combinaison entre (1-104) et (1-105) on trouve les relations suivantes :

(Jan—1,0* + |anns1]?) (1.106)

N | —

N0+7'L =
avec :
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U = (n|a|n’)

la solution par récurrence de I’équation (1-106) est :

1
2No +n)2 n pair
i1 = Q)41 = (2N A ) e (1.107)
(1+n)2 n impair

a partir de (1.107) on voit que le commutateur [a,a™] est en général un opérateur tel

que :

2Ny n pair

<TL| [a7a+] |n,> = O { (1.108)

2(1 — Np) n impair

pour le cas Ny = % on trouve [a,a™] = 1, qui correspond aux relations de commutations
canoniques.
-pour le cas Ny = 1, on trouve aaa™ — a*aa = 2a, qui correspond a une relation

trilinéaire

soit () = 70, qu’on appellera ordre de la paraquantification, () = 1 correspond & la
quantification canonique [a,a™] = 1, de sorte que la paraquantification est une générali-
sation de la quantification.

Le cas de plusieurs oscillateurs :

On considére un systeme de plusieurs oscillateurs (bosoniques, fermioniques ) avec le

vide qui est défini comme suit :

010y = 1 (1.109a)
a0y = 0 Vk (1.109Db)
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les oscillateurs parabosoniques, ou parafermioniques vérifient les relations trilinéaires

suivantes [26]

[ak, [a;r,an]jJ = 20nay, (1.110a)
[ak, [af,a:]jJ = 20at F 20pma; (1.110D)
lax, [ar, an]] = 0 (1.110c)

avec la condition :

Le signe en haut correspond aux parafermions, et celui en bas aux parabosons.

La condition (1.111) fixe 'ordre de la paraquantification.

Les relations (1.110a) (1.110b) (1.110c) ne se suffisent pas a elles seules "self-contained".

Le probléme qui se pose est que plus () augmente et plus les relations se compliquent,
la solutions a ce probléme est donné par Green, en utilisant une décomposition appelée

décomposition de Green comme suit :

Q
a =Y a (1.112)
a=1

avec a\® |0) = 0

en remplacant (1.112) dans (1.110) on trouve :

[a;(f)val(a”_i _ 5 (1.113a)
[a,(f),al(“)_i -0 (1.113b)
7o) = [a?e?] =0 (a#p) (1.113¢)



on voit bien que cette décomposition nous facilite les calculs .

L’extension des cordes critiques aux formalisme de la paraquantification a d’abord été
étudiée par Ardalan et Mansouri & travers leurs hypothése sur le centre de masse de la
corde [1] et ensuite par d’autre auteurs [2][3] en dehors de cette hypothése. Le résultat
essentiel obtenu est le fait que ces paracordes restent critiques :

En effet on peut résumer ces travaux comme suit :

Aprés paraquantification dans la jauge transverse on peut citer les résultats suivants :

1)pour le cas parabosonique[2] :

comme résultat :

. 4 - . . S D -2 1 1
1— - — (2 _ J (2 _ - = _ =
(M, M) = o) ; <[o¢7ma{1]+ [oz_n,oznh) { 2n+Q 15 (n n) +2a(0) -
(1.114)
En conclusion pour avoir [M*~, M7~] = 0, I’équation (1.114 ) donne :
24
D=2+
Q (1.115)
a(0)=1

La théorie des cordes parabosonique est donc critique pour les dimensions D = 2 + %
2)Pour le cas parafermioniques|3][4] :

Comme résultat :
e 0] = e {302 ([0t = o 0t], ) [QP2 (n—3) + % — 1]
=30 (0] = b)) (@552 1) (2 = 3) + 20— 1] }(1.116)
]

On est donc conduit & conclure que, pour avoir [M*~, M7~] =0 , on doit avoir :
D=2+3%
{ Q (1.117)
1
a=3

On conclu alors que la théorie des cordes parafermionique est critique pour la dimension
- 8
D=2+ 0
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3)Pour les parasupercordes[3][4] :

Une théorie consistante est construite pour différentes dimensions critiques de I’espace
-temps. En effet, on sait que la théorie des supercordes est uniquement définie & D=10.
Dans le cas des parasupercordes, les quatre dimensions d’espace-temps (D=3, 4, 6, 10)
pour lesquelles sont formulées les supercordes classiques, survivent.

4) Pour les cordes Hétérotiques [5][6] :

En plus du cas ordinaire (26,10) pour les dimensions d’espace-temps pour lesquelles
sont formulées les cordes hétérotiques, pour la théorie des paracordes hétérotiques, seul

survit le cas (14,6) qui est construit a partir du seul groupe possible ES8.
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Chapitre 2

Cordes non critiques :

I Introduction :

Cordes non critiques

Introduction :

Le modeéle de la corde relativiste a été proposé pour la premiere fois des 1970 par
Nambu, Goto et Hara. [28]. Le premier objectif était la description de la construction
interne de particules & travers les interactions fortes : les hadrons; en particulier, I’expli-
cation du spectre masse-spin des hadrons. Bien aprés, la communauté scientifique découvre
que bien des problémes en physique des particules peuvent étre résolus si la théorie des
cordes était a 4 dimensions d’espace-temps. En effet, cette théorie présente de sérieuses
difficultés : toute quantification détruit les symétries classiques!!

Il est bien connu que la quantification des cordes crée des anomalies détruisant ainsi
les symétries classiques. Exception faite pour une théorie formulée pour une valeur cri-
tique de l’espace-temps d=26 pour laquelle les anomalies sont absente. Pour construire
une théorie & 4 dimensions imposée par les applications physiques, on a souvent recours a
des degrés de liberté additionnels comme les champs fermioniques se propageant le long
de la surface d’univers et dont la contribution est I’élimination des anomalies & des di-

mensions inférieures. Cette approche peut étre combinée avec une autre idée qui consiste
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a considérer certaines des dimensions comme des coordonnées sur des espaces compactes
de tailles tres petites. Une autre théorie de cordes a vu le jour des le milieu des années 90,
elle consiste en une autre méthode de quantification qui n’a recours ni aux dimensions ni
aux degrés de liberté supplémentaires! et qui est basée sur I'idée qui consiste a affirmer
que les anomalies en question ne sont pas des propriétés de la corde elle-méme mais seule-
ment une conséquence du choix inconvenable des variables a quantifier. Pour contourner
cette situation, la solution serait d’exprimer toutes les corrélations physiques importantes
sous forme de fonctions simples de variables indépendantes & travers des transformations
canoniques en mécanique classique de sorte que les corrélations soient reconduites en mé-
canique quantique. Il s’avere alors que pour que la covariance de Lorentz de la théorie soit
maintenue en mécanique quantique, il suffit que le « spin de la corde » soit une variable
indépendante ! C’est la théorie de la corde non critique [9][20]. Pour bien identifier 'origine
du probléme, il est utile de rappeler ces quelques concepts généraux de la quantification.
En effet, a partir d’un ensemble de variables classiques prédéfinies (associées a un systéme
physique), quantifier ce systéme consiste a faire correspondre & ces variables classiques
des opérateurs vérifiant le principe de correspondance suivant : ih {f, g} — [ 1, g} .11 est
bien connu que ce principe de correspondance ne peut étre appliqué a toutes les variables
dynamiques de la théorie! Cette propriété est reliée a ’ambiguité d’ordre entre opérateurs
non commutant ! En effet, considérons par exemple deux ensembles de variables classiques
reliées par une transformation non linéaire : a; < b;. Si le principe de correspondance est
satisfait pour a; : ith{a;,a;} — [a;,a;] alors le commutateur [l;i(d),[;j(a)] peut contenir
des ambiguités d’ordre, ce qui crée des termes d’anomalie dans [Z;Z, I;]] absents dans le

crochet de Poisson{lgi, 53} La présence des ces anomalies peut conduire a de sérieux pro-
blémes, spécialement quant les b; représentent les générateurs de symétries fondamentales
du systéme ( par exemple la symétrie de Lorentz). Maintenant, si le principe de corres-

pondance est satisfait pour les b;, c’est-a-dire si le commutateur [ZA)“ I;J] est directement

postulé a partir des crochets de Poisson {ISZ, 33} (donc ne présente aucune anomalie),

I’anomalie peut apparaitre dans le commutateur [di(l;), dj(i))]. Il est possible cependant,
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par un choix judicieux, que les variables a; ne soient plus nécessaires car le role de la

variable interne a; est joué par une autre variable ¢, de sorte que [ﬁi, 19 j] ne contienne

plus d’anomalies! Notons cependant que méme si les anomalies sont exclues de [31, 13]}

N

et [éz,é’ j], on est souvent confronté & un 3éme ensemble de variables ¢; hautement non
linéaires en termes des variables indépendantes de sorte que [¢;, ¢;], contienne 'anomalie
(c’est le cas de I'algebre des contraintes). On dit qu’il ya transfert de ’anomalie de [@l, I;j}
vers [¢;, ¢;] il est cependant beaucoup moins grave que ces anomalies soient présentes dans
I’algebre des contraintes que dans celle de Poincaré.

En résumé :

Dans la pratique, 'objectif est de sélectionner une base convenable de variables in-
dépendantes, ol la quantification est réalisée en essayant de garder tous les générateurs
de symétries fondamentales comme des fonctions simples de variables indépendantes et
donc d’éviter l'apparition d’anomalies dans leurs commutateurs! (exactement, comme
pour les crochets de Poisson). L’application de ce raisonnement a la théorie des cordes
nous ameéne & d’abord identifier I'origine du probléme. En effet dans I’approche standard
de la quantification de la théorie, la jauge du cone de lumiére relie la paramétrisation de
la surface d’univers de la corde & un certain vecteur constant du genre lumiére et donc
non dynamique comme par exemple n, = (1,—1,0,0,...), appelé axe de la jauge. C’est
parce qu’une transformation de Lorentz change la position de la surface d’univers de la
corde par rapport a cet axe fixe qu’elle est suivie par une reparamétrisation de la surface
d’univers. Au niveau quantique, le groupe de symétrie de reparamétrisation présente une
anomalie, qui apparait alors dans le groupe de Lorentz, ce qui viole la covariance de Lo-
rentz de la théorie. Pour éviter ce probléme, 'idée est simplement de connecter 'axe de
jauge avec un certain vecteur dynamique de la corde. Dans ce cas, les transformations de
Lorentz déplace en méme temps 'axe de la jauge avec la surface d’univers de sorte que la
paramétrisation de la surface d’univers n’est pas altérée. Dans cette approche, le groupe
de Lorentz ne présente plus d’anomalie !

Pour mettre en pratique cette idée, I'introduction des ingrédients suivants est néces-
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II Aspect classique de la théorie des cordes non cri-
tiques :

En théorie des cordes, deux parameétres décrivent le world sheet X* (o, 7), le parameétre
o € [0, 7] dénote les différents points de la cordes, alors que T € |—00, +00] est le paramétre
d’évolution. Un point dans 'espace des phases est décrit par les coordonnées X* (o, 7) et

les moments conjugués P, (o, 7). I'action est donnée sous la forme :

“+o00 s
A= / dT/ doL (2.1)
—00 0

avec

N

L- [(XX')2 - (X)2 (X’)Q] (2.2)

ou

_ox
- or

09X

X X = (2.3)

I’invariance par reparamétrisation de ’action se traduit par la présence de contraintes qui

ont la forme suivante :

d = X'X=0 (2.4a)
.2
P = X?+X =0 (2.4Db)

les crochets de Poisson sont définis de la facon suivante :

{Xu(0,7),Pu(3,7)} = g (0 = 7) (2.5)
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les contraintes sont responsable des transformations suivantes :

Ainsi, ®; assure le déplacement le long de la corde 0 X || X', et @5 assure le déplacement
en direction de P c’est-a-dire orthogonal a la corde 6X || P L X" .

De sorte que, ensemble, les deux contraintes générent tous les déplacements possibles
sur le W.S, en d’autres termes, toutes les reparametrisations possibles.

D’autre part, on sait que le hamiltonien H de tout systéme relativiste soumis & des

contraintes de ce type est identiquement nul : H = 0, on écrit alors H sous la forme :

H = /7T do(Vig, + Vagy) (2.6)
0

ou Vj et V5 sont des multiplicateurs de Lagrange .
Un choix convenable de la jauge (jauge orthogonale), et qui correspond a V; = 0 et

Vo =1, permet de linéariser les équations du mouvement sous la forme :

X={X,H}=P ,P={P,H =X =X-X =0 (2.7)

I’équation du mouvement représente une équation d’onde a 2-dimensions qui a pour

solution
X = Fltr+o0)+G(t—o0) (2.8a)
P = X=Fl(r+0)+G(r—o0) (2.8b)

L’ingrédient essentiel de cette nouvelle théorie consiste en une fonction @, (o, 7) qu’on
appellera : courbe de support de la corde et qui sera reliée aux coordonnées X, (o, 7) et
aux moments P, (o, 7) de la corde de sorte qu’on puisse reconstruire entiérement la surface
d’univers de la corde uniquement & partir de cette fonction

Etudions alors les propriétés suivantes des fonctions F, G :

les équations (2.4a), (2.4b), (2.8a)et (2.8b) conduisent aux résultatz suivants :
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1) les équations de contraintes

2)a partir des conditions aux bords X (0,7) =0et X (m,7) = 0, on peut respectivement
écrire :
lorsque 0 = 0, (2.8a) donne F'(7) = G(7)

lorsque o = 7, la relation (2.8a) donne :

F=(r+2r)=F(r)+p (2.10)

D’autre part :
en utilisant(2.8a), on peut écrire :
X(0,0) = F(0) + F(—0) et P(c,0) = F(0) + F(—0) pour o € [0,7], de sorte qu’on

puisse faire un prolongement par continuité pour o , o €] — 0o, +00[ et définir :

F(+o) = %(X(U,O) + /0 " d5p(5,0)) (2.11)

D’un autre coté, rappelons que F' est associé a la trajectoire d’une extrémité de la
corde a travers la relation :
X(0,7)=2F(r) = F(oc+71)=3X(0,0+7)

Par substitution dans (2.8a), on peut écrire :

[(X(0,74+0)+ X(0,7 — 0)]
2

X(o,7) = (2.12)

cette représentation du W.S est tres utile pour I’analyse qui va suivre car elle consistera

a réécrire la mécanique complétement en termes de trajectoire de un des bords de la corde
(0 =0)
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En effet si on remplace X (o) et P(o) par une seule fonction Q(c) = 2F', qu’on appellera

"courbe de support" alors :

Qo) = X(o)+ /0 " 45P(5) (2.13a)
Xo) - Q) +Qt=0) o1
ploy = Q)+ Qo) 10
X(o1,00) = <Q(01)+2Q(_02)) (2.13.d)

et (o) prendra les propriétés de F' :
1-si on remplace (2.13b), (2.13¢) dans (2.4a) on obtient :

XX — Q(o) +2Q<_U).Q(U) _QQ(_U) —0= QQ(O') _ Q2(—U)

de méme si on remplace(2.13b), (2.13¢) dans (2.4b) on obtient :
Xg + XQ _ (Q(U) —|—2Q(—0'))2 + (Q(0-> _ZQ(_U))z — 0= Q2(O') -0
de sorte que ces relations soient équivalentes au contraintes de virasoro
2- Q(o) est périodique : Q(o + 27) — Q(0) = 2p

3-le world sheet est construit a partir de (o) de la fagon suivante :

Q(01) + Q(02)
2

X(o,1) = (2.14)

avec :012 =T=+Xo0

Géomeétriquement, la relation (2.14) veut dire que le world sheet est construit a partir
de la courbe de support de la maniére suivante : on prend deux points de la courbe, on les
relie avec un segment de droite. Le milieu de ce segment représente un point du W.S. Si
on refait ceci pour toutes les paires de points possibles, on construit entierement le world

sheet, la figure ci apres nous illustre ceci.



figure (05) : la construction géométrique du world sheet a partir de la courbe de
support

Les crochets de poissons de (), (0) sont obtenu, en écrivant @), (o) en fonction de X* (o)
et P,(0)a travers la relation (2.13a), on obtient :
{Qu(01),Qu(02)} = {X o1 —i—f d0177 (1), X, (02 +f002 dos P, (&2)}
= {Xu (01), 0 *dosP, 62 }+ {fo do1P,(61), X (02)}
= Jo do2{Xu(01), Pu(62)} + fg " do1 {Pu(61), X (02)}
en utilisant (2.5) on aura :
{Qu(01),Qu(02)} = [ d629,u6(01 — G2) — [ dG19,,0(51 — 02)
la relation(2.17) nous condult enfin a :
{Qu(01),Qu(02)} = —guwi(01 — 02) — g (o1 — 02) — I(01) + I(—02)
= —29uu19(<71 - 02)

{Qu(0),Qu(5)} = —2g,,0(0 — &) (2.15)
o 1
9(o) = [%} +3 (2.16)
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et :

Do) = 6(0) (2.17)

la forme symplectique correspondant aux crochets de poisson(2.15) s’écrit [9][12] :

1 1 2

0= §dpﬂ A dQ,(0) + Z_l/ dod@Q', (o) A Qu(o) (2.18)
0
En remplacons X* (o), P,(c) par leurs expressions en fonctions des modes o], , a*
dans Q(0) = X(0) + [, d6'P(d) on trouve Q, (o) en fonction de ces derniers :
X(o.7) = m(7) + = 3 (2.19)
0,7) =x,(7) + — —£ cosno :
’ a VT pord in
1 n
P.lo,T) = ﬁ;% cos no (2.20)
BN TP e Lo A

Qulo) =z, + g + N % —— expino (2.21)

on se place alors dans le référentiel du centre de masse et on introduit des tétrades de

vecteurs N (p), qui dépendent du moment total p, et qui ont les propriétés suivantes :

NﬁNﬁ = ¢ = diag(1,—1,—1,—1)
NO— Pu (2.22)
I

VP

la courbe de support est décomposée sur les tétrades de la fagon suivante :

Qo) = N;Q%o0) (2.23)
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Jauge du cone de lumiére invariante de Lorentz : les contraintes de Virasoro
L, « Q?*(c) = 0 vérifiant 'algeébre de virasoro générent les reparametrisations de la courbe
de support. Pour choisir une parametrisation spécifique de cette courbe, on est amené

a fixer une jauge : la jauge du cone de lumiére. On introduit alors la parametrisation

suivante :
Q%(0) = Q*(0) + /004 do'a®(o") (2.24)
a®(0) = {#é N R /P /B U PP #é T a(@)?)
(2.25)
et :

a(o) = \/gz a, exp(—ino) (2.26)

n#0
et €}, : est une base orthonormée dans le référentiel du centre de masse.

on aura les composantes transverses de la fagon suivante : la composante Q" (o) déduite
de (2.20) et (2.21)

Q" (0) =Q"(0) + % %20 (2.27)

correspond & la jauge du cone de lumiere, Q* (o) = n,;Q,(0) correspondant a I'axe
de la jauge n, = \%(N 2 — NZ@%). Remarquons alors que la différence fondamentale par
rapport a approche standard est que maintenant, I’axe de la jauge est dynamique (eg est
dynamique ). Par substitution de cette parametrisation dans (2.16) on obtient la forme

symplectique suivante :
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1 1
Q=dp, NdZ, + E Eda}z A day, + §d€i Nd(§ % €) (2.28)
k£0

ou :

1
-
*9y/p2?

I = 8N,fg—]lgfsont les symboles de christoffel

py est le conjugué de 7, .

| dre@)@ulo) = (E = 1)p) + e (2.20)

27 o
S = —1/ da/ do'd(o) x d(o’) (2.30)
4 Jo 0

est le moment orbital de la corde dans le référentiel du centre de masse, obéissent
aux conditions d’intégrabilité {(8,I'7 — 9,1 4+ TITY —TUTY = 0) + (. — v,p) + (p —
o, p)+ (u—v,p—o0)=0}

La relation (2,28) correspond aux crochets de poisson suivants :

{Zuapu} = Gu (2.31&)
{S', 57} = —eitsk (2.31c)
{S'el} = —eFel (2.31d)

qui caractérisent ainsi un systéme mécanique défini par les variables dynamiques in-
dépendantes p,,, Z,, un ensemble infinie d’oscillateurs ay, aj, et (§ ,€1)

Conséquence : La parametrisation obtenue sur le W.S différe de celle de la jauge du
cone de lumiere de 'approche standard par l'introduction de 6 nouvelles variables dy-

namiques superflux (S, €;), prix & payer pour construire une jauge du cone de lumiere
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invariante de Lorentz. En effet, le fait que I'axe de la jauge est dynamique implique
qu’une transformation de Lorentz n’est pas suivie par une reparametrisation. Cette para-
metrisation inclut cependant trois contraintes de 1°7¢ classe qui proviennent de ’identité
S = %E[ZO] ou A est la surface orientée délimitée par le contour de la projection de la
courbe de support dans le référentiel du centre de masse qui est une courbe fermée et
dont les composantes peuvent s’écrire en terme des oscillateurs ay..

on peut alors définir trois contraintes :

X+ = S+ - A+ =0 (232&)
x. = S —A =0 (2.32b)
X3 = S3—A3=0 (2.32c)
ou :
A3 = ) Lora (2.33a)
n "
n#0
27T 1
Ay = 1/ Z kakanak+n (2.33b)
knk—i—n;ﬁO
2
A = 1/ 7T Z aka Qkin (2.33¢)
knkJrn;éO
X+ = X1EiXo (2.33d)
Sj: == SliZSQ (2336)

Une autre contrainte, conséquence de la périodecité de @),(0), peut étre obtenue de la

fagon suivante :

21
Qulo+2m) — Qu( ) =2p, = [, doa,(o)
On remplace a, (o) par son expression (2,26) on aura :

Pp = da\/7 D nto Gnp €Xp(—ino)
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dppt = — 27r do f D k0 Do Onpay exp(—ino) exp(iko)
= % fo "do D ont0 2okt Anpy fOQW doexpi(k —n)o

= % fo27r do Zf{;o Z;i“;o nyty 20

= %271’ Dm0 Ayl 2T

4p? =27 D k0 Any,
2

D7 "
% - Zn;ﬁO anQy,

De sorte que :

2T 2
za:/(mm@@ng—% (2.34)
0 Y

avec Lo =3, ,anay,

Ces contraintes de 1°¢ classe vérifient 1’algeébre suivante :

correspondant & la condition de “mass-shell”

{Xo;xi} = 0 (2.35a)
xox;} = € (2.35b)

et générent les transformations de jauge suivantes :

e\, responsable de déplacement d’argument Q(o) — Q(o + 7) (évolution de la corde

)1 responsable de la rotation des €; autour de €7,, . Dans ce cas , la direction de
I'axe de jauge n, change, et donc sera suivie par une reparamétrisation du world sheet .

e\ ; responsable de la rotation de €] et €, autour €3, cette transformation préserve
Q,(0) et les points du world sheet.

On peut alors a partir de I'expression générale M, :

A@:édd&ﬂ—&ﬂ) (2.36)
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obtenir le générateur de Lorentz suivant :

1 y P
M, = Zyup,) — §eijkr[ipy]sk + €N NJ S* (2.37)

M,,, est donc une fonction simple des variables (Z, p, S), qui sont indépendants, leurs
commutateurs sont postulés directement a partir des crochets de Poisson, ce qui a comme
conséquence directe dans le cas quantique : [M* M*?] est libre d’anomalie.

Notons cependant que ’anomalie n’a pas complétement disparue mais seulement trans-
férée du groupe de Lorentz vers le groupe des transformations de jauge (contraintes). En
effet, rappelons que dans l'approche standard, 'origine de ’anomalie provient du fait
que M*~ est cubique en termes des variables d’oscillateurs, cette situation n’est plus pré-
sente dans ce cas pour les générateurs de Lorentz mais elle apparait dans x;etyx, qui
sont cubiques en termes des variables d’oscillateurs. En quantifiant, leur algebre acquiert
exactement la méme anomalie qui figurait dans le groupe de Lorentz. Il est cependant
beaucoup moins paralysant d’avoir cette anomalie au niveau du groupe de jauge, en effet,
rappelons que par rapport aux six variables superflux introduites dans la théorie (§ ,€)
seulement trois contraintes x, = 0 sont imposées, qui éliminent directement 3 degrés de
liberté identifiant ainsi les trois autres qui restent, et qui traduisent le fait que toute ob-
servable physique est indépendante du choix des €;. Il reste alors & éliminer cette symétrie
de jauge résiduelle, en sélectionnant les conditions de fixation de jauge. Remarquons alors
que des conditions de fixation de jauge du type €3 = (1,0,0) nous raménent immeédiate-
ment a la jauge du cone de lumiéere standard présentant 'anomalie en question dans le
groupe de Lorentz. Il faut alors respecter 1'idée initiale qui consistait & prendre ’axe de la
jauge dynamique, et comme ’axe de la jauge est relié a é3, il faut donc relier le vecteur é3
a un autre vecteur dynamique du systéme, en 'occurrence on choisira éj || S. On choisira
alors deux jauges ¢, = S1 =0et ¢, = S =0

Ces contraintes sont des jauges uniquement pour Xy, X5, les contraintes x, et x5 com-
mutent avec les jauges dans leurs surfaces ¢p; = 0 et ¢, = 0, et la partie du spin dans

Pexpression de la forme symplectique (2,28), devient sous la forme :
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1 — —
La partie concernant 'oscillateur aura une structure complexe, qui deviendra simple
pour une configuration spéciale. Dans notre cas, on considérera la configuration a symétrie
axiale, c’est-a-dire la projection de la courbe de support sur le référentiel du centre du
masse aura une symétrie axiale. Cette configuration est équivalente a ’annulation de tous

les modes pairs [18][12]

ag, = ay, =0 (2.39)

on voit biens que dans ce cas, les contraintes y* = ,/2—7; > kmktn imp %akanahn =0

- _ 21 1 % % _ : : PERT P
et X~ =/% ank v imp 5RO Wk+n = 0 sont identiquement vérifi¢es, parce que tous les

termes ajayaj,,, sont nuls. Les nouveaux crochets de Poisson seront alors :

{Z,,p} = 9w (2.40a)
{an,a}} = ik, k,n sont impairs (2.40b)
{S', 87} = —ekgk (2.40c)

la différence qui se trouve entre ces crochets de Poisson et les anciens (2.19) est que
les indices des modes sont impairs.

L’opérateur a®(o) devient :

*g) = Lp—z a(o)? iaae‘ a*(o)et r p—Z— UCL*U§
(0) = | 3G + o), a0l +a'(0)) + T~ alo))
(2.41)
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2
a(o) = \/; Z Ay, €Xp —ino

n imp

et

ei:i(ezl:igxe)

V2 s

On peut aussi ecrire la courbe de support sous la forme :

27rd0_ o . .
Qulo) =, +/ —27: / doa, (o)
0 oo

ou :

1 ... ..
x, =7, — 5ew’frgs’f

les contraintes :

2

p
Xo o 0

X3 = Sy — A3 =0

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46a)
(2.46D)

étant toujours de premiere classe. Le Hamiltonirn étant une combinaison linéaire des

contraintes, on prendra :H = y,

Les générateurs de Lorentz restent toujours des fonctions simples des variables dyna-

Poincaré aprés quantification est toujours satisfaite.
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miques (Z,P,S) en gardant leurs forme (2.55) et donc, leurs commutateur sont postulés

directement de (2.29), donc le groupe de Lorentz reste libre d’anomalies, et ’algébre de



III Aspect quantique de la théorie des cordes non
critiques :

La quantification devient directe :

(2] = i (2.47a)
lak,a))] = Kby n, k sont impairs (2.47b)
(57, 57] = —ieV* st (2.47c)

I’espace de Fock des états est défini comme suit :

le vide| 0) est tel que :

k)0 ,k impaire (2.48a)
k(0 ,k impaire (2.48b)

les états sont crées a partir du vide par les opérateurs (a; ,k)0) et (ax, k(0) comme

suit :

1
| ) = ()" | 0) k)0 , k impair (2.49a)
"n!
1
| ng) = m(ak)" | 0) k{0, k impair (2.49b)

le nombre d’occupations s’écrit comme suit :

ngy=——:ata,: = 0 (2.50)

1 1 alag kYO , k impair
| k|

ara;; k{0, k impair
les contraintes devienent alors
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— 1
X3 = S—Zﬁ:ana:{: =5- Z signe k - ng (2.51a)

n#0 k tmpaire
P o P
I . +. _ _ £ —
Xo = o ;. apa): —Cy= o Z | k| ng, — Cy (2.51b)
n mpaire

Le spectre de masse sera décrit par :

M= > |k (2.52a)
k imp

S = Z signe k - ny (2.52b)
k imp

et les etats physiques sont tels que :

{ Xo | ©)pn =0 (2.53)

X3 | \I’>ph =0

Dans cette configuration, la représentation quantique de la courbe de support et dé-
duite de la fagon suivante :
Dans (2.51a) Pordre est exigé seulement pour le produit a(o)a™ (o), utilisons alors le

produit normal suivant. :

2
: i) o 2 -
ca(o)a™ (o) == - Z L, exp(ino) (2.54)
n #0
avec :
L, = Z cagal 0, Li=1L_, (2.55)

k imp,k—n imp
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on peut écrire :

La(o)at(o) =L 4+ 2 ZL exp(ino) (2.56)

m
n;éO

de sorte que l'opérateur de la configuration devient :

R
a“(o) = ZL exp(ino)

\/_ n#0

(a(o)e” +at(o)e™) — % Z L, exp(ma)g

n #0

&IH

(2.57)

les générateurs de Lorentz gardent la méme forme (2.36) en terme d’opérateurs :

—EiijEiny]Sk + EU]CN;NIZSk (258)

My = Zpy) — 5

enfin, pour les raisons évoquées, la fermeture de ’algebre de Poincaré devient évidente :

[M#, MP?) = i (g MM — " M0 4 g'7 M — g° MH) (2.59)

On obtient ainsi une théorie de corde non critique.

L’objet de ce travail consiste a explorer la question suivante : De la méme fagon que
I’extension paraquantique d’une théorie de cordes critique a donné des paracordes critique
a des dimensions d’espace-temps exprimées en fonction de 'ordre de la paraquantification,
dans quelle mesure ’extension paraquantique d’une théorie de corde non critique restera -
t-elle non critique. Vu que la théorie des cordes non critiques est basée sur la considération
de S comme variable dynamique indépendant, on commencera cette étude par le cas le plus
général qui consistera a considérer toutes les variables dynamiques (aussi bien, celle du
centre de masse de la corde que celle du spin de la corde et les modes) comme opérateurs

obéissant & des relations trilinéaires ( extension paraquantique des relations bilineaires
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). On montrera alors que la théorie non critique est remise en cause par le calcul de
I’anomalie. Un calcul analogue est aussi développé a travers la représentation de Green.
C’est I'objet du chapitre 03. On se penchera alors dans les deux chapitres suivants sur la
question qui consiste a identifier ’origine des différents termes de ’anomalie en considérant
d’abord que S est un moment cinétique satisfaisant la relation standard qu’on combinera
avec les autres opérateurs a travers ’hypothése de Ardalan et Mansouri sur 'opérateur
moment cinétique. Un terme de I’anomalie est alors éliminé et donc son origine identifiée.
On passera alors a I’étape suivante qui consiste & considérer le moment cinétique S comme
le spin de la particule et de ce fait, S est une notion purement quantique et donc ne devrait
pas dépondre des coordonnées et des moments du centre de masse de la corde, ce qui se
traduit par le fait que S commute avec ces derniéres. Un autre terme de I’anomalie est
alors identifié est éliminé, c’est I'objet du chapitre 04. Il s’avére alors que pour éliminer
totalement I’anomalie et construire une théorie de paracorde non critique, I’hypothése de
Ardalan et Mansouri s’impose sur les coordonnées et les moments du centre de masse et
seuls les modes de la corde obéiront aux relations trilineaires. L’origine de ce qui reste de
I’anomalie éliminée est ainsi identifiée. C’est I'objet du chapitre 05.

On terminera enfin par une conclusion. Pour ne pas perdre de vue les étapes essentielles
du raisonnement adopté, dans cette theése, les développements de certains calculs sont

laissées aux différentes annexes.
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Chapitre 3

Formalisme général paraquantique et

algébre de Poincaré

I Introduction :

On se propose dans ce chapitre d’étudier ’extension paraquantique la plus générale
de la théorie pour calculer 'anomalie de ’algébre de Poincaré et vérifier ainsi que cette

théorie n’est plus non critique.

II Approche trilinéaire :

II.1 Formalisme :

Les opérateurs Z,, p,, S" et « satisfont les relations trilinéairea suivantes :
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avec A=2.p, S

cas des relations avec deux opérateurs S :

—2i9,, 24,
2i(gwpp + Guppv)
209w Pp

2i(9uwZp + GupZy)
—21g,,5 k
—219,, 00,

2y A

2k (Okq100m + Opgny)

k impair
k,l impair

n,l, k impair

Remarquons que les relations précédentes représentent ’extension paraquantique des

relations bilinéaires en mécanique quantique du type [&, B] = c number. Il faut cependant
+

étre trés prudent dans le cas o figure deux opérateurs S car la relation ordinaire [S?, S7] #

¢ number, un probléme d’ambiguité d’ordre apparait alors lorsque on calcule la relation

trilinéaire [Si, [Py, S7) +] en utilisant la méme régle de calcul des précédentes relations

trilinéaires. La décomposition de Green s’impose alors pour établir la relation trilinéaire

en question.

Soient :

Q

Si — Zsz(a)

a=1

Q
Pp = Z p/(f)
A=1

ces deux opérateurs satisfont les relations bilinéaires :
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(51 pl] = 0 (3.3a)
(S PP, =0 a#p (3.3b)

(S, [y, 571, = 5@ 126 12 {Si(a), [pgﬁ)’sj(v)L]

=>2.8, [sua), [pl(f)7 Sﬂmu Y9, [Sua), [pff)? SMH)
=Y Y [Sm PP 5I0) 4 538 )

=S8, s, ps aﬂ +X9, [, Sj<a>p<a>]
+39, [ (@) Gi(®) w)} +Za#[ ) P gits ]

= 9 i (i€ SH@) + L (i€ S pi
= ey 0, (pi) SHE) 4 GH@p())

=29 ey [Sk( ,p(a)} + ZaQ;é,B 1€k [S (o ),pﬁB)L
a B
S [ ]

= i€ [S* ],
et de la méme facon on calcule les autres relations et on trouve :

[S5,[S™,C],] = fieum [S™,C], (3.4a)

[S*,[S",8™],] = i€k [S", 5™, + i€k [S',S"] | (3.4d)

avec C' = Z,p,«
et les autres relations de commutations sont nulles

on peut aussi démontrer les relations suivantes :

[N/ia {Zoapp]_y] = 1 [aaNfuppL_ (3.5&)
[Ffj> [Zmpp].;.] = 1 [aarff>pp]+ (3.512))
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I1.2 Algébre de Poincaré :

On commencera par écrire les générateurs de Lorentz M, dans le cas paraquantique
aprés une symétrisation adéquate des différents produits de variables dynamiques, de la

maniére suivante :

M;w = L/u/ + G/]iy (36)
avec :
1 1
L,uz/ = 5 [Zuapu]+ 5 [Zvapu]+ (3 7)
k k k
G,LLI/ = E,Lw + F,LLI/ (38)
et :
1 1
B, = — 76l [, S*], + Gl [pus S*] (3.9a)
1 o 1 S 1 A A
k i i k i k i k
Fi, = geu (Vi N, 8%+ 6Ny [N, S, + 6k N [N, 8], (3.9b)

notons ici que l'ecriture de F’ jy a nécéssite une symétrisation adéquate de la maniére
suivante :
NiNiSk = L{[Ni, Ni] | §+ [Ni, S¥] | Ni+ [Ni, %], Ni}

calculons alors le commutateur de 1’algébre de Poincaré :

[Mum Mpa] = [LMV’ LﬂU] + [Gk

s

Lyo) + [Lus o] + G

p

G, (3.10)

58



calcul de L, L,,] :

[L,uz/a Lpo] = [% [Zuapu]+ - % [Zu7pu]+ ) % [Zp7po]+ - % [Zmpp]_;,_}

en utilisant les relations trilinéaires (3, 1a), (3, 1¢) on trouve :

[Luua Lpa] =1 (gupL;w - gupLuo + g;wLVp - guaLup) (3'11)
calcul de [G%, L] :
(G Lpo) =1 [0,G06), — 0 [0,Gli ) | (3.12)
le calcul est développé dans 'annexe (A), on trouve :
(Glr Lyo] = = 1€ T pa [Py S*], — €Tyl [pa: 5°]
+ €0 Do [pu’ SkLr + $€ikGuol’) [pa’ Sk]+
+ ieiijﬁNg [N;lupﬂh Sk ZNT [FﬁNL,pUL Sk
+ 5 [TONpo], NJS* + 5N, [T)N,,p,], S*
+ 5 [T Npo] | NuS® 43 [T NS o], [N, SF],
+ §NIS* [T N pe] | + 5 [Ty N o], [NF, 57
+ 5 NLS* TN, ps]  } = (p = 0, 11,0)
(3.13)

de la méme facon on trouve :
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Ly, G%,] = —tei1{0,Tp, [por S*], — Leijtgon ¥ [po, S*]
+ Le;5,0,Tp, [pp,Sk]+ + Leiikguol? [po, S’“L
+4eulINI [NL p,], S* 4+ ENI TN, p,], S*
+ 5 [ThN,p ] NJS* + SNJ [TNG, p.], S*
+ 3 [TV p,], NiS* 4+ 5N; [N ],
+ L [DINL p], [NG,SF], 4+ 4NISH TN, b,
+ 5N, [DING p) S°+ 5 [TUN,, ], (NS, S,
+3NSH[DING, pu] | Y = (p = o)
(3.14)

en utilisant (3.13) et (3.14) on trouve :

(Gl Loo) + [y GY,) = {=igup BE, + igup BY, — igupEh, + ig,,Eh,}
_ieijk{/aﬂrgpff [pl” SkLr + ieijkaprfsza [pw Sk]+
‘f‘iEijkPgNg [NL,pJ]JrSk +EN} [FﬁNL,pJLrSk
+1 [DUNL, p,] NiS* + N: [T4NL p,], S
+5 [DIN),po], NiS* + §NJ [TUN], po ], S*
4 TN o] [N, 5], + ENZS* [DON )
AN TN pr) S+ § [TENL. ], [N, 5%],
+ENLSH [TINL o], } = (p = 0, p1,0)
—(peov.po)t(peop—r) (3.15)

calcul de [G* G';jg} :

pv?

(Gl Col = (B Bpo] + (B Fyo] + [Ep Bpo] + [Eps F ] (3.16)

uv — po puvr = po

[El’jya Eﬁo’} - %eijkEmln{Fj{F;nl |:[p1n Sk}_,’_ ) {ptﬂ Sn]+] - (p = 0, U, V) - (:U’ =V, P, 0)
(o v p s o)}
le calcul est développé dans 'annexe (B) et on trouve :
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[E;ij Eﬁa] = ieijk {(F,Zolrg - Fﬁri)j)pa |:p1/> Sk}+ - (:0 = 0, W, I/)

(3.17)
(1 v.p,0) + (u vp o 0))

de méme, le commutateur [El’jy, F ,ﬁ,] s’écrit :
[, 7] = —essemnd (0 [ 511 [N, ML), 8] [0 510, N5 [V 71,
+ [T [ S9N [N, S, + (0o vy}

le calcul est développé dans ’annexe (C) et on trouve :

(B Ep] = =3T3V, No b (oo, [ 87], + (S, [ S7114)

+ 2 degy, [py, Noly [N}, ST], + [0, [S% NEIL [V, 7]
+[S%, [py, N2, [N, Sﬂ']+ + 20 €55 [Py, N;L [NZ, 8%,
+ [P [N ING S+ S0 [, N NG, 71
+STENG NI (I 57, 87), + 15° I 571,
+ 20 €k [P Noly [N, S*], + [pu, [S7 NG, [V, 87)
+ (S [, NGJ), [N, S7], + 20 eijie [p N°T, [NG, S*] L
+ [P [SENG]] L NG ST+ [ [pws N ING, S71
—(p e v,p,0)

(3.18)

de la méme facon on trouve :
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[ Ep] = =3T3V NI, (0o [S7, S7]) + 87, [ps, S7]])
+ 2 i€ [po, N1, [N, ST] + [po, [ST, Ni]], [N}, Sj]+
+ (S [poy NUJ], [N, S7], + 20 €nr [P0 N, ], [IND,SF]
b [pon [S0], NG SPL, 4 [S°, oo, NI, NG, 91,
+ 5T NL N (e[S, 87]) + (S [pes S711)
+2i i [pps Ny], [N}, S¥], + (Do, [S% NII], [N, S7]
+ (9% [pps NI, [N S7], + 20 epnr [ppr NY] L [NVE,S%]
+ [P, [ NI) L ING S90, o+ [S% [P NAJD L I, S0,
— (e v,p0)
(3.19)
en utilisant (3.18) et (3.19) on trouve :
(B, Fpe] + (B, F ] = =503 [N, N2] L ([, [S7, 890) 4+ (87 [, S711)
+2 deijk [, Nl y [N, 8], + [po, [T, N2 [NV, 87,
+ 5% [, NiJI [N, 7], 4 20 egie [po, N, [NG S
+ [P, [ST N]] L ING, 714+ [S% [pes N, TG, S0,
+ TN NG (s ST S, + 157, [ 7114
+21 €45 [Py, Nfrh [N;ln SkLr + [Pus [S7, Né’“+ [N,lw Ser
+ 157 [y Noll . [NGs S7] L+ 20 € [py, N, NG, S
+ [P [S5 V)] NG, 714+ (ST s NJ] ) [NG, 574
—(wev,p,0)=(poo,pv)+(pev,peo)  (3.20)

calcul de [Fk F"] :

pvo =pol

[Fh, F] = ememd | Vi, N3], % [N, VL, 87+ [[Nz N3], 8% N[N, 5], ]
+ [N V2], S5 Ny [N sm) ] + (NG IVE, 870, [N, N 5]
+ [N; [NZ, 57, N™ [NL, 5] } [N; [N, 5], , NL[N™, §7] }

+WMMJWMW]WW%%WWH
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+ [N [N, 57, N [N s
le calcul est développé dans annexe (D) et on trouve :
[Eps ] = 1 (90 Fy = GupF iy + Guo Foy — Guo Fly)
—15 [0, [Ng, NLNIT] €St
+agieyn [N, Ny, NIND] L [S% N
5 [N [N NUN]] 300y ST
+15 [N NG ], ([N [N, S11) 87+ [N, [V, 8], 890
~g5 | [N V], 7 [N NES']| = g |[NA V] 57, (NG, NgST
+13 (NG, ST [ND NG, NG, ST+ 55 NG INGL NG (NG, 571, 97)
+ANL NI, N, S22 5 (NiSiH@) 51 4 gil) 5it i)
— g5 [N N2, 7, [N Nos] | = 5 [N NG, 71, [N, N
+iein [NG, NLNJ] [S%,NJ]
13 [N 5] [N, N IV, ST+ 33N, [N, NG ([N, 7))
+END [N, NL] | 3585 (NLS@) 597 4 i) i NT)
o [N, [N NS - [ ] [ s
+Hu,v,poome )+ (peov,oopmel)+(peov,opm)(3.21)
si on remplace (3.17) , (3.20) , (3.21) dans (3.16) on trouve :
(Gl Ghol = 1900 Fly = 9o By + G0 F, — 9o B,
i€ T = TuT)pe [P, 57
—(p e v,p,0) + (e v,pe o) —(pe o, )
— LTULINL N ([pos [S°, S71), + [ [pvs S7T1,)
+2 deijr, [po, Nily [N, 7]+ [0, [S, N2 [N, S7]
+15% [po, N2l [N}, 7], + 20 eajne [po, N)] |, [NE,S¥]
+ [pos [S7 N1 NG, 7L+ [ [ N3] [NG 7
+as TN, N2 (o, 1S, S71), + (57, [pws S7114)
+2i €t [pu, Noly [N, S*] L+ [P [, NG [N, 571,
1% [y NEIL, [V, ST] .+ 20 e [ '], [N2, 5],
+ [P [S% V)], NG, 714 + [, [ NP NG, 571,
—(wevipo)=(peo,pr)+(perv.peo)
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—15 [N, [N, NNT ], eignS®

i [Ny, Noy NuNg], [S%NG]L

+5 [V [N, NN, ey S8

+35 [V3, N ([NL, NG, 8], 7+ [N, [N2,87]], 57)}

~a [[Nh ML), 87 (N2 NS = 5 [[NL NG, 0, [N NS
+15 N5, 71 [Ng, NE], [NL ST, + 45 N (NG, NGTL (NG, 51,97
+INL (NI, N 302, p(NiSH@) 597 4 i) g N

—35 [N N2, 7, [NE NEST] | = g [N NG, 7], [N, N S]]
I o
+y [Nl 8] [NE, Mg, NG, ST+ 5 [N, NG [ ST
+ENG (NI, NI 32 (NS 87 4 gite) git Nt )

g | NE[NL S*, L [, NEST]| = 5 [ NG [NE, 87 [N, ST |
+(p,v,psome )+ (u—v,0oo pme—l)+(uev,o,pm))(3.22)

k
pv

+

les commutateurs [G L,w] + [LW, G’;U} contiennent les termes suivants :

{+ﬁ€¢jkaufi)jpy [Po, Skh — ﬁeijkapfffpa [py,SkL

(3.23)
—(peovpo)—(poopov)+ Ve ppeo)l
le commutateur [GF,, G% | contient les termes suivants :
i ity _ k
—(p=o,pv)+(o=ppov))
nous savons que la condition d’intégrabilité a la forme :
ij ij 4 Tilpli _ il
{019 — 0,17 + T — T, T'7) (3.25)

—(w—vp)—(p—=op)+(p—v,p—0)}=0

dans notre cas on sait que :
Po [P, S*], # 1 [P, S*]
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la solution & ce probléme est d’utiliser I’égalité :

Pv [Pe, S*], = po [0, S*], + [Dv:DeS™] = [Po P S"] (3.26)

alors (3-23) devient :

{(+5€iw (0. = 0,0 )po [P S*], + k0T [Py poS*]
— 2680, L [po, puS*]) — (1 = v, p,0)
—(poopeov)+ Ve ppe—o)t

(3.27)

en faisant la sommation de (3,24) et (3,27) on obtient :

{(_{_iewk(aﬂrt)] - OPPLJ + FZTLJ - Fﬁrg)pa [pl/a Sk}_'_
+ iﬁijkaur;j [puapask} - ieijkaury [paapr/sk]> (328)
_<:U/<_>V7p70->_(p<_>0-7:u’HV>+(VH:07ILL<_>O-)}

la condition d’intégrabilité est alors mise en évidence pour éliminer les termes en facteurs
de celle ci. On remplace (3-11), (3-13), (3-14), (3-22) dans (3-10) pour trouver enfin :

(M Mpo] = 1(9upMpuo — 9upMoo + GuoMup — GuoMyp) + Appe (3:29)

I'anomalie A,,,, est donnée par :

Apwps = 5€ik0uT [Po, 0o S*] = f€ik0uTY [po, 0 S"]
+ie{Ty Ny [Ny po]  S* 43N] [TYN, po] S
+4 [TUNL,po], NJS*+ %N [TIINL, p,], SF

[T po ], NS* + EN] TN, p,], S

(Y NG po] [Nl S*], +5NJS* [TEN po]

TH N o], 8%+ 5 [T N (N2, M,

W=

o o e
=
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+%N,§Sk [FJ/;lNll,,pU}+ Y—(pe—o,u,v)
—(p = v,p0)+(poopev)
D NG No ] ([ [ 8704 + [ [pw S7114)
+2 degr [pu, NoJy [N, ST], + o, [ST, N2, [V, 7]
+ 1[5 [po, N2, [N, S7), + 20 ey, [y ), [N, S¥]
+ [P [ST V)] NG 704+ 197, [ N NG, 571,
+ DI [N N2 ([ [S757]) + (57, [P 70
+2i €k [Py Nl [N}, S*] L+ [P [S%, N, [V, 57)
+ 5% [, Nolly [N), S7], + 20 € [p, NT], [N, S] L
+ [ [5%NG]], (NG 714+ (97 (o N3] NG, 5714
—(pev,p,0)=(peo,pv)+ (Lo v,pe o)
—15 [IV0, [N, NNJ ], eijuS*
+gtein [N}, No, NLNJ] L [S* NJ]
+5 [N, (NG, NUNG]], 320 5y ST
+15 [V N ], ([N, (NG, 87, 87+ [V [N, 87 890
~ g [, N2, 87, g N ] - o [TV N, 9, [N, NS
+33 (N5, ST NG, NG|, [N, 8], + 55 N, (NG, NG (VG ST, 970,
+ENL NI, NL] S35 (N5ie) g3 4 §il@) 5i Ny
g[8 V2] 0. 88N - 3 [N 9, [, ST
+iiesn [No, NuNG] [S% V)]
15 [N ST [N NG ] [N, ST+ 5Ny [N, NG [V, ) 97
+ENI NI, NI] 302y (NLGi) 51 4 gile) si™ N1 )
— g5 [Ni [N, 7], [N NS | = g [N [ S [VE V2T
+Hp, v, poomeo )+ (peov,oopmel)+(uev,opm) (3.30)
Notons cependant que cette anomalie disparait dans le cas particulier de la mécanique
quantique
en effet lorsque Q) =1
[P0 9oS*] = [pospuS*] = [N}, Nlps| = [N}, Nips| = [N}, p.S*] = [N}, p.S*] =
[N, paS*] = [N, s S"]
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= [N;n,N;nNg} = [N[’,”,N;”Ng} = (NJNS*— N"SFN1) = (N'N1Sk — NIS*NT") =
[Ny"N,, N3] =

= [NJ'NJ* NI = [NZNp, NpP] o= [N NPNE] = (NG NN = [N NN =
[NIN,, Ny =0

ce qui nous conduit a A,,,, =0

III Reformulation dans la représentation de Green :

On peut rependre ces méme étapes de calcul, mais cette fois ci dans la représentation

de Green et montrer qu’effectivement les deux approches sont équivalentes.

II1.1 Formalisme :

utilisons la décomposition de Green :

Q

P = D (3.312)
a=1
Q

Z, = Y Z\ (3.31b)
a=1

. Q .

§ho= Y g (3.31c¢)
a=1
Q

a, = > af (3.31d)
B=1

les relations trilinéaires seront équivalentes aux relations bilinéaires :
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Zﬁff,pu } = —iGuw

M apl’ 0 « 7é B
Sz(a) Sy(a) = i€

=0 a#p

{ o
A =

{Z,S“),Zﬁm] —0 a#8
s +

avec A=2Z,p, S

I11.2 Algébre de Poincaré :

M,,, dans ce cas s’écrit de la fagon suivante :

My = Ly + Gy,

ou :

l\DI»—t

Q
2: ), pi]

et
k _ ok k
GMV_EMV+FMV

ol

VAQ)

v

)

I,
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(3.32a)

(3.32b)

(3.32¢)

(3.32d)

(3.32¢)

(3.32f)

(3.33)



avec :

Q
1 - 1 -
E;’ju = Z(_ieijkrgpl(ja)sk(a) - §€ijkrf,jp£a)5k(a)) (3.34a)

a=1
=3¢ 126 L {%eijk{[zvga), Ni(a)} SkB) 4 NP [Ni(a), Sk(a)l
(3:34b)
+

calcul de [L,,, L,,] :

£ £ ([0 L [0 | <58 [ o 0,01

= Zazl zzgllﬂ |:Zl(l )’p((;l)} _Zigucf |:Z£a)7pl(/a)]+
en remplagant ceci dans L, L,,] on obtient :

Lo Ll = 300 S8 {([75] = [200587) ) = G0 vip

+((p = v,pe o) = (v, pe0)}
(3.35)

calcul de [GW,L o]

[Gﬁw ] = [3pGW,pg]+ — 1 [aaGﬁ,,,p,,L

en utilisant un calcul analogue a celui de 'annexe (A) on peut ecrire

[Gﬁw } €k Ea 1 Zﬁ A= Z F”p p(ﬁ)Sk(7
S TN IPW NPl S

_%gwrij ZQ— p(a)Sk g I Zai p (8)
+ Z - Z leNJ )(Np Z(/ﬁ)sk + pyﬁ)Né(W Sk()\))
+2 27—1 /\ ) le(Nl(ﬁ)p(VB)Nj(a)Sk () +p(ﬁ)Nl(v)]\[j(oz)s/rc(,\))
44 27_1 /\ ) FJZNL%)(NIB) ) Gk(N) —|—p () gk(A )
+2 Z 12? 1F]1(Né(ﬂ) g Ng(a Gk +p§/ﬂ)Na(v)NlJ) Sk()\))
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ZQ F]l( )p(a) i(ﬂ)Sk 4 Nl(a)p’(/ﬂ)Ng(v)Sk(ﬁ))
Z 12 leNJ a)Sk ( NI (7)+N[l)(v)pl(/>\))
44 ZQ le( ) (a)NJ Sk + Nl(a) (B)Nj(v)sk('y))
+2 27—1 Q 1F”N](a k(8 ( )p( )—I—N() (/\))
44 ZQ le( (Q)NJ Sk +Nl(a NJ(’Y Sk(v))
—(p “ 0,V ) (3.36)
de la méme facon on trouve :
i B
[G;kw? PU} - Zezjk Za 126 1{ z F]pl/ ( )Sk("/
+§ 27:1 a'ul—x?pl(/a)pp Sk + ZQ ) )\ . leNJ( )N (”/ Sk
_%guarij ZQ (a)Sk + §guprgj Zanl bv Sk
+4 27—1 /\ 1leNJ(a)(N£(B)p£ﬁ)Sk(/\) _’_p(yﬁ)Nll)(V)Sk()\))
+2 27_1 e lel(N 5)pl(/5)NJ(a)Sk>\ +p(6)Nl(v)NJ(a)Sk(A))
+4 Z 12? 1ngNL%)(N(lTﬂ) Sk A) +p V)Sk )
+ Z - Zg . FJI(NCZ,—(ﬁ)pE{B Nj(a Sk + p(ﬁ)N (’Y)N] Sk()\))
ZQ F]l( )p a) Z(B)Sk + Nl(a) o Z(’Y Skz )
+2 Zy—l A= 1FZlNJ ) ke ( p +N )
+3 ZQ le( (o) (a)NJ Sk —|—Nl(a) (8 NJ(”/ Sk(fy))
i A
+ZQ1 AlrlNJ ) k(B ( )p()—l—N()())
+4 ZQ le( (@) (a)NJ Sk +Nl(a) (B NJ(’Y Sk('y))
+5 3227 lz? (DN SHO(N N | NI
en utilisant (3.36), (3.37) on trouve :
[Luka ] [G;kiw po} - Z%k Za 125 1{_‘ZQ 0 F”p p(VB)Sk(W)
+3 Z 0 F”p(a PP gk)
+ZQ ) Y 1FZlN](a)NM p(W Sk
—§gpr” Za 1p 2 GHE) 4 gupF” Za 1p 2 SHE)
+4 Z ', Z? ) leNJ( )( l(ﬁ Sk + pSB)NM ’Y)Sk(k))
+3 E 12? 1F11Nu po NJ Sk
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Z - Zi? . le N NJ a)sk(A
Z » Z Fﬂ )(Nl(ﬁ B)Sk + pgﬁ)Nll/(W)Sk()\))
‘l‘ Z’y—l )\ ) F]ZN ( ) (6)N] Sk
+2 ny—l )\ ) F]lpg )Nl(’Y Nj(a)sk
+4 ZQ F]l( a) ( B)Sk(ﬁ)+N (B)Ni(v)sk(ﬁ))
+2 Z D 1leN] Sk ( l(v)p(7)+Nl(7) (/\))
ZQ le( ) ( NJ ﬁ)Sk(B) _|_ N, (a) (5)NJ ’Y)Sk(y))
i « A
+2 Z 12)\ I(FIN]( Gk(B ( )p()—i—N()())
ZQ le ( NJ B SkB) 4 N (6) NJ () Sk(v))
Z 12 F]l Sk ( l(v)p(/\)_i_N(W) (/\)>
—(pH o,V )—(u<—> v,p,0)+(peo,pev)t  (3.38)

calcul de [GF, Gk ] :
(Gl Gl = (Bl Epo] + [Epis Fo | + [Fls B ] + [Fiis o] (3.39)

[EE, EX] = Legnemm{d 0 Sop {79 [p(ua)S’“(“),pff )S”(ﬁ)}

—(peo,pv)—(peov,po)+(pev.peo)l
en utilisant un calcul analogue & celui de ’annexe (B) on peut écrire

[Eﬁw Eﬁa} - %‘fijk{zgzl Zgzl Z?Zl(l“ﬁfﬁ{ o FZFU )p ‘(’a)p '(’a)Sk(a) (3.40)
_(IOHO-MLL’V)_(MHl/’an)_{_(ﬂHV?pHO_)}

et
. N gn
(B P = Sespemd £ oy S5 (T [p0550, Ny NGO 570
N [p(yoo (@) N i) Sn(v)] X [pga Shk(e), fo Ny ”)Sn(”} —(p = o, v)}

_(p 0, V)}
de méme, en utilisant un calcul analogue a celui de 'annexe (C) on peut écrire

[EE, FE] = —5 5% 39 DN NG ey (i 2% pl SH0 12 77, pi? 510).590)
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ou encore

[

Fk

pvo

Fol =35

+ o+t

_|_

—|—N a)Nl(a 7,6” Zy 1]) Sz('y

+2Nl(a)N €ijk Z/\;é p(ﬁ)Sl ) GIA pz(/ﬁ)
27:1 Z?:l QNP( (5% (V)Sj(k) + pl(j)gj(k)gi(ﬁ))

iyl NI NP 5i6) 8Z%p<a> N NIO) gis)

+22 12)\ 1( (o) Sz NJ SJ W) 4 gi 5)Nj(v) (a) [l)(A)Sj(A))

+22 12/\ 1( B)NJ(W SJ A)+p( NJW Gile) ;7 l()\)Sj(/\))

+23% S ”N )§i) 4 §ilB) NI ple) NIV g0

+239 Y 1(5% NI NIV g3y p(yB)Np ”SZ(a)NU ) Gi)
+(i e jiv e p)}— {V <, p,0} (3.41)
€ijkemn za 125 12 #pyd 1{ NN 0, N N gm0
N# @) gk(B) m(A) gn( + N#( N,Z(O‘) Sk(B) ;n(v) L) gn(»)
Nﬁ(a) NJ Sk m(v (17(7) g | 4 Ni(a) NJ(B) Sk:(,B) m(v) 1N gn(\)
N NI gi(s), Nf, m) ga] 1 [ N N0 gi(B) | ) N gl
V(@) N9 g(B) . N NI grn |y | @) NiCB) gk (3) | L) ) gn()]

en utilisant un autre calcul analogue a celui de Pannexe (D) on peut écrire

[

Flc

pvo

Ff } =1(g,, "

gHPF + glMTFVp

,ua

gVUFk )

+YE T YO {412 le 12& | NI L) 1) piO) i) i)

+122>\1 12,\2 1Nj(a)N
+12Y58 Y5V @) N Ny
+12 Zii 1 Zii | NIINGN,

Sl )\1

L(V)Si()\l)

;ZA(IB)SJ(/\2
(8) gi(n) gi(A2)
Nz(ﬁ) Si(A2)

_9 Z a)N Sj(ﬁ)(Nl(’Y) (’Y)Si N 4 Nj(v) l(/\)Sz’ )
49 Z ( )Si(A) + NJ(’Y )\)Sz ) l(a §i(B
_9 Z)\ N a)N ) gi(B ( 7 GiN) 4 NJ(’Y 1N gity )
+2 Z ( l(W NJW Sz NJ(7 l()\) Sz ) z(a) S]
—{-1226Uk(N (OC)N (Q)NJ( ) + Nl( )Nl(a NJ )Sz ()

118 Z)\ Sj N] ’Y)Nl(’}’ Z(A)Sz()\)

+123°% ZA W) NI O) NIB) N GiA) G (32)
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+12N@ Z/\#M( 1(7)51‘ (A1) Gi(A2) 4 Si(/\l)Sj(Az)Ni(“Y))
) Z)\ . z(Oé)N B)SJ ( V)NJ W)Sz + Nj(v) ér(A)Si()‘))

1259 (NI NI i Nm 1) Gi0) V@) 1B 39
—2%y°9 Z(Q)N ) SiB) (N S’ () + Nl(A NJ ) gi v))
239 (NM ™ git) 4 NI S’ () N NI gi (8
_9 Z)\ ) l(a)N B)Sg ( V)N](W A NZ(W)NL(A)Si(w))
_9 Z Z(a)]\[ ) gi(B ( U( 7) Gi(A ) + Nj(’Y) (lf(A) Si(A))

42 Z/\:l( U p )Si(A) + Nj(v )‘)Sz )\)) z(a L(B)Sj(ﬁ)
en remplacant (3.40), (3.41), (3.42) dans (3.39) on obtient :
(Gl Gho] = 1 (900 = GuoFly + 900 Ey = G )
+%Eijk{2a:1 Zﬁ:l Zazl(rz}lrﬁf - Fﬁrlj)po bv )Sk
—(p o pv) - (MHV p,0)+(pev,peo)
~ts Dot S TN NG Ve 0 L 1S +2 b 1 VS0 5I0)
—{—Nl(a)Nl(a €ijk Wi ZQ (/B)Sz('y pV’B) +92 Z%@ oY Sz (v) §iN) 1(}6))
+ 27:1 9 2NN NI (5B i) 4 i 5i) gil8))
i€y pl® NI NIO 519 8i6¢jkp£a) NI NI gi(6)
+2Z 12,\ 1( (o) gis NJ l(A)Sj)\ +Si Nj(v) (a) [l)(A)Sj(/\))

+23% YL 1(51“ B)Nm N gitx NM Sile) N1 g%y
+22 #DIrat(z )N Vgt —1—52 i) NEY Gi ()
+235% 3R (57 p ”N )i 4 p&mzvp ”swawa ) i

+i e —{reun p,o}
+1(GooFr, = GupFly + Gua iy — gua FE)
Z 125 . Z {12 Z)\ 71 Z)\ » Nj(a)N( )Ni(ﬁ)Nz(v)Si(Al)Sj(Az)
+123°0 3 Nj@) yle Sz ) N1 gi(x2)
+12 Z,\1=1 Z,\2:1 NN Nu NP i) gix2)
+12 Z?l ) 25\2 71 Ng(a)Nclr(a)NL(v)Si(Al)N;‘(B)Sj(h)
—2%°9% N N ) SO (NI NI i) Nj(v) 10 giy )
_|_QZ ( )Si(A) + NJ(’Y A)Sz ) (@) z(a Gi(B
239 N a>N ) 593 (X NI gilx ng(v U”SZW)
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49 ZQ (N (’Y)SiA Nj(v )‘)Sz
+12€;5 (N} (a)N(a)NJ(B) —|—N( )Nl(a)NJ
+12 Z,\l 12,\ =1 NJ NG Sz N,
+12 Z,\1=1 Z,\2=1 Ng(a)No( )Nv

+HZ%IZin@NM)M@“1
_9 Z)\ ) l(a)N SJ ( l(v NJW gix

)

z(a S]

)Sz )

M mSJ()\z
SZ(M)SJ'(M)
Z'(B)Sj(x\z)

Nj(W) l()\)s'i(’y )

+2 Z ( Sz NJ(’Y )\)51 ) z(a SJ

_9 Z a)N Sj(/a)(Nl(v Sz NJ(’Y l()‘)Sz('y )

492 Z ( )Si \) NZ(’Y )\)Sz ) z(a S]
+12Z€1]]€<N I )Nl(a)NJ( ) + Nl( )NZ(Q)NJ )Sz ()

+18 Z)\ Sj N] 'Y)Nl(’)’ l()\) Sz()\)

+12 Z)\ _1 Z)\ _1 Ng( )N ™) gi(h1) gi(r2)

+12N5@ ZAM( yhyh+ywmwww»
9 Z)\ . z(a)N ) gi(B ( V)N](W A Nj(v) NIV Si)

) Z ( Sz NJ(’Y )‘)Sz )\)) 1(a l(/B)Sj
—2y°9 Z(Q)N gj(ﬁ)( S’ (™ 4 Nl(A NJ ) gi v))
+23°¢ (W” >yw+N Smn #) gis

9 Z)\ ) l(a)N B)(N, V)N](W i) 4 Nj(v) (l7(>\) Si(’y))

_9 Z Z(a)N ( i) 4 NJ( ()\)Si()\))

_9 Z Z(Q)N S] ( U Sz _|_ Ng(’Y (A)Sz’(A))
42 Z/\ZI(Ng(v é(v Si(w)_i_Nl()\)Ng(’Y)Si(w))Nl( ) NiB) i (8) (3.43)

G*,. L,

d’un autre coté, le commutateur [ o

o] +

[Lyws G

{+%€ijk fo Z? (%I‘?piﬁ)pff“)S’“(a)

- %Gijkaprffpg—ﬂ

contient les termes suivants :

) () k(@)
ST s

ps 1, V) }

—(MHV,p,U)—(pHO',ILL,I/>+(U<—>
mais :
PPl ghie) — plB) pe) gh(e) _ ) () ghle) 4 (5 (@) Gha)

alors (3.44) devient :
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{Zee 22 °00,19 — 9,0i)pp Sk

+ %Q’jk Zf Zg a,uF;j( v ga)Sk — pa pu )Sk(a))

—(nev,p,0) = (peo,p,v)+ (0 < p,p,v)}
(3.45)

de méme le commutateur [Gﬁy, Gk ] contient les termes suivants :

{heim Xdoa I (YT — DTy )ps i she
- (10(_> U,M,V)+(U Hp,u,y)}

- (M v, J)
(3.46)
en faisant enfin la sommation de (3.45) et (3.46), on obtient :
{+geie o X5 (0.T5 ~ 3 LY + TR — T ps pi s
o Fzg( 0‘) Sk(a pgﬂ)pl(ja) Sk(a)) (347)

+%€ijk23212
_(MHV7P7U)_<pHO’aMa )‘f'(U(_)P,l%V)}

la condition d’intégrabilité est alors mise en évidence pour éliminer les termes en facteur
On remplace alors (3.35), (3.36), (3.37), (3.43) dans (3.10) pour obtenir :

[M M ] =1 (ngMH«O' - gule/a + gl,LO'MVp - gl/O'M;,Lp) + B'u,ypg' (348)

Iz

avec :
= iegn ZS ) Zg 1{ 1 Z a Fijp(a)p(ﬁ)sk(v
—i—% Z 0 Fij p(ﬁ)sk(»y + ZQ D 1leN]( )Nfb(ﬁ)p‘(ﬂ)Sk()‘)
Jr4 Z Zf\) 1F11NJ( )( l(ﬁ) Sk Sk()\))
+ Z 12? 1FZZ(N( ) (ﬁ)NJ Sk A) —i—p( )Nl(v)Na(a)Sk )
44 Z - Z? ) F]lNZ(a)(N Sk(A) —i—p Sk )

B,uzzpo

[6)



NJ (@) gk(N) —|—p Nl(v Na(a Gk
+Nl(a) (8) 1(7)5«k )
v)p( )+N(v) (A ))

+ N} (a) ( NJ(’Y Sk('y))
W)p + N W) )

+3 22, YR T
ZQ Fjl( l(a) (a)N B)Sk
42 27_1 e 1leNJ(a)Sk (
44 ZQ le( l(a) (B) gk(B)
+3522 1§1WN“%k<
+4 ZQ le( N ( NJ B)Sk +Nl(a) 8 Nj(v Sk('y))
1230 ¥ 1F]l N GO (NI L NI )y
—(p e o,pmv) = (nev.po)+(peoo,p—v)l
+%€ijk 23:1 Zfi;?:l aﬂfﬁj (pgﬂ)pgwsk(a) - pgﬁ)pz(fa)sk(a))
(p<—>0 f,v) — (/w—w p,0) + (1 v,p o)

B D i TN N e (i 25 p

O'

)

pP gi 5itn)

—l—N( @) ;(a)ﬁzg (i 27 1p(ﬁ)sz p(ﬁ) +9 ZQ 5)Si('y)sj(,\)pl(lﬁ))

+ Z'y—l Q_aNI NI (5B pM 5 4 pJ)Sj(A)Si(B))
+8iesup I N2 NIO gis) 4 81-% kp,‘f”‘) N NI gi(9)

+2 Z L (Y a> SO NI NIV 53 4 gi8) NI () NIV g3 )
+23°9 3% (S1pl) NV NV ST p<ﬁ> NI gile) IOV 30
+2 Z =1 Z 1 (p a)Sz(ﬁ)N NIV Git 4 gi(s 7)p l()‘)SJ )
+2 Z =1 Z (S (ﬁ)N ™) NN g 4 pl(jB)Né(“/ Sile) N1V g

+i o gineov)t—{vepp o}

Yo X5 35 ﬁﬂazklz&yw@NHN<
+12 Z)\lzl Z)\Qzl Ng NZ(CY)N 'Y)Sz(/\l S] (A2)
+12 291:1 292:1 NZ(Q)NZ(Q)N ’Y)N Sl )\1 SJ (A2)

Z('Y S’Z (A1) Sj()\z

+12 Z?l ) Zg » Nj(a)Nl(a ’Y)Sz()\l SJ (A\2)
239 NN SO, ”Nﬂ sz@ + NJ Y git)
+23°% 1( ”Nﬂ NN 4 NI N 5100 N iakw)
) Z,\ N Z(a)S] ( (V)NJ W)Sz()\ _l_NJ(W (A)Si('y))
+2 30, (N, ”NJ 'S 4 NNV gi ) I N 530
—|—1226”k(Nl(a)Ng( )Ng(ﬁ) 4+ Nie )N(a)NJ )i () NI
+18 Z,\:1 a)sj(B)Ng(’Y) Nf,m Sz
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+12 Z)\ ) ZA NJ(B)N i(’Y)Sz‘(/\l Gi(r2)
1=
_|_12N ( )N](B)NZ(B) Z)\ ( 'Y)S’L(/\1 Sj )\2) + S’L()\l S] /\2 l('Y))

9 Z)\ N 1(6)53(5)( ’Y)N] ’Y)Sz()\) _|_N] Sz )

2% 1( 7>NJ MG 4 NI NG S0 N Z(a)N )56

) Z)\ N l(ﬁ)sy(,@)(zv] 'Y)Sz(’y +N A)NJ ’Y)Si(v))

+2 Z)\ 1<N](7)N V)Sz('y +Nl(/\)NJ 7)51(7) z(a)N Sj

9 Z)\ N () Z(B)Sg(ﬁ)( ’Y)N] 7)5@(A)+N] Sz )

_9 Z)\ N l(ﬁ)Sj(ﬂ)( 'Y)NJ ’Y)Sz()\)_i_NJ Sz )

+23°% (N ”Nﬂ 7gi +N9 N gio ) ’“)N ) 53(6)

+2 350 (NI NG 5100 4 Nt Nﬂ(7 SN N NP 596) (3.49)

Noton ici aussi que dans le cas ordinaire I’anomalie s’annulle .
en effet, lorsque Q@ = l(a=F=7y=A=1):
Civpe =0

IV Equivalence des deux approches :

Dans cette partie, on peut montrer qu’effectivement les termes d’anomalie sont iden-
tiques pour les deux approches A,,,, = B.,- et donc les deux approches sont equiva-
lentes.

On a obtenu d’une part :

Apwps = 5€ik0uT} [Po, 0o S*] = f€ik0uTY [po, 0o S"]

+iein{TUN] [N} o], S +5NJ [TUNL, po] , S*
+35 [Co N po], NIS* + SN, [DIN), po] , S
+3 [N po], NS+ ENE[DINL ], o
5 (L) Moo | [N, SM] . +5N2S" TN, pa]
+iN TN, pg] S*+ L [TUNLpo] , [N, S*]
+3 ]\”Sk [F]lNl,pg} Y= (p=o,u,v)
—(p—v,p0)+(poopev)
—wm DN, N2, ([, [S7, S71), + 157, [pw, S711)

+
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+2 deip [pos NoJy [N}, 8], + [pw, [T NG [V, 87,

+ 157, [, NiII, [N], 8], + 20 e [po, N}, [NG, S,

+ o [ N, INE S7L, + [S% [ N1, NG, 991,

+ I[N, N2, ([ 97, 971], + (S, [P, S71,,)

+2i €ijp [P, N2l [N), S*], + [pu, [S7, N2, [V, S7]

+ S, [pu, NI, [N), SJL + 20 e, [p, NYJ, [NE, %],

+ [ [S5 V)] NG, 714+ S [pws V)] NG, 570,
~(pevpo)—(pe o, pv)+(pevpe o)

—15 [N, [N, NUNTT] e S*

+agieqn [N, [NL NENIT] L [S%, N,

+§ [V NG NN 328y 57057

+15 [N], N ], ([N, ING, ST], 87+ NG, [N, 87, 99))

g5 |[NA Vi), 7 (N3 NEST]| = g5 |[NA V] 57, [N, N2ST
+35 [N, ST [N] NG [N, 8], + 55 NG NG NET (NG, 571,97
+ENL NI, NL] S22, (NSi@) g3 4 §il@) 5i® N1y

—36 (Vi 197, VoL, [N2, NG S| = 55 [N, [N, 871, (NG, N7 ST
+iiesgn (NG, NLNIL[S%, NJ]

15 [N 571 (N3, No | [N, ST+ 5N [N, NG ([N, S 57
AN [NZ,NE] | S22, 5 (NLSi@) 83 4 §il@) 5i N1 )

[ NEING 87, [N NEST]| - o [ VE [N, 89, [N, V2]
+v,poomel)+(peov,oopmel)+ (e v,o,pm)

et d’autre part :
; ij (@), (8
Biuvps = i Yooy g {— 3 30y 0TS pl) $HO)

—i—% 23:1 aprlijjpga)pftﬁ)sk('y) + 23:1 ?:1 FﬁNZ(a)Ni(ﬁ)p‘(f)Sk()‘)
+% 222:1 Z?:l FﬁNi(a) (Ni(ﬁ)p((jﬁ)sk()\) + pgﬁ)NL(V)Sk(A))

+§ 252:1 ?:1 Fz‘pl(NZL(B)p((TB)Ng(a)Sk(A) + pgﬁ)Ni(v)Ng(a)Sk(,\))
+4§1 232:1 Z?:l FilN/i(a)<N£(5)pgﬂ)Sk(>\) + p((IB)Nll/(w)Sk(m

+§ fo?ﬂ Z,\:1 Fil(N,f(mpr)Nﬁ(a)Sk(’\) + pgﬁ)Ni(v)Ng(a)Sk(/\))
+z§1 27:1 Fél(Ni(a)pga)Nﬁ(ﬁ)Sk(ﬁ) + Ni(a)pgﬁ)Nﬁ(v)Sk(ﬁ))
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5 X5 S Dy NS O N 4 N i)
ZQ le( l(a) ( NJ B)Sk +Nl(a) B NJW Sk('y))
_|_ Z D 1leNJ(a)Sk ( V)p( )—G—N(V) ())
ol

+4 ZQ le( l(a) Sk —|—N(a) (8 NJ(’Y Sk(w))
+2 Z . f\?lFJlN a)Sk )(N, NI 4 NG (/\))

erop o nad) oo o)
+5 €k Za 1 Zg 1 0u F”( (@) ghk(a) _ pgﬁ)pﬁa)sk(a))

(PHU V) — (M<—>l/ P, 0 )+(/L<—>V p < 0)

PR N (B) gk(x) i(7) g3 (N)
No €ijk _1Dv + p
G TN j ) 5 2 A;ﬁ Pgitn g

_|_N( ) ;_(Oé)ew ( ZQ (B)S’L p(ﬁ) +2Z)\¢’y Dy Sz ’y)Sj(/\)pU )
+39 yY 2Nl(a)N (ST 5IN 1 p) 5iN) gile))
+8ZEZ] p(ya)NJ( {l)(ﬁ)sz(ﬁ) + 8Z'€ijkp(ya)Nll)(a)Ng(ﬂ)si(,ﬁ)
12309 30 (SO NED NIV ST - 51 NI ple) NI i)
+25°9 37 (51l N 7)N )i 4 ) NI gile) NIV gi(0))
+239 7 (p a>gz(6> NI NI i) - i) N @) IO i)
+2 Z 1 Z ( (ﬁ)N l(/\)SJ + p(yﬁ)Nll)(’Y)Si(a)Né(A)Sj(A)
(i =)y —{veupo}
‘|‘Z =1 ZB 1 Z {+12 Z)\l 1 Z)\Q . NJ(Oé)N( )N( 1(7 Gi(A1) §i(A2)
F125°5 S0 NN N 5100 NP g 0)
+12 Z?lzl Z%:l ng(a)Nl(a)N ’Y)N Sz >\1 ) Gi(A2)
+123°F lzf _ NI N NI gioa) O gira)
-2 ZA N ‘”‘ N gi(s (N W)NJ W)Sz(x Nm) (lT(A)Si('y))
+23°¢ 1( ”NJ )5i) 4 NIO) NI gin) N1 i) gi(9)
29 N, (@) N2 giB) (N, (v)NJ Sz(x +NJ Y gi0)
+23°¢ (N, ”)NJ M 5iN + NI NI gity ) (@) w>5a(ﬁ)
+12@6ijk(Nl(a)N( NP 4 N )Nm)N] )i N
HI8 Y, N gi NM)N Y gitx
+12 ZM 12/\2 1 NJ(B)N 'Y)S%(M Si(Az)
+12N;1 NP NUE) ZA#M( NI i) gi0) 4 gitw) gi0e) N1y
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22)\ N 1(6)53(5)( v)NJ ’Y)Sz(/\) + NJ l()\)Si A)
+2 Z)\ 1( V)NJ V)Sz()\) + NJ(W)N Sz ) z(a)N B)Sg
9 Z)\ N 1(5)53(5)(]\[] ’Y)Sz('y + NX (A)NJ 7 gi() )
230 1<NJ NEV 5T - NgY NI S0 N, Z(Q)N )58
) Z,\ 1 (@) Z(B)Sj(,@)< V)NJ ’Y)Sz(/\)_i_NJ Si )
9 Z,\ N Z(a l(ﬁ)gg(ﬁ)( ’Y)N] ’Y)Sz()\)_i_N] V)N Sz )
+25°9 (NOINJD §i0) 1 NI NIV gi0y N N1E) g3 8)
+2 3% (NOINID i) 4 NI Ng ”SZW) NN 53 @)
pour etablir 'egalité A,,,, = B,,s, on developpera les differents termes de A, .
dans la représentation de Green.

décomposons le terme :
[py,pgsk] _ ZQ Zg ZQ [pl(ja)’p(ﬁ)sk(v)]
_ZQBZ,B[V (aSky)}_{_Z BzQ[ (B)Sk(ﬁ}

+Z Z,B [pl(/a)apo } + Zogéﬁ;éry [pv 7P(B)Sk y)}
en utilisant les relations bilinéaires (3.35¢), (3.35¢) on trouve :
_ 2p(a)p(a)5k " 4 2p(a)p(3)5k(6 4 2p(6)p(a)5k + 2p(ya)pgﬁ)sk(a)
= 2pcr () gk(y) 2p a)pg Sk(B) 2py p(ﬂ)Sk + 2pl(,a)p£—6)5k(a)
= 2p{ i) k) - 2pl) i) ghe)

finalement

Q Q Q
Pu:peS*] =2 0D N (plple) SEO) 4 2p(p P GH)) (3.50)
B8

«

de la méme fagon on peut écrire :

SHO) 4 2ol gHe)) (3.51)

s <2303 3
)y IV B

[0}

QM«Q

Q 0
P S*] = [purpaS*] =2 0> (PP SHO) — 2plep() gHe) (3.52)
5

«
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un développement analogue au précédent nous conduit a :

Q Q Q
[N NPNE] =2 0 O (NN @O NI o o) N ) Ny (3.53)
B

Q@ v

on peut alors écrire :

Ni [N NPNL] + [N NN NG = 2 529 09 ST N N @) N @ g
—l—N;n(a)Np ( )Né(ﬁ)Nu( 20)
_'_N;’T(Q)NW(B)NZ(Q)N“W)

_}_NL(W)N (a)N 0‘)}
m o) arm(a l
= 222 Zﬁ ZS{N# v Ny ( )NU(B)
_N;(V)Ngl(a)Npm(a)Né(ﬂ)
_'_N;’T(Q)NW(B)NZ(Q)N“W)
_}_NL(W)N (a)N 0‘)}
m ) arm l(a
= 222 Zﬁ ZS{N# o Ny (ﬁ)Ncr( :
+N;1(Q)N51(’B)Né(a)]\fﬁ(w}
) m(« m(a l(a
_ QZQQ:BZ?{NM(’Y)NP ( )Nu ( )No'( )
—f-Nm(a) Nm(a)Nl(a) NZ(V)}
42 Z . ZQ{N m a N,:n(ﬁ)Ncl,(a)
+N:1(Q)NV m(B )Na(a)Nu( )}
i(a m(«a m(B I«
_'_222:72(52{]\[#( )Np ( )Nu ( )Na( )
—f-Nm(a) Nm(B)Nl(a)Nl(a)}
_ Z ,BZQ{N V)N m(c )N,T(a)N(ly(a)
_NH(’Y)NP m(a )Ny (a)Né(Oé)}
_Ni('Y) Nm(a)Nm(a)ny(a)}
+2 Z s ZQ{N N (B)Nl(a)
+NN(Q)NP m(o )Nlﬂ(ﬁ)Ng 4}
i(a m(a m l(a
1239 SN N ) NI
_NL(Q)N;n(a)Ny(ﬁ) Né(a)}
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—4 ZQ 5 ZQ N a)N Nl(a)

finalement :
A Q Q
Ni N7 NPNY + [N NEN NG =433 NiG) ymle) ymd) ) (3.54)
=6 «
de la méme fagon on peut montrer que :
Q Q
[NiNipo] =2 (NN + NN Dpr) (3.55)
a=1 g=1
Q Q
[NF,NLS™ =2 ) “(NUINKIgn@) 4 Nk NIE) gne) (3.56)
a=1 =1
Q Q
[N(lﬂ Nfsn] -9 Z Z(Nk Nl(a)sn + Nl a)Nk Sn a)) (357)
a=1 =1
Q @
[NLNES™Y) =2) 03 (NI NK g 4 NUI NP gnied) (3.58)
a=1 =1
. Q Q
[N, poS*] =233 " (pI NI SHO) 1 N3 () ghied) (3.59)
a=1 g=1
. Q Q
[N poS*] =23 0 "(plI NI SHO) 4+ NIp(B) ghiedy (3.60)

Q
Il
—
?
—

et on a :
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Q Q
[S7,99] = i€z, » S 42y 5 GI) (3.61)
a=1 B
par substitution de toutes ces expressions dans A,,,, on obtient le résultat demandé,
& savoir :
Aypr = Buugr = i S0, S04 5, 0,0 pl 5H0)
EQ o F”p p(B Sk () +ZQ Dy IFzZNJ(a)NM pa Sk
Z - Z leNJ(a)<N Sk(/\) +p Sk(A )
+2 ZQ D 1rzl<N( ) (/3 NJ Sk(/\) +p( )N( Nj(a)Sk(A)>
+ Z o AJWNM%N S“U+p Sk)
+2 E: 1}:? 1Fﬂ(Ah()pg pwva%gmx 4—p()ﬁVKﬂ$¢KaX9MAU
ZQ Fjl( (@) (a)Ni(ﬁ)Sk + N (a) Sk )
+ Z 12?\1FZle(aSk ( W)p()—i—N()())
ZQ le( N a)NJ ) gk(B) + N, (a) ( NJ(W Sk('y))
+2 E'y—l 9 1leNJ(a)Sk ( v)p( )+N(v) ())
44 ZQ le( N Oé)NJ Sk —I—N(a) (8 NJ(V Sk(w))
+ Z Y IF]lNZ(a k(B ( 7)p( )—i—Nl(’Y) (/\))
—(peoopy)—(pev, p, )+(0H0 pev)}
+3 2€ijk Ea 1 Z,(é? 19 F”(pl, Sk (ﬁ)pl(/a)sk(a))
(pHa V) — (MHV p, )+(M<—>V pHa
E: 1222 1F”{]V Ua%m E:V—lpV
L2 S TINSINGY 2 7, (5)51@ SI
+ N( @) ;(a)EU ( Z 1p(ﬁ) ity p(ﬁ) +22)\7ﬁ7 p(yfi) §i) Sj()\)pl(/ﬁ)>
+ny—1 e 12Nl(a)N (Sz (’Y)Sj(A) +p(yv)5j(x)si(5))
+&@ﬂ¢@Nﬂ “mQWL+&QMﬁ@AMMNﬂmQ

pvpo

‘f‘QZ 1 Z ( (G)Sl(ﬁ)Nﬂ W)N Sj + Sz NJ("/) Sj )
+2309 S (ST NI N 590 ) gite) NI gy
+230, Y, () SO NS NG §i) +SZ (@) NlmsJ ))
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1252, 79 (SHp NI NI SI0) 4 ) NI gite) NIV g

+( =gy —{vepp o}
Z =1 Zg 1 Z {+12 Z(;?l:l Z%:l Ng(a)N[lf(a)NZL(ﬁ)Nz(’Y)Si(}q)Sj()\Z)
+12 Z/\ 1 Z)\ 1 NJ(OK)NZ(OZ) Z(’Y)S'L()\l l(ﬁ)sj )\2)
1= 2=

1238 9 lNﬂ INZO NS N 5100 §i02)
+122/\1 12& 1 V] l(a)NM s Al)N ) §ita)
_QZA N a Za)Sj(B)( ’Y)N] V)SZ(A)+NJ N gi ™)

+23°% 1( 7)N’ M Gi) 4 NI NIV gitn) N, ““ N 53(5)

-2 Z)\ 1 N N, Q)SJ(B)( AY)NJ Mg 4 N] é'()\)Si(’Y))

19 Z)\ (N “/)NJ 7) Gi(A) +NJ V)N ) gy ) N i(a)Sj(ﬁ)
+122%1@(]\fﬂ(a)]\fg( )N,J)( ) 4 N(l,(a)N( Nj(a )SIN, N

+18 ZQ i(a)Sj j(v)Nl(v) u Sz

412 ZQ Q_ ZQ l(a NJ NZ(B)Ni(v)Sz‘ (A1) Gi(A2)
+12NZ(Q)NJ(5 l(B) ZQ ( N gia) gi(2) ) 4 §i(A1) Gi(x2) l(v))

-2 N, Sﬂm( N NS - NI NGV giv)y
492 Z)\ 1( ’Y)NJ 'Y)Sz()\) +NJ ’Y)N Sz ) m)Nl(B)SJ(B
—23°% NN SIO (NI NI 5100 4 N NI g0
492 Z,\ 1(N] W)N ’Y)Sz(fy + Nl()\)NJ 'Y)Sz('y )N, Z(a)Nl(B)S]

—25°% | NSINID gi@B)(NED NI g1 4 NI NI gil)
—25°% | NSOINID giB) (NI NI gi) - NIO) NIV gi))

492 Z)\ 1( “/)NJ V)Sz()\)_i_NJ ’Y)N Sz ) m)Nl(ﬁ)Sg(,B
492 Z,\ 1(N] W)N 'Y)Sz(fy + Nl()\)NJ 'Y)Sz('y )N, l(a)Nl(B)S]
I’anomalie étant donc inévitable dans ce cas, on peut alors chercher les hypothéses
nécessaires pour les quelles 'anomalie disparaisse en essayant d’identifier ’origine des

differents termes de ’anomalie. Ecrivons alors A, ,, sous la forme suivante :

+ Al

nvpo

Appe = Al + A2+ A

nvpo nvpo nvpo

(3.62)

avec :
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Allwpa = %eljkau]'—w;)j [puapask} - %emkaur,lg] [pmpusk]
_(/LHV7p7O-) - (pHoaﬂal/)_'_(V(_)pal/(_)O’)
= {50l S0y S (o7 ps” SM) — plpgY sMe))
(o 1,0,0) = (p o 0y V) + (v o p o 0)
(3.63)
_ 1 il £l i Qk 20 N1 il £l k
Avpe = 5 [Ty Nu o] | NJS*+ 3N, [TYIN,,ps] S
7 il nTl i Qk 2 j il £Tl k
+5 [T) N po] | NoS*+ ENJ [TUN,,po], S
+1Z_2pueijkrﬁ [Néa Néh Sk + Tlgpueijkrﬁ [N;£7 Nclr:|+ st
+(p o o,pmv) = (e pveo)t(peovep)l
— . Q Q ro File(a)Nj(a) (a)Sk(ﬁ) Flei(a)Nl(a) (Q)Sk(ﬂ)
EleZazl Zﬁzl{ Z( P M. v 'pU + piVu v Po ' )
X ZSZI Z[?:l p,(,a)Gz'ijZN,;(ﬁ); Ng(ﬁ)sk + 2221 222:1 pl(,a)ijFﬁNg(B), Né(ﬁ)sk
F(o o 0rmv) = (1o pv o 0) + (5o 0,7 o p)}

(3.64)
A3 = L, {(—Ni [Nm NmNj} Sk — [Nm NmNj} NiSk)
pvpo — 18k w Yp 0ty e po v ol
_(MHV?O’ﬁf%mHl) - (:u’H V707p7m) - (/,L,U,pHO',TTI,Hl)}
i i(a m m(a l
= T oSk 22:1 Z,?:l 23:1(]\7#( )Np (B)NV ( )Na(ﬂ)sk(y))

—(p v, 0= pmel)— (e v,o,p,m)—(p,v,p e o,m 1)}

(3.65)

Al ypo = €A Ty N) [N}, 0] S* +5N] [TUN,, ], S*
45 [DENL o], [N: 9], +ANZSH [N o]
+3N, (TN, o], S° + 5 [Ty N, P, [N],SM],
—i—%NZSk [F{)lle,pULr Y= (pe=o,u,v)

—(w v, p,0)+(peopeov)

— L[N NG ] [S7, (b, S0

+2 deip [P, NiJy [N}, 8], + [po, [T, N2ILL [N, 97,
+ 157, [, NiII, [IN5, S, + 20 e [po, N}, [NG, S,
¥ [ [8N]], N2 2L, + 157, [ V)], N2, 57,
+a5 DI NG No ] ([ [S% 8711+ 1S, [P, 8710
+2i €k [pu, NoJy [N), S*], + [pus [S7 N, [V, 9]
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+[9 [pmNZHJr [Nl Sj} + 20 €iji [p,,,Ni]Jr [ch—vsk}+
+ [pu, [S%, NZ} (NG, 8], + [, [pu’N;HJF [No» 571,
—(p = v,po)— (pHa,u, V) + (v, peo)
+agiein [N, [No, NINITT L [S* VD],
5 [V NG NUN]], 328 5, 5705
1 j i 7 z' 3 j
+35 (V] Ny, ([V, N, S ]LS’ [N, [N, S]], 99)}
55 | [V ], 7, [N Nes']| = 3 | [NA N2, 7, [VE V2T
+ (N2, 89) [NG, N2 [N, ST, + & NG [N, N, (NG, 57, 87),
+ENL NI, NI S22, (NiSie) g1 4 gite) gi® Ny
—k [NLIST NI, [NV, VS]] — 2 [V N, 91, [, 5]
+ieie [Ny, N NJ] [S*, NJ]
&[NS N3 NE (NG ), + 5 [N [V ]
+ENG NI, NE] 3025 (NLSi) 83 4 §il@) 5i N1 )
[ L], [ N - & [ IV, I
+(p, v, p=some )+ (peov,oepme—l)+ (perv,opm)
; !
= i€ Za 126 1{+Z 12? 1FINJ( )Nu(ﬁ)p((;/)sk()‘)
; !
+ Z 12? 1FINJ( )( u o Sk +pg_/3)Nlu('Y)Sk(/\))
42 Z 12% 1le(Nl(ﬁ) (B)Nj(a)sk,\ —{—p((,ﬁ)N,i(V)Ni(a)Sk()‘))
ZQ le( (o) (a NJ Sk(ﬁ) —|—N( @) (6)Nj(7)5k(7))
Z » Z leNJ Sk ( l(v)p(“/) 4 Nl(v) (/\))
+ ZQ le( ) (04 NJ Sk(ﬁ) +N( a) (5)N] V)Sk(fy))
42 Z > 1F31N Sk ( l(’v)p(k)_i_N(v) (A ))
_(pHO-7N7 )_ (/JJHV7/)7O-)+<IO<_>O->MHV)}
+35€ijk Zanl Zfé?:l @LF? (pl(jﬁ)pga)sk(a) - pgﬂ)pr(/a)sk(a))
—(p < o, u, V) — (w—w p, )+(u<—>v pHJ)
+Nl(a)N €ijk ( ZQ Sz *y)p 4 22)\757191’ Sz S]()\)p(yﬁ))
Z 9 2]\7 ;a)(gz(ﬁ)plj)gy(k) + pi) i gi(8)y
+8i€23 pz(/ )NJ(O‘ Sz 4 8i€z]kpl(/a)Nl(a) J(B)Sl(/j
+2Z 12)\ 1( )Na(v A)SJ(A)+S@(5)NJ ) ( l(A)SJ )

]w)
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+23 0 Y8 (s “)p N’(7 NI §ity +p(ﬂ)Nj(7)Si°‘ lmsju))
+2Z D L (pVS 7)N )i 4 gi(8) N1 (O‘)N )50
+22 1Z>\ (57 O‘)pu NIV i) 4 pB) N gite) NIV i (0)
n Nz(a)N Jeiuli ZQ S"(”)p(f 238, p s Sj(A)p(VB))
+32 3% Q aN\ ;a)(gz‘(ﬁ)pl(y)gj(A)er,(])S

+8ie;pl” )NJ(“’N si n 8@'% W N 3O) Si(m

+22 12,\ 1( B NI v ’\)SJ(A) 4+ S NIO ) l(A)S] )
+2 Z 1 Z)\ 1(Sz a)p NJ(’Y p )\)SJ()\) + p( NJ(’Y Sz a) l()\)SJ )
+2 Z =1 Z,\ 1(17 ) f,(’\)SJ'( + SZ l(v) N gi(x )
+2 Z (s a)P l” NIV G 4 pP N 7)S’(a NIV gitx

+(i e jpeov)} - {V<—>u p,0}
(o l ) i i
Z » ZB ) Z 1{+12 ZM ) i ) NJ( )Ng( )Nu(ﬁ)Ny(W)S (A1) Gi(r2)
12508 S0 NIONGO N g0 NP gi0)
+12 231:1 2%:1 Ng(a)Nflf(a)Nz(W’)NL(ﬁ)Si()\l)Sj()\z)
+12 Z? » Z? _1 Nj(a)Nl(Oé) l(’Y)si (A1) i(ﬁ)sj(/\g)
_9 Z/\ 1 l(a Sj ( l(v Nj(v gitx _i_Nj(v)Nl(A)Si(q))
+2 3% (N Nm SN 4 NJOI NGV 500 N N 59(60)
_9 ZA . l(a)N SJ ( l(v NJ(”/ i\ +NJ “/)NZ(A)Si('y)>
+2 35 (NSNS 5 4 NI NGV gie N a>N /590
+12Z€ij(N (o )Nl(a)NJ( ) + N (a)Nl(a NJ a))sz V ()
118 Z)\ 1 i Q)SJ(B)NJ ’Y)N “Y)NZ(A Sz(/\
+12 Z)\ . Z)\ 71 l(a)N]( )Nl(ﬁ 1(7 Sz )q)Sj(/\g
+12N (a)N] Z)\ ( 1(7 SZ )\1)5]()\2 + SZ )\1 Sj )\2 ’Y))
_22 l(a S] ( NJ(’Y gi(x _{_Ng(’y é()\)Sz()\))
492 Z,\ 1( NI NJ(’Y i 4 Ng (17()\)51(/\))Nﬁ(a)N/i(ﬂ)Sj(B)
_9 ZA N Z(a # S] (Nj(”/) l(v)Si 7) +Nl(A)Nj(7)Si 7))
42 Z,\ (Nj(v) l(’Y)s’i NJ(’Y Sz ) ﬁ)Sg(ﬁ)
_9 Z l(a Sg ( NJ(’Y i Ng(’y é()\)Sz(v )
_9 Z/\ 1 z(a ,u S] ( a p Sz Ng(’Y)Né()\)Sz()\))
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492 ZS\QZI(N(IT(W)NZ(W)SM) 4 Ng(w)Nol_(A)Si(/\))Ni(a)N/i(ﬂ)Sj(ﬁ)
+2 25\2:1(]\;[{(“1) N(lT(”/) i 4+ Ni(/\)N[J)'(”/) Si(’y))Ni(a)Nz(ﬁ)Sj(ﬁ)
(3.66)
dans les deux chapitres suivants, des hypotheses sur les variables dynamiques seront
introduite. L’ecriture (3.15) nous permettra ainsi Iidentification de 'origine de chaque

terme A’ . en identifiant I'hypothese (ou la condition ) qui permettra de I'éliminer.
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Chapitre 4

Extension paraquantique dans le
cadre d’un moment cinétique S

ordinaire

I Introduction :

La premiére hypothése introduite consiste a considérer I'opérateur S¥ comme un mo-
ment cinétique vérifiant donc la relation ordinaire. Deux approches seront donc examinées,
la premiére consiste a affecter & S* une direction donnée dans le para espace de Green
qu'on appellera hypothése de Ardalan et Mansouri sur S*. La deuxiéme consistera a
considérer S* comme le spin de la particule et donc c’est une notion purement quantique

indépendante des coordonnées et des moments du centre de masse de la corde.
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II Approche de Ardalan et Mansouri et anomalie :

II.1 Formalisme :

pour satisfaire la relation de commutation [S?, S7] = ic*S* DPopérateur S* devrait
satisfaire des relations bilinéaires. On se propose de garder le spin S° respectant la quan-
tification ordinaire, et de paraquantifier les autres opérateurs (p, Z,, o). Ceci peut étre

réalisé en posant :

Q
Sh=) 515y (4.1)
a=1

et les autres opérateurs sont donnés par :

Q
a=1
Q
Z, = Y Z{ (4.2b)
a=1
Q
o = Za,(f) (4.2¢)

a=1

ces derniers respectent les relations bilinéaires suivantes :
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SO0 =0 1#5
Jr
[fo), Z&””)} —0
Zfﬂ),Ziﬁ)} =0 ~#p
+
[P/EB)Jp’(/B)} —0
pff),p(f)} =0 ~#8

[A(6)7 aff)] —

AP0l =0 y#5

avec A=Z,p

et S* satisfait la relation bilinéaire :

[S1D), §ID] = ik gk

I1.2 Algebre de Poincaré :

M,,, dans ce cas s’écrit de la fagon suivante :

My = Ly + Gy,

avec :
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(4.3d)

(4.3¢)

(4.3f)

(4.4)



Q
1 N .
Lw =5 ([Z2.0], = [2.9] )
a=1
et
E _ pk k
GW = EW + FW
ou
£ et 05+t 450,
ou encore
EF = 1 W (1) gk 1 [id 1) gDk
wr = T o ikt Py ST+ ikl v Py
et

z a) Nz ) Sk(l

Ezgk E

calcul de (L, L,,] :

2]
12,9, (20007, | = 2000, [20.057) , = 2ig0 [20),9(],

par substitution dans [L,,, L,

vy Lpo] on trouve :

(L Ly 2050 ) = (e v o o)

(1, v,p = 0)}

)= {0, 2 [0 -

+((p = v, peo) -

calcul de [Gk

pr Loa]
écrire
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(4.7)

(4.9)

en utilisant un calcul analogue & celui de ’annexe (A) on peut



(G, Lyo) = +ien S0 {(30,T4ptpl) SO
—9 Fz’jp(a)p(l)sk W) 4 ZFiZN( ) N a) Sk 1)
- Egl/prlj Za 1p(1 SH qupF” Za 1p0’ ) )
+ 2F]lNZ(a) (a Sk (p O,V )
(4.10)

de la méme fagon on a :

[Luw Gk ] i€ Zgzl{é(ﬁufijp(f) (I)Sk (1)
_ 8VFijp£a)pgl)Sk(1 ) 4 QFzIN (Q)NJ (Q)Sk
%gl’p]‘—‘ij Za 1pg Sk 2 + gupry Za 1p Sk(l)
+ QFJZNl(a)N ) ple) gk(1) + (v, p0o)
(4.11)

en utilisant (4.11), (4.12) on trouve

|:L,UJ/7 Gk i| [GZV7 p0:| =1 (gl/pFl]fg gpr + g/LO'FVp gllO'ka)
+ d€ijn Za RGN
-9 F”p pu)Sk(l ) + 2F”N( )Ng(a)pga)sk(l)
+ ZF%lNZL(a)NZZ,(a ga)sk(l (M S pe 0_)

—(peoo,pv)—(peov,po)}

(4.12)
calcul de [G’;U,G’;(j} :
(Cor Co] = (B Bpo| + [ Bt Fpo] + [Es Bpo] + [E Fl (4.13)

[Eﬁw Eﬁa’} = _ieijkemln{rgrzd [pf})sk ,pU)Sn ] — (,0 — 0, U, l/)
_(MH vavo-)_{_(#(_)V?p(_)O-)}
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en utilisant un calcul analogue & celui de ’annexe (B) on peut écrire

(58, B8] = $ea{(T4TY — DTV S0 — (p 7, ,0)

e (4.14)
—(peov,po)+(peov,peo)}

[E;’jl/’Fpka] _ ieijkemln{(rg |: 1)Sk(1 Z [ m(a) Nl(a)} Sn(l)} + (,U v, p, U)}

en utilisant un calcul analogue a celui de 'annexe (C) on peut écrire

[Ellfo_, F;],fV:| = __61]]{: Z 1{(1—’74[ N] a)Sn

4.15
+ Di'ps NN, i@W)—WH%mw} (1)

en utilisant encore une fois un calcul analogue a celui de 'annexe (D) on peut écrire

[ FE] =0 (gupFly — 9oy +gWF k ng’“)
z a) m l
+ i€ Za . Z,@ 1( (B)N m(a) o(ﬁ)sk(l))
on remplace enfin (4.15), (4.16), (4.17) dans (4.14) pour obtenir :
[Gﬁ’/’ Gl; ] =1 (ngF/LU gNPF + gMUFVp gVUF )

1a mﬂ m (B
Fies Za 12,5 1( () N ( )Nl, a( )Sk(l))
+(p o v,opme— 1)+ (pev,opm)

(4.16)

+(p, v, p e o,m 1)
_’_ieijk{(rilrlj N F“Fg)pgl)pl(,l)sk(l)
(l“—”/ p,0)+ (e v.peo)—(peoo,pr)
Ezgk Z ( (I)N (o Ng(a)sn(l)
+D9pS) NI N gm0y
+(pevpo)—(poo,pv)+(pev.peo) (4.17)

le commutateur [G s Lp } [LW, G”C ] contient les termes suivants :

{hee D2, TP 50 — 5, iipledpD 5140

(4.18)
_<M<—>V,,0, )—(pHO',,U,, )+(O-<_>p7/~L7V)}
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(4.18) devient :

{gewkz ( F” Flj)pv po )5k
+ e 29, (9, TIpsp SHU — 9, Didpl) plh SED)

_(MHV7P7 )_(P‘_)U,/ﬁaV)‘i‘(UHP;MaV)}

de méme pour le commutateur [Gk

s G’;a] qui contient les termes suivants :

(e (TUTY — T )l p) 5400
- (H’H V7p70) - (p<—> 07M7V)+(O- Hpa,u?V)}
en additionant (4.20) et (4.21)on obtient :

i ij ij il il (1) (1)
{+2€ik(0,I5 — 0, + TITY — DT ) p, py” SH)
i i (a) (1 ii () (1)
+ e 29, (8,T9psps) SV — 9, plp ) L)
—(nwev,p0)—(peo,pv)+ (0o ppr)}

(4.19)

(4.20)

(4.21)

la condition d’intégrabilité est alors mise en évidence pour éliminer les termes en facteur

en remplacant enfin (4.10), (4.11), (4.12), (4.18) dans (3.10) on obtient :

[Mum M ] =1 (gupMua - gupMua + guaMVp - gl/aMup) + Cuupa

avec un terme d’anomalie :

Cruvpe = i€ {305 (0,0pS pl SHV — 9,19 i wwk>
+ ZQ (PilNl(Of)NJ(a) (Q)Sk + F,JDZN# Nu pa Sk(l))
(leNl(a)N] (1)Sk + FJP'ZNZL(Q)Ni(a)pgl)Sk(l))
—(pe o pu,v) — WHV@)+WHVPH®}
+ Zezgk{za . ZB ) Z (N Nie) m(ﬁ)N m(a) é(ﬁ)sk(v))

_(IU’HUJUHPJmHl)_(Mﬁyvaapam)_(/1’7V7p<_>0-7mHl>}
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(4.23)

pour identifier les differents termes de cette anomalie on peut écrire C), ,» de la maniére

suivante :

CIWPU Azupa + C,iz/pa + Czupo (424)
3 AR
A, o est défini dans (3.65)
i id 1) (« a) (1
Ly = 0,09 S0 {(p P57 MY — pipll) gh ) (4.25)

—(p=omy)=(peovpo)+(povpoo)}
C’}wm = A}wm (pour S* = ZQ Sk G 1)
Czupa i€ ZQ 1{(F“Nl(a)Nj(a)pga)Sk(l) + FJI;INZ(Q)N a) Gk(1)
— (P NI N @) k) — p(D Nl Nl gi(1)) (4.26)
—(p U,M,V) —(pev,po)+(pev.peo)}
Cﬁypa - A;%,I/po‘ (pOUT' Sk ZQ Sk )
nous avons ainsi éliminé le terme d’anomalie A, et une partie des termes d’anomalie
Al,. et A% . ce qui nous permet d’identifier origine de ces derniers.
on peut néanmoins verifier qu’effectivement le terme d’anomalie disparait
lorsque @) =1

Ciuvpe =0

III S*: spin de la particule et anomalie :

II1.1 Formalisme :

D’aprés les postulats de la mécanique quantique, le spin est une notion purement
quantique, car il ne dépend pas de la position et I'impulsion comme dans le cas du moment

angulaire, ¢ca implique que :
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S,P]=[5,Z]=1[S,a] =0
S’ satisfait la relation bilinéaire :

(57, 57] = ik sh

et les autres opérateurs (7, p, ) satisfont les relation trilinéaires :

Z, P, Z,)] = —29u2,

(Zu [0 00) ] = 20(90Dp + Guolr)
P (Z0: 0ol ] = 2igup,

(P (20, Z,) ] = 2i(90Zp + 9upZ)
[Zm[ u;ak]_._} = —2ig90
[ak,[al,A]J = 2k, A
[, fow, anly ] = 2k(0kqi0m + Okqncur)

avec A=Z7Z.p, S

I11.2 Algébre de Poincaré :

M,,,, prend alors la forme :
M, =L, + wa

ou :
Ly = % [Zm P,,]+ - % (2, Pu]+
et
E _ pk k
G;w - E/w + Fw/
avec :
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k,l impair
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(4.28)



1 g 1 g
By, = —5enlipS" + Seil/p,S* (4.30a)

1 . .
Fr, = SCik [N, N,], S* (4.30b)

notons ici que l'ecriture de F’ lfy a nécessite une symétrisation adéquate de la maniére
suivante :
NN, S* = G{[N;, N;] "+ [N}, S*], Nj + [N}, S*] N}
= ¢{[NV,, N}], S* + 2N N;S* + 2N} N/,S*}
sUNL N, SE+2[N), N, S*}
= % [let’ Nlﬂ + Sk
Calculons alors le commutateur de I’algébre de Poincaré. Remarquons que [L,,, L,,]

est déja calculé dans le premier cas.

calcul de [Gk Lpo]

pv

(Gl Los| =i [@Gﬁ,j,pgh ~3 [89Gﬁwpp}+
en utilisant un calcul analogue a celui de ’annexe (A) on peut écrire :

[wa, Lpaj| = —%Eijkguprffpask + %Gijkzguprf,jpask
+ 5660, T popuS* — 9,1 pop,S*
+ e Ny [TYN, o], S* + [T)NL,po], NS
+ N} [TUN,,po] , S*+ [T)N,,ps]  NS*}
—(p = o, p,v)
(4.31)
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de la méme facon on trouve :

(Gl L) = = 5€i090, L5 puS* + §eijngpuo L pyS*
+ 50T EDuppS* — 0. puppS"
+ g€ N, [TIN, p] ™+ [T)N,, p], NIS*
+ N [TUN,,p ], S*+ [TIN,.p], NpS*}
(= wv,po)
(4.32)

en utilisant (4.32), (4.33) on trouve :

(G

pvo

LPU} + [LMW Gl;a] = {_ingEl/ju + ingEﬁu - ingE’/ju + ingEﬁu
+ %eijk{aprijpapusk - 8pfijpgpusk
+ e Ny, [N, o] S* + [T)N, pe] | N7S*
+ N} TN, po] , S* + [T9N,,ps]  NiS*}
—(pe= o, uv) = (e pv e o)+ (ne o,v e p)}

(4.33)
calcul de [wa, G’;a}
ko ok ko ok koopk ko opk ko ok
|G G = (B B + (BN Fol + [FL, BNy + [Fry Fl (4.34)
[E/ij Eﬁg] = iﬁijkemm {Ffffznl [p,,Sk,p(,S”] —(p = o, u,v)
_(MH V7p70)+ (,U, SV, U)}
en utilisant un calcul analogue a celui de I’annexe (B) on peut écrire :
_ i il il k
(B Bl = g {(TyTY = T )pupeS* — (p = 0,1, ) (4.35)
—(neov.po)+(peovpoo))

d’un autre coté, le commutateur [E* . FF | ’écrit :
) uvs - po
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(B, Fly] = —Leenm { (T [, [N NE] 87 + (= v, p,0)] }
de méme en utilisant un calcul analogue a celui de 'annexe (C) on peut écrire

[Eﬁw Fpkcr] = _%Gijkrgpu [Nza Ng] + [Ska Sn] + (p — 0, W, V) (436)
finalement :

h

pv?

Fy ]+ [ES, FY] = (5euliipy [N;;,Ngh [S*, 5]

pas

(4.38)
+(pev,po)—(poopr)+(pev.peo)

calcul de [F k

pv

Ffm :

[Fk, F) = Segnemm | (NG, NE], S%, [N VL], 87

en utilisant un calcul analogue a celui de I’annexe (D) on peut écrire

[F;]wafo] =1 (ngF[fg _gupra"_gWFfp _g”"FPIfP)
—ZEZ]]C(NIZL [Ngn’NltnNg] + [N;”,N;nNg] N’i)Sk (4 39)
+(peov,oeopmel)+ (uev,opm) .

+(, v, p = o,m )

on remplace (4.36), (4.37), (4.38), (4.40) dans (4.35) on obtient :
(G, G =1 (gupFE, — 9up Y, + guo B, — gua FE,)

(N [N NN + TN N NS
+(u e v,o = pmel)+ (uev,o,p,m)
+(p, v, p > a,m 1)
+%eijk(FﬁFﬁf - Fﬁfg)pypgSk
~(p = v, p,0) + (e v,pe o) —(p e o, u,v)
FheTl [N ML), S°+ degul [TNL ] 5°
+ﬁ€z‘jk [FﬁN,§7puL Ngsk + ieijkNg [FﬁNZ),p,,L S*
+i€i [T Ny, po ] NS
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+(peov.po)—(peo,pv)+(p—v,peo)

k

le commutateur |G s

Lpa] + [L,“,, G';U] contient les termes suivants :

{+5€ik0, Ly pupoS* = 5€10,L} pupsS*
— (= v,0,0) = (p = 0, V) + (0 < p,u,v)}

de méme pour le commutateur [G’l’jy,

{%eijk(FﬁFi{ — FﬁF?)p,,poSk —(p = v,p,0)
—(p<—>0',/,L,V)+(O'<—>,O,,LL,I/>}

en regroupant ces derniers on obtient le terme suivant :

{+3€0(0uT7 = 1] + TyTY = LT )pup, S*
—(pevipo)—(peo,pv)+ (0 < puv)}

G’p“g] qui contient les termes suivants :

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

on peut alors mettre en évidence la condition d’intégrabilité pour éliminer les termes
en facteur. En remplagant finalement (4.10), (4.32), (4.33), (4.41) dans (3.10) on arrive

au resultat :

(M, Myo] = 1(90pMpuo = 9uoMoo + GuoMup = GooMyup) + Dypo

ou D,,,, est 'anomalie en question dans ce cas et qui est donnée par :
Dul/po - Z;Eijk{NZ [FﬂNg,pyh + [FZN/i?pVLF Ng
+N [TENL ], + [TINL ], NI}
i il m A7l ko it [l ATl k
+§eiijMpV [Np ,]\70]+ S + Epyeiiji [Np, NJ]Jr S
—(p o) —(neprveo)t(peorvep)l
% 7 m m N J k m m N\ J 1 Qk
_._Zeijk{_N‘u [Np 7Nu chr] SP — [Np JNz/ Ng'} N,LLS
(o v, pom o D)+ (5o 1,0, p,m)+ (v, p o 7,m > 1)}

on peut facilement l'identifier & travers la relation
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_ [42 + /43

pvpo uvpo nvpo

D (4.46)

A% A3 sont définies dans (3.64) et (3.65)

prpod L uvpo
Nous avons ainsi eliminé en plus du terme Afw -

complét. Ceci nous permet d’identifier I'origine du terme d’anomalié A, ,

1

identifié auparavent, le terme A, ,,

on peut aussi noter que cette anomalie disparait dans le cas ordinaire (¢} = 1) puisque :

[N Nlp,] = [NL,Nip,| = [N, N"Ni] =0

alors D0 = 0
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Chapitre 5

Hypothése de Ardalan et Mansouri
sur le centre de masse et covariance

de Poincaré :

I Formalisme :

d’apres les resultats obtenus, 'anomalie qui reste sera eliminée si on impose aux va-
riables associées au centre de masse de la corde de respecter des relations bilinéaires ordi-
naires et donc satisfaire la relation de commutation de I’algebre de Poincaré [p,, p,| = 0.
On adopte alors I’hypothése de Ardalan et Mansouri sur le centre de masse de la corde,

posons alors :

Q
pp=>_ 061 = p (5.1)
a=1
et
Q
X, =Y X501 =X (5.2)
a=1
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en utilisant la relation (5.1) et (5.2) on trouve :

Q
Zy = Y 260 =Z{

1 p
a=1
. Q . .
- Zsz(a)(sal _ Sz(l)
a=1

on peut aussi écrire :

i _ AT 1)\ _ ari(1)
N = N,(PYV) = N

et

Q
ap = Z al?
B=1

ces opérateurs satisfont les relations bilinéaires :

[Z,gl)aplgl)] = _Z.guu
(S0, p0] = o0
20,2 = 0

(M) giM] = e, gFD)
[S ;S ] €515
e =0
[ag(l)’A(l)] = 0

[&u(ﬁ) A(l)}+ = 0sif#1

avec A=Z,p, S

et les modes satisfont les relations trilinéaires suivantes :

[k, [au, i), | = 2(k6k 100, + kdjinur) n,l, k impair
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II Algébre de Poincaré :

M, s’ecrit alors :

k

M,, = L,, + G, (5.9)
avec :

Ly, = Z( ) (1) Z(l)PEL) (5.10)
et

k _ ok k
G,ul/ - Ep,l/ + F,ul/
ou

B, = —leripweiw Lo pupmgi (5.11a)

wo 9 ijk pu 9 ijk pu :
1 . .
Fh, = SepNONOSHD (5.11b)

Calcul de [L,,,L,,] :

ns

Ly L) = | 280080 = 28000, 20 plY) — 20

en utilisant la relation bilinéaire (5.7a), on trouve :

Ly Lol = 1(9vpLuo — GupLve + GuoLup — GuoLyp) (5.12)

Calcul de [G’g L, } :

N

(GE,, Lyo) = | B, + B, 2800 — 2800

mz
en utilisant les relations bilinéaires (5.7a), (5.7b), (5.7¢c), (5.7e) on peut écrire :

[Ek + Fk Z,gl)Pél) _ Zél)Pp(l)] _ (_%‘Eijkapngl(/l)pgl)Sk(l) + %Eijkapmjp/(})pgl)sk(l)

By
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_%Gijkguprgpgl)sk(l) + %GijkgupFlijjpz(fl)Sk(l))
_Z'EijkrﬁNFl,(l)Ng(l)pl(jl)sk(l)
_,l'eijkrilNg(l)Nclr(l)psl)Sk(l)

_<:0 — O, U, V)
et donc
[Gﬁw } [L#W Gl;o] = _ingE;]ju + ingEﬁu - ingEﬁu + ingEl/ju

— Led,Diippl Sk

+ i%ka Fijplgl)P(l)Sk (1)

zeUkF”fVKUf%7 D Gk (5.13)
—ZEiijfpr A0 gh)
—(peo,pv)—(pepveo)
+(peov,peo)

Calcul de |G, G" ] :
(Gl Gl = (Bt Bpo] + (B Fpo | + [Fas Bp] + [Fpis o] (5.14)
(B, Bl = eipemu{(TEpTrpl) (M0, 57 W] 4 (p o o, p, v)

+(pevpo)+(peop—rv)}
on utilise un calcul analogue a celui de l’annexe B), on écrit :
[E;’jzn Eﬁo} = %Eijk{<PﬁFl] FZlFl]) Sk(l) (J =P V)
—@Hmm)+WprH®}

(B8, Bl,) = e d (DT = TRTR)n " $H0 — (o = p, . v)

p

—(v e ppo)+(pev,peo)t (5.15)

[ Fpkcr] = %eijk€mln{( F”pl/ )N é'(l) [Sk(l)a Sn(l)]) + (M <V, p, U)}
de méme, on utilise un calcul analogue & celui de l’annexe (C), on écrit :
[EE, F ] = deg (DN NZW pih SEO 4 Dt Nt N p(H gk

N2

I2h
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_<M‘_>Vpa )}
il Arl(1 ; N
[EE,, FE]+ [FY, BY ] = e LN, D NIV pM 580 4 1il N NI pi gk
—Wﬁ%m)—@Hmaﬁw+@H%uH®}

95, FE] 4 (Bl L] = e (TN N0 540 4 T 2 9 5100
—(pevpo)—(peopoov)+(pov.peo)t
(5.16)
[F;]fw F;“U} = ieijkﬁmlani(l)Ng(l)Nm(l [Sk 1) Sn(l }
on utilise un calcul analogue a celui de 'annexe (D) , on trouve :
[F;Ifw Fk ] =1 (ngF;]fg guka + guaFk guaFfp) (517)
oen remplagant (5.16), (5.17) et (5.18) dans (5.15)on trouve :
[G,ﬁw Gl;a] =1 (gupF,]fa guka + g;ka guaFk )
i (TITY — TITI ) pi PO — (0 p, )
@HMM)+WHVPH®}
Fiijn {(leNl(l)NJ (1) gk(1) FilN;(l)Nfr(l)pl(,l)Sk(l))
—(nevpo)—(pepoov)+(pov,peo)t
[Gﬁl” G]; } =1 (gVPF,uU gHPFk + g/—LUFllp gVUFk )
+§€ijk{(ri)lrlj Fllrlj) Sk (0‘ <P V)
_(V(_)#vpa )+([L<—>I/ pHU)}
ey { (DN, D NI pil SHO 4 il Ny N pH gh)y
—(,uHV,p,a)—(p<—>u,a<—>V)+(p<—>u,u<—>a)} (5.18)

en remplagant (5.13), (5.14) et (5.19) dans (3.10), et en utilisant la condition d’inté-

grabilité, on trouve :
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(Myws Mpo] = 1(9upMpuo — GupMoo + GuoMup — Guo Myp) (5.19)

Conclusion

L’objet de ce travail consiste a étudier la possibilité d’existence d’une théorie de cordes
non critiques dans le formalisme de la paraquantification. Il s’agit en particuliers d’explorer
la question suivant :

De la méme facon que l'extension paraquantique d’une théorie de cordes critiques a
donné des paracordes critiques a des dimensions d’espace-temps exprimées en fonction
de l'ordre de la paraquantification, dans quelle mesure I’extension paraquantique d’une
théorie de corde non critique restera-t-elle non critiques.

Le cas le plus général qui consistera a considérer toutes les variables dynamiques (aussi
bien, celle du centre de masse de la corde que celle du spin de la corde et les modes) comme
opérateurs obéissant & des relations trilinéaires ( extension paraquantique des relations
bilinéaires ) a été étudié. Nous avons alors établi par un calcul explicite que la théorie
non critique est remise en cause par le calcul de ’anomalie. Un calcul analogue est aussi
développé a travers la représentation de Green.

La remise en cause de la paracorde non critique ainsi définie nous a conduit a explorer
la question qui consiste a identifier l'origine de cette anomalie exprimée sous la forme
d’une somme de 4 termes. Différentes hypothéses ( conditions) de plus en plus fortes ont
été introduites.

En considérant d’abord que S est un moment cinétique satisfaisant la relation standard
qu’on combinera avec les autres opérateurs a travers I’hypothése de Ardalan et Mansouri
sur I'opérateur moment cinétique. Un terme de ’anomalie est alors éliminé et donc son
origine identifiée. L’étape suivante consiste & considérer le moment cinétique S comme le

spin de la particule et de ce fait, S est une notion purement quantique et donc ne devrait
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pas dépendre des coordonnées et des moments du centre de masse de la corde, ce qui se
traduit par le fait que S commute avec ces derniers. Un autre terme de I’anomalie est
alors identifié est éliminé.

Il s’avere alors que pour éliminer totalement 'anomalie en question et construire une
théorie de paracordes non critiques, ’hypothése de Ardalan et Mansouri s’impose sur les
coordonnées et les moments du centre de masse ot seuls les modes de la corde obéiront aux

relations trilinéaires. L’origine de ce qui reste de 'anomalie éliminée est ainsi identifiée.

109



Annexe A

Calcul de [GW, }

[Gllil/’ ] [Gﬁw é [ p?pa] - % [Zmpp].J
(Ghur3 20 m)] = eundd [T 15T, 20l ] 43 [T [ 54, 2oL
(Vi Ni], S5 (Zppa ] + 3 |V (N2 S 12000,
[N [NZ Sk} [Zps ol ]
= i€it{=3 [T (2o, 0] ] [P0 S*] = 5T [P0 S* + ™00 12,6
+3 [Ff/ ) [vapah_} [pua Sk]Jr + %FU [pusk + Skp;u [Zs, Do) }
+3 [NiNj + NiN,[Z,,p5), ] S+ 3Ni [N.S* + S*Ni, [Z,, po), ]
+3 [N, (2 p5), ] [S*, Ni], + 5Ni [NJS* + S*NY, [Z,, 5], ]
3N 2] [55 V)
en utilisant les relations trilinéaires (3.1c), (3.4d) et (3.4e)
[wa, 212,15 ] —i—lewk{ﬁ F’Hpg [pH,S} L€k gupl [pU,Sk]+ teiin0s L, [y S ]+
—1€ijkuol’; [pp,Sk} - 'EkaZle [vapp]+sk
23’]\73 [F”Nl,pp} Sk — 3 [FZNi,pp]+N35k
%N, [TINL,p,], S*
_% [F{]N},,pPLN[LSk - % [FglN£7pp]+ [Nﬁ,S’fL
—ENJS*[CINL p,), — 5 [ToN,, 1], [NF,S*],
CANLSH [TANLp,))

.
+
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en utilisant la relation :
GpN/i = FijL
on trouve :
[wa, % [Zmpo]Jr] = +i€ijk{aprijpa [pw SkLL +i€ijk9upry [pm Sk]+_%€ijkaarfszp [puv Sk]+
—4€ikguoly) [pp: S*] | — feilgNg [N, p] , S*
_%Ng [FﬁNL,pPL St — % [F«irlN;i’pp]+ NgSk
— %N, [PIN,,p,) , S*
=5 (TN ], NS™ = 5 [TENL b ), [N S*]
—%NgSk [FialN;luppL - % [FZNli’pPL [szskh
—3N,S* [TIN,,po] , }
de la méme fagon on trouve :
[Gﬁw % [Zp’po]Jr] = +i€ijk{aprijpa [pw SkLL +i€ijk9upry [ o Sk]+_%€ijkaarfszp [puvsk]+
—g€imguely) Do, S*], — feinle NS [N, pp] , S
_%Ng [FﬁNL,pPL St — % [FZNL’pp]JF szsk
—EN, [PIN},p,), S*
—3 [TYNL, ), NiS* — & [TIINL,p,] , [NE,S*],
—%NgSk [FialN;luppL - % [FflellL’pP]+ [szskh
—3N,S* [TIN,,po] , }
finalement :
[GﬁwLm} = — 160} po [P, Skh — J€ijngupl)! [pmskh
+ 1€k, TP [P S*] + feingue L [P S*]
+ g€y N [Ny, po]  S*+ FNJ [TYNLpo ], S*
+ 4 [TUNL, po] , NiS* + %N}, [N, p,], S
+ 4 [N, p, ], NiS* + & [TIIN] p,], [N}, S*]
+ §NISH TON,po] . + 5 [Ty N, po), [NF, 57
+ 4N, SH[DINL o] } = (p = 0, ,0)}
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Annexe B

Calcul de Eﬁw o

[EL,, ) = Sscimemnd (TETR | (21 ] [0, S7),)) = (0 0, 1,0) = (0 = v, p,0)
+Hp e v,pe o)}
= t5€ikemm{ T ([pS¥, [0, S, ] + [S*Dus [Pe, 5™, ]) = (p = 0, 11, v)
—(nev.po)+(perv.peo)l

en utilisant la relation (3.4a):

[El’jy, E;fg} = TlﬁeijkemlnFij?l (i€knrPy [Poy S™]4 + i€knrPy [Po ST]L) — (p = 0, 11, )
—(nev.po)+(perv.peo)l
= (L€ijkemmErnDy [Po, ST, T — (p = 0, 1, 1)
—(peov.po)+(peov,peo)t

en utilisant les relations :

€ijk€min = 6im§jl5kn + 6jm6kl5in + §km6il5jn - 5im5kl6jn - 5jm5il6kn - 6km5jl5in (Bl)
5kn€kn7‘ =0 (Bz)

N (B.3)

112



(ES, Ery | = (G€rnrDy Do, ST, T T 4 2eknepy [po, ST TWTN) — (p = 0, i, v)
—(pevpo)+(pev,peo)}

en faisant le changement (k < n) dans le deuxieme terme on trouve, avec (i,j — 1) :

[Eﬁyﬂ E;I)cg} = %Eknrpa [pw ST]+ lerlpk + ienkrpa [pw Sr]+ Fﬁlrlpn - (P 0, [y V)
—(pev,po)+(pev.peo)}

en utilisant la relation (€5 = —€g,,- ) on obtient :

[EE,, EE| = e (TUTY — THTp, [py, ST], — (p < 0, 1, v)
—(pev,po)+(pev,pe o)}

en faisant le changement(k — i,m — j,r — k) on aboutit au résultat

[E;’jw E)];o'} = iemk(rﬁri} - Fﬁri)j)pa [py, ST]+ - (p = 0,y V)
_(MH V7p70) + (:U’ SV, P U)}
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Annexe C

Calcul de [Eﬁw F}]’U}

(B, ) = = dheiwennl | [0S [N M), 57 4 [ s 4], NG [N, 57],
+ [ 841, N [V, 7]
deennl [l 31, (78] 87 [ [ 81, 6 [ 50,
I 4, Ny [N 57, 3
calcul de [[p,,, Skh, [N, Nflf]+ S"]
[[py, ¥, [N N S"] - [pl,sk + Skp,, [N, N S"]
= o [S% [N NI S|+ [ [N, NE 7 S
8 [, [N VL], S7] + S5, [N NE, 5]
=po [N NG, [S% 87 + [N, NG [pw, S7] 5
+S5 [Ny N (oo, ST+ [NG, ML), [S%, 7]
= [Ny N ([, [S%,057]] + [S%, 9o S71) ) 4)
calcul de [[p,,,Sk]Jr , Nt [N;”,S”L]
([P, 4], NL [N 8™, | = [poS + St NL [N, 57].
=y [S* VL[N, 87, |+ [ NE [N 57| S

+8* [ NG [N 57 ]+ [N [N 5,
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en utilisant la relation (3.4a) on a :
([P ST, N[N, 87, | = DNk [N, S7] ks + b [S¥,NL] [N, SV,
oo N2 [N 7], 8F 4+ 8% [ 2] [, 57),
+ [S*%, NL] [N ™)L py + Nidegnr [N, S7] | Duiernr
= 2iegnr [po, No|, [NG"S7], + [P0, [S% V], (NG 57,
+ [ [po, No] ], [N 57

d’ou :

(057 V: [N 7], ] = (i [ NEL, [N+ [ 55 NL]1, [V 7T,
&[54 [ MDD, [N 57,0

(C.2)

en utilisant (C.1), (C.2) et les relations (B.1), (B.2), (B.3) on trouve :

(B ool = =1 0N, NG] L ([pos [S7, 7104 + 1S, [po, S711)
+ 2 d€ij [Py, Néh [N;ln STLL + [pw, [, Nj]]+ [N,ln Sj]+
+ (% [, N2)T, [ND 7]+ 26 e [po, N, L [N, SF] L
+ [ [SE N ING L+ S0 [ N NG, S
+ 5LV NG ([P 157, 710 + (57, [pws S714)
+ 20 €k [P Noly [N5, 8™, + [pu, [S% NG, [V, 87,
+ S [ NI, [N, S7] 4 20 e [p, NYL (NG, S,
+ (b [SN]]L NG 7L+ (ST [, N ] ING, 574

- (,U VP U)
en faisant le changement(m — [,k — i,n — j,r — k) on obtient :
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(B, Fpy] = —5T{ [N, No ], (oo, [S7, S70]4 + 187, [p, S7114)
+ 2 degy, [po, N2l [N}, ST], + [0, [S% NEIL [N, 97]
+ S, [po, N2, [N, 7], + 20 e [po, NJ] [N, SF] L
+ o, [SU NG NG S, + (S0 [ NG NG S0,
+ 15D ING, Vo], (s [S7, 711+ (S, [Py 7114)
+ 20 €gi; [pus N3l [N, S*] L+ b, [S%, NGLL [V, S7]
+ 8%, [, Noll, [NG, S7] . + 2i € [p N], [N, P
+ [ [SH N ING S, + S0 [P NG ING, S71,
— (1= v,p,0)
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Annexe D

Calcul de [

uvr * po

Fk, Fn } ;

[Fk Fn] = 3ﬁewkemm{[[1\ﬁ Ni], S*, [N N Sm]+ [[N‘ Ni], S* NG [N, st
[N, N3], S, N [NE, S0, | + [ NG [N, 870, [N, NE] 7
ol

_|_
+
+

+

Ni (N7, 57,
NN 87 [N N 8| (VR S, 97 [ N
NIZ [N/ZN Sn} + 7 Né [N/T’ Sn} +] }

Ny NG S]] + [N NG, 87 NG [, 57,

en utilisant les relations (B.1) et (B.2) on trouve :

75

v

Fro] = {56t

+

+ 4+ +

-[NL’N;L]+SI€’ [Nf’Nﬂ_;_Sn + [N;ZL7N5}+S]€7N¢!7 [N57Sn}+
h[NL, N2 Sk Ny [NL, S
erL (N7, 5", , N [NL, S"]

+ NN S [N NG ST
LN IND ST NG [N S
Ny NS, [Ny, NG] L ST+ N[N ST LN

_l’_

Np [N ST, N NE S|+ G o om e 1)

(1o 1,0 o pym o 1) + (4o v,0,p,m)}

(D.1)

caleul de [ [N}, N2, S*, [NF,NL], 57
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[[NL,Nz), s, [NE VL sm) = NG V2, (%, g, N, se ]+ [N v [N N2 5]
= [N}, N2, [N, N[5 57]
+ [NLNZ + NpNL [NE N2, 7] st
= N, [N, NG ], Ny [8%, 9]
+NJN,, [Ny, N;], [S*,S"]
N [Nz [NE NG 8] s
+ [NL, [NE, N, sm] st
N [N [NE, N 87 s
+ [N, [NE, N2, ) LS
en utilisant les relations :N}, [N, Nf,Lr = [N, N£]+ Nk — [NL, N/N*¥]
et [S7, 8] = i€ St +2 37, 5151
(Vi Ni], 8% [N NE], 87| =il [N}, L), NE = [NE NANED N e S
+2N! [Nk, NY] Ny o2, sk gnt?
HINJ ([N, Ny, Ny — [Ng, NN )€ S”
+2NINL [NE NI 32, Shedgn®
+N,, [N§, N, [Np, Sm] S*
+ [N, NG ] [N, St NSt
N [NE N[N 5] S
+ [NF, NZ] L [ND, SN, S
en utilisant la relation % [N ll“ N, f,Lr = —(,, ON aura :
(V3 NG, %, [N VL, 87| = —iehnrguo NENDST = i [ND, NENI) Nl S"
—2i€kny Guo N NES™ — iNJ' [NL, NLNF] €y ST
+2 [N}, NPT [N N, 32y SHe s
+ [Ny NG [V [N s, 8
+ N5 NG [N [N, S0 s
= —20€knrpo [Nf, Nl’}]+ S”
—i [NJ, [N, NLNJ ] €knr ST
+2 [Np, [N}, NLNFI] 32, gkegn®
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+ [N%, N, [N [N, S]], S
+ (N8, V2], [N [V, 7)), 5

en faisant le changement (k — j,n — i,7 — k, €4pr = —€pgr) ON trouve :

|[Vi NG, %, [N VL, 87| = 2k g0 [NG, NE], S* =i [NE, [N, NENJ], eignS*
+2N, [N],NI] NIy 2, | gie)git®
+2 [N, [N, NuNG] ], 308 ey ST
+[NJNG], (NG ING, S, 87+ [N [N, S°]0, 5903

(D.2)

Calcul de “NL,N,?LS’“,N}, [NF, S ] :
en utilisant la relation : N, [N}, S"], = [N, N;], S" — [N}, N,S"]
([, Nz], 8% N [NE 5] ] = [0 Vg, %, [N, NE] s — [N, N s
(VR NZ], % NG [N sm) | = ([N N 8%, NG, N, 7

— ([t ), 8%, [, s (D.3)
de la méme facon :
[V, N2, 5 g (NG 57 | = | IVE N 8 [N, N 5

— V8, ), 8%, [NE ks | (D.4)
caleul de [Ni [Ny, 84, [NF,NL], 87

[NL [Nz, S¥], L [NE NE], 5| = L [VE, N, S N, S7], N ([N, S, [NE N 5]
= [N S* NG, NG ] [N, ST,
N [Nz + SENg [NE VL] 87
= [N S*] NG NG [N, 57
+N! [Nk, NI], [Nz, 8" S*
+NLSH NG, NG [N 57
+N [N NG ] [SP s vy
+N, [Np, No |, N [S7,57])
en utilisant les relations : N7, [Nf,NéL = [Nli,Né]+N§ — [N}, N/ N¥|
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et [S%, 5] = ie;uSt+2 30, , S
(Ve [Ng, 841, [VE N2 7] = NG, 8] [N, N2 [N, 7], + NS [N, N [N, 7). 8,
+([NL, N2, Ny — [NL, NUNFT) N e, S
+2N! [NF, NI Np 2, skedgn®
+([N}, NiJ, Ny — [NG, NUNJ Jien, S™N!
+2N! [NF, NL] | 30,5 S g N
= [N}, S*] [Ng, NG ], NG, 87
+ N, [NG, N, [IVD, 907, 8%,
Fiegnr [N, Ny Ny [ST, N,
—1€knr [Nzle;lzN,zlf] [S", Ny,
+2N} [NE NL] S35 Nipshe) gnt
+2N} [NF, NI 322, She)gn N
en utilisant la relation 3 [N}, Nf,]Jr = —(uo On aura :
[NE (N2, 5%, [NE V2], 8] = ~2ieknr o NE 157 N2, it [NL, NLNE] (7, V21,
+ [N 85 [V8, NI 8, 871,
+NLINE N, [N, 57], 5%,
+2N} [NE NL] 25 Nipshe) gn®
+2N} [NF NL] 322, SHegn® Ny
en faisant le changement (k — j,n — 4,7 — k, €4pr = —€pgr) ON trouve :
[V 87,84, [NE LD, 7] = 2iesnguo N [S%, V2], — e [NG, NLNZ] [, 2],
+ [N 7] N2, N2 I, 51,
+ N [NJ,NL] (NG, ST, 87,
+2NL [NI, NI] 32, Nigit) 5i®
+2N} [NI, N 322, 50 537 N} (D.5)
en utilisant la relation : N}, [N}, S"] = [N}, N;], " — [N}, NLS"]
[NL [Nz, S9N [NE S, | = NG DN, ST NG, BT, 87— [NE, NS |
alors :

[NZL [Nz, %], NL [Nk, 5] J — [NZL [Nz, 5%, [NLNK] sn}
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de la méme facon :

[Nl Np], Sk, [Nk len]] (D.6)
[NL [z, *], NE NG, sm] ] = VL

N[Nz, 84, [NE R, 87
e LALEU N N’fsn]] (D.7)
caleul de [N [NL, 8", [N}, N2], ") -
N0 IV, [N N, 7] = [ e e 7] [, ],
+N ([N, 5, L (NS, L] 8]
= [Ng, Ng|, NG, SPT NG, S°
Y [ngsk + SN, [NE N sn}
= [NJ. NG|, [N, SPT NG, S°
+NZNL (%, [N N 5]
N | NL [NE N2 5] s
Ny [ S [NE N 87| )
+NpS* [N [N N 5]
- [Nllf’ Né} + [N;L’ Sn] [Nllﬂ Sk} +
NZN, [NE VL], [4,57)
N2 [NE L], [N 57 5
+Ny [NF, NG|, [S*, "] N,
+NyS* [N, NL] [N, 87
en utilisant la relation :[S?, S7] = i€;;,S* + 2 ZS#} Gile) 53t
[N [V 5¥], [NEL L], %] = [V, N2, N2 57 [V, %] g V8, N, ([N, 57,84,
+NJN, [NF,NL] e ST
+2NI N [NE, Nl] 32,5 Sk g
+Np [N, NI, zekmSTNl
+2Np [NE, NL] 352, SH@sn N
en utilisant la relation :N}, [N}, N{|, = [N}, N.], N; — [N}, N, N;]
[N [V ¥, [NVENED, S = [NEL D], I S [V, S¥] 42 [V, V2], [TV, 7] 4],
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+NJ([N, NG, Ny — [N, NUNJ Jiegnr S
+2NJ N [NF,NL] S22, Sk gn
+N7ST([NL,NL], NE — [N, NLNF]Yiegar 57N}
+2N7 [NF, NI] zﬁf 5 SH@ SN
en utilisant la relation 3 [V, N;|, = —g,, on aura :
[N [NE,SM], L [NENET, 7] = = Qim0 NE 157, NE], —iewnr [NE, NLNK] [S7, NE
[ 54T [V, ), 5,57,
- N [N L, M55,
+2Np [NF, NI S22, 5 (NLSH@) gn? . gk(e) gn® NT)
en faisant le changement (k — j,n — 4,7 — k, €4pr = —€pgr) ON trouve :
[N [N, S, [NE VL], 7] = { 2iegugr V3 [5¥, N:], —iein [NEL NLN]] [8%,87]
+ [VL 8] [V, VL], G, 1,
+ N v ([, 57 9],
+2Ni [Ni,N1], -2, NL i) 51
+2N} [N7, NI - S 5 51 SN (D.8)
en utilisant la relation : N} [N}, S"] = [N, Nk] S"— [N}, NLS] -
[N [NES*], NG [NE, Sm] | = [N VL, 8], L [NE B, S — [N, LS|
alors :
[Nz [NL,SM], NG [NE s, | = o [N 8#], [V, VBT 5]
— |V [NL, 8 [N, LS (D.9)
de la méme facon :
[Nz [NE, SM], N NG S0, = e [V, 84 [, N )
[ Ny [N, S%] L[N N’fsn]] (D.10)
en remplacant (D.2), (D.3), (D.4), (D.5), (D 6) (D.7), (D.8), (D.9) et (D.10) dans
(D.1) on aura :
[F Fpp] =1 (gpr,w GuoF b + Gua By, — GuoF )
+15 [Nriv [Nclr’NAlLN;J)HJFQJkSk
+giein [Ny, Noy NLNDL L [S5, N
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+3 [V (VL NN 32, S50

2 [NE N, ([N NG, 1), 9+ [N, [N, 7], 9))

— 35 | (NG N, S5, [N, NS | = 5 [NL NV, 991, [NE V7S]
g [N S (N3] [V ST+ o N [N N [V, 579
+INL[NZ, N 2 (NiSiH@) 83 4 gile) g3t i)

55 | N[N [V NS - g [N (N ] [V N
i [N, NINJ) [S5, N3]

+35 [N, S7) [N, N2, NG, ')+ N0 [N, N ([N 9],
+IND [N, NL] | 308, (NS 597 4 i) gi® NT)

— 35 | Vi [N 7], L [V NES] | - g5 |V [N ) [V NS
+(l1’71/7p<_) 0-7m ~ l) + (M — V70- — p7m — l) + (l’[’ A U’U7p7m)

Jr
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