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Chapitre 1

Introduction :

La mécanique quantique joue un role fondamental pour la description et la compréhension des
phénomeénes naturels. En effet, dés que ces derniers se produisent dans le monde infiniment petit, ils
ne sont explicables que dans le cadre de la physique quantique. Les lois classiques, celles qui gou-
vernent notre quotidien macroscopiques, cessent d’étre valables pour des corps matériels animés de
trés grandes vitesses, comparables a celles de la lumiére ( domaine relativiste ) ; de plus elles sont aussi
en défaut a P’échelle atomique ou subatomique ( domaine quantique ). Il est cependant important
de remarquer que, dans les deux cas, la physique classique apparait comme une approximation des
nouvelles théories. Nous pouvons situer la naissance de la physique quantique en 1900, année ot Max
Planck présenta son célébre article sur le rayonnement du corps noir. Durant la trentaine d’années
qui ont suivi, plusieurs expériences ont démontré 'incapacité de la physique classique ( mécanique,
thermodynamique, électromagnétisme ) d’expliquer certains comportements de la matiére au niveau
microscopique. Pour parvenir & donner une interprétation cohérente de ces expériences, il a été néces-
saire d’introduire des concepts radicalement différents de ceux de la physique classique. Par exemple,
on a di abandonner la notion de trajectoire et considérer que les particules microscopiques ont par-
fois un comportement semblable & une onde. L’ensemble de ces nouveaux concepts a donné naissance
a une nouvelle physique, la "physique quantique", qui s’est développée rapidement puisqu’en 1927,
déja les fondements de la théorie sont achevés. Par son abandon des concepts-clés de la mécanique
classique, nous pouvons dire que la physique quantique constitue une véritable révolution dans notre
facon d’interpréter les mesures expérimentales. Avec la relativité introduite par Einstein, la physique
quantique est un des piliers de I’édifice théorique de la physique contemporaine du 21¢™€ siécle.

La forme mathématique que nous donnons a la plupart des théories et lois physiques & été recher-
chée dés l'antiquité. la mise en équations est souvent la partie la plus difficile du travail, parfois la

plus féconde du point de vue de la compréhension des faits et des lois. Sans doute cette opération est



un art qui demande beaucoup de réflexion et de pratique. Les mathématiques ne sont pas 'affaire des
seuls mathématiciens. Elles intéressent, plus ou moins, toutes les autres disciplines scientifiques. Nous
en avons besoin, elles s’appliquent, elles se prétent & la modélisation avec souplesse et efficacité. Dans
I’autre sens, les mathématiques s’enrichissent, plus on moins, de toutes les autres disciplines scienti-
fiques. Aujourd’hui plus que jamais, des idées, des concepts, des méthodes mathématiques viennent
d’ailleurs. Elles sont brassées et travaillées par les mathématiciens, et, sous forme mathématisée, elles
irriguent des champs imprévus. En général, un formalisme mathématique se juge par sa simplicité,
sa puissance et sa généralité, notamment dans les domaines liés aux applications récentes. En ce qui
concerne la physique théorique, le principe d’action ( principe variationnel associé a la formulation
hamiltonienne ) était & I'origine de ses progres rapides. Il s’est révélé trés fécond pour 1’étude de toutes
les disciplines de la physique théorique de cette époque. Tout en offrant souvent une aide considérable
dans les applications pratiques aux problémes de la mécanique, cette formulation plus abstraite était
surtout d’un haut intérét a cause du role essentiel qu’elle jouait dans I’élaboration des théories plus
modernes de la matiére. Ainsi cette formulation de la mécanique classique était un tournant exception-
nel parce qu’elle ouvrait la voie a la mécanique statistique et & la théorie quantique. Mais en plongeant
dans les eaux obscures et impénétrables de la physique atomique, 'appareil mathématique de la mé-
canique classique n’arrivait pas a expliquer les observations obtenues des résultats expérimentaux du
monde microscopique. Par conséquent, les scientifiques ont tenté ’élaboration de plusieurs formalismes
mathématiques qui répondent aux nécessités et exigences modernes suscitées par 'apparition de la
physique quantique et relativiste. Ainsi, il y a eu dans I'ordre la mécanique des matrices de Heisenberg
[1] et la mécanique ondulatoire de Schrodinger [2]. Ici, les tentatives pour formaliser certains notions
du domaine de la théorie des phénomeénes liés aux interactions fortes des particules & partir des mémes
méthodes de la physique quantique n’ont pas abouti & des résultats physiques réels car la situation est
d’un tout autre caractére qui fera appel & des concepts fondamentalement nouveaux. Ainsi, les travaux
de Dirac ont conduit dés 1930 & poser la base d’une nouvelle formulation mathématique [3] plus com-
pléte et capable d’inclure certaines grandeurs qui ne possédent pas d’analogues classiques. En 1942,
s’'inspirant des idées ingénieuses de Dirac, Feynman propose une nouvelle méthode de quantification
qui repose sur le Lagrangien pour pouvoir décrire un systéme ne possédant pas nécessairement d’ha-
miltonien. Sa motivation premiére était de quantifier la nouvelle formulation de 1’électrodynamique
classique basée sur 'action a distance. Ainsi, il reformule entiérement la mécanique quantique d’une
facon naturelle et assez concise avec un outil mathématique remarquablement simple, l'intégrale de
chemin. Cette nouvelle approche qui offre un point de vue alternatif sur la mécanique quantique s’est

rapidement imposé en physique théorique avec sa généralisation & la théorie quantique des champs,



permettant notamment une quantification des théories de jauge non abéliennes beaucoup moins com-
pliquée que la procédure de la quantification canonique. Malgré tous ces développements, 'application
de cette technique au traitement des potentiels de la mécanique quantique est restée restreinte aux
systémes quadratiques. Cependant, griace aux travaux remarquables de Duru et Kleinert, plusieurs
systémes quantiques qui sont & lorigine du succés enregistré de I’équation de Schrodinger ont été
exactement solutionné via 'intégrale de chemin. En I'occurrence, le systémes coulombien [4] a trouvé
la forme Gaussienne dans I’espace des phases & 1’aide d’une transformation canonique des variables de
Kustaanheimo et Stiefel [5] et en reparamétrisant le parcours d’intégration par un paramétre temps
et l'intégrale de chemin de I’atome d’hydrogéne en coordonnées polaires dans I’espace R? a pu étre
transformer en une intégrale de chemin dans Iespace R? relative a deux oscillateurs harmoniques in-
dépendants a deux dimensions [6]. La technique des transformations spatiales et temporelles a permis
a l'intégrale de chemin de jeter des ponts aux domaines contigus de la physique mathématique et de
la physique théorique. Elle a été illustré par la résolution d’une fagon particuliérement élégante de
plusieurs problémes importants de la mécanique quantique non-relativiste dans divers systémes de
coordonnées. Des exemples traités par la méthode de Duru-Kleinert qui sont souvent cités sont les
suivants [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14].

Le présent mémoire illustre I’approche de l'intégrale de chemin en résolvant certains problémes
importants de la mécanique quantique non-relativiste. Tout d’abord, par leur variété, ils permettent
d’acquérir une grande maitrise des techniques mathématiques indispensable & 1’étude de la théorie
quantique, dans le cadre des notions familiéres de la physique classique. D’autre part, ils interviennent
largement dans la solution des sujets modernes ; il arrive souvent que les représentations intégrales des
problémes complexes se réduisent & celles de ces problémes élémentaires.

Le mémoire comporte deux parties et quelques appendices.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons en premier lieu I'intégrale de chemin dans une formula-
tion ( espace de configuration ) ou nous soulignons les relations étroites entre la mécanique quantique
de Schrodinger et les concepts de ce formalisme ainsi que la mise en correspondance de fagon explicite,
claire et logique des mécaniques classique et quantique. Aussi, la construction de 'intégrale de chemin
est étendue aux hamiltoniens qui sont des fonctions générales H (p, ¢) des variables d’espaces de phase
p,q; de ce fait, nous obtenons une intégrale de chemin dans laquelle I'action prend sa forme hamil-
tonienne et l'intégration porte sur des trajectoires {p(t),q(t)} dans l'espace de phase. En deuxiéme
lieu, nous évoquons d’une fagon détaillée la méthode de Duru-Kleinert qui permet de réduire 'action
pour un grand nombre de systémes physiques quantiques & une forme quadratique et conduit par voie

de conséquence a une intégrale de chemin Gaussienne dont 'intérét n’échappe plus a personne.



Dans le troisieme chapitre, des hamiltoniens connus comme celui de loscillateur harmonique, de
Coulomb, particule libre sur une sphére & deux dimensions,... dont les traitements par la mécanique
quantique habituelle existent depuis bien longtemps sont reconsidérés par I'intégrale de chemin en vue,
précisément, de leurs applications fréquentes en physique. Ces hamiltoniens sont analysés sous ’angle
d’une nouvelle approche qui utilise la fonctionnelle de Dirac et I'espace des phases. Les propagateurs
sont reconstruits d’une maniére plus élémentaire et trés élégante.

Dans le quatriéme chapitre une formulation explicite de 'intégrale de chemin sur un espace courbe
est donnée. Une étude détaillée sur les hamiltoniens super intégrables est présentée dans le cadre de
cette approche dans ’espace Riemannien avec une courbure constante [15]. Le propagateur relatif
au potentiel de loscillateur de Higgs a été évalué dans quatre systémes de coordonnées permettant
la séparation des variables : systémes de coordonnées pseudo-sphériques, équidistantes, elliptiques
et hyperboliques. Au moyen de quelques transformations temporelles appropriées, le propagateur en
question est séparé au produit de deux propagateurs indépendants de Péschl-Teller et Poschl-Teller
modifié & une dimension. Le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’ondes sont exactement obte-
nus. Néanmoins, le calcul explicite n’a été effectué que dans les cas des deux premiers systémes de
coordonnées ; I’étude de ce méme probléme, dans les deux derniers systémes de coordonnées ( ellip-
tiques et hyperboliques ) est confrontée a des difficultés lies notamment a la nature complexe de ces
coordonnées. Des tentatives sont menées dans le but de les surmonter. Cette étude prouve encore une
fois la validité et la puissance des intégrales de chemin qui assure a tous les phénoménes naturels une

description élégante et précise.



Chapitre 2

le Formalisme des Intégrales de

Chemins

2.1 Origine du concept d’intégrale de chemins

En mécanique quantique, la formulation hamiltonienne qui a été inventée et développée par Bohr,
Born, Dirac, Heisenberg, Pauli, et Schrodinger et d’autres [16] en 1925 — 1926 est basée sur le fait
que la probabilité de trouver une particule au point ¢ a U'instant ¢ est égale a |V (q, t)|2 ou la fonction
d’onde ¥ (g, t) solution de I’équation de Schrodinger est 'amplitude de probabilité de la particule au
point (g, t). En 1933, Dirac a considéré que la formulation lagrangienne est plus fondamentale que la
formulation hamiltonienne. Il est arrivé a la conclusion que le propagateur de la mécanique quantique
est analogue a exp [%S] ou S est action classique évaluée le long du chemin classique [3]. En 1948,
Feynman & développé la suggestion de Dirac et a réussi & dériver une troisiéme formulation de la
mécanique quantique appelée formulation des intégrales de chemins. Le coeur de cette formulation
est le propagateur(noté K)qui contient toutes les informations du systéme physique. Ce dernier qui
définit 'amplitude de la probabilité d’évolution d’une particule du point A au point B, est formulé
comme étant une somme d’une infinité d’amplitudes partielles associées a chacun des chemins notés
I',qui relie A (g;,t;) et B(qs,t¢), dont la phase est proportionnelle a la quantité exp [%Sq (t)] ,ou S
est I’action classique évaluée le long du chemin I, c’est & dire S = f(F) L (q, q, t) dt,ou L (q, q, t) est le

Lagrangien de la particule.

1
K (B, T ;A,0) = t) = - t)| .
Brian- Y oll= Y e[S
tous les chemins tous les chemins
possibles de A vers B possibles de A vers B

C’est a dire



Fi1G. 2-1 — Transition entre deux états de localisation

K gty at) = [ Datyess (£51a(0)]). (2.1)

De ce fait, Dirac considérait seulement le chemin classique I'g, alors que Feynman a prouvé que tous
les chemins contribuent dans le sens ou la particule quantique, contrairement & la particule classique,
emprunte tous les chemins possibles de I’espace-temps joignant A (¢;,t;) et B (gs,ty), et les amplitudes
associées a ces chemins s’ajoutent selon le principe de superposition de la mécanique quantique.

Ainsi, afin de comprendre ce que Dirac veux dire par analogue, Feynman étudie le cas d’une

particule non relativiste de masse m pour laquelle le lagrangien s’écrit

L(g,4) = =*—V(q),

nous savons que :

(@ [W(t+2) = (gatte)= /dql Caa(t+e) lar () ) (aa[T(t) ). (2.2)

Feynman suppose alors une relation de proportionnalité

U late) = [dne (55 1 0]) ¥ (@0, 23)

o A est une constante inconnue. Feynman démontre que cette équation implique que ¥ (g, t) obéit a



I’équation de Schrodinger

n? o2

g+ V@] ¥ @) = ihg v (0.) (24)

a la condition que la constante inconnue A soit égale a

m
A= \ 27 hie” (25)

2.2 Rappel sur le propagateur de 1I’équation de Schrédinger

Considérons une particule de masse m non relativiste, décrite en mécanique quantique par une
fonction d’onde. Supposons que I’on se donne la condition initiale ¥ (qo, tp) & un instant o fixé. Alors,
la fonction d’onde & un instant ultérieur t1) tg, solution de I’équation de Schrodinger, est donnée par

I’équation intégrale

VU (q1,t1) Z/ dqo K (q1,1t1: 90, t0) ¥ (qo, to) , (2.6)

ou K (q1,t1 ;qo,to) est le propagateur de la particule

1 ~

K (q1,t1590,t0) = (q1] eXp—hH(tl —t0)|qo) - (2.7)

H est I'opérateur hamiltonien de la particule.

Rapplons que si ty ) t1) to , le propagateur obéit a 1’équation de Chapman-Kolmogorov

K (g2, t2; qo,t0) = /dQ1K(QQ7t2§Q17t1)K(Q1at1;QO,tO)a (2.8)

cette relation va nous permettre de trouver ’expression du propagateur en terme d’une intégrale de
chemin.
Cherchons I'expression du propagateur K (qy,t¢ ; i, t;) entre Uinstant initial ¢; et I'instant final ¢;.
Ce pendant, il est utile de considérer la subdivision de lintervalle de temps At = t; —t; en N

intervalles de temps élémentaires de durée € en introduisant les N + 1 instants

ty, =to+ ke, k=0,..., N,

avec

t():tz', tN:tf, T:tf—ti:NE,



il ya donc N — 1 instants intermédiaires t; entre I'instant initial ¢; et 'instant final 5. pour que les
intervalles de temps aient une durée € = 541 — t élémentaire, la limite N — oo est sous-entendue.

L’application de ’équation de Chapman-Kolmogorov une premiére fois permet d’écrire

K (gn,tn; g0, t0) = /dQN—lK(QN;tN§QN—17tN—1) K (gn-1,tN-1;90,t0) (2.9)

puis, en 'appliquant une deuxiéme fois

K (gn,tn | g0.t0) = /dQN1dQN2K(QN,tN;QN1,tN1) K (gN—1,tN-1;qN—2,tN—2) X

x K (qn-2,tN-2; G0 t0) 5

et ainsi de suite, nous obtenons au final aprés N — 1 applications aux N — 1 temps intermédiaires

N—1
K (gn,tniqo.to) = / [ I1 ko] K (gnN,tN 5qN—1,tN—-1) X oo X K (K1, tht1; Gk, tre) X
k=1
X... X K(kl,tl;qO,to) . (2.10)

nous sommes ainsi amenés a considérer le propagateur élémentaire

1€ =~
K (qkt1, tht1; ar, te) = (Qoy] eXP—EH k) - (2.11)

2.2.1 Propagateur élémentaire : formule de Feynman-Dirac

Pour une particule de masse m non relativiste a une dimension dans un potentiel, dont 'opérateur
hamiltonien s’écrit

H=Hy+V (@9,

et le propagateur élémentaire s’écrit

mp—%(ﬁm+V@»

qk> : (2.12)

K (@15 ths1; Gho th) = <Qk:+1

Nous utilisons la formule de Trotter-Kato

~ t~ t=\"
expt <A+B> = lim <exp EA X exp EB> i (2.13)

n—oo

( Cette formule n’est pas triviale, car les opérateurs A et B ne commutent en général pas ).

10



Nous obtenons ici

1€

I

exp — Hy x exp—%V(?]\)

qk> . (2.14)

K (qr+1: U1 hs t) = <Qk+1
Nous pouvons sortir ’exponentielle contenant le potentiel qui ne dépend que de la position

P~ i
oxp —eHy Qk> X exp ——eV (qx),

K (qrt1, tes1; qr, tr) = <Qk+1

I’élément de matrice restant est le propagateur de la particule libre, donc nous pouvons finalement
écrire ’expression

1€
K (qr+1, tet1; @s te) = Ko (Qot1, bt 3G, tr) X eXp—%V(Qk)y (2.15)

or 'expression du propagateur libre est connue exactement

m m
Ko (qr+1, th15 Qrs tr) = \/ I hie exp (2—715 (Qrs1 — %)2) . (2‘16)

Nous remarquons que 'argument de ’exponentielle peut se réécrire en terme d’une expression discré-

tisée de la vitesse
(qr+1 — qk)

g =~

comime

m mm .9

nous en déduisons le propagateur élémentaire s’écrit

K (@1, trets @ te) = 4/ 5z CXP (géﬁ) X exp <—ﬁ€V (%)) , (2.17)

les arguments des deux exponentielles étant maintenant des nombres complexes, nous pouvons écrire

m ') m .
Ko (Gt 15 Lo 1 Qs te) = 4/ 5is CXP {56 (qu -V (%))] : (2.18)

Le terme entre parenthése représente le Lagrangien de la particule

sans difficultés

. m .
L (qk,q1) = Eqi — Vi), (2.19)

11



d’oti la formule de Feynman-Dirac pour le propagateur élémentaire

m
K (Qrt1: thg13 Gr» th) = S hic

) .
exp [ﬁeL (qk,qk)] . (2.20)
2.2.2 Forme discréte du propagateur :

Nous injectons I’expression de Feynman-Dirac dans la formule générale

N—-1
K (gn,tN; qo, to) 2/ [ I1 qu] K (qn,tns gy —1,tN-1) X oo X K (Qrg1, Ly 15 Qrs ) (2.21)
k=1

il vient que

N

m \% N-1 ) .
K (qn,tn;qo,to) = (27Tm.€> 1}:[1 dqy | exp ﬁEL (QN—1>QN—1) X X

X exp [%5L (qk,qk)] X ... X exXp [%5L (qg,qo)} ,

I’argument des exponentielles étant des nombres complexes, nous pouvons écrire

m o\3 N-1 1 .
K (qn,tN;qo,t0) = ( )2 / LH ko} exp [#L (av—1,4n-1) + -+
=1

2mhie
+%5L (qrap) + -+ %5L (qo,qo)] , (2.22)

nous reconnaissons dans I’argument de I’exponentielle une discrétisation de ’action classique

N-1 tN

tim 3" eL(ai) = [ L(a(0).d(0)dt=Sla ). (2.23)

N
T = to

nous en déduisons l'expression du propagateur comme intégrale fonctionnelle sur tous les chemins

continus
)
K (qn,tn;qo,t0) = K (qp,tr;qirti) = /Dq (t) exp ﬁS[q )], (2.24)
avec la mesure formelle
Dq(t) = li m e [y 9.25
o) = Jim (525=)" | T dae). 229

L’équation (2.24) admet l'interprétation suivante : pour calculer 'amplitude de transition du point
initial ¢; a I'instant ¢; vers le point final gy & l'instant ¢ il faut considérer tous les chemins continus
q (t) vérifiant les conditions aux limites ¢ (t;) = ¢; et ¢ (ty) = q¢f . Chaque chemin se voit attribuer un

" poids " complexe de module unité exp (2.5 [q (t)] /) , ot S [q (t)] est action classique calculée sur ce

" n

chemin. nous " sommeons " alors cette infinité non dénombrable de poids complexes, et nous obtons
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enfin Pamplitude de transition désirée.
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2.3 Intégrale de chemin dans ’espace des phases

A une dimension, I’évolution d’une particule soumise & un potentiel V (z), et qui est repérée par
les positions z;et xy aux instants fixés ¢; et ty respectivement, peut étre décrite en définissant le
propagateur comme étant ’amplitude de probabilité de transition exprimée & 'aide de 'opérateur
d’évolution [17]

~

K(:Ef,tf;l‘i,ti) = <:EZ U(tf —t;) l‘f> C) (tf —ti), (2.26)

avec

1 pour tf ) t;

C] (tf —t;) = (2.27)

0 pour t; ) tf

En divisant l'intervalle de temps 7' =ty —t; en N + 1 intervalles infinitésimaux égaux, nous pouvons

décomposer 'opérateur d’évolution en N + 1 opérateurs élémentaires
Uty —ti) = U (txi1 —tn) U by — tn1) U (b — tn1) ..U (t1 — to), (2.28)
outyyr =tp to=tiet T=¢(N+1).
En insérant IV relations de fermetures entres les opérateurs d’évolution infinitésimaux

“+00
/ dn |0} (0] = 15 n=1,2,..., N, (2.29)

—00

le propagateur peut étre écrit sous la forme d’un produit de N + 1 propagateurs élémentaires

K (zg,tyziti) = (wp,ty] zi,ti)
N+1 N
= il_r%/ 1_‘[1 <xn,tn\xn_1,tn_1) l_Ilda:n, (230)
n= n—
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ou

<$n7 tn| Tn—1, tn71> = <xn ﬁ (tn - tnfl)’ l‘n71>

_ < exp (ﬁ) > (2.31)

L’opérateur Hamiltonien H de la particule est donné par

To = x; et TNyl = Ty,

H(z,p,t) =T (p,t)+V (z,1), (2.32)

o T (p,t) est I'opérateur énergie cinétique et v (z,t) Vopérateur énergie potentielle.
Pour ¢ trés petit, nous pouvons appliquer la formule de Baker-Hausdorf [14]

exp %eﬁ = exp %517 exp %Zsf exp %52)?,

ou l'opérateur X représente le développement suivant

s 121 (115 (5 & 17 &1 &
=371 -5 " [77]) -5 [ 7] 7] + -
5 - < 5 Vv 3 |4 T+
Ensuite nous égligeons les termes superieur ou égal & €2 et nous insérons les deux relations de

fermeture suivantes

+oo +oo dpn
/ 0 [2n) (] = 1, / Do\ ) (ol = 1, (2.33)

o oo 2Th
dans I'expression (2.31), nous obtenons

:cn71> = / " i <xn‘e_%5‘7(xvtn)

—00

_ /+00 e <$n ‘6_%5?(95,1571)

—0o0

<:L‘n ‘e_%aH(t")

.Tf> <£U ‘6_%5T(p7tn)

$n71>

ZL‘n_1> X

« /m % exp <% o (T — Bn_1) — €T (pn,tn)]> (@23

en tenant compte de I’élément de matrice

(e

672—'6‘7(35,1‘%)

x> =0 (zn — ) e eV (@tn), (2.35)
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nous aurons

(e

~ +oo i
U(tn—tnfl)‘:nn,1> = /_Oo %exp{ﬁ[ o (T — Tn1) —
— &[T (pn,tn) +V (@, tn)]]} (2.36)

par substitution de (2.36) dans (2.30) et en définissant la fonction de Green via la transformation de

Fourier nous obtenons
& 1
G(rpxpE) = / dT exp [ﬁET] K (xy,tpmit;)
0
NALE g
— n
= / dT]\}liI})O/H [dx,,) / H [ }exp[ AN} (2.37)

avec 'action
N+1

AN = Z [pn (T — Tn—1) — € (T (P, tn) + V (T tn) — E)],

n=1

et T'=1ty — ;.
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2.4 La Méthode Duru-Kleinert

L’évaluation du propagateur est souvent confronté au probléme de s ingularité. Cette derniére est a
I’origine de complications physiques et mathématiques. Ce probléme a été surmonté par 'introduction
de la technique des transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert, qui est une combinaison d’une
Reparamétrisation des trajectoirs et d’une transformation spatiale. Lors de cette transformation, nous
tenons compte des corrections apportées, qui se traduisent au niveau de 'action par un potentiel
supplémentaire en h? appelé Potentiel Effectif. Ce dernier est de nature purement quantique. Depuis,
un nombre impressionnant de travaux a été consacré aux problémes de la mécanique quantique non

relativiste. Ainsi, une large classe de potentiels a été correctement établie a I'intérieur de ce formalisme.

2.4.1 Procédure de transformations spatio-temporelles

I’action discréte est deés fois mal définie & cause de la singularité, qui apparaisse dans certaines
types de potentiels. Pour cela il est nécessaire de reparamétriser ’action en fonction d’un nouveau
temps (pseudo temps ) s au lieu du temps habituel t. Cette reparamétrisation sera suivie par une
transformation spatiale (¢ — @) judicieusement choisie :

Considérons une particule repérée par les positions A et B aux instants fixés t, et ¢, respective-
ment. Dans l’espace des phases, le propagateur qui gouverne son évolution dans le potentiel V (z) est

défini par l'intégrale de chemin de Feynman

K (xp, ty; Ta, ty) = /Daj (t) Dp (t) exp {% (pz — H) dt} , (2.38)
avec ’'Hamiltonien
2
p
H=— . 2.
o +V (2) (2.39)

Supposons que le potentiel V (z) est aussi compliqué qu’une évaluation directe de l'intégrale de
chemin ne soit pas possible. Souvent il est nécessaire d’effectuer une transformation de coordonnée
x — ( représentée par x = ¢ ((), accompagnée d'une transformation temporelle ¢ — s définie par
dt = f(x)ds. Pour effectuer cette transformation spatio-temporelle aux calculs des intégrales de
chemins, nous commencons par écrire ’opérateur résolvante
ih

R—— 2.4
R E—H~+i0’ (2.40)

en multipliant Ra gauche et & droite par ﬁ , ﬁ, Nnous aurons
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AT
ou
Ao ih -~
fi(E— H +10)
ou plus généralement :
R=fi= ih 7 (2.41)

avec f; , fr sont des fonctions arbitraires appelées les fonctions Régulatrices, qui sont choisies d’une
maniére appropriées.

Elles sont définies par Kleinert comme suit

f@) = fi(zn) fr (@n-1)
= flli)\ (xn) fr)\ (xn—l) ’ (2‘42)

ol A est un paramétre au choix.

Puis en exprimant l'opérateur ——2t—
P P fi(E—H+4i0) fr.

associer a l'opérateur résolvante (2.41) un élément de matrice appelé amplitude de transition pour une

dans la représentation de Schwinger [18], on peut

énergie fixée ou fonction de Green
G (zp,zq; E) = <wb ’ﬁ’ ZL‘a> = /S:O dsy (zp| Ug (sp — Sa) |Ta) s (2.43)
on U £ (Sp — Sq) est U'opérateur pseudo-temporel d’évolution défini par
U (8) = fr (x) e 5 1 D1 fy (). (2.44)
En subdivisant la variable temporelle S en (N + 1) intervalles infinitésimaux

S=5sp—58,=(N+1) ¢,

et en insérant N relations de fermeture pour arriver & la représentation intégrale approximée de la
fonction Green

G (zp,xe; F) ~ (N +1) /000 des (2| UY (e5 (N +1)) |z4) (2.45)
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avec

@l OF (v + D)) = o) S T | [do| TU| [ 2] o (342) . 20

ol Ag est ’action exprimée sous forme discréte ainsi

N+1
AR = Z [Pn (Tn — Tn-1) —&s fi (@0) [H (Pn,2n) — E] fr (z0)], (2.47)

n=1

avec ds =¢es =¢ /[ fi (xn) fr (xn) =dt | fi (xn) fr(z0).

L’intégration sur les variables p,,, nous donne l'intégrale de chemins dans ’espace de configuration

fr (xb) fl (xa)
V2mihes fi (xy) fr (xa) /M

8 ,ﬁl [/ \/27rih€:ia;”n(xn) /M] P <%Ag> ’ (2.48)

(26| UE (5 (N + 1) |za) =

N+1
N M e e B (e
AR = 7; {255 fi(xn) fr (3771—1)( n n-1) s f1(xn) [V (zn) — E] fr (xn— )} (2.49)

A la limite quand N — oo ceci peut s’écrire par 'intégrale suivant

(b = [ a5 (g (o) i) [ Do(s) etbel], (2.50)

I = ’ S Ll'lg— TS r\Ss)—
A= [is{ e - TV @) - B (2:51)

Cette action est obtenue d’aprés la forme générale de 'mplitude de ’énergie
t m .o
Ap (z) = / dt [535 —V(x)+ E] : (2.52)
ta

par la reparamétrisation suivante

dt =dsf (z(s)).

L’introduction de f(x) a apporté le terme cinétique d’une forme génante, qui contient une masse
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dépendante de ’espace (%) Cette dépendance est enlevée par une transformation de la coordonnée

x=h(q). (2.53)
La dérivation différentielle de cette coordonnée est donnée par
dr = h' (q) dg, (2.54)
nous exigeons la fonction A (g) pour satisfaire

h?(q)=f (h(q)) (2.55)

L’action (2.51) devient

afp = [Cas {5 = W ) - 21}, (2.56)

avec les notation habituelle f (¢) = f(h(q)) et V(¢) =V (h(q)).
L’amplitude de I’énergie (2.52) peut étre reliée avec ’amplitude pseudo énergie associée a ’action
transformée (2.56), si cette derniére est atténuée par un potentiel effectif [14] que nous allons le dérivé

par la suite tel que
n " 2
B |1h™ 3 (h
Vers (@) a7 8<H> ; (2.57)

donc

i

(] o) = / ds / D, (s) etABEld (2.58)
0
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2.4.2 Dérivation du potentiel effectif

Pour dériver le potentiel effectif (2.57), nous considérons 'amplitude du pseudo opérateur d’évo-

lution (2.48) du paragraphe précédant

fr ($b) fi ($a)
V2mihes fi (zp) fr (xa) /M

N dx,
- nl;ll [/ V/2mihes f(zn) /M] .

(| UF (es (N +1)) |za) =~

N+1
M 2
Z {253 fl (xn) fr (l‘nfl) (Axn)

n=1
+es [E =V (zn)] fi (w0) fr (Tn-1)}, (2.59)

avec

N+1
B = M ) — T x T
1% =3 s @+ o -V @l e e

L’équation (2.59) comporte essentiellement trois termes :
1. le préfacteur. 2. la mesure. 3. ’action.
En développant ces derniers au tour du poste point nous obtenons des corrections quantiques

associées a chaque terme, qui se rassemble en une seule correction totale
(1+C)p = (14 Ches) (1 +Cf) (1 + Cact) - (2.60)

1. Commencons tout d’abord par le calcul de la correction sur la mesure Ch,es :

Le terme qui contient la mesure est le suivant

N dxy,
nl;Il [/ \/27['ih€5 f (zn) /M] ’ (2-61)

en développant (Az,) au tour du poste point, nous aurons

x = h(Q) — xn:h(Qn)

= Az, =h(Aqn), (2.62)
le développement de Tayllor de h (Agy,), nous donne :

1 1
Az, = B (q) Aq — Eh” () Ag® + Eh’” (q) AG® + ... (2.63)
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Pour abréger ’écriture nous posons
1
/ = " n
61:h :f2, €2=h ,e3 = h yaeen

donc

1 1
Az, =~ e1Aqg — B eaAg? + 6 esAG® + ... (2.64)

Puisque x — g, il existe un Jacobien d & la transformation tel que

7 - 0 (Ax)
9 (Aq)
1
~ €1 — €2 Aq+§ €3 Aq2+.... (265)
en posant
1
——F 2.66
= -2, (2.66)
nous aurons pour le Jacobien la forme suivante
_ 1_ 2
J =~ e 1—eegAq+§e esAg  + ... ¢, (2.67)

a partir de I’expression du Jacobien, nous pouvons déduire la correction sur la mesure comme suit
_ 1_ 2
Cines = —€e3 Aq + 5663 Ag” + ... (2.68)

2. Passons maintenant au calcul de la correction sur 'action Cie

Le terme qui contient ’action est le suivant

M
2es fi(zn) fr (Tn—1)

(Azy,)?, (2.69)

d’apres 'équation (2.64)

1 1 2
(Az,)® =~ {61AQ—§ equ2+6 egAq3+....} ,

Az ~ €& AqQ{l—(Eeg) Aq+ [% (aeg)+i(a@)2} Aq2+....}. (2.70)

Le développement de f, (z,—1) au voisinage du poste point nous donne
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o) = o) {12 age |5 et

I A
1
+§§— + - (2e2) ‘fﬁ" ] A¢? + } : (2.71)
ou
8fr 8(] _ 8f7~ 9 _
I — i — — "
fr = dg 0z 7 g  © +fr +ee
et d’aprés le développement de Taylor de la forme T
——=l-z+2> -2+ .. +a2"+..
1+
donc 2
1 1 f?" fl 1f
~ A — — I AG A+ 2.79
fr (@n—1) fr(mn){ [ <fr 27, |2 T (2.72)
donc le terme de action devient
M 2 e%M 2 _
Ay — L (Ag)*{1— (eez) A
253 fl (xn) fr (xn—l) ( Xz ) 253 fl (xn) ( Q) { (662) q
1 1
+ |:§ (563) + Z (562)2:| Aq2 + } X
1 ! "
N T e
avec la condition
e1= f2. (2.74)
donc (2.73) devient
M 2 _ M 2 _
285 fl (xn) fr (xn—l) (A:En) o 258 <Aq) {1 (662) Aq
1 1
+ [3 (ees) + 1 (562)2} Ag + } X
! 7\ 2 "
I 1f
r _Jr
{ o |(7) o e } (275)
avec

fn f(ﬁn) = fi (xn) Ir (xn)

les termes qui correspondent le préfacteur peut se mettre sous une autre forme du poste point comme
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suit
fr (@) fi(wa) [ / day ]
V2mihes fi (zp) fr (a) /M n=1 \/2mihes f(xy) /M

[f (21) f (@)t [fr mq T [fl mq R dAz,
\2mihes /M| fr (2p) fi (xp) 2mihes fn /M

avec
N+1

H dx,, = H dAxy,

nous considérons que

file)=f (@)™ et fr(x) = f(2)",

apreés un simple calcul le terme

=5

f (1) J ()]’ {fr <xa>] T [fl (xa>] 1N dAw,
2mihes /M| fr (x3) fi () omihes fn /M

3 (1-3X)

_ be fa ? Nﬁl / dAz,,
 \/2mihes /M n=2 |J +/2mihes fn /M|’
(avec f (z) = fo et f (za) = fa)-

le préfacteur doit étre symétriser

y

)

% = 3>\) % %N-&-l fn—l %*%A
fa *fb fa H B
n=1 fn

donc (2.59) devient

RIRRR ) [T

\/2imhes /M nl;ll \/2mihesh/M

i N+1 M
exp {g > [2—53 (Agn)” +eof (n) [E =V (ga)] + ] } (1+0),

n=1

d’apres (2.77) ,et 'utilisation du développement de I’exponentielle
_q 1 T _ T
exXpT = +1|+§$+ _!+'”_Zm’

nous aurons la correction sur ’action ainsi
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. 2 /
Cact — % (AQ) {— <(€€2) — )\f7) Aq +
1
4

" N\ 2 /
+ é (Be3) + = (ee2)? —i—% (—)\fT +AA+1) <f7> ) - )\E€2f7 (Aq)Q}
. 2 A 4 I\ 2
—%(453) <(€62) —AfT) Ag ... (2.81)

3. La correction sur le préfacteur C'y se calcul ainsi que

Le terme qui contient le préfacteur est

ol =T : (2.82)

n=1 n

13
Z—2X
%/\ (1—3X)) 1 1 N+1 <fn_1> 172

Le développement de Taylor au tour du poste point de la fonction f,,—1 & l'ordre deux nous donne

2
fot ~ {f (@) = A0, 2 1 2 a2 e } , (2.83)
donc
fnfl ~ 1 8f ($n) 1 2 1 82f (xn)

en substituant les expressions de Az, et de Az? dans (2.84) le rapport ! — s’écrit

fo-1 _ e1\ Of (xn) 1 (e Of (zp) 1 [\ O*f (xn)
~ 1— {<ﬁ> P Aq + {5 <ﬁ> R +3 (f-i) 82—%} Ag + ... } (2.85)

t 82f (xn)

Tl reste & calculer 2 g a(:in) et =z, ainsi que
agii") - 6—11 7 (2.86)
et ,
g/ (@) 8‘2&”) = —Z—% f +ei? & (2.87)
—
f}nl z1—f7, Aq—i—% 7” AG + ..., (2.88)
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En utilisant le développement de Taylor de la forme (1 + x)"

-1 —1)...(n— 1

donc

foa)12 13 f i
(T) ~ 1*(?59(‘7%2#‘1)
3
2

A) (% + §A> <f7/> A+ .. (2.89)

La correction sur le préfacteur est donnée par

(1 3N\ /[ /S 7o\ 1/1 3 3 3 N2
Finalement, en substituant (2.68),(2.81) et (2.94) dans (2.90) nous aurons

1
Cr = |:—E€2 Aq+ 3¢ es Ag® + ] +

1 3 ! 1/1 3 3 3 \?
_(Z‘?)( Fovrgrar) 5 (-3 (143 (F) o+

B () 2L s
(AQ)Q}

2e,
+ Cmescf + Cmescact + Cf Cact

_l’_

é (Eeg)+i(ée2)2+§< J;/ +A(A+1) (j;) ) —)\Eegf7/

M2 (Ag)* [_ "\ 2
“on <42’) (e@_Af?) (B +

+ComesC Cac- (2.91)

11 reste a calculer les termes CpesCr, CmesCact, Cf Cacty CmesCr Cact (voir appendice (A.1)).

Les valeurs moyennes se calculent en appliquant I’expression suivante

(Ag)*") = (%)n (2n — DI, (2.92)
il en résulte
(Ag?) = % , (Agh) = <%> M =3 (Tj) . (2.93)

Substituons CruesCr, CrnesCacts Cf Cact €t CresCr Cuer ainsi que les valeurs moyennes dans ’expres-

sion de la correction totale (2.91), nous aurons, aprés un simple calcul, la correction totale suivante :
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ekl 3,
Cr=-— i <Zeeg ~3 (ee2) ) ) (2.94)

La présence de la correction totaleCr donne naissance a un potentiel effectif en A2, tel que

in? /1 3

Finalement 'expression du propagateur (2.84) s’écrit sous la formedevient

K(Ag) = <2ifhgs)%exp{%§[%(Aqm%esfzf(qn)}}<1+c>,

% . N+1
= <2i7jrwhgs> exp {% [QE (Agn)? +esEf (qn) — V:sff} } : (2.96)

n=1 €s

2.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté en premier lieux l'intégrale de chemin qui a été suggéré par
Dirac et développé par Feynman comme étant une nouvelle formulation de la mécanique quantique
non relativiste qui repose essentiellement sur les notions de propagateur et de chemin d’espace-temps.
Nous avons vu que l'intégrale de chemin présente les quantités physiques comme des moyennes avec
un poids approprié sur un ensemble de trajectoires. Ainsi, elle donne un sens assez concret a la no-
tion de fluctuations quantiques. L’avantage de cet objet mathématique est que nous pouvons définir
la mécanique quantique directement & partir des concepts classiques car le propagateur traduisant
I’évolution quantique entre deux états de localisation s’exprime explicitement en terme d’un concept
classique qui est 'action ( intégrale du Lagrangien ). Nous avons également présenté l'intégrale de
chemin dans I’espace des phases. Nous avons vérifié que le propagateur se construit & partir du forma-
lisme usuel d’opérateurs de la mécanique quantique ot ’action prend une forme hamiltonienne et la
somme sur tous les chemins possibles est étendue au trajectoires de cet espace des phases {p (t),z (t)}.
En deuxiéme lieu, nous avons exposé avec un maximum de détails les outils mathématiques utiles et

souvent indispensables a ’étude des systémes de la physique quantique non relativiste.
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Premiére partie

Application de I'Intégrale de Chemin

dans I’Espace Euclidien :
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Chapitre 3

La Technique de la Fonctionnelle Delta

de Dirac

3.1 Introduction

L’étude quantique des systémes physiques est basée sur I’équation aux valeurs propres de 'opéra-
teur hamiltonien ou sur le propagateur de I’équation de Schrodinger via 'intégrale de chemin ; Comme
une approche alternative & cette derniére. Il existe des systémes physiques dont ’hamiltonien est suffi-
samment simple pour que son équation aux valeurs propres et son amplitude de transition d’un point
initial vers un point final puissent étre résolues exactement. Cependant, ceci ne se produit que pour
un trés petit nombre de problémes; en général, ’équation est trop compliquée pour que l'on puisse
trouver ses solution sous forme analytique et leur formulation sous forme d’intégrales de chemin est
difficile. il faut alors avoir recours & des méthodes d’approximation qui permettent, dans certains cas,
d’obtenir analytiquement des solutions approchées de 1’équation aux valeurs propres fondamentale ou
a une résolution numérique encore que les méthodes numériques rencontrent souvent plusieurs difficul-
tés. D’une part les objets mathématiques manipulés exigent des ressources informatiques trés élevées.
Par conséquent, il est tout naturel de développer les outils mathématiques qui permettent d’abord
de décrire correctement le phénomeéne physique et qui permettent également de simplifier le probléme
initial dans le but d’obtenir la solution sous forme analytique se prétant & I’analyse. Malheureusement,
I’appareil mathématique de la physique théorique et de la physique mathématique est généralement
extrémement encombrant et englobe toute une série d’artifices particuliers. Il arrive rarement que les
mathématiques pour la physique contiennent trés peu de calculs ennuyeux. Le besoins des approches
trés générales et suffisamment simples des mathématiques utilisées dans la physique se faisait donc

sentir depuis longtemps.
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La nouvelle méthode de construction du propagateur proposée dans ce chapitre est due a Arlen
Anderson et Scott B. Andrson [19]. C’est une méthode remarquablement simple qui repose en fait sur
I'idée maitresse des transformations spatio-temporelles généralisées par Duru-Kleinert. Les intégrales
de chemins pour des systémes quantiques intégrables sont présentées sous une forme simplifiée et ori-
ginale qui utilise la fonctionnelle Delta de Dirac et ’espace des phases. A 'aide des transformations,
essentiellement canoniques, l'intégrale de chemins pour des hamiltoniens qui sont des fonctions géné-
rales H (p, q) des variables d’espace des phases p, ¢ s’est reconvertie en une intégrale de chemins dans
laquelle 'action prend sa forme hamiltonienne linéaire dans la variable de la position et 'intégration
portée sur les trajectoires ¢ (t) peut étre directement effectuée pour donner naissance a une fonction-
nelle Delta de Dirac dont 'argument est la deuxiéme équation d’Hamilton (ﬁ = —%—ZI) . Il est facile
ensuite d’évoluer l'intégration explicite sur les moments conjugués p (¢) qui redonne l'intégrale ordi-
naire. Le but de ce chapitre est double. D’une part, nous développons d’une fagon claire la technique
de la fonctionnelle Delta de Dirac qui a été brievement exposée par les auteurs. D’autre part, nous
mettons en pratique cette technique pour examiner certains problémes de la mécanique quantique
qui admettent une solution sous forme explicite dans le cadre d’une variété de méthode comprenant
I’équation de Schrodinger et les intégrales de chemin de Feynman, & savoir : I'oscillateur harmonique
simple, l'oscillateur quadratique inverse, le potentiel Coulombien, le potentiel de Morse et le mouve-
ment d’une particule libre sur une sphére a deux dimensions. Nous donnons le spectre d’énergie ainsi
que les fonctions d’ondes des états liés. A ce chapitre est annexé un appendice ( appendice B ) qui
regroupe l’essentiel de ce qui concerne les techniques mathématiques dont nous avons fait usage en

construisant les propagateurs relatifs aux différents problémes analysés.

3.2 Rappel sur la démarche de la Technique :

Cette méthode est constituée essentiellement de deux étapes :

1. En premier lieu il y a l'intégration fonctionnelle sur la variable ¢ d’une intégrale de chemin
dont I’Hamiltonien est linéaire en q.

2. Cette intégration permet d’avoir une fonction Delta dont ’argument est ’équation du mouve-
ment de la variable p.

La présence de la fonction delta nous permet d’obtenir, & partir de 'intégration sur p, une intégrale
ordinaire sur la condition initiale de la solution de I’équation de mouvement.

Nous pouvons constater qu’a ce niveau l'intégration de la fonction delta donne naissance & un
facteur appelé Facteur de Composition dépendant des temps initial et final et de la derniére variable

d’intégration.
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Considérons une intégrales de chemin définie dans 1’espace des phases

K(@T;a,O):/[dgfq] exp {i/[pQ—f(p) q—h(p)] dt}, (3.1)

sa représentation dans I’espace des configurations s’écrit

N-—1 N-—1 N
K.Ti00) = i [T dpa 11 dan )
—0 n=0 n=1
N—-1 1
exp {l Z Pr(gnii—aqn) — 92 f(Pn) (i1 +an)e—h(pn) 5} ) (3.2)
n=0

oﬁsz%,qoza,qj\z:b.
Apreés intégration sur les dg,, nous obtenons un produit des fonctions delta de variable p.

Alors (3.2) prend la forme

) N—-1 -1 N-1 1 1
K(baT; a, 0) = ]\}E)noo 1:[0 dpn (277) 1:[1 o |:pn1 — DPn — 5 f ( pnfl)6 - 5 f (pn)g
N-1
xexp{i(pnl b—poa)—1i [[ h(pn) 6}, (3.3)
n=0

et par conséquent I'intégration sur p se réduit a une intégrale simple.

Choisissons py comme derniére variable d’intégration.

pr. représente la condition initiale lors de la résolution de ’équation du mouvement du premier
ordre.

Considérons d’abord l'intégration sur dpg1 et effectuons 'intégration de de la fonction delta sui-

vante

1 1
o pk—pk+1—§ f(pk+1)€—§ f(pk:)ff )

pour cela, utilisons ’identité suivante

Slg ) ]1= D %, (3.4)

r € racines

ou p, sont les racines de I’équation g (p) = 0.
Il est clair que cette identité raméne la fonction delta a une autre fonction delta linéaire en pg11 .
Nous supposons que 1’équation du mouvement ( argument de la fonction delta ) admet une seule

racine.
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Alors la fonction delta se réduit a

§prt1 — F(pr, (k+1) €]
14+ 3 f'(prera)e

il vient que la fonction delta en p, est la suivante

5[pn _F(pk7n5)]
1+3 f'(pa)e

: (3.5)

ou F[pr, ne] est la solution de I’équation du mouvement a Uinstant n € , donné pour le moment
initial pr a l'instant £ €.
Une procédure similaire a celle d’en haut peut étre utilisée afin d’intégrer sur pg_1. Dans ce cas le

signe de ’argument de la fonction delta change et par conséquent, nous aurons le résultat suivant

§[pn — F(pr ,n el
1_%f/(pn)€ ’

(3.6)

apres intégration sur p, nous arrivons a ’expression du propagateur suivante

N=1 dp, . Nl
K(bT;a,0) = lim HO @n &P i(pn1b—poa) =iy hipn) e
n= n=0

= =

-3 2 f'<p>ns+52f’<pn>e}, (3.7)
n=k+1 n=1

ou p, = F( pr, ne)est la solution de 1’équation du mouvement & l'instant n e avec la condition

initiale & l'instant k e.

A la limite N — oo, la sommation sur f’(p,) devient une intégrale

!

T th
3] rwaeg [Trwa (33

et du moment que p = — f (p) représente ’équation du mouvement.

(3.8) sera équivalente a

(3.9)

La relation
dp(t)  dp(t) dpy

dt  dp, dt
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nous laisse écrire f [p (T')] sous la forme suivante

o f (o)

L’exponentielle de I'expression (3.9) donne le Facteur de Composition suivant

[MM} (3.10)

dpr  dpg

ainsi alors, le résultat final d’une intégrale de chemin linéaire en coordonnée est le suivant

K(b,T;a,O):/C;L;f {dpdg;)dZ;z)]%exp{i[p(T)b—p(O)a]—iATh(p) dt}. (3.11)
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3.3 Applications :

Comme exemples d’applications, nous allons étudier certains problémes de la mécanique quantique

représentés dans le tableau suivant (m =h=1):

Probléme

Hamiltonien

Oscillateur Harmonique Simple

Oscillateur Quadratique Inverse

H (p,q) = 3p* + 3w?q* + g¢ 2.

Potentiel de Coulomb

H(p,q)=4%p*+e2qt

Potentiel de Morse

H(pq)=35p*—Vo(e 2P9—-2xe F1).

Particule libre

sur une sphere & (d = 2)

H(p7Q) = %pg + QSi:IL120 <p?¢ - %) .
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1.0scillateur harmonique simple :

Une des applications directes de la méthode de la fonctionnelle Delta de Dirac est le calcul de
Iintégrale de chemin correspondant & l’oscillateur harmonique. C’est ce que nous allons illustrer en
mettant en ceuvre les différentes techniques mathématiques exposées en section (3.2). L’exemple le
plus simple est celui d’une particule se déplacant dans un potentiel ne dépendant que de ¢ et de la
forme V (q) = %w2q2. Nous exploitons alors ce résultat pour déterminer le spectre d’énergie ainsi que
les fonctions d’ondes des états liés.

Ce systéme est d’une importance particuliére car un grand nombre de systémes physiques sont
régis par les équations de l'oscillateur harmonique ; citons par exemple les vibrations des atomes d’une
molécule autour de leur position d’équilibre, les oscillateurs des atomes ou ions d’un réseau cristallin
( phonons ), le champs électromagnétique est formellement équivalent & un ensemble d’oscillateurs
harmoniques indépendants.

le propagateur correspendant s’écrit dans I’espace des phases comme suit

dp d ) o1 1
Ko (b,T ;A,0) = / [ qu] exp (z/pq— 3 p? — 3 w?q? > dt. (3.12)

Commengcons par linéariser ’'Hamiltonien en q. Pour ce la effectuons le changement de variable suivant

p=T—iwaq, (3.13)

substituons (3.13) dans (3.12) puis intégrons le terme iwqq, nous obtenons la forme linéaire du propa-

gateur (3.12) comme suit

dp d , o1 1.
Ko (b,T ;A,0) =exp [g (b2—a2)} /[ qu} exp (z/pq—§p2+§ zwqp)dt. (3.14)

Intégrant par partie le premier terme de ’action pq

T T
/Opthzpmb—p(ma—/o aidt,

ainsi I'intégration sur la variable ¢ est directe et donne la fonction delta de Dirac de la variable p ainsi

@m)N 16 [p—dwp)] . (3.15)

35



De ce fait le propagateur (3.14) prend la forme suivante

2T

X exp <i/[p(T) b—p(0) a —z%/ »* dt). (3.16)

Kon(b,T;A,0) = exp [%(lﬁ—ag)]/[@}é[p—iw]o]

L’argument de la fonction & [p — iwp] représente I’équation du mouvement classique. C’est une équa-

tion du premier ordre qui admet la solution
p(t) =C e (),

la condition initiale convenable pg est choisie a 'instant t = % Par conséquent, la solution de I’équation
différentielles p — iwp est

p(po.t) = po ¢ (%), (3.17)

En utilisant la relation (3.10), le facteur de composition est égal a I'identité.
2
En utilisant la relation (3.11) puis 'intégration fonctionnelle sur les p donne le résultat suivant (% sin (wT’ )> .

Par la suite, nous obtenons

+o00
. _ W 9 2 dpo
Kon T i) = o3 (2] [T
X €exXp {Z Do [ bel“s —qe w%} — i p% sin (wT)} ) (3.18)

L’intégration sur la variable pg est évaluée en utilisant la formule de linéarisation

+o00 P b2
/ exp [—ap2—|—bp+c] :\/;exp (E—i—c).

Finalement, I’expression du propagateur relatif a ’oscillateur harmonique s’écrit

1
Ko.m (b,T ;a,0) =exp v Y exp M [v* + a?] cos(wT) —2ab ). (3.19)
Sam 27i sin (wT) 2sin (wT)

Fonction d’ondes et Spectre d’énergie :

Afin d’obtenir, les énergies des états liés et les fonctions d’ondes correspondants, écrivons tout

d’abord la fonction de Green associée au propagateur (3.19) sous la forme d’un développement spectral.
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Go.n (b,a; E) ZE E (b) ¥Z (a) (3.20)

Ceci est possible en utilisant la formule de Mehler [20]

e el ) 040w

~ exp <—$—2 _ ”3—2) nz_;) Qj—;Hn (x) Hy (o). (3.21)

ou H, (x) sont les polynomes d’Hermit, tel que

HO (27) = 17 Hl (27) :2:37
Hy(z) = 4a®—2;... Hy(z)=(-1)"¢€" de?e “*

Pour arriver & ce but, concidérons la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur

o, ¢]
Go.m (b,a; E) = / dT e"TKo g (b,a;T ), (3.22)
0
en posant
5= efin
ceci implique que
z 1 1422  coswT
= =1
1—22  2isinwT’ 1—22 sinwT’

et par identification nous obtenons

r = wd, ' =+/wa,

aprés un simple calcul, 'expression de la fonction de Green (3.22) devient

/ dT €ET 23 ,m exp _B_2_A2 H,(B)H,(A). (3.23)
Q”n' 2 2)7" "

L’intégration sur la variable temporelle T' donne naissance aux poéles dans le plan de I’énergie

Go.i (b,a; E) Z

T . 1 e ) i . 1
/ dT GZETZEZn — / dT ezETwaTfmwT — —.
0 0 EF—w (TL + 5)
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Le spectre discret de I’énergie se déduit de ’équation

1
E— - =
w<n+2> 0,

dont la solution est

Ep=uw <n + %) . (3.24)

Les fonctions d’ondes se déduisent directement a partir des résidus correspondants aux poles

c’est-a-dire
) (b) o* ( ) = lim
" n (@ Eﬂl En 7

E,
GO.H (ba a, E) )

aprés un simple calcul, nous aurons

w w 2 (JJ(Z2
,, (b) U (a) = 271112! \/; exp <——b - —> H,, (Vab) Hy, (v/a) | (3.25)

de sorte que la fonction d’onde normalisée est donnée par I'expression suivante

U, (b) = <L>% H, (\/wb) exp <—%b2> : (3.26)

2207 (n!)?
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2. Oscillateur quadratique inverse :

I’hamiltonien

Comme exemple d’application de la transformation canonique (voir appendice (B.1))par la mé-
thode de la fonctionnelle delta, considérons une particule dans un potentiel quadratique inverse avec

1 _
Hgi (p,q) = 5192 + §w2q2 +9(q7?),
Le propagateur du systéme dans ’espace des phases est donné par I’expression
dp d Y
Kqor(b,T;A,0) = / [ gﬂ—q] exp <Z/ pq — Hqr (p,q) > dt. (3.27)
0
canonique définie par

Dans le but de linéariser ’action sur la variable de la position ¢ (t), effectuons la transformation

q=f(q) =2/Q, p=QP,
ment

il s’ensuit que la mesure et le préfacteur prennent respectivement les expressions suivantes respective-

Q) =Q7,
9(B) g(A)T

N b2 _ a?
ouB—zetA— <.

=

— (BA)

I

D’aprés I'expression du potentiel effectif (B.1.8) (voir Appendice (B.1)), nous avons

L’expression du propagateur en fonction des nouvelles variables P, () s’écrit

~ 1 T .
Kq1(B,T ;A,0)=(BA)* [/ d];CfQ} exp (Z/o PQ — L

1
§P2Q—2w2Q2—g+8 dt). (3.28)

4Q
Le terme qui contient %, peut étre éliminer en effectuant le changement suivant

P=P-i%,
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donc le propagateur (3.28) devient

_ T .
I?Q.I(B,T;A,O) = (BA)i [/dl‘;i@] exp i/o ?Q—ia%—%?gQ—H’aﬁ

1
—2w?Q + %g_g) ] dt} , (3.29)

- 202—g—1 . .
en choisissant (2a2 =g+ %) , ous remarquons que le terme ( - 45 8) s’annule et l'intégration du

[

aprés avoir enlever la barre de P, (3.29) devient

T
(BA)® [/ dl;;@} exp <z/0 PO — % P2Q+iaP -2 wQQ) dt. (3.30)

terme % donne

I

Kq.r(B,T; A,0) = (BA)

Intégrant par partie terme PQ , puis intégrant sur la coordonnée ). Une fonction delta de Dirac se
produit dont I’expression

CI ) (P + %PQ + 2w2> : (3.31)

L’argument de 1’équation (3.31) représente une équation différentielle du premier ordre qui peut s’in-
tégrer en utilisant la condition initiale

Py=P(0),

pour résoudre cette équation différentielle, il est préférable de la ramener & une forme plus simple.

Ceci se fait par le changement de variable suivant

1)
P(t) = 27), (3.32)

I'équation (3.31) devient

1 .
P+§P2+2w2:0 — f+uw’f=0, (3.33)

il est clair que ’équation (3.33) admet la solution générale suivante

f(t)=A cos(wt)+ B sin(wt), (3.34)
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avec

A=ty B=L
w
alors (3.34) s’écrit _
f () = focos(wt) + %sin (wt). (3.35)

en remplacant dans (3.32), la solution P (t) est égale a

Py cos (wt) — 2w sin (wt)

P(t) = — . (3.36)
Py (2w) ™" sin (wt) + cos (wt)
Dans ces conditions, le facteur de composition sera
1
[dp (T") dp (0)} > _fo (3.37)
dpo  dpo f(T)
L’intégration du terme aP donne
T 2«
Jo >
exp [ — aP dt) = ,
‘« A > (ﬂﬂ
le propagateur I?Q, ] aura pour expression
_ 1 d PO fO 14+2a
Ror(B.T: 4,0 = (B} Bar [ T2 (A5) eoilbMB - p04),  (339)
2r \ f(T)
avec
T 3
fj(‘b ) =P 511125:4175) + cos (wt) .

Nous pouvons ramener 'intégrale sur la variable Py, a une forme familiére qui donne la fonction

de Bessel modifiée au moyen du changement de variable suivant
u = Py + 2w cot (wT),
le propagateur (3.38) devient

~ 1
Kqi(B,T; A0) = (BA)% o5 exp (12w cot (wT') (B + A))

T
(1+2a) p4oo
x (BA)” <2—w> / du =12 9)

n (@7 .
X exp [—i (Au + ﬂ)] . (3.39)

usin? (wT)
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A ce niveau, nous pouvons utiliser la représentation intégrale de la fonction de Bessel Modifiée pour

évaluer l'intégrale (3.39)

“+o0o

—27rily(—i2az):z”/

—00

52
dt t~ 1) exp <—ia [t + 7]) ,

arg (a) =0 et Re(v) ) —1.

avec

Finalement, en utilisant l'identité 'V ™ ™[, (z) = I, (e’ m 7rz) et en revenant aux anciennes va-

riables a et b, le propagateur relatif au potentiel d’un oscillateur quadratique inverse est donné par

=

Kq1(B,T; A,0) = (ba) = cot (wT) (a? + b2)) Iy <ﬂ> : (3.40)

isin (wT) P (Z 2 sin (wT)

avec

2a:<2g+i>2, Re (2a) ) — 1.

Ce résultat est équivalent a celui de Peak et Inomata [21].

Fonction d’ondes et Spectre d’énergie :

La fonction de Green relative au propagateur d’oscillateur quadratique inverse (3.40)est donnée
par

Gor (b,a; E) = / dT T Kor (b,a;T ),
0

pour trouver le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes associées, nous utilisons la formule suivante

[[22], p 729]

SIS

/O e 2% cse 2 exp (51 (u+ v)cot z) I, [—i (uwv)2 cscz| dz
(A +p+3

— (l 2) WA,M (,U) M/\,u (U) ) (341)
(wo)3 T (2 +1)

avec p )v et W (u) et M (v) sont les fonctions de Whittaker et de Kummer respectivement.

Par identification nous obtenons

_ 2
, v = wb?,
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Iexpression de la fonction de Green (3.41) devient

. 1 T(A4+a+d
Gor (b,; E) = —i(ba)? (wb(a) T2 +2)1)WA’“ (wb?) My o (wa?),
—1 1a'A+a+1
= UZ (ba) ™2 1(—‘(T_i_1)2)w)\,a (wb?) M) o (wa?) . (3.42)

Le spectre d’énergie de 'oscillateur quadratique inverse se déduit & partir des poles de la fonc-
tion Gamma I’ ()\+Oz+ %) de T'équation (3.42); et comme celle-ci posséde des poles simples en

n =0,1,2,...nous obtenons de I’équation

1
At a+ 3= (3.43)
Ce qui entraine
1
E, =2w <n +a+ 5) . (3.44)
Les fonctions d’ondes se déduisent a partir des résidus aux poles A + a + % = —n, comme suit
1 1 -1)"
lim ()\+a+—+n>F<)\+a+—>:( ) . (3.45)
>\+a+%—>—n 2 2 n!
Finalement, nous pouvons écrire
W, (b) ¥* (a) = — ! (1" 1474 1 (wb?) M 1 (wa?) . (3.46)
n n w (ba)% n!T (20[ + 1) 7(n+a+§),a f(n+a+§),a
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3. Potentiel de Coulomb :

Une autre application particuliere des résultats de la section (3.2) est le probléme d’une particule
soumise au potentiel de Coulomb. L’objet de cette section est la construction d’une maniére naturelle
du propagateur et la détermination des niveaux d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états

liés. Le potentiel est défini par Vi (q) = % et le propagateur est défini dans ’espace des phases ainsi

dp dg ,/T .1, e?
Kc (b,T ;a,0) = —5p - — )t 4
c(,T ;a,0) /[ o }eXp <Z ARl dt (3.47)

Il est clair que lexpression (3.47) du propagateur est mal définie du fait que le potentiel V' (¢) admet

une singularité en ¢ = 0. Il est donc nécessaire d’éliminer cette singularité afin d’obtenir une intégrale
de chemin stable. Une possibilité pour contourner ce probléme consiste & reparamétriser les chemins

via une transformation temporelle appropriée définie par
f(qg@)dt =ds — ¢ tdt = ds.

En suivant la méthode de calcul décrite dans le paragraphe (B.2) de ’Appendice ( B ), le nouveau

propagateur est donné par (g (¢) = f'(¢) = 1)

~ dp d S '
Kc(b,S;a,O):/[%] exp(i/ pq—§p2q+%+e2+Eq>d8, (3.48)
0

apres avoir intégrer par partie le terme pq, 'intégration sur ¢ produit la fonction delta de Dirac suivante
_ o1
(2m)N1s [p +3 o E] : (3.49)

Nous remarquons que cette équation différentielle coincide exactement avec celle obtenue pour 1’oscil-
lateur quadratique inverse (3.31) et par conséquent, elle admet la méme solution (3.36) (2w2 — —E).

De méme, le facteur de composition est égal a

{dp(T)dp(())]%_ fo
dpo  dpo f(s)

et l'intégration du terme £ donne

P (‘ /os g‘“) -1&

Apres substitution de ces résultats dans I’équation (3.48), le propagateur se rameéne a une intégrale
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ordinaire sur la variable pg

+0 JE [ 400 de jb 2
Ko (b,T = — [ dSb —iET + ie*S —
c (b, T ;a,0) - 27r/0 Sb exp (—i + e )/Oo o <f (S))
x exp!P(5)b = p(O)a] (3.50)
Pour pouvoir intégrer sur pg, faisons le changement de variable suivant u = sz%) et utilisons la

représentation intégrale de la fonction de Bessel Modifiée

+o00 22
—2mil,(-i2az)= z“/ dt t= O+ exp (—ia [t + ?}) 7

—00

le propagateur relatif au probléme de Coulomb prend la forme ci-dessous

o} +oo
. . % . . 9 w
Ko (b, T ;a,0) = (ba) /0 alS/_O(J dE exp (—iET + ie*S) Trsn (@9)
1
, —idw (ba)?
exp (2'%(] cot (WS) (b =+ O,)) Il (W) y (351)

avec
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Fonction d’ondes et Spectre d’énergie :

Pour déterminer le spectre d’énergies et les fonctions d’ondes, considérons la fonction de Green,
transformée de fourier du propagateur (3.51)

too JE )
Kc (b,T ;a,0) = / ;lm (—iET)
—0o0

ou

Geo (bya; E) = Z(ba)%/ dSexp(ieQS’)
0

w
sin (wS)

=

exp (2iw cot (wS) (b+a)) I (%) . (3.52)

et appliquons la fomrule de Hille-Hardy [[22] ,p 1038]

_a
2

ooy (b4 122) 1, ()

o, (o3 (@ +y)
= nz:%z n! F(,u—|2—n+1) (zy)

z

LY (z) LY () (3.53)

valable pour |z| (1.Les LY (x) sont les polynémes de Laguerre.

Pour cela, posons z = e~ 25 dans (3.53) .

Il est facile de voir que

1 ‘ 1+2 .coswS
pr— e =1
H 1—=2 sinwS

la fonction de Green (3.52) devient

N|=

Geo (bya; E) = 4i(BA)

-1
o 9oy 222
/0 dSexp(ze S)l—z

exp [— (A+ B) (1 i j)] I (2 (fll?zf ) : (3.54)

A =2wa, B =2wb,

avec

(3.55)
elle se réécrit aussi
1 o %1
Geo (bya; E) = i(B'A’)E/ dSexp (ie%S) iz "
0 _
1
1, ., N({1+2 (A'B'z2)2
xexp{ 2(A+B)<1_Z>]I1<2 T , (3.56)
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ou

Al = B =

)

A B
2 2

I'intégration sur la variable S dans (3.56) géneére des poles dans le plan de ’énergie

0
—i[2w+2nw—ez]5 — 1
/0 dS exp ( ) o rn) — e (3.57)

Le spectre discret de I’énergie est alors donné par I’équation 2w (1 +n) — e? = 0, ou encore
g

4
Bp=—. (3.58)
2(n+1)

Nous obtenons finalement, & partir des résidus de la fonction de Green (3.56) , les fonctions d’onde

normalisées des états liés.

C’est a dire
. . E—-E,
U, (b) V) (a) = EE%N - Ge (bya; E),
ce qui nous donne
. 1 e \? ,exp(—3(4+B))
¥, (B) W (A) = — (BA)> <n < 1) SR e 1 () L () (3.59)
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4. Potentiel de Morse :

Dans cette application, nous allons analyser un autre cas intéressant pour son role particuliérement
important dans ’analyse des vibrations anharmoniques, 1’évaluation du transfert d’énergie molucu-
laire, I’étude de la diffusion d’atomes par une surface et en physique nucléaire, il a été utilisé comme
modeéle des interactions nucléon-nucléon et pion-nucléon. Il s’agit du systéme de mécanique quantique

correspondant au potentiel de I'oscillateur de Morse
Vig)=Vo (e 2P0 —20e P1),

ou Vp, A et B sont des constantes positives.

Le propagateur relatif a ce potentiel s’écrit dans I’espaces des phases

T
KM(b,T;A,O):/[dpdq} exp(i/ pq—1p2—v0(e*25q—2Ae*Bq) )dt. (3.60)
0

2w 2

En premier lieux, faisons la transformation canonique définie par

0= Q)= —% Q. (3.61)

il s’ensuit que nous aurons les quantités suivantes

OL 1

= — = _—BQP
D 34 2562,

9(Q) = f*(Q) =4672Q%, (3.62)

ainsi que le préfacteur
2
B

Apres substitution de ces quantités dans (3.60), le propagateur relatif a l'oscillateur de Morse s’écrit

M

(BA)? . (3.63)

en fonction des nouvelles variables (Q, P) comme suit

R (B.754.0) = [a(Brga)T [ |52«

X exp <z /OT PQ — % P -V (@ —20Q%) - V. (Q) ) dt,  (3.64)

avec Ve (Q) est le potentiel effectif donné par I’équation (B.1.8) de I’Appendice ( B ). Et B =
exp (%b) , A=exp (%a) .
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11 est clair que les propagateurs Ky (b, T ;a,0) et Ku (B,T ; A,0)sont relié¢ par

K (0,7 ;a,0) = [g(B) g (A)]T Kar (B,T ; 4,0). (3.65)

En deuxiéme lieux, effectuons la transformation temporelle suivante afin de donner a ’action la
forme familiére

g (Q)ds = dt. (3.66)

Suite a cette transformation, il apparait le préfacteur suivant

l9(B)g(A)7, (3.67)

ainsi que le potentiel effectif 176, dont ’expression est donnée par

12

V.Q = V@ xg(@ -2

842
g// 59/2 1
- Z _ - 3.68
8g 32¢2 8Q? (3.68)
Finalement, cette transformation temporelle conduit au propagateur
_ 9 _ [e¢) “+o0o E . P
Ky (B, T ;A0) = —(BA)Tl/ dS’/ d—e_zET/ aPdQ X
B 0 —c0 2 2
S 2
, o1 4V (Q*—2)\)  4E 1
X exp z/ PQ— = P? - + + ds. (3.69
( 0 2 B F2Q* 82 (369

A partir de I’équation (3.69), nous remarquons que le porentiel relatif a l'oscillateur de Morse se
reconverti a celui relatif & I'oscillateur quadratique inverse

U(Q) = 5@ +9(Q7?),

avec
| 1
2

w2 =832 ¢= (—4Eﬁ_2 — §> , 2a=(—8EB7?)2.

En utilisant (3.40), nous aurons

R (BT A0 = 2BA% [ ds T dE —iBT +i8 B2\ o (B.S A
M( Loy 4 )*B( ) 0 27reXp Q,[( R ,O), (370)

cette expression est valable pour Re (2a) ) — 1.
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L’expression explicite du propagateur Ku (B, T ;A,0) est

2 [ o dE —iET + i 8 \WVpB~2S w
KM(B,T,A,O) = B/O dS/_oo gexp< )m

X exp <% cot (wS) (B* + A2)> o <%) : (3.71)

Ce résultat coincide exactement avec celui de la littérature [25].

Changeons S a g et revenons aux anciennes variables a et b, nous obtenons ’expression finale du

propagateur relatif au potentiel de Morse

too IR
dS(S)/ d—exp(—iET+i)\wS)

1s1n oo 2T

. B (bt+a)
X exp <%J cot () (55 bye P a)) I, (%) . (3.72)

Ku (B.15 A0 = 2 [
0

ou

wWwr=8pB 2 et 2a= (—8E5’2)% (Re (2a) ) —1).

)
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Fonction d’ondes et Spectre d’énergie :

Pour calculer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde, commengons par écrire la fonction de
Green, transformée de Fourier du propagateur (3.71)
to dE

Ky (0,T ;a,0) = / %im expTHFT) Gy (b,a; E).
—o0

w

sin (Sw)

Gy (bya; E) = %/ dSexp(i/\chS)
0

(3.73)

X exp <z7w cot (wS) (B* + A2)> I, <_MBA> ,

sin (wS)

et utilisons la formule (3.41) appliquée dans le probléme de l'oscillateur quadratique inverse.

Par identification nous obtenons

la fonction de Green (3.73) devient

. 2 T(N4a+d) ) )
Gu (b, A E) = E(wAB)F(Qozj 1)WM (wB?) My, (wA?). (3.74)

Le spectre d’énergie discret se déduit a partir des poles de la fonction Gamma de ’équation (3.74) ,

cela se produit quand

1
/\'+oz+§ =-n, n=0,1,2,.. (3.75)
ce qui entraine )
1 1 1
En:—552 <n+§> — A2Vo + A8V 2V + A3 (n+§) , (3.76)
les fonctions d’ondes se déduisent & partir des résidus aux poles X + o + % = —n, ainsi
1 1 -1)"
lim (X+a+—+n>I‘<)\'+a+—>—( ) : (3.77)
/\’+a+%—>—n 2 2 n!
Finalement, nous pouvons écrire
U, (B") 0, (A) = 2 (1 Wy o (WB?) My, (wA?). (3.78)
" B (wAB)T (2 + 1) n! “ “
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5. Particule libre sur une sphére a (d=2) :

Pour illustrer la technique générale de la fonctionnelle Delta de Dirac, nous allons reconsidérer
maintenant le mouvement libre sur la sphére. Nous allons montrer que le probléme de la sphére va
étre reconverti au probléme de Morse qui lui méme se reconverti ensuite au probléme de 'oscillateur
quadratique inverse.

Considérons, pour cette particule que la masse est constante, le propagateur qui commande 1’évo-
lution de systéme physique en mouvement libre sur une sphére & deux dimensions s’écrit dans ’espace

des phases ainsi :

K0.Tia0) = 0@ [ |52

1
X exp (z/ pq — Qg’Jpzpj —Ve(q) ) dt, (3.79)
0

avec
1.. 11, 1
Vela) = 19 — 5978975,
ou A = g_%aigij g'%aj et la notation ngj signifie la dérivée seconde de g% .

pour une particule se mouvant sur une sphére a deux dimensions, I’élément de ligne s’écrit

ds® = db? + sin® 0d¢?,

et donc le propagateur (3.79) devient

, NS i [ Rh?
Kg (Qf,¢f T 50,0, ,0) = (smgf smgi) 2 exp{}—_L (8—MT>}/D9Dp9 Dy Dpy x
. T 2 2 _ 1
1 . . p9 p¢ 4
= dt 0 - - . 3.80
eXp{h/o PoU+Po® = 931 2Msin29]} (8.80)

Tout d’abord fixons les chemins 6 (¢) et pg et considérons l'intégrale sur les chemins ¢ (t) et py¢. Soit

K4 la partie du propagateur (3.80) dépendante des variables ¢ et py

. 2 1
7 : Py — 1

intégrons le terme p¢¢ par partie afin de linéariser ’action sur ¢ , ensuite effectuons I'intégration sur
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¢ pour faire apparaitre la fonction Delta de Dirac

R P T G g/T P}
K¢—/ 9 exp hp¢¢ lo 6[P¢] exp 5, ATsin?o dt|, (3.82)

avec

N
[dpg] = 11 dps,-
n=1

Le fait que pg soit constant ( d’apres la propriété de delta ); I'intégrale ci-dessus s’inteégre facilement

et donne
400 dp i i T p2
Ky = — - — @, —= — dt| . 3.83
¢ /_Oo o [eXp s, (’51)} exp [ h/o 2M sin2 0 } (383)
Considérons maintenant la partie dépendante des variables 6 et pg
. T 2 2 1
? ; Py p—7
Kog= | DyD - dt |pg — — — —=— 3.84
9 / 6 Dpo exp{h/o [pe ARV ]} (3.84)

ou sa forme discréte

N . N 1
= 1' n - _A 2 - %4,-\, .
Ky Aim <2i he) n| |1 do exp{h E [28 05, oM sn2d. | [ (3.85)

n=1

et effectuant la transformation spatiale 8 — () définie par

Q = cos = 0 = arccos @ = f (Q), (3.86)

en conséquence, nous obtenons les résultats suivantes

A0 =00 =001 = £ (Qu) = 1 (Qu-1). (387)
sachant que
Qn = % (Qn + Qn-1),
SAQ = 5(Qu—Qu1),
nous tirons
Qu = G+ 3200
Qu1 = Qu- 350
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donc (3.87) devient
Ay = f (@n + %A%) ~f (én - %A%) :

(3.88)

Développons la différence Af,, en série de Taylor jusqu’a 'ordre 2 en AQ),, c’est-a dire & I'ordre 1 en

€ , il vient que
A6~ (AQu) 1 (Gn) + 55 (AQu° 7 (@n).

Les ordres supérieurs a 2 donnent une contribution nulle.

alors

(A0,)?

1

(AQu? 2 (@) + 75 (AQu* £ (@) 7 (@n),

sin25n ~ 1—@%.

la transformation utilisée change la mesure comme suit

N

() [T = 11 () [ 117 @0 a0

n=1

1 <2mh5> { 1(Qy) f’(Qi)}%

XH{f/(Qn) Qn 1 HdQna
n=1

I
::12

développons [/ (Qn) f'Qn—1 en série de Taylor autour du mid-point

Q) = 1 (380 = 7(@)
5 (8Q) (@) +

Q) = 1@ 580.) =
5 (8Q) (@) + 5 (@2 (@)

2

A Tordre 1 en e, le produit f'(Qy) f'@n—1 se réduit a

F@0)F Q= 1 (G) {1+1{ @) s @n)}( AQH)Q]

F(@) (@)
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Reportons ce résultat dans (3.92), nous aurons pour la mesure 1’expression suivante

, N Mfr? (én) %N_l

N
11 <227rh5> / Hd@ = (snasing)* [ | =557 | 1L don

n=1 n=1 n=1
1
N[ (@) 2 (@ Nk
L1450 =l — s b (AQ?| L (393)
M55 7@
pour abréger ’écriture, nous posons dans la suite f (@n) = :f;
Insérons (3.90) et (3.93) dans (3.85), le propagateur Ky s’écrit
' ' 1 M “;,12 2 N—-1
Ky = (smgf smgi)2 hm (W) E dQn
1
N o7 o 3
1 f/// f/2 } 9
X 14+ -2 — == 5 (AQy)
s f-4
o 130 (Mg fiagr +Liagur L) - i) (3.91)
exp 4 = o2 n 5 n) =0T T 7 =\ .
hig |27 12 Tl o (1-Q3)

Les termes (AQn)2 et (AQn)4 seront approximés et remplacés suivant la procédure de Schulman-

Laughlin[26] par un potentiel effectif purement quantique comme suit

<<AQn)2> . (ﬁ) : <<AQn)4> — 3 <z\j—fhf;2>2 (3.95)

le potentiel effectif est alors donné par

h%e f72
Verr = S i (3.96)
Il vient que le propagateur Ky s’écrit
f“(/Q % N-1
Ky = (sinfysin 905 ]\}lm <2z7rﬁ5> 11 dQn
N . N 2 2

pUe h<e
x || exp 2(AQn) ———F——<+ | ¢ (3.97)

g z:: oM (1 - Q%) 8M
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sa représentation dans I'espace des phases est la suivante

Jun

Ky = (sing, sing,)? [ DQDP

. N2 2 2
Xexp{%/o (1 Q) p h

P? —l— —
changeons P en P — ip (1 — Q2)_1 pour éliminer le quatriéme terme et produire une différentielle

PO~ "3 M- Q)

dt} : (3.98)

totale de (). L’action devient alors

ipP ip 0 v ﬁ2

1_Q2P2+

A Ty S S 2]

Iintégration du terme —%Q donne —ip arcth@ ]ﬁ, ou B =cosf; et A= cosl; .
Pour linéariser ’action en @, nous introduisons l'identité définie par une intégrale sur la position
finale de —oco a +o0o d’une intégration de parcours relative & une particule libre.

Prenons le complexe conjugué de cette identité dont le but est d’éliminer le terme P2Q2.

/ b / (D)} exp [—— / %agdt} (3.99)

Soit

nous obtenons alors

K¢ = (sinfysin6; )2 exp [ arcth@ |A]

/Hx}db/ Daz] /DQDP

2 .
xexp{;/o dt |PQ — C Q)p + P+h—2—%:b2]}, (3.100)

2M
changeons x en = + P—A/Cf.

Ce changement conduit a un potentiel effectif

h2

—. 101
i (3.101)

Verr = —

Intégrons le terme PQ par partie, ensuite I'intégration sur la variable @) produit la fonction Delta de
Dirac suivante

5 [Pa': + P} . (3.102)
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Substituons les résultats obtenus dans l'expression (3.100), nous trouvons
+00
Ko = (sinfysinf;)? exp [harcthQ |A} /_Oo db/_QTrh6 [P:U—FP}
X exp [% [P(T)B — P (0) A]}
. T .
b i M., 1 5, ipP
x/[Dx]OeXp{h/O dt [ 5 o Tarl (3.103)

Maintenant, 'intégration sur les P, se fait en remplagant P par la solution de 1’équation (3.102)
Pi+ P =0, (3.104)

ceci revient a dire que la contribution principale des amplitudes sur tous les chemins {x} est limitée
au chemin  (£), solution de 'équation (3.104) (P (¢) = Py exp_m(t)) .

Alors le calcul du propagateur (3.103) se réduit au calcul de Uintégrale

oo —b] [t®dPR,
Ko = (sinéfsin&)%exp [BarcthQ |§}/ dbexp {—]/ &0

h oo 2 | J_w 2mh
X exp [EPO (B e b — A)] /[Dm]b
i 0
i (T M P? on(t) 20D
Z = __0 —2z(t) _ 228 —a(t)
xexp{h/o dt[ 5 +< 2M> [e Poe ”}, (3.105)

ol la quantité exp [_Tb] représente le facteur de composition donnée par (3.10)

L’intégrale fonctionnelle en x contient le Potentiel de Morse

V(2) =V (e—%(” . e—x“)) , (3.106)
avec
_ B _ipRy

Le potentiel étant complexe, donc il n’est pas possible d’obtenir des états liés (énergies réelles). Puisque

il n’y a pas d’états liés, alors il est clair que

00 0
/ dP0+/ dPo—i—/dP():j{dPo:O,
0 100 C C

car il n’y a pas de poles a l'intérieur de C.

Comme fC dPy = 0 (rayon de 'arc — o0), si non, les fonctions d’ondes ne tendent pas vers 0 a oco.
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Alors : [ dPy = — ff)o dPy = foioo dPy = [y idPy (nous avons changé Py en idFy ).
Nous n’avons pas considéré 'intégrale f?oo car nous avons supposé qu’il ne contribue pas dans le
résultat final ( pour Py ( 0il n’y a pas d’état liés ).

Le propagateur Ky prend alors, la forme suivante

1 +o00 _ +oo
Ky = (sing, sing,)? exp [%arcth@ ]ﬂ / dbexp [76} / Z;f;;) (3.107)
—o0 —00

—F ) b
xexp[ - (B e —A)] X /[Dx]o
i [T [M 5 P2 5 2p
_ iy —22(t) _ 28 —a(t)
xexp{ ﬁ/o dt[2x ( 2M> {e Poe H}

Soit K% (b,T;,0) le complexe conjugué du propagateur relatif a une particule soumise a I’action du

potentiel de Morse

T 2
- _ . M2 (LN | 20 _ 2P
K7 (b,T,0,0) /[Dm]oexp{ h/o dt [ 5 < 2M> [e Poe . (3.108)

Le calcul de cette expression se raméne au calcul du propagateur relatif a 'oscillateur quadratique

inverse dont le potentiel

1 h?
= —Muw?s? + —— gz 2 1
U (z) 5 Mwz + oar9% (3.109)
avec 1
2_ 8, 4P? 5 S8EM 2 —2EM SEM 1
= — = — = — — = —_— = —— =
N VAC A VR 12 “ 2 Y R

Au moyen de transformations spatiales et temporelles suivantes
z=f(qg)=—2Ing, dt=[f?(q)ds=4q ds,

il vient que

) o e gp i i 4pPyST . /s
K* (b,T,0,0) —2exp/0 ds/oo S exp [EET—gv] Kio (e 2,5,1,0), (3.110)

de sorte que le propagateuer K}‘Q est donné par I’expression

1 —tFo cot (wS) <e_b + 1)]

1+20¢ “+o00
i > / AU U — (1+2a)
sin (wS) oo

i [U 4P} e™®
— |-+ — 3.111
X exp [ﬁ[ﬁl +Usin2(w5’)”’ ( )

o8

« (-t 1 b
KIQ<€ 2,5,1,0> = Eexp[—boz——]exp[



changeons S en % et reportons dans (3.111)

N b S _ i _ l —i Py _p
K1Q<e 2,w,1,0> = 47Texp[ b<a+4>}exp[ . cot(S)(e +1)}

4Py \ ' ree —(142a)
X<Sm<s>) / 'y

—00

i [U  4P2e?

=+ =] 3.112
XeXp[h[4+Usin2(S)H (3.112)

Rassemblant les résultats (3.83) ,(3.107) ,(3.110) et (3.111), insérons-les dans (3.80) et effectuons

ensuite les substitutions suivantes
Py —sinSPy et U — 4U,

nous obtenons a la fin pour le propagateur Kg, 'expression suivante

M i [ R too g i

o)

oo dp i P B
X / % exp [ﬁp (¢f - d)z) + Earcth@ |A:|

—00

o] s +oo
x/ ﬁexp( ZQpS)/ db
0 ™ h —00
1 T 4idPy
— — P
cow oo 5)] [ 550

X exp {iPo {e_b (—cosS+iBsinS) — cos S —iAsin S} }

+o0 . 2 —b
x/ dU U~0+29) exp [% <U+ PoUe )] (3.113)
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Intégration :

Pour intégrer sur P, faisons les changements suivants U — PyU et ¢ — qU? avec ¢ = e~ .Nous

obtenons pour le propagateur, I’expression suivante

M i [ h? T dE i
S (9f7¢f7T§9i>¢ia0) = fexp{ﬁ (8—MT>}/ 2—h€XP [hET]
—0o0
o dp i 4 B
X /; ﬁ exp [%p (d)f — ¢z) + ﬁarcthQ |A:|

[ee] s +o0
X / ﬁexp < %2]95) / dg qo‘_%
0

+oo +oo id i 9
></ dU/ ﬁ xexp{ﬁPoU q [—cos(S)+
—iBsin (S) —] — cos (S) —iAsin (S) +U (¢ +1) —

cos (S) —iAsin (S)}, (3.114)
Iintégration sur Py est si simple elle donne immédiatement

/oo dPy exp {%Pa [U2q (= cos (S) +iBsin (S)) + U (g + 1) — cos (S) — iAsin (S)]}
0

th
~ U%q(—cos(S) +iBsin(S) + U (g+ 1) — cos (S) — iAsin (S)’ (3.115)

pour abréger 1’écriture nous posons A = —cos (S) — iAsin (S) et B = — cos (S) +iBsin (S).
L’intégrale en dU s’intégre par application du théoréme de Cauchy.

Le contour est le demi-cercle décrit dans le sense direct.

ih

m) posséde deux podles simples, mais seulement un pole est

L’expression & intégrer <
a I’ intérieur du contour indiqué ci-dessus.

En utilisant le théoréme des Résidus

/+°° dU _ 2im
oo BU2H+U(@g+1)+A

N

(¢+1)* —4¢AB
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il vient en substituant dans (3.114)

M i [ K2 +to 4dp i
Kg (9f7¢f T 505, 9 ,0) = T exp{ﬁ (S_MT>}/ %exp [%ET} X
—0o0
/ I exp [ﬁp (¢f — ¢z) + ﬁarcthQ ‘A}

—00

x/ ﬁeXp <_ 2p5’>
0 ™ h
3
(q

x/ idg q® 2 |(g+1) —4qAB] (3.116)
0

Maintenant pour obtenir les valeurs de F , nous suivons les étapes suivantes :

M

1
1. La simplification de ’expression [(q—i— 1)% - 4qAB} en [¢* —2¢z + 1]?, et Dutilisation de

Iidentité
cos S FasinS =1+ x2cos (S + arctgx),

ainsi avec le changement S — S — arcth |% ‘4 ; nous aurons par substitution de ces résultats dans

(3.116) I'expression suivante

M i [ h? oo dE i
/ dS/+°° dp
21h
el +oo‘ a—1 2
X exp (qbf ¢; — 25) /0 idg g2 x [¢°—

- ~1/2
2q <sin 0;sin 6y cos 25 + cos 6 cos 0¢> + 1] . (3.117)

2. l'intégration sur p donne

400 ; _
/ %exp {; (¢f—¢i—25)]

1

3. l'intégration sur S impose S = 5 (qb I (bz) et avec l'utilisation de la propriété de &

d(aX)=ad(X),
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en effet

N

(e}
/ %6 (gbf —¢; — 2?) [q2 —2q (sinﬁi sinff cos2S + cosf; cos@l-) + 1]7

—o0
1

- 5 [ 2 —2q (sin@isiHGf cos (qbf —gbi) —i—costCOSQz‘) + 1]

1
2 (3.118)
4. en repportant (3.118) dans (3.127) , le propagateur Kg se met sous la forme

i [ h? oo dE i
i (et} [ s [57]

1
i dgq® 7 [¢* —2qeos ¥ +1] %, (3.119)

M
KS (9f7¢f 7T 79l7¢l 70) = 2—heXp
+o0
X/
0

5. I'intégration sur g donne les Polynémes de Legendre

[V

+o0 1 _
/ idg ¢° 2 [q2 —2qcos ¥ + 1]
0

= moesc|(a+1/2)7] Po-1 (—cosV), (3.120)

nous obtenons donc, compte tenu de (3.135)

M i (B +o0 idE i
K (0.0, 700000 = Sowls (G77) | [ i ew |767]

—00

x csc[(a+1/2) 7] pa—1/2 (—cos V), (3.121)

ol o = 1/72;1#.
6. en fin pour intégrer sur E, changeons la variable d’intégration en passant a la nouvelle variable

a . et comme les fonctions de Legendres ont le comportement asymptotique suivant[22]

P (cos @) =~ \/gcos [(U;Si%T)f— 7] +0(v_ )

[SI[oN

7. Puis en passant aux calculs des Résidus de I’expression

i i [ h? ado
Kg (9f,¢f , T 79i7¢z‘ 70) - _EeXp{ﬁ <8_MT>}(‘£ sin[(a—i— 1/2)71']
th o
X exp [—m@ T} Pa-1/2 (—=2) (3.122)
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Nous obtenons donc pour le propagateur Kg , I'expression suivante

Kg (9f7¢ T )927¢z 70) = —e&Xp |:l <_T>:| €xXp |:__EnT:|
/ n\8M n; h
<Pt (—Z) (n—1/2) (~1)" /27, (3.123)
avec 5
h? 1
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3.4 Conclusion :

La technique que nous avons présenté ici permet le calcul d’'une maniére trés simple du propagateur
pour des hamiltoniens quantiques qui sont des fonctions générales des variables d’espace des phases
{p(t),q(t)}. L’idée centrale des calculs est la linéarisation de ’action par rapport a la variable de
la position ¢ (t). Cette opération se caractérise, contrairement a la tradition, par 'apparition d’une
fonctionnelle Delta de Dirac de la deuxiéme équation du mouvement dans le formalisme hamiltonien
( équation du mouvement sur la variable p (¢), moment conjugué a ¢ (t) ). Sous cette forme I'intégrale
fonctionnelle sur les moments p(t) est immédiate et donne naissance ¢ un facteur dit facteur de
composition qui dépend de la solution de I’équation différentielle obtenue. Nous avons illustré cette
technique en résolvant, sous forme explicite, certains problémes importants de la mécanique quantique.
Le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde sont exacts et concordent parfaitement avec ceux
de la littérature.

Cette méthode a mieux suscité la détermination du propagateur et peut se généraliser a des

hamiltoniens plus compliqués.
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Deuxiéme partie

Application de I'Intégrale de Chemins

dans I’Espace Courbe
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Chapitre 4

L’approche des Intégrales de Chemins
pour un Potentiel Super intégrable sur

une Hyperboloide 4 Deux Dimensions

4.1 Introduction

Historiquement, 1’espace euclidien est seulement I’espace physique de dimension 2 ou 3 ( plan ou
espace ) dans lequel ont été définis les points, les droites, les distances et les angles. A ces objets ont
été affectées des propriétés comme < par deux points distincts ne passe qu’une seule droite >, ou
bien < la somme des angles d’un triangle vaux deux droites > . Les transformations caractéristiques
de ces espaces euclidiens sont les isométries : elles transforment des figures géométriques en d’autres
figures géométriques de méme dimension. Ces espaces euclidiens naturels sont les univers ou sont
démontrés tous les grands théorémes de la géométrie plane ou de la géométrie dans ’espace. Ils sont
les objets d’étude de tous les géométries avant Euclide jusqu’aux mathématiciens du XIX¢ siécle. A
cette date cependant, cette vision de l’espace euclidien naturel commence a montrer ses limites. Il
est alors nécessaire d’en donner une définition plus formelle et plus générale. C’est Gauss qui en 1824
avait formulé la possibilité qu’il existe des géométries alternatives a celles d’Euclide. 11 existe différentes

" géométries riemanniennes " ( 1867 ) ( &

géométries non-euclidiennes dont les plus connues sont les
courbure constante et positive ) et les " géométries de Hobatchevski " ( 1829 ) ( de type hyperbolique
donc a une courbure non-constante et négative ). La description géométrique de la théorie physique
due a Einstein trouve ses origines dans les avancées de la géométrie non-euclidienne, qui remontent aux

différentes tentatives aux cours des siécles de démontrer le cinquiéme postulat d’Euclide, énoncant que

par un point on ne peut mener qu’'une paralléle & une droite donnée. Ces efforts culminérent au XIX¢
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siécle avec la réalisation par les mathématiciens Nicolai Ivanovitch Hobatchevsky, Janos Bolyai et cal
Friedrich Gauss que ce postulat pouvait sans inconvénient étre remplacé par un différent ( plusieurs
paralléles possibles, ou pas de paralléles du tout ), et ne constituait donc en fait qu’un axiome arbitraire.
Aucune de ces géométries n’était plus < vraie > que les autres : il s’agissait simplement d’outils
conceptuels différents pouvant servir de support & des usages également différents. La surface d’une
sphére, par exemple, peut indifféeremment étre considérée comme la surface d’un objet euclidien & 3
dimensions ou comme un espace non-euclidien particulier & deux dimensions, la seconde représentation
pouvant s’avérer plus commode dans certains cas. Dans ce sens, plusieurs tentatives réussies d’analyser
des systémes dynamiques super-intégrables dans des zones de I’espace ot la géométrie est trés fortement
courbée et donc localement non-euclidienne ont été enregistrées. La notion " systémes super-intégrables
" est reliée aux potentiels pour lesquels ’équation de Schrédinger admet une séparation de variables
dans plusieurs systémes de coordonnées [27, 28]. Cette notion a été introduite pour la premiére fois dans
les travaux de Evans [29],Wojciechowski [30], Smorodinsky-Winternitz et d’autres [31, 32, 33]. Dans
ces travaux, nous trouvons une classification générale des hamiltoniens & deus et & trois dimensions
qui possédent des groupes d’invariance dynamique. Cette classification était établie selon le nombre de
degrés de liberté, les intégrales de mouvements quadratiques par rapport aux quantités de mouvement
et aux variables des systémes de coordonnées pour lesquels le potentiel admet une séparation des
variable : un systéme hamiltonien classique est intégrable s’il posséde autant d’intégrales du mouvement
que de degrés de liberté. Il est super-intégrable s’il admet plus d’intégrales que de degrés de liberté.
Les mémes définitions sont lieu en mécanique quantique, mais les intégrales de mouvement sont des

opérateurs. Généralement, dans un espace a D dimensions, un systéme est dit " maximally "

super
intégrables s’il possede (2D — 1) intégrales de mouvements et il est dit super-intégrables " minimally "
s’il posseéde (2D — 2) intégrales de mouvements ( 1’énergie comprise ) ; [29, 31, 34, 35, 36| par exemple :
sur une sphére & deux dimensions, nous trouvons deux potentiels super-intégrables, et sur une sphére
& trois dimensions il a trois maximally et quatre minimally potentiels super-intégrables.

L’objectif de ce chapitre est ’étude par ’approche des intégrales de chemin du mouvement sur une
hyperboloide & deux dimensions d’une particule soumise & ’action d’un potentiel super-intégrable,
Oscillateur de Higgs. Le traitement sera effectué dans les systémes de coordonnées suivantes : pseudo
sphériques, équidistantes, elliptiques et hyperboliques.

Le plan de notre étude est le suivant : Dans le paragraphe qui suit nous rappelons en détails de
Iintégrale de chemins sur un espace courbe ol le propagateur a été formulé suivant deux prescription ;

la prescription dite " I'ordre de Weyl " et la prescription " forme produit ". Ensuite, nous présentons

les systémes de coordonnées dans lesquels le potentiel en question admet une séparation de variables
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en donnant dans chaque systéme de coordonnées la forme de I’hamiltonien correspondante. Nous
trouvons aussi un tableau qui récapitule les différents systémes de coordonnées utilisés. Dans le dernier
paragraphe, nous formulons explicitement l'intégrale de chemin associé & notre potentiel dans deux
systémes de coordonnées & savoir, le systéme de coordonnées pseudo-sphériques et le systéme de
coordonnées équidistantes. Les intégrales de chemin ont été séparées en utilisant des transformations
temporelles appropriées et ont été effectuées en utilisant la solution de l'intégrale de chemin associée
au potentiel de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes
sont exactement obtenus. Dans le cas de systémes de coordonnées elliptiques et hyperboliques, ’étude
de ce probléme s’avérait tres difficile & cause de la nature complexe de ces coordonnée. Des tentatives
ont été menées pour contourner ces difficultés, malheureusement, nous n’avons pas abouti au résultat

car le calcul était trés long et fastidieux. Nous terminons le chapitre par une conclusion.

4.2 Intégrale de Chemins sur un Espace Courbe

Pour un espace courbe, la premiére formulation du propagateur dans le cadre des intégrales de

chemin est due & Dewitt [37]. Explicitement, le propagateur est défini sous la forme suivante

q(t//):q//
K (q5,9:T) = / VIDDewq ()
q(t")=q

i [P m ca.b R
Xexp{ﬁ/ﬂ 5 9ab (@) "0 =V (a) + 6—m] dt}
m Nd N—1
= 2 Vg (¢ dgW
]\}gnoo <2i7rh5> JI;[l / g (q ! )dq
. N
X exp {% 3 {% Gab (q(j,1)> Ag@ DALY — ey (q(j,1)>
R

— (q(j_1)>] } (4.1.1)

2

La correction quantique AVDew:% est indispensable pour dériver de I’équation d’évolution

2
[—;—mALB +V (q)] V(g t) = ?%‘I’ (4,1), (4-1.2)

a partir de I’équation de Schrodinger

2
gt V(@) W) = T ), (413)

68



ou A est 'opérateur de Laplace Beltrami définit par

1 0 0
Arp=—% Zj\/ga—qj, avec g = det (gi;) (4.1.4)

V9 9q'

Les termes de la métrique contenus dans I'expresssion de 'action sont évalués au prépoint gU—1.
Nottons que l'intégrale de chemin (4.1.1) peut étre définie en adoptant d’autres points, comme le
postpoint ¢¥) ou le mid-point gV = % (q(j) +qU=D ) ol la correction quantique AV sera changé selon

le point adopté.

4.2.1 La prescription de " I’Ordre de Weyl " :

La définition de 'intégrale de chemin par rapport au mid-point est une autre formulation reliée a
I’ordre de Weyl ; trés convenable pour écrire ’Hamiltonien H.Pour construire I’approche des intégrales
de chemin sur un espace courbe de dimension d, nous considérons le lagrangien classique avec une
métrique arbitraire g;; et un élément de ligne ds? = 9ij dq'dq’, tel que

m (ds\?> m . i
Ld—5<%>-ﬂmﬁ—5%ﬂ¢+mq—V@% (4.1)

ce qui implique ’hamiltonien quantique suivant

H=pi —L, (4.2)
avec
oL i
pi = — = mgi;q’ + bi, (4.3)
dq
ce qui entraine pour ’hamiltonien
H = 5—g"/pi—bi)p;—b;) +V(a)
= @] -~ [0 @b @] + o= [V @0 @) +V @ (4.4)
2m I m ! J 2m ! ’

(97) = (g:5)"-

Pour exprimer H & ’aide des opérateurs associés a la position et a la quantité de mouvement, nous

h( O 1
pi= < <8qi + 5&) : (4.5)

69

construisons les opérateurs




ce qui entraine pour ’hamiltonien

<wng=i/v@mwronw2@» (4.6)

et I'; sont les symboles de Christoffel définit par

B,
Pi= 5o (4.7)

En termes des opérateurs p;, 'écriture de I’hamiltonien (4.4) est confrontée au probléme d’ordre de
ces derniers. Pour éviter ce probléme, nous utilisons la prescription de I’ordre de Weyl [38] comme
suit :

Considérons la quantité ¢ p”, 'ordre de Weyl du produit (¢™p™)y, est juste la moyenne arith-

métique de tout le classement possible des facteurs q et p.

Par exemple :

[F' (@) p+PF (9)], (4.8)

[F (@) p° +2pF (@) + PF ()] - (4.9)

N I R

En général, un produit d’ordre de Weyl d’une coordonnée et d’un opérateur de la quantité de

mouvement est
~n-y _ 1 - m ., ~m—Il 5 A 4.1
@D wen = |3 ; agd" P, (4.10)
_ 1 mi m! ~n—Il ~ Al
- \2) Zum-n? T

Pour écrire ’hamiltonien H (4.4), nous suivons les exemples de calcul (4.8) et (4.9). Suivant la

prescription de " I'ordre de Weyl ", nous aurons

7 @0 @ il = 5197 @0 @ B+ i @@ ]

_ [biai +g%0; (g%biﬂ : (4.11)
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et

1

A~ A~

97 @pipily = 7 [ibsg” (@) + 2Di9” (@) B; + 97 (@) Piby]

4
h2

- 1 1
= —Z <4g” [8@- + Fiaj + § (8Z‘Fj) + Zril—‘j] +

+4 (819”) <8J + %Fj) + (&@g”))

1 1.
= <A +-R+ Zgzﬂrflrg.k) ,

4

ou A est 'opérateur de Laplace-Beltrami définit par (4.1.4)

et

R = ¢” Ryj,

est la courbure scalaire.

le tenseur de Ricci R;; = Rfj i est définit comme

Rij =T ; — Ty + Fikfﬁz —T4,T,

ik,j i,k

avec les symboles de Christoffel sont définis par

1
= —g"* (Gjka + kg — Gitk) »

2

tel que
9kl = —agjk
IR, 8ql

Nottons que

[b: (@b @]y, =0 @V @ 5 [V@ly =V (@,

Finalement ’hamiltonien (4.4) s’écrit suivant la prescription de 'ordre de Weyl ainsi :

1
o |
h2 . i ih _1 1.4
= oAb O+ 5o 23Z(g2b>+
2

1 . h .
gy ~ ik 1l
5tV (@)~ 5 (R+g rk rjk),

= ﬁw + AVWeyl-
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97 @ Dbl — — 97 @ bi (@ ]y +

1

2m

[0 (@) 0: (@)] yy + [V @

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



ol AVyey représente la correction quantique définie par

AV, _ 7 R+ gV Tk
weyl (Q) - 8m +g it jk

2 .. .. ..
- <g” .0, +2 (4T)) —|—gfjij> : (4.21)
Construction du propagateur :

Pour construire le propagateur dans ’espace courbe nous suivons la méme procédure appliquée
dans le deuxiéme chapitre, basée sur la formule de Trotter.
L’amplitude de transition pour une particule repérée par le point initial ¢; & I'instant ¢; et le point

final g7 a 'instant ¢; est donnée par
K (ag.tg i) = (a3l exp = (b — ) H lgj 1) (422
en subdivisant la variable temporelle T' en N intervalles infinitésimales
T = (ty —t;) = Ne,
puis en insérant 'identité pour ’espace courbe suivante
/g%d”q lq) (gl =1, (4.23)

nous aurons

~ N-1 1 N —i A
K (qf.ty qiti) = lim ] [9(q;)]2 dg; [] (g;]exp —<cH [g;-1) (4.24)
N—oo jq n=1 h
avec
—i A
K (4j, gj-13¢) = {a;| exp —~eH |gj-1) (4.25)
ot H est hamiltonien relatif & 'ordre de weyl (4.4).
ailexp —eiw lag 1) = (g1 = 3¢ 50" @ity — 97 @b (@ 5y + 5 (@ i (@
gjlexp —cHwlgj-1) = {gj|1— e |5—9" @ PP — —9” (@) bi (@) pj + 5 -b" (@) bi (@
+ V(@) + AV (@] lgj-1) , (4.26)
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en utilisant les relations suivantes

o

(ar.tl ai,t) = lg(ar)g(@)] *d(ar — )
@.tpt) = {alp) = 2eh) 2 [F () g (P T exp (pea). (4.27)
d’oll nous pouvons vérifier la formule suivante
(a5t D) a6 t) = o )9 )] T [ ()™ () exp 507 2. (4.25)

Dans le but d’écrire (4.10) sous forme d’un élément de matrice, nous utilisons le résultat (4.28),

nous aurons

Mmooy -1 dnp(]) r(4f T G " i
5 @ el = o ap) g @ [ 2y (U2 exp o (ar - a).

(27 1)
ou plus généralement
A o fdrpl) i
(0l (F (@) P wey lai) = [9(ar) g (a:)] 3 F(Q)/—dp exp =p(qr — @) - (4.29)
(27h) h
Le propagateur (4.25) devient
-1 dp
K (gj,qj-1;¢) = lg(q5) g(gj-1)]7 @)
1 1 Z_] N~ o~ 1 Z_] - o~ A~ 1 i —_— —_—
X1 = 5e |5 9" (@) pivj — 9" (@) bi (@) bj + 5 -b" (@) bi (@)
1
V@) + At @) x e (10 - 050 ) (4.30)

c’est-a-dire

K (g5,q-1:¢) = 9 (¢) g(qj-1)] T / (2?;)51 exp {%p (@5 — qj—1) — Hegy (q_j,p)} :

Pour simplifier les calculs considérons le cas b = 0. En substituant (4.30) dans (4.24) , nous obtenons
la forme hamiltonienne de 'intégrale de chemins suivant la prescription de " I’Ordre de Weyl "

ainsi
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KpaT) = o) o) i T ([a) 11 { | ol
qf,qi; = |g9(qr) gl(g;)] *+ LIm q
d d N—oo ;7 j=1 (2 1)
;o
2 (3),(3) _ (4) #()
X exp hjg_l [Aq P 5H<p ,q )} , (4.31)
ou
() 7)) — = ab (=) (1) ,,() =(j) ()
H(p .q )—2mg (q )pa Dy +V(q )+AVw(q ) (4.32)

est 'Hamiltonien effectif définit par rapport au mid-point.

En intégrant sur les variables pl¥), se fait en utilisant le résultat de I'intégrale Gaussienne :

0o 2
/ exp —p2z? + qr = ﬁ exp <q_2> , (4.33)
—o0 p 4p
nous aurons
. 1 d 1
/dp expi(q.p) — §9abpapb = (2m)2 y/det (gap) exp <—§gabpapb> . (4.34)

Finalement, nous obtenons I'intégrale de chemins, suivant la prescription de " 1’Ordre de Weyl "

dans l'espace des configurations par rapport au mid-point (M P) ainsi

o(e)=0

KGappaiT) = lo ap) 9@l [ N
q(t')=¢q

VaDup q(t) exp [%A Legs (q,i]) dt] , (4.35)

ou sous forme discréte

K (q7,45T) = [9(gs) 9(g)]T lim ( - >%NH1 (/dq(j)) IJ_VI g (@)

—ev (29) - eavie (29)] ). (4.36)

4.2.2 La prescription de la " Forme Produit " :

A coté de la prescription de 'ordre de Weyl, il existe une deuxiéme prescription dite prescription

de la " Forme Produit " [39]. L’adoption de cette derniére prescription est par fois trés utile pour la
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formulation des intégrales de chemins sur ’espace courbe a condition que la tenseur métrique g, soit
réel et symétrique et de rang d. Elle simplifie remarquablement les calculs ( Voir Corollaire p. 85, éq
(4.45) et (4.46) ).

Supposons que le tenseur métrique g,g est réel et symétrique et de rang d, nous pouvons le

représenter sous la forme

9ap (@) = hay (@) hpy (@), (4.37)

ol hay et hg, sont des matrices réelles symétriques d x d et satisfont la relation h,g et hBY = 9.

La racine carrée du déterminant de gns, /g et les symboles de Christoffel I, sont définit par

Ryo Oh

=dethoys=h, TI'qa=—, hau=—. 4.38
\/§ € B8 «@ h (¢4 aqa ( )
A l'aide des opérateurs
h( 0O h,a
Pa ==\ 5= PYRR B
{ (8(]"‘ * 2h>
I’hamiltonien s’écrit suivant la prescription de la forme produit comme
1
H=——h"(q) papsh” (q) +V (¢) + AVpr (q) (4.39)
avec la correction quantique correspondante
AVpr(q) = h_2 AR RPY 5 +2havhﬁvw
8m “ h
h h h,o h
ope ([ pPr e o pBr B Y payp By e B 4.4
* ( B R T ha h h2 (4.40)

Construction du propagateur :

De la méme maniére, nous parvenons & la construction des intégrales de chemins suivant la pres-

cription de la " forme produit " come suit :

Considérons les propriétés de la position |g) et les états propres de la quantité de mouvement |p)

ainsi

<q// ’q/> — (g/g//)_% (5 (q// o q/) ,

alp) = @) fewrpe (441)

Nous avons
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i
K (qp,t5,q5,t;) = <Qi|eXP?TH|Qf>

_ (ﬁ/dqu ) (gj| exp faH gj-1) (4.42)

ol H est 'hamiltonien relatif a la prescription de la forme produit (4.39) .

oo Frefiep o) = (/1= g (507 @pupah® @) +V (@ + Ve @] o).
) G-Dy] T i
_ (g )(ng )] /exp (ﬁp(QJ_Qj—1)> dp
1€

o (03] (@) Papsh® () g51) — = a5V (0) + AVep () gy 1)

pour la partie potentiel, I’élément de matrice correspondant est donné par

WV @)+ AVep o) o) = LELED v g) 1 AVip )] o (00— 00

ainsi, pour la partie cinétique, I’élément de matrice correspondant est donné par

(i1 b7 (a) papsh™ (q) laj—1) = b (q(j)> h? (q(j‘”) /dpdq <q(j) paps p) (0l 9) (4 ‘q(j‘”>
1

— (qm) 1B (q(j—1)> l9(gj) 9(g;-1)]'"

(2m)?
7 .
X / exp (ﬁpAq“)> Pappdp,

donc

l9(2) g(g;-1)]T
(27)? /dp

X exp [%pAqm _ € oy <q(j)) BB <q(j—1)> Pabg

<qJ’eXp hEHFP‘qJ 1)

() s amr ()]

En utilisant la forrmule de Trotter nous arrivons & la forme hamiltonienne pour la prscription de
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la " forme produit " ainsi

K (g,¢5T) = lg(ar) ¢(g)]T lim Nﬁl (/dq(j))gﬁ </ o )

N—oo j_q =1 (2rh)?

. N
X exp {% Z {pAq(j) _ %ha%(j)hff%(jfl)pg)pg)
J+1

e (V () + avie (49))] }. (4.43)

L’intégration sur les moments P, nous donne la forme lagrangienne pour la prescription de la "

forme produit " ainsi

Nd N_1 ,
K (¢5,95T) = lim ( m. ) 2 H/ g(q(j))dq(J)

—e (v <q(j)> + AVpp (MM } . (4.44)

Corollaire :

A d =2, si la métrique g,g peut se transformer sous la forme suivante

Gap = Nop = f25a67 (4.45)
ou f est une fonction arbitraire, la correction du potentiel de la " forme poduit " s’annule.

AVpp (q(j)> —0. (4.46)
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Application

Iniegrales ce cnemins

peUr l@ petentiel cle higes sur une
hypenboloeide
&) d
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4.3 Potentiel de Higgs et systémes de coordonnées

Sur une hyperboloide & deux dimensions, il y a neuf systémes de coordonnées ot la séparation de
I’équation de Schrodinger et I'intégrale de chemins est possible.

Nous allons traiter le mouvement d’une particule sur une hyperboloide & deux dimensions dans
quatre systémes de coordonnées, a savoir, le systémes de coordonnées Pseudo-sphériques, le systémes
de coordonnées Equidistantes, le systémes de coordonnées Hyperboliques et le systémes de coordonnées
Elliptiques, soumise & un potentiel super intégrable appelé " I’Oscillateur de Higgs " définit par :

2 1 2 1
k-3 k-4

+
2 2
uy U

V (u)

_ mR2w? (u% + u%) h? ’ (4.47)

2 u? 2m 2

ot (k1,2) 0).

Dans cette application, nous allons traiter via l'intégrale de chemins ce méme potentiel dans ces
mémes systémes de coordonnées ou nous allons poursuivre la prescription de " l'ordre de Weyl " (
Section 4.2.1 ), pour les systémes de coordonnées Pseudo-sphériques et Equidistantes et la prescrip-
tion de la " Forme Produit " ( Section 4.2.2 ), pour les systémes de coordonnées Hyperboliques et
Elliptiques. Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liés et continus seront obtenus.

Chaque systémes de coordonnées est caractérisés par un élément de ligne ds, une métrique gy,
des opérateurs de la quantité de mouvement p;, un hamiltonien H et la forme du potentiel séparé.

Le tableau suivant représente les systémes de coordonnées, ot la séparation des variables via
I'intégrale de chemin pour oscillateur de Higgs (4.47) est possible. Les systémes de coordonnées ou

nous avons pu faire la séparation des variables sont soulignés.
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V(u)

1

mw’R

Potentiel de Higgs V (u) Systemes de Coordonnées Forme du potentiel
coordonnées
u, = coshr
= Rsinh 2 ki1 kZ-1
Pseudo- H = RSIMTC0se V(u):lma)sztanhzr+ f ~| = 12 [ L4y 2 4
sphériques u, = Rsinhzsing 2 2mR“| sinh“z| cos“ ¢ sin“¢@

kZ —

1
4

(0.9 < [0.27])

u, = Rcoshacoshb

2 2 2 2 1
2U +U, n h kl 4
Uy 2m| u;

- u = Rcoshasinhb | |, 1, 2( 1 j n* ki =% ks =%
U)=—mo'R°1- +

Equidistartes u, = Rsinha ) 2 cosh?acosh’b ) 2mR?| cosh®asinh’b  sinh*a
(a,beR)
U, = —Rcnucno

Hyperboliques U = iRsnzdno 1 1 72 k2 _1 k2 _1
u, = iRdnusno V(u)==mo’R}| 1-———— |+ | = o
2 (K"iK'+2K) 2 cn’ucn®v ) 2mR?| sn?zdn®v  dnusn®o
u e (iK' iK'+
v € [0,4K")
U, = Rsnadng

Elliptiques

u, = iRcnacng
u, = iRdnadna
a e (iK' iK'+2K)
B <[0,4K")

lma)sz(l
2

2 _ 1
Ko =3

2 _ 1
Ky — %

1 h’
- + +
snzadnzﬂ) 2mR? anacnzﬂ dn’asn’p

|

Potentiel de Higgs et systemes de coordonnées.
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4.3.1 systéme de coordonnées Pseudo-sphériques :

ug = Rcosh7, u; = Rsinh7cosp, ug = Rsinh 7sin ¢,

(7)0,¢ € [0,27]).
- L’élément de ligne

ds* = R? (d72 + sinh? Td(p2) .

- La métrique

Grp = R%diag (1, sinh? 7') ,

donc
g=+/detgr, = R? sinhT.

- Les opérateurs de la quantité de mouvement (voir Appendice C')

_}__L 2_’_1 th —Ei
Pr="\or T2 ) Pe = 35,

- L’Hamiltonien (voir Appendice C)

I 2 0? + coth 0 L 1 02
= —— = Te—+————
2mR2 \ 012 Ot sinh?7 092 )’

G 2 L ey, 1 (1
= ommz \Ur sinh? 7_1% SmR? sinh®7 )’

avec

1 1
AV =—+ (1 - ——
8m.R2 ( sinh27'> 7

ou c’est le méme résultat si nous utilisons 'équation (4.21) .
- La Forme du potentiel

Le potentiel séparé dans les coordonnées pseudo sphériques doit avoir la forme suivante

Vir,)=W (T)—F%.

4.3.2 systéme de coordonnées Equidistantes :

ug = Rcoshacoshb, u; = Rcoshasinhb, us = Rsinha.
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(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)



(a,beR).

- L’élément de ligne

ds* = R* (da® + cosh? adb?) . (4.57)
- la métrique
Gap = R3diag (1, cosh? a), (4.58)
donc
g = \/det gap = R* cosha. (4.59)

- Les opérateurs de la quantité de mouvement

Ao 1 ho
i N  tanh ) = T a1 4.
Pa=75 <8a+2 o a) D= o (4.60)
- L’hamiltonien
h? o2 0 1 92
H = —— (= +tanha— + ———
2mR? <8a2 Tlanhage T+ cosh? 7 81)2) ’
h? 5 1, 1 1
= — 1 4.61
2mR2 (;Ua + cosh? apb> + SmR2 < + cosh? a) ’ ( )
avec
AV = —— (1+— (4.62)
~ 8mR2 cosh®a )’ ’

- La Forme du potentiel

Le potentiel séparé dans les coordonnées equidistantes doit avoir la forme suivante

Va (b)

V(a,b) = V1 (a) + —5~. (4.63)
cosh” a
4.3.3 systéme de coordonnées Hyperboliques :
ug = —R cnucnv, up = 1R snudny, us = iR dnusnv,
(ne (iK', K'+2K) , ve0,4K")).
- L’élément de ligne
ds® = R* (k:2cn2u + k'2cn21/) (d,u2 + dIJQ) . (4.64)
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- La métrique

Juv = R%diag (kz2cn2,u + k%en®v, Ken®u + k'2cn21/) , (4.65)
donc
g=+/detg,, = R? (k:2cn2u + k'2cn21/) . (4.66)

- Les opérateurs de la quantité de mouvement

h(0 K?snpenpdnp
= —[=—- 4.67
Pu i (8u k2en?p + k2cen2v )7 (4.67)
h(0 ksnvenvdnv
y = —|=—— . 4.
P i (877 k2cn2u+k’2cn2u) (4.68)
- L’Hamiltonien
2 1 0? 0?
Ho = - 2 1.2 2 122 3T 52 )
2mR? k?cn’p + k" en?v \ Op ov
h? 1 5 o 1
= D, + Dy . 4.69
2mR? | [k2en?p + k2en2y (B ) VE2en2p + k2en?y (4.69)
- La Forme du potentiel
Le potentiel séparé dans les coordonnées hyperboliques doit avoir la forme suivante
Vi (n) + V2 (v)
\% = . 4.70
(n:v) k2en?p + k2en?v (4.70)
4.3.4 systéme de coordonnées Elliptiques :
up = R snadnf, uy = iR cnacnf3, ug = iR dnasnf3, (4.71)
(a € (z’K‘,K‘ +2K) , B € [0,4K')).
- L’élément de ligne
ds* = R? (K*cn*a + K?cn?B) (do? + dB?) . (4.72)
- La métrique
GaB = R%diag (kzcn2oz + k2en?B, K2ena + k’QCnQﬂ) , (4.73)
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donc

g = \/det gog = R? ( k2en?a + k’zcn2,8) . (4.74)

- Les opérateurs de la quantité de mouvement

h({0 k’snacnoadna
o = —|= - , 4.
P i (8(1 k2en?a + k:’2cn25> (475)
h (O k?sn B cn B dn
= —|=- . 4.76
bs i (85 k2cn2a + k2en?p (4.76)
- I’Hamiltonien
2 1 0? 0?
Hyo = - 2 1202 12 2 st 572 )
2mR? k2cn?a + E?en?f \ 0a? 013
h? 1 9 9 1
= Do TP . 4.77
2mR? | [k2cn2a + K2en?p ( ) VE2en?a + k2en2B (4.77)
- La Forme du potentiel
Le potentiel séparé dans les coordonnées elliptiques doit avoir la forme suivante
Vi V

"~ k2en2a 4+ K 2en?p

4.4 Propagateur en coordonnées Pseudo-sphériques et Equidistantes :

En suivant la prescription de 'ordre de Weyl, le propagateur relatif & une particule soumise au

potentiel de Higgs en coordonnées pseudo-sphériques et équidistantes est donnée comme suit :

I- En Coordonnées Pseudo-sphériques :

Le propagateur (4.36) en coordonnées pseudo-sphériques a la forme suivante :

N—o0

mR2 )N N-1

1% : — 24 i R inh 7
KW (¢ 74", ¢/;T) = (R®sinh7”sinh7')"2 lim <2z’7rha jgl s rdrde;

cexp ﬁ AGj 1), (4.79)
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avec

R2 » R2 2 ~
A(,j—1) = (m2€ ((ATj)2+sinh2 T; (A@j)2) _mre e tanh? Tj)
k% 1 k%—iJrk%—%_l !
2mR2 | sinh? Tj cos2p  sin?p 4 41’
et
1 _1
l9(d")g(d)] * = (R2 sinh 7" sinh7') "2,
donc
_1 mR? N N
K(V) "noro SN /.T:R2-h//~h/21- inh 7
("7, ", s T) (R®sinh 7" sinh ') Jim | S j];[lsm 7
N—-1 i N o
x T drjdejexpo 30 [A(, 7~ 1),
j=1 j=1
avec
. mR? 2 .9~ 2 mR2w? 1
A(j,j—1) = <2—5 [(ATJ) + sinh* 7 (Agoj) } B ell1— CoshQ?j

. RN\ | R
8mR?2 2mR2

comme nous pouvons ’écrire aussi tel que

L (M- K-1 1
sinh?7; \ cos2Q  sin?p 4

. mR? 9 . 9~ 2 h? mR2w?
A(j,j—1) = 5 ((ATj) + sinh? T; (A(pj) ) —€ <8mR2 + 5
e [ (B3 B-) 1) (r-}
2mR? |sinh?7; \ cos?@  sin®p 4 cosh? 7
avec
2 m2w?R* n 1
- m? 4’

- Fonction de Green :

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

Le propagateur relatif a I’action (4.84) semble loin de I’évaluation exacte. Nous remarquons que les

variables 7 et ¢ ne sont pas séparées, c’est pourquoi nous nous sommes efforcés d’introduire 1’énergie
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FE au moyen de la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur
& i
G(r". 7" ¢ E) = / dT exp (%ET) KY) (7", 7" T .
0

- Transformation temporelle (t — s) :

(4.85)

Ensuite, nous utilisons la procédure de reparamétrisation des parcours [4], en effectuant la trans-

formation temporelle ¢ — s définie par

dt

S
= R*sinh®7  de T = / R?sinh? 1 (s) ds,
dS 0

ou sous forme discréte

e = esR?sinh 7 sinh 71,

ol €5 = 8§ — Sj1.

Le développement du produit sinh 7;sinh 7;_1 au tour du mid-point, nous donne

ATj)?
sinh7;sinh7;_1 = (1 — & + ) .

4 sinh? Tj

Si nous insérons dans (4.85), la contrainte

/d35< /R2s1nh2 )d>—,

associée a la transformation (4.86), la fonction de Green sera de la forme

[e%s) . S
G ("7 ¢" ¢ E) = / dS exp (lE/ RQSinh2T(S)dS> X
0 i Jo
S
x K(V) <T",7",cp",<p';/ R?sinh? 7 (s) ds),
0

o0
= / dSPg (T",T’,gp”,cp';S).
0

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

FEn utilisant le développement de Taylor (Hﬁ) et en ne considérant que les termes d’ordre 1 en ¢

pour le mesure et d’ordre 2 en € pour ’action, nous obtenons

1

N N 1
P " S ST = (R2sinhsinh )2 i m =
e (77,7 ", ¢ T) (R*sinh 7" sinh 7') %  2rhie, jl;ll sinh 7;

N—o0

(Ar)* | N L &
14+ =2 drid - 1
x( +4Sinh2;j 1 T %exph;[ (4.5 — 1),
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Py (7", 7',¢",¢; T) représente le nouveau noyau avec la nouvelle action B (j,j — 1) définie par

. m (A1))? (A1))? 2
B@,j—-1) = — |1 3 S Ag;
(7.7 =1) 258< +zlsinhz’%j) <sinh2?j +(A)” | +
B2 mR2w?
E- <8mR2 * 2

K2 -1 k-1 1 _ [ -1
_Es 12f_|- _22:1—— — sinh? 7, 2f .
2m cos?p  sin“p 4 cosh” 7

+esR?sinh? 7;
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- Procédure de M.C' Laughlin Schulman :

la procédure de Mc.Laughlin et Schulman [26], consiste & remplager les termes d’ordre £ dans
la mesure et d’ordre £ dans 1’action, a savoir, (A7;)?, (A7;)? (Agoj)Q et (A7;)* par une correction

quantique 6 (ﬁz) . (voir AppendiceC)) .

2 . ~ ihas 2 2 . ~ Zﬁes 2 4 . ~ Z.hﬁfs 2
(AT4)" — sinh? T; ( - > , (A1) (Agoj) — sinh? T; < - ) (A1) — 3sinh* T; ( - )
(4.91)

nous en déduisons
(L By
1+ —%—
/jl:[1< 4 sinh? Tj>
i m (AT)? (AT;)? 2\ | N=1
X — |1+ X + (Ap; dridp;
exp{ 283( 4sinh®7; sinh? 7, (8¢5) jl;Il it

h
i N m (ATj)2 2 hzfs AL
- Ly Ap)? ) - dridg..
*xp [hjgl { 253 (sinh2 ’7\:3 + ( SOJ) 4dm jl;ll T (p]

<74LT25> constitue une premiére correction quantique en h? (voir Appendice C.4). La séparation

des variables 7 et ¢ se fait, dés lors aisément et nous parvenons & la décomposition suivante
Py ("7, ¢", @3 8) = P (7", 78) P, (¢, ¢ S) , (4.92)

ou

S“U
6,
.
)
I
=
N\
3
N———
vlz
—
=Y
IS
S
<

—00 27TFLZ.€3 j=1
1 N m o R, (K2—-1 K21
z — (Av.) — 4 4 4.93
P { h ;:1 2e, (Ag)) 2m \ cos?p + sin? ’ (4.93)
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et

P (7", 7;9) = (RQ sinh 7 sinhT/)ié lim n P Nﬁl dr;
T v N—o0 2mrhieg sinh 7; j=1 J
1 N | m At;)? h2e
eXp{ﬁZ[f(( 2J)~>_ .
j=1 | 2€s \ sinh®T; 8m
. ~ R? mR%w?
+e,R? sinh? Tj [E — <8mR2 + 5 >}
h%e vi—
+ TS h2~. 4 . 4.94
om ST (cosh2 Tj (499

A ce niveau, nous remarquons que les propagateurs P, et P, correspondent respectivement aux
potentiels de Poschl-Teller et Poschl-Teller Modifié avec une masse variable.

Dans le but de rendre la masse constante, effectuons la transformation temporelle suivante

ds 1
Lo - 4.95
dt  sinh?7 (1) (4.95)

c’est-a-dire

sinh 7; sinh 7;_1 sinh? Tj 4 sinh? Tj

e, = c - _° (1+M+...>, (4.96)

Pour cela, utilisons les développements de Taylor (HL:::) et (1+z)".

Nous pouvons donc, exprimer (4.94) en terme de I’ancien parametre €

N

P (r",7;8) = (R?sinh7”sinh7’) 2 lim ( - >% 1- (A—Tj)2 Nﬁldr‘
N—oo | \27hie 8sinh?7, | j= 7

i | & |m (A7;)? 9 he
Z 122 (A7) - ————
P h { ng [26 ( 4 sinh? Tj (A7) 8m sinh? Tj

K2 mR2
2 2
o (B (G + 75|

v —1
- <C08h2 %) } . (497

Vu la nature infinitésimale des variables (ATj)2 et (ATj)4 , la procédure de Mc.Laughlin et Schul-

h2e

2m

man (voir Appendice C.5);

(A7) — <@> L (Ary)t =3 <@>2 (4.98)
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2 . N . . 2
les rend équivalentes a une correction quantique (—2-S,— ).
4m sinh® 7

N (AT;)? im (A7) N—1
. el L Py - 2T ) (Ar)? dr;
/jl;ll ( 8 sinh? ?j) P { h 2e ( 4 sinh? Tj (A7) jl;Il &

h2e ]

= ex E{E(AT‘)zﬁ-— N]:Ild7'~
T O ae\RT Smsinh?7; | j= 7

il vient que

N

v _ 2 . " o i j
P, (7_ T ,S) — (R sinh 7 sulhT) 1\}@00 <27Thi83> jl;[1 dTJ

- N 2 2_ 1 2
exp{%Zlgﬁg(An>2+hw R ]

= 2m cosh? T;  4msinh?7,
h? R?
+eR? [E - <W + mToﬂ)] } : (4.99)

soit encore, en notation continue

. ‘
P (7", 7 8) = (R2 sinh 7" sinh 7') " 2 exp (—ET> /DT (t) exp —T<

y i /T m.o B2 —1 v2—1
expy — —7 - — -
P17 0o |2 2m \ sinh®7;  cosh?7;

- Retour a la fonction de Green :

Nous allons insérer la contrainte suivante
0 T
dt
0 o sinh® 7 (%)

o0
G 7" E) = [ Po (77! T T (4102

donnant lieu a
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II- En Coordonnées Equidistantes :
Maintenant, nous allons discuter I'intégrale de chemin associée & ce potentiel super intégrable en
coordonnées équidistantes. En construisant I'intégrale de chemin dans un espace courbe, nous suivant

la méme représentation adoptée dans le paragraphe précédant. Nous obtenons ainsi

K(V) " b T R2 ha h /*% 1i mR? N N hada. db
(a”,a' V" V;T) = (R?cosha”cosha’) Jim <27rhi6) j];[lcos adajdb;
i N .

xexpy > [A(G,7 - 1), (4.103)
j=1
ou
mR? - 9 mR%w? 1
A(j,5—1) = Aa;)? + cosh? @ (Abj)?| — 1— =
( ) 2 [( j) ( J)} 2e cosh aNjcosth
h2e 1 k2—1+1 +k§—§+1
2mR2 | cosh?a \ sinh2 b 4 sinh? @ 4
mR2 2 9~ mR2 2
= Aa; h“a
2 <( a;)" + cos ) (8 T2 v
M |1 k?—i_”2—%+1 L Kog
2mR? | cosh?a Sinhzgj Cosh25j 4 sinh? a;j ’

Pour calculer le propagateur (4.103), nous faisons appel a I’énergie au moyen de la fonction de

Green et nous effectuons une premiére transformation temporelle telle que
dt = R?cosh®a (s) ds, (4.104)

ou sous forme discréte

e = e, R? cosh ajcosha;_1,

au tour du mid-point le produit cosh a; cosha;_1 s’écrit

Aa;)”
coshajcosha;_1=(1-— % + ..., (4.105)
4 cosh”a

avec la contrainte

/OOO dsé (T — /OS cosh? a (s) ds> =1, (4.106)

nous parvenons par les mémes étapes suivies dans la section (I ), a la décomposition des variables a;
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et b; ainsi

P (V.1 S I m \F
b( v ) o Ngnoo <27Thl.€s> jl;ll J
i M| m o By (K31 21
expl — — (Ab;)” — = — = , 4.107
{hj; [255 (80) 2mR? \ sinh?b  cosh®b ( )
et
N
n / 2 " / 1 : m 2 Nod 1
” ; = h h 2] , —da;
P, (a ,Q S) (R cosha’ cos a) Jm (2777%63) u coshajdaj

cosh?a  8m SmR2 + 2
e o (B3 i

———cosh“a | — . 4.108
2m sinh? @ ( )

Pour calculer le propagateur P,, effectuons une deuxiéme transformation temporelle telle que

i, N Aa:)? 2 2 2
exp%zﬁ<( a;) _E)+58R2C0sh2?i[E—< h mit wQ)]

ds 1
—_— = 4.109
dt  cosh?a(t) ( )
ou sous forme discréte
Aa;)?
s = ° S PR C T/ S (4.110)
coshajcoshaj 1 cosh? aj 4 cosh? a;

Le propagateur P, sera donc, aprés un simple calcul sous la forme suivante

P, (aH a“S) = (R2cosha"cosha')% lim /( o >%anda~
ala,a; j

—00 2mhie j=1
7 N m 2 h25 k2 _% _%
235 2 (Aa)? — == —
“PIg J; 2¢ (Aaj) 2m (sinh2 a; cosh?a;
h? R?
teR? [E - <% + mTcﬁﬂ . (4.111)

Pour revenir a la fonction de Green, nous insérons la contrainte suivante

o T
[ [t Yare
0 o sinh® 7 (¢)

donnant lieu
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G (.7 5 E) = [ Po (g T) dT

4.4.1 Spectre d’énergie et fonctions d’ondes :

I- Coordonnées Pseudo-sphériques :
Nous remarquons que le propagateur relatif au potentiel de Higgs en coordonnées pseudo-sphérique

admet les solutions associées aux potentiels de Poschl-Teller et Poschl-Teller Modifié [T>O, pEe (O, %)] , (voir

Appendice C.3), dont : ( N = m+n € N est le nombre quantique principal, A = 0 et 12 = % —i—%).
o0 Nmax )
K (ul/’ul; T) _ Z { Z e—zENT/h,\I,nm (7_//, 90,/; R) U, (7_/7 QD/; R) +
m=0 \ n=0
+ / dpe " ETIMg . (77" R) U, (T, ¢ R)} : (4.4.1)
la fonction d’onde discréte prend la forme suivante
W (7,05 R) = (sinh 7) 72 SO0 (7 R) gfkah) () (4.4.2)
ou
D(mtk thky+1) 12
Cokiha) (o) = |2(2m kg ko +1) m— - L2
Om (%) @m etk ke + 1) m g T T O m+ )
x (sin ) FF2HY/2 (cos ) TR HY/2 plEka,£h1) (o5 20) . (4.4.3)
et
1
SO (i R) = 1 [2w—2n—-1)T(n+1)I'(v—n)]2
r() I'(v—n)n!
x (sinh 7)Y2 (cos )" VT2 LRy (—n,v —n;1;tanh? 7). (4.4.4)
Le spectre d’énergie discret est donné par
Ey = " (2N +k +Fk —u+2)2—1 + Zy2R? (4.4.5)
N7 TomRe L 1) TRY -

Nmax = B(V—A—l)}
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La fonction d’onde continue et le spectre d’énergie correspondant sont donnés par

=1

Wy (7,05 R) = (sinh7)2 SO (75 R) g{FR#R2) () | (4.4.6)

ou

S}(,)"”) (1;R) =

1 \/mr v+1—1ip r —v+1—ip
T(1) 2mR? 2 2
x (tanh 7)/2 (cos )P

1—ip — 1—1
X oF1 <V+2 zp7 V+2 Zp;l;tanh27') (4.4.7)

et qb%kl’b) () est la méme que (4.4.3).

2 1 m
Ep =5 <p2 + Z) + EwQRQ. (4.4.8)
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II- Coordonnées Equidistantes :
Nous obtenons en utilisant la solution de l'intégrale de chemins associée au potentiel de P6schl-

Teller Modifié (Voir Appendice C.4.2), avec le nombre quantique principal N =n +m

NS (NS
KW' u;T) = { e ENT/ Iy (a”,b"; R) Wy, (a',b'; R)
+/ dpe_iEPT/h\Ime (a", b, R) L (a', b, R)} (4.4.9)
0
ol Nr(rgx = [% (v+ ki — 1)] , Nr(fgx = [% (N — ko — 1)] sont les nombres quantiques des fonctions

d’ondes en b et en a respectivement.

La fonction d’onde discréte a la forme suivante

Uy (a,b; R) = (coshr) T SER2A) (g; RY WERY) (3) | (4.4.10)

1 2 (Fho —2n — DT (n+1+ks)T (—n)]2
(1+ ko) ['(Fke —n)n!
x (sinh a)™2+Y/2 (cosha)" /2 L1y (—=n, —n;1 £ kojtanh®a), (4.4.11)

G(Ek2,2) (;R) =
n Y F

[N

W () =

1 2wFki—2m—-1)T'(m+1+tk)I(v—m)
I'(14 k) I'(vF ki —m)m!
x (sinh b)*171/2 (cosh b)) +Y2 |y (—=m,v —m;1 £ ky;tanh®b) . (4.4.12)

Le spectre d’énergie discret a la méme forme que dans le cas du systéme de corrdonnées pseudo

sphériques
E ——h—2 (2N £k £k —I/+2)2—l +m 2R? (4.4.13)
N T omR? L i) TR -
La fonction d’onde continue est donné par
U, (a,b; R) = (cosh a)_% SI()ik2”\) (a; R) \Ifl(cikl"/) (b), (4.4.14)
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ou

1 vpsinh p ;
(:tkz,)\) . — :|:k2+1/2 } ip
Sy (a; R) Uik 278 (tanha) (cosha)

T <:Fk2+1—2p>F<ik2+1—zp>

2 2
1—ip —v+1—i
o F} (” + 5 K +2 P 1 4 ky; tanh? a) , (4.4.15)
et
\Il,(gikl’y) (b) = L ksinh 7k (tanh b)ikﬁ'l/2 (cosh b)“c

F(l:i:]{l) 27T2R2
T v¥Fki+1—1k r +ki—v+1—ik
2 2
vtk +1—ik ki —v+1—ik
X9 by 5 ) 5

-1 =+ kq; tanh? b) , (4.4.16)

Le spectre d’énergie a la méme forme que pour le systéme de corrdonnées pseudo sphériques ainsi

K2 1 m
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4.5 Propagateur en coordonnées hyperboliques et elliptiques :

Pour ces deux systémes, le propagateur de la particule soumise au méme potentiel est donnée

suivant la prescription de la forme produit ainsi que

I- En Coordonnées Hyperboliques :

Le propagateur en coordonnées hyperboliques prend la forme suivante

() L 1-mR2NN7122 2,2
K (,u,,u,y,y;T> = ﬁ]\}gnoo e j];[l (k: en“py + k- en uj)dujduj

X exp {% % [m2§2 [(k2cn2uj + k2en?v) ((Aﬂj)Q + (Aum)]

j=1

mR%w? 1
e 1—
2 cn?pen®u;
h? k2 -1 k-1
e -1 271 . (4.112)
2mR? \ sn?pdn?v;  dn?pisn?v;

Nous remarquons que la métrique g,,, est symétrique et de rang d = 2, donc, nous pouvons

appliquer la définition de la forme produit ainsi

9w (@) = hpy (@) hoy () = Py (@) = 1/ gy (), (4.113)
et
Vg = det hyy, (4.114)
donc
huw (@) = R diag (\/k20n2uj + k'2cn?vj, \/k2cn2,uj + k’2cn2yj) , (4.115)

d’apres (4.44), nous aurons pour la forme du propagateur en coordonnées hyperboliques la forme

97



suivante

N
KV (,u" w' V" y’-T) = L lim i Nl:[l (k20n2,u, +k:'20n21/4) dpdv
’ ’ T R2N—>OO 2Z7Th€ j=1 J J J J
i & [mR
exp — —X
{ h ng |: 2e

[(Auj) \/(k20n2uj + k2cn?vj) (K2enpy_q + k2envj 1) (Apy)

+ (Avj) \/(k2cn2uj + k2en?vj) (k2enp;_y + k2envj_y) (ij)}

EmR2w2 hZe ( k2 — % k3 — 3 A2 -1 )
2 2mR? \ sn?p;dn?v;  dn’pisn?v;  en?pien?v;
—eAVpr (g;)]} - (4.116)
ou
o MR 1
h? 4

Nous remarquons que les variables i et v ne sont pas séparées, c’est pour quoi nous allons appliquer

la relation

o0 )
K (2" T) = 5= / dE exp <_%ET> G (a2, B),

ou la fonction de Green G (z”,2'; E) peut se réécrire sous une autre forme [40]

G(a",a5E) = f() /0 "o exp [—%s” () (H—E)} o) ds”,

= f (3:’)/0 (x| exp [—%5" (H-E)f (:c)} |2y ds”,
G ("2 E) = f(@)f(a")
X /0 (z"| exp [—%s”\/f (x) (H—-E)\/f (x)] |2y ds”. (4.117)

Si nous considérons que I’hamiltonien est définit par la prescription (4.39) de la forme produit,
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alors la relation (4.117), devient d’apres les relations (4.41)

G B) = VIETE [ T [
i
. ﬁ <q<j>) exp -3V TG ter — B) VT [0079)
_ & Tim ) N dpl9)
. g,, 5 / d NLOO dq 11 / (2nh)"
X {exp% (pAq(J) \/f (q(j)) (q(jfl)) [hm (q(j)) W (q(Jil))papﬁ

2m

f
Ly (Q(j)> + AVpp (q@) _ ED} (4.118)

Iintégration sur la variable p, nous donne la forme de la fonction de Green dans ’espace des configu-

ration comme suit

G (" E) = (ff):08) hm(

N—oo
X exp {
;
2

2@77%53 1 fE((qW))

m hOc'Y q )hﬁ’y( )Aqa’(])Aqﬁ’(])
h 283 f(q ) ( J— 1))

) + AVppg® — }} (4.119)
K (

—iesf

— () “/

q",q;s")ds (4.120)

avec
- q(s
K (¢",d;s") = / \/_ Drpq (s
q
'L' s m~ ~ a f
xep oy | [Ehwhmqq —fIV (@) +AVpr (@) — E)| ds . (4.121)

est la forme produit canonique, ol nous avons noter

Py = }L\;‘% VG = det (har ) - (4.122)
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Remarque

Pour d = 2, le préfacteur
(f f”)%( -%) = 1.

Revenant au systémes de coordonnées hyperboliques a d = 2, ’équation (4.119) s’écrit

Nd
VY (0 0 — "N T li T
G (,U/ y b,V 7V7E) (gg) ! N— oo(27/7Th€ j= 1/\/T

hav )) hﬂv )
X exp \/f ) ) Ag® ) AgP)
—ief <q ) ( ) + AVqu( ) — E} } , (4.123)

en effectuant la transformation temporelle suivante

dt = f(s)ds,
= R*(K’cn’u+ K*cen®v)ds, (4.124)

donc (4.122) devient

N

_ N
= [R? (K*en®pg + K?envo) (K*en®uy + K2envy) | ]\}E)noo <2i:rnhz~:)

/H R2 (k%nzu + k"2cnvj)
R2 (k2cn2u 4 k2¢en2y )

\/k2cn2,uj + k"2 en?v; \/k2cn2uj_1 + k"2 en?vj_y

dyijdv

7 N

m
xexpq = | S — | (Apy) (Ap;) +
h | = 2 J \/(k‘2cn2,u + k2 en2y ) (k26n2 K2 en?uj 1) J
\/k;2cn2,u- + k"2 en?v; \/kQCnQM 1+ E?en?vig
+(Av;) - : (Avj)
\/(k2cn2,u + k2 en?vj) (k2en?py_y + K2 en?vj_y)
2,2
—eR? (K?en’p; + K en’vj) mitw
h2e k2 -1 k2 -1 a2 _1
e e 2 L 2, 171 2"1 4
2m (K en’ s + K= envj) sn2p;dn?v; + dn?psn?v;  cn?pen’u;
+R? (k‘QCTLQ[Lj + K CTLQI/j) (AVpp — E)]}. (4.125)

En utilisant la Corollaire précédente, pour d = 2, la métrique peut se transformer en g, = Ayg =

f25a5, telle que la fonction f est donner par
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f=+v/R2(K2en2pu + k2env),

c’est-a-dire

Jop = R (k20n2,u + k'20n2u) diag (1,1),

en déduit donc que AVep = 0.
Alors

e

av) (M’/,M',V”,V'; E) _ [R2 (k20n2u0 + k’20n2yo) (/f20n2MN 4 k/26n2l/N)]_

m \N [N-1
I ( . ) A dv
N E>noo 2imhe ]1;[1 Iu] Vi

JXV: 2% {(Aﬂj)z + (AVjﬂ

J=1

]
X expﬁ

mR2w?
2

—eR? (K?en®p; + k™ en®v;)

+R? (kQanuj + K cnzyj) E

Rel(, 1\/[ k2 k2
e [(A -2 +
2m 4) \en?u; — en?y;
2,2 2 2
N k%—l k*en®p; + k' env;
4 sn2p;dn?v;

1 k2cn?u; + k' en’v;
2 j J
- = . 4.12
+ (kz 4> ( dnjisn; (4.126)
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Finalement, le propagateur calculé dans le systémes de coordonnées hyperboliques est donné par

K(V) (/LH ,U// V” Z//T) — 1 /+oo dEexp _EET
T omin ) R

x [R? (K*en’pg + K?envg) (KPenpy + K2envy)] ™
. m \N [N-1
1\}£noo <22'7rhz-:) / jl;[1 iy v

X expq = JXV: - [(Auj)2 + (ij)z]

NI

2,2
2Vj) mR“w

+R? (k20n2uj + k? cn2yj) E

Rel( ., 1\ /[ k2 k2
o (A=) (S +
2m 4) \en?u;  en?v;
2., 2 2 2
N k%—l k2en®u; + k' env;
4 sn2p;dn2v;

1 k2en?p; + k% env;
k2 — = : ! : 4.12
* < 4) ( dn?p;sn2v; (4.127)

II- En Coordonnées Elliptiques :

—eR? (K*en®p; + K cn

En suivant la méme technique employée dans les coordonnées hyperboliques, nous arrivons a écrire

le propagateur en coordonnées elliptiques sous la forme suivante

1l 1 1l 1 R2 N Nil
KW T = i m R (K2en2o; + K2 en?8,) dodB,
(i) = g ()" [T w1 o aos

j=1 2e

1
2,2
_ ] —— =
ew < 5n2ajdn2ﬁj>]
2 k2 _ 1 k}2 1
_ e L4, 21 . (4.128)
2mR? \ cn?agen®B;  dnlagsn?f;

En effectuant la transformation temporelle

X exp {% ]ZV: i [(k20n204j + K cn2ﬁj) <(Aaj)2 + (Aﬁj)2>

dt = R? (k2cn2a + K 2cn2,3) ds, (4.129)

102



la fonction de Green (4.119) s’écrit aprés un simple calcul

N—o0

| Co ‘ . N N-1
aV) (M SV LV ;E> = lim <2i777:h€> ‘1:[1 dojdf;
x [R? (k2 cn?
N 9 9
X exp 2 Aozj) + (Aﬁj) ]
—eR? (K*en*ay + K cnzﬁ])

+R? (k ( en’? aj + K en®g.; )

W=

g + k'2cn260) (]{2071204]\[ + k'QCnQﬁN)] -

h2e ) k*en?a; + k' cnzﬁj
+2m v sn2ajdn?f3;

1 k/2 2
_|_
< 4) (cn%zj chBj

1 k2en?p; + kK2 env;
4 dn?a;jsn?f;

ou
m2R*w?

Ll
12 4

Finalement, le propagateur calculé dans le systéme de coordonnées elliptiques est donné par

1 > 7
V) [/
K (u,u,u,y,l) = 22,/ dEexp(——ET)

PN

X [R2 (k20n2a0 + k'20n260) (k20n2aN + k'20n2BN)] B

X exp ! % {(Aa ) (Aﬂ)Z]
h = 2 ! J
—eR? (k20n2aj + k" cn26j)
+R? (K*en’aj + K? en®B;) E
h2

mR2w?

Zm

1 k/2 IC2
()
< Vg ) \en? o  cn?f;

5 1 k*en?ay + k2 cn2ﬂj
y2_ =
4 sn2ajdn?f3;

12 k2cn? f; + k2 env;
2 4 dna;sn?f3;
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4.6 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons montré que la fonction de Green associée au potentiel super-intégrable
de loscillateur de Higgs, peut étre calculée par ’approche des intégrales de chemin dans ’espace Rie-
mannien notamment, sur une hyperboloide & deux dimensions. L’intégrale de chemin & été donnée
dans quatre systémes de coordonnées a savoir, les coordonnées pseudo-sphériques, équidistantes, hy-
perboliques et elliptiques. Pour les deux premiers systémes de coordonnées, l'intégrale de chemin est
effectuée, dans le cadre de la prescription de 'ordre de Weyl, en utilisant des transformations tem-
porelles adéquates qui permet de ramener l'intégrale de chemin aux intégrales de chemin relatives au
potentiel de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes sont
déduis exactement. Pour les deux derniers systémes de coordonnées, le calcul de I'intégrale de chemin
est formulée dans le cadre de la prescription de la forme produit en raison de la forme symétrique
de la matrice métrique g,,. A ce niveau, nous avons remarqué que la séparation des variables n’est
pas encore atteinte & cause de la nature complexe des coordonnées hyperboliques et elliptiques. Par
conséquent, nous étions dans 'obligation d’adopter la prescription forme produit canonique [41] et au
moyen d’une transformation temporelle, nous avons réussi & donner a la fonction de Green une forme

moins compliquée.
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Chapitre 5

Conclusion :

Dans ce travail nous avons traité certains problémes de la mécanique quantique nom relativiste au
moyen de I'approche des intégrales de chemin de Feynman. Comme une premiére application, nous
avons analysé dans ’espace Euclidien un ensemble de systémes quantiques mettant en jeu des formes
générales de potentiels largement utilisés dans plusieurs branche de la physique tout en adoptant
la méthode de Duru-Kleinert et la méthode de la fonctionnelle Dirac. Ensuite, nous avons traité
le potentiel super intégrable "Oscillateur de Higgs" comme une deuxiéme application dans ’espace
courbe de Riemann, nous avons discuté le comportement des solutions relatives au mouvement d’une
particule sur une hyperboloide & deux dimensions dans quatre systémes de coordonnées ot la séparation
des variable est possible. Ces solutions ont été calculées dans les deux premiers systémes pseudo-
sphériques et équidistantes & ’aide des techniques du formalisme des intégrales de chemin qui sont
essentiellement les transformations temporelles. L’utilisation de ces derniéres a été repris au cours du
raisonnement pour réduire le propagateur de Higgs a celui de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié. Les
spectres d’énergies et les fonctions d’ondes relatifs au potentiel en question sont déduits directement.
Tandisque pour les deux derniers systémes de coordonnées hyperboliques et elliptiques la construction
des intégrales de chemin rencontre des difficultées a cause de la nature complexe de ces coordonnées.

Les résultas obtenus dans cette approche sont parfaitement identiques avec ceux de la littérature.
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Appendice A

Le Forinalisme des Intégrales de Cheimins

> A.l. Calcul de La Correction Totale



A.1. Calcul de la Correction Totale :

La correction (2.91) peut se calculer comme suit

CT = Cmes + Cf + Cact + CesCf + Cmescact + Cfcact + CmesCfCact‘ (All)

Il suffit alors de calculer les termes Cp,esCy , CpesCact €t Cr Coer séparément :

Cmescf

ConesCs = G _ 2A> (Bes) <f7> (Ag)® + ... (A.1.2)
CrmesCact
ConesCact = % (3534 {— [(662) - x’ﬂ } (—2ea) + ... (A.1.3)
Cf Coct
Cf Cout = % %f G - %A) (%) ((562) - Af?l) ¥ (A.1.4)

le terme Cy,esCrCyer donne une contribution nulle car il est de 'ordre supérieur a e.

La condition e; = f 3 implique que

f_9s
7 =% ) (A.15)
% =2 [(Eeg) +E€3} ,

en substituant (A.1.5) dans (2.81) et (2.90), les corrections relatives a l'action et le préfacteur sont

donnés respectivement par

. 2
Cact = % (25(]5) {— (1 - 2)\) eesAq +
+ [é (Bes) + 7 (ea)? — A ((Bea)? + (Fes) ) + 20 (A + 1) (Bea)? — 20 (562)2] (Aq)Q}
. 4
_;hﬂ; <§gg (1—2))2 (@e)? Ag® + ..., (A.1.6)

Cy = G - 2/\> {(—2562 Aq+ % ((562)2 n @63)) Aq2>}

i G _ §A> G + §A> (Ee2)? Ag? + ... (A7)
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Appendice

Technique de la Fonctionnelle Dirae

> B.1. La Transformation Canonique
> B.2. Rparamétrisation des chemins d'espace-temps



B.1. La Transformation Canonique (¢q,p) — (@, P) :

La transformation

q=f(Q),
sera Canonique quand nous aurons
O¢0p 04 0p _,
0QOP 0POQ

la transformation la plus générale permise pour p est

B P
P +n@

par convention nous pouvons prendre h (Q) = 0.

Apres le changement g = f (Q), 'opérateur p = —idiq se transforme en

d

~__ - e/ -1

Le produit interne était [ ¥* (¢) x (q) dg.

(B.1.1)

(B.1.2)

(B.1.3)

Nous aurons besoin d’exprimer ces quantités en fonctions des nouveaux opérateurs Q) et P .

Suite a cette transformation la mesure devient

L’opérateur impulsion doit étre son propre adjoint ( hermétique ) et doit satisfaire la relation de

commutation canonique [P, Q} = —1.

soit @ = @, a une dimension

ds* = dg* = (f'(Q)dQ)’

= ¢*Pdgadgs,

par identification nous aurons

ceci implique que
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Finalement I'opérateur hamiltonien ordonné s’écrit

<9‘1ﬁ2 + 1329‘1> +V (f (@)) + Ve (f (@)) , (B.1.7)

avec

= . B.1.
8g2 + 3293 ( 8)
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B.2. Reparamétrisation des chemins d’espace-temps

Comme dans le cas de la transformation canonique sur la coordonnée g (¢ — @) via une fonction
arbitraire f telle que ¢ = f(Q), il est aussi souvent utile de faire une transformation sur la variable

temporelle ¢ définie par

fla@®)] dt =ds, (B.2.1)

il n’y a pas une relation directe entre t et s, car la nouvelle définition du temps depend explicitement
de ¢ (t) . Cette transformation a été introduite pour la premiére fois par Duru-Kleinert [4, 6], puis elle
a été développé par Pak et Sokmen[42].

Pour trouver la forme du propagateur apreés cette transformation, nous commencons par la fonction

de Green relative a ’énergie qui est indépendante du temps

Kg (bya) =i / dT "1 K (b,T;a,0). (B.2.2)
0

Compte tenu de la contrainte donc

ds
T= m, (B.2.3)

le K (b,T;a,0) se transforme en K (b,S;a,0) comme suit
Kg (b,a) i/oo dsf((bsao) (B.2.4)
E\Y, = T y Dy Ay . cL
o f(b)

La relation entre la fonction de Green relative a 1'énergie Kg (b,a) et le propagateur dépendant

du temps réel K (b, T;a,0) est

K (b,T; a,0) = '/+oo % e T - %IN( (b, S;a,0). (B.2.5)
—o0 0

Pour construire la représentation integérale de chemin K (b,S;a,0), il est necéssaire de retourner
a I’équation de Schrodinger originale et retrouver la transformation de cette équation. Cela va donner
correctement la nouvelle intégrale de chemin. Il n’est pas convenable d’essayer de changer le temps
directement dans U'intégrale de K (b,T;a,0), car faire cela revient a négliger un terme important qui
est le potentiel effectif, ce terme est produit en ordonnant 'opérateur de Schrédinger transformé.

En appliquant (H — E) a la fonction de Green (B.2.4), on aura d’aprés la premiére définition de
Dirac (H — E) Kg (b,a) = § (b — a) le résultat suivant

5(b—a) :i/OOOdS (H—E) f~*(b)K (b, S;a,0), (B.2.6)
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Lappreocie hiegrales de cheimins
pouigungipetentielfsupergntegrablel
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» C.1. Rappels et Définitions

> C.2. Fonctions Elliptiques de Jacobi

» C.3. Le potentiel de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié
» C.4. Premiere Correction Quantique

» C.5. Seconde Correction Quantique



ou 'opérateur H agit sur b.

Si nous assumons que lin% K (b, S;a,0) =6 (b—a), nous aurons
5(b—a)— z/ ds (i0,) K (b, S: a,0), (B.2.7)
0
d’apres (B.2.6) et (B.2.7) nous concluons que
(H—E) f(b)K (b, S;a,0) = (ids) K (b, S;a,0) (B.2.8)
et si opérateur ordonné H est donné par
PR 1 9 ,\
£ (H (p,q)) = 5symm o)tV @),

alors, 'intégrale de chemin pour K est

R.550.0) = o0 g@)? [ |52

2r
. S . 1 -y Y v E
X exp {1/0 <pq— % 7 p? — QZfﬁp_ ngJ;Q — 7 + 7) ds}, (B.2.9)

pour éliminer le terme linéaire en p, nous effectuons le changement suivant

P=DpD—
et par substitution dans (B.2.9), nous aurons aprés un simple calcul et intégration du terme

Sifl
o 2f

?

qds = [

le propagateur suivant

K (550,00 = [g(b) g(a)]T [?EZ”%/[@;?]

S ! ! gl
xexp{i/o [p(j—2glfﬁ2— / 9 f —Z—FE} ds}. (B.2.10)

8g f3 4¢2f2 f ' f

en remplagant cela dans I’équation (B.2.5), nous aurons finalement 'expression du propagateur
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symétrique en a et b

v = s [ [ [ [

. S . 1 o va/ /\_g,f,_z E:| }
xexp{Z/O [pq Qpr 89 f3p 122 f+f ds ¢, (B.2.11)

Choisissons maintenant f de telle sorte que le terme en p? prend une forme habituelle ; c’est-a-dire
f=9"
Alors V, s’écrit apres substitution dans 1’équation (B.1.8) comme suit
. g/ 2

Ve=g,7 (B.2.12)

ENE

et suite a cette transformation, le préfacteur devient [g (b) g (a)]
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C.1. Rappels et Définitions :

* Un espace est dit avoir une (métrique géométrique) si nous possédons un moyen de mesurer
Iintervalle séparant deux points infiniment voisins. Nous appelerons un vecteur, un segment de droite

orienté séparant deux points infiniment voisins
— —
ds =dt'e,. (C.1.1)

* L'intervalle d's'2 (élément de ligne) entre deux points infiniment voisins sera donc

— —

ds? = d5.d%5 =di'e,da’e,,

= gudatdz”. (C.1.2)

* Les coefflicients g,,, qui définissent la métrique de I'espace sont les composantes covariantes d'un
tenseur de rang deux.

Si nous pouvons trouver un systéme de coordonnées tel que

452 = + (da®)” + (da')” £ (d2?)? + (d2®)? % .., (C.1.3)
I’espace est dit Plat.
1 sip=v . . . . . .
Dans ce cas g, = , si tous les signes sont identiques ’espace est dit Fuclidien,
0 sip#v

et si certains signes sont (+) et d’autres (—) 'esace est dit Pseudo euclidien.
* L’espace temps de Minkowski qui est noté habituellement (gW = 77#!/) est un espace Pseudo

euclidien.
==£1 pour u=v#0
noo = F1 et um p=v#0,
Nuw =0 pour p#v,
tandisque l'espace cartésien a trois dimensions habituel dans lequel (g, = d,.), indique que les
vecteurs de bases sont orthonormeés est un espace euclidien.

* Un espace est courbe s’il n’existe aucun systéme de coordonnées dans lequel la métrique sera

plate.
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Exemple de calcul :

Considérons le cas du systéme de coordonnées Pseudo-sphériques :

calcul de d?g :

En appliquant I’équation (C.1.3), I’élément de ligne en coordonnées pseudo-sphériques s’écrit apres
un simple calcul

ds? = (dr? + sinh? rdyp?) . (C.1.3)
Nous obtenons pour la métrique en coordonnées pseudo sphériques la forme suivante

grp = diag (1,sinh? 7). (C.1.4)

Calcul des opérateurs de la quantité de mouvement p; :

Les opérateurs de la quantité de mouvement ont la forme suivante [14]

h 1
P = — <8i + —Fz’) , (C.1.5)
] 2
avec
Ti =g 28;9%. (C.1.6)
En coordonnées pseudo sphériques
'y = cothr,I'y, =0, (C.1.7)

donc
Pr = % (8T + %COthT) ,

, (C.1.8)
Py = 0.
Calcul de I’hamiltonien H :
D’une part, ’hamiltonien Hy s’ecrit en terme d’opérateurs de la quantité de mouvement donné

par (C.1.8) ainsi

1 2 2
HO = % (pT +p¢>) ’ (019)
c’est & dire
h? 0 1 1 02
Hy=—— (82 thr— - —+ -+ — 1.1
0 o <8 T+ co T 4sinh27+4+0302>’ (C.1.10)
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D’autre part, I’hamiltonien peut s’écrire sous la forme suivante

h2

ou le Laplacien A en coordonnées pseudo-sphériques est donné par

L0 (a0, 1 0 (L ary 1 o
Asf =V fﬁﬂ@r "or ) T 25600 Sme@@ +r2sin298g02’ (C-1.12)

il s’ensuit que pour le systéme de coordonnées pseudo sphériques, le Laplacien s’érit

1 9 (.. of 1 0%
Af= R2sinht or (Smh75> " R? sin278—<,02’ (C.1.13)

calculons le terme 6% (sinh ’7’%) :

o (. ofN (0 . of . o f
5 (smh787_> = (87 sinh T> P + sthaT27

alors (C.1.13) s’écrit

1 0? 1 07
A= (CO““E o —$> ’ (C1.14)
et (C.1.11) devient
K2 0 0?2 1 92
Ho = —5—ss (Coth%*w*ma—goz) (C-L15)

En comparant (C.1.10) et (C.1.15), nous aurons pour I’hamiltonien dans le systéme de coordonnées

pseudo sphériques, I’hamiltonien suivant

Hy =~ (2 el L2
O 7 TomR? 02 CORT dr  sinh?7 02
h? 5 o, h? 1
= — 14+ — C.1.16
2mR2 (pT * sinh? Tp<p> + 8mR? < * sinh? 7'> ’ ( )

il est clair que H est de la forme

H = Hy+ AV, (C.1.17)
avec
h? 1
AV =— (14 ——]. C.1.18
8 < + sinh27> ( )

Pour les autres systémes de coordonnées ( équidistantes, hyperboliques et elliptiques ), le calcul des
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termes ci-dessus se fait de la méme maniére.
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C.2. Quelques propriétés des fonctions elliptiques de Jcobi (sn, cn, dn) :

Les fonctions elliptiques de Jacobi sont des fonctions qui possédent deux poles simples dans une
période, 'un des poles est réel et 'autre est imaginaire pure [43].

Ces fonction sont définies par

t = sn u, (C.2.1)

B /t dt
T Vaoma-oee)
enu=+/1-sn?u, (C.2.2)

et

dn u=+/1-—k?sn?u, (C.2.3)

ou le signe de la racine carrée est choisi tel que cn u — 1, dn v — 1, si u — 0.

Les équations (C.2.2), (C.2.3) peuvent aussi étre représentées par les équations suivantes
snu +cen*u =1, dn®u — k*sn’u = 1. (C.2.4)

En dérivant I’équation (C.2.1), nous aurons

L JaAa- ), (C.2.5)

et

d
— = . 2.
S u=cnu dn u (C.2.6)

En dérivant (C.2.4) et utilisant (C.2.6) , nous obtenons aussi

e u=—snu dn u, (C.2.7)
idn u=—k%sn u cn u (C.2.8)
o = : 2.

Les développements de Taylor des fonctions sn u, cn et dn u a origine sont présentés comme suit

snu:u—%u?’—i-(1+14k2+k4)%?—...
cnu=1—% 1 (1+44k2) % — (14 44k2 + 16k*) 24 + .. (C.2.9)
dnow=1—k2% £ k2 (44 k) 2 — k2 (16 + 44k + k%) 40 + ..
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C.3. Potentiel de Poschl-Teller et Poschl-Teller modifié :

Le traitement du probléme de l'oscillateur de Higgs se réduit a celui du probléme de Poschl-Teller
et Poschl-Teller Modifié, notamment en coordonnées pseudo sphériques et elliptiques.

C.3.1. Le poteniel de Péschl-Teller :

La solution via les intégrales de chemins pour le poteniel de Poschl-Teller se trouve dans [24, 44,

46, 47, 48, 49, 50).

w(t”):x " 2 2 _ v’ 2 _ l
/ t) exp M i’ — h— a 3 + b 7, dt
)=’ ¢ sin® x cos

;3
= > e B Tgleh) (o) gl (af ), (1)

n€eNg
dE _ip. 7 (a,6)
= /R%e h Gpr (w",x',E),

avec (0 (z (%) .

Les fonctions d’onde et le spectre d’énergie sont donnés par

B IP(a+B+n+1) 1%
o (o) ::[ﬂa+5+ﬂn+le;1£ilﬁw;+nln
X (sin x)o‘+% (cos a:)5+% PP (cos 2z) . (2)
h2
E, = 2M(2n+o~rﬁ+1) (3)

Les Pi*? sont les polyndémes de Jacobi [[22], p.1035] et la fonction d’onde qﬁsla’ﬁ ) (') est normalisée
2
{8) (:1:)‘ dr = 1.

f27r
0
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C.3.2. Le poteniel de P&schl-Teller Modifié :
Le cas du poteniel de Poschl-Teller Modifié se trouve dans [44, 48, 49, 50, 46, 47]

)= it (M, (KL N
/r(t')=r/ Pritjes {ﬁ /t [7T ~ 2M \ sinh?r + cos2r di
_ E e HERTGEN* () k) (1) +/ dp e FERTREN" (1) EN (1) ()
n=0 0

p

dE — 2T ~EAN) 1
= [ SZeimTgl E).
/RQWie mPT (T T )

Les fonctions d’onde ainsi que le spectre d’énergie sont donnés par :
- Pour les états discrets

TEN (1) = NPV (sinh T)k+% (cosh r)"_M'%

n
XoFy (—n, A —n; 1+ k;tanhr),

1 2N\ —k—2n— )T (n+1+k)T(A-n)]?
" - T(1+k) I'(A—k—n)n! '

2

h 2

- Pour les états continus

kA _ kA i k+2
\I/I(, V(r) = NIS ) (cosh )P (tanhr)**2
X9l <)\+k—gl_2p,k_)\zl_lp;l+k;tanh2r),
NN 1 \/;DsthrpF A k+1—idp r E—A+1—1dp ' ()
P r(1+k) 2n2 2 2
h2p2
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C.4. Premiére Correction Quantique :

Nous verrons, dans cette partie que les variations (AT]‘)2, (ATj)4 et (ATj)2 (A(pj)z qui apparaissent
dans la mesure et 1’action du propagateur (4.48) seront remplacées par une correction quantique. Pour

cela, appliquons la procédure de MC-Schulman au terme ci-dessous

(AT)) (AT‘)2 (AT~)2 9
dride; [ 1+ JN + - I+ (Ap; .

/ ! SO]( 4Slnh2 ) [ ( 4 sinh? Tj) (sinh2 Tj ( %)
2 2
= /dedw- im_( (A7) +(ATj) (A¢)
I 4511r1h2 r 2hfs 4sinh* T, Tj 4sinh27Nj

|tz (;lgyw )| -

b 1 /=

W = 20 gy = — | 2,

2 (@) /0 pe = —\ %,

> 3 T

W. teT W dr = /=
1(@) /0 ve 402\ o’

nous trouvons
m 1 m

2ihes sinh? 7 7= Sine, (C4.2)

/ (A7) exp (-# (AT]-)2> dr; = smh’F, (zh’f) (C.43)

2ihe sinh? Tj m

m 2
— (AT))?)dr,
x /exp< 2ihe sinh? Tj (A7) ) 7

2 m 9~ 2
/(ATj)2 (Ap;)” exp [—m ((ATj)2 + sinh? 7, (Ag;) )} drjdp; (C.4.4)
s j

. . (iheg 2 m . ~ 2
— sinh? T; <_m > /exp [_—%hs EE <(AT].)2 + sinh? T; (Agpj) )] drjdy;,
s J
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. 2
/(ATj)4eXp (_L(AUV) drj = 3sinh*7, <”;§S> X (C.4.5)

2ihe sinh? 7
m 2
X [ e —_— (AT; dr;.
/Xp< 2ih€ssinh2?j( T])) 73

c’est-a -dire

. . 2 , 2
9 . _ [ihes 9 2 . . [ihes 4 . _ [ihes
(A7) —>smh27'j< - >;(A7'j) (A(pj) — sinh? Tj< — ) i (AT5) —>3smh47j< - > .
(C.4.6)
et par conséquent
N (A7;)? | N=1
14+ —L— drjdp; x
/]1:[1< 4 sinh? Tj) jl;[1 T4
i Nom (AT;)? (AT;)? 2
X >, — |1+ . I+ (Ap;
eXp [hjgl e, ( 4 sinh? ﬂ) (sinh2 Tj ( %)
ihes im [ (Arj)? 2
- dr-deo. (1= J A, 4.
/ T %( 4m>exp 2he, (sinhz?j +( 90]) ’ (C47)
€ étant infiniment petit
thes i hleg
l1—— | ~ - . 4.
(1) =eo (575) (©43)
Il en résulte que (C.4.7) s’écrit
im [ (A7) 2 ih?es
dridp; — J Ap; - . 4.
/ TPy exp [27165 (sinhQ?j +( %) ) 4m (C4.9)
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Aussi, la valeur moyenne & l'ordre de e qui s’écrit

(CAq) = ihes [—662 - G - gx> f7 + 3} 2 <E€2 - AfT) , (A.1.8)

sera

(CAg) = 0. (A.1.9)

Finalement, en rassemblant les équations (A.1.2), (A.1.3),(A.1.4), (A.1.6) et (A.1.7), la correction

totale est donnée par

1
Cr = Eeg<——>\>Aq[

7 7\ iM 1 1\ M?2
2 4 6

+zes [—g <)\ - %) (Aq)2 -3 <)\ _ %) ;_Li” (Aq)4] .. (A.1.10)

Pour A = 1, nous aurons le potentiel effectif (2.95)

iR [(1_ 3 _
V:jff — —M <Z€€3 — g (662)2) .
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C.5. Seconde Correction Quantique :

Dans la mesure de pouvoir découpler les variables 7; et ¢;, il importe de remplacer les variations
d’ordre de €2 de (4.56), dues & la transformation temporelle ¢ — s (4.53), par leur correspondant de

MC-Schulman, & 'ordre len g4, le terme

(AT;)? im (A7;)? 5
dridp, [1 - ——2 — 1 =L} (Aar)?}, C.5.1
/ T %( 8 sinh? Tj X &P 2he 4 sinh? Tj (A7) ( )

s’écrit

Jarstey (1= 20 |1 o (o]
exp{2nS ((ATJ) )} .

Un raisonnement tout a fait analogue au précédent (Appendice C.4) permet d’avoir

/(ATj)2eXp< ()2 i = <%> /eXp( o (P i, (C.5.2)

m ihe m
/(ATj)4eXp (—% (AT5) ) drj =3 < — ) /exp <—% (ATj)2> drj, (C.5.3)
autrement dit )
(ATj)2 — <%> ; (ATj)4 — 3 <%> , (C.5.4)

et par conséquent

AT;)? im Ari)?

exp {7 ( ATj) )}
dTJ < + 4m51nh = ) exp {;_Z; ((ATJ')2>} , (C.5.5)
€ étant infiniment petit
(14—%) ~ ex p(zL> (C.5.6)
4msinh® 7 h 4msinh®7;
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Il en résulte que (C.5.5) s’écrit

m ) h25
; — ( (AT, e C.5.7
/de P { 2he <( 7i) ) * 4m sinh? ?j} ( )
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HYPERBOLOIDE A UNE NAPPE H,
One-sheet hyperboloid

% w9 =
Lo - =tz =1
Equation cartésienne : ¢~ 0" ¢ ,ax=h.

Quand a = b : hyperboloide a une nappe de révolution.

Quand a = b = ¢ : hyperboloide a une nappe équilatere.




HYPERBOLOIDE A DEUX NAPPES H,

Two-sheet hyperboloid

1__,2 :2
L _2:_1
c .a>b.

2
X
2

z . o TR
Equation cartésienne : @~ b

Pour a = b : hyperboloide a deux nappes de révolution.
Pour a = b = c : hyperboloide a deux nappes equilatere.



L'hyperboloide a une nappe de révolution peut étre defini
comme la surface de révolution engendrée par une droite
non coplanaire avec l'axe de révolution ou comme la
surface de révolution engendrée par la rotation d'une
hyperbole autour de son axe non transverse.

Vu des lignes de courbure
de I'hyperboloide a une
nappe ; ce ne sont des
cercles et des hyperboles
gue dan le cas de
I'nyperboloide de
révolution.

Vue de l'une des
deux familles de
cercles incluse
dans tout H1,
méme non de
révolution.




L'hyperboloide a deux nappes de révolution peut étre
défini comme la surface de révolution engendree par la
rotation d'une hyperbole autour de son axe transverse.

C'est le lieu des points M veérifiant ,ouF
et F' sont les les foyers communs a ces hyperboles.

Vu des lignes de courbure de
I'nyperboloide a deux nappes
; ce ne sont des cercles et des
hyperboles que dans le cas de
I'nyperboloide de revolution.

Les 4 points siguliers sont les
ombilics.

Vue de l'une des
deux familles de
cercles incluse dans
tout H2, méme non
de révolution, avec
les deux ombilics
correspondants.




A cause de sa propriété d'étre réeunion de droites, I'nyperboloide a une nappe, comme le
paraboloide hyperbolique est tres utilisé en architecture.

Tours de refroidissement de centrale nucléaire.

A Kobé au Japon

Chateau d'eau & La Roche de Glun dans la
Dréme
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Abstract

This work is devoted to the study of non-relativistic movements in the context of
Feynman path integral formalism.

In a first part, the treatment of some several known problems of the quantum
mechanics has been reconsidered in Euclidian space by mean of the Delta
functional technique used in phase space and the transformations of Duru and
Kleinert.

In second part, the aim of the studies is to resolve, in curved space with constant
curvature, the problem of superintegrable Higgs potential on the two-
dimensional hyperboloid in four coordinate systems. In the pseudo spherical and
equidistant coordinates systems case, the two path integral formulations of the
Higgs oscillator have a simple structure involving Poschl-Teller and modified
Pdschl-Teller path integrals by adopting the prescription of the Weyl ordering
and applying successive appropriate times transformations. The spectrum
energy and wave function of discrete states are found exactly. However, in the
hyperbolic and elliptic coordinates systems case, the path integral formulation is
too complicated to allow an explicit solution because of their complex nature.
Some attempts have been done in order to overcome these difficulties by using
the canonical prescription of the product form and applying time transformation.
But unfortunately we could not succeed to the goal wanted because of the
difficulty of the calculations.

Key Words: Path Integral, propagator, Green function, Spectrum, Energy,
Superintegrable Potential, Line element, Metric, curvature.




Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude de mouvements non relativistes dans le
contexte du formalisme des intégrales de chemins de Feynman.

Dans la premiére partie, certains problemes connus de la mécanique quantique
ont été reconsidérés via I’intégrale de chemin de I’espace Euclidien au moyen de
la technique de la fonctionnelle de Dirac utilisée dans I’espace des phases et les
transformations de Duru et Kleinert.

Dans la deuxieme partie, le but est de traiter, dans I’espace Riemannien avec une
courbure constante, le mouvement d’une particule soumise a un potentiel super
intégrable « I’oscillateur de Higgs » sur une hyperboloide a deux dimensions,
dans quatre systemes de coordonnées ou le systeme admet une séparation de
variables. Dans le cas des systéemes de coordonnées pseudo sphériques et
équidistantes, I’intégrale de chemins a été évaluée en adoptant la prescription de
I’ordre de Weyl et en appliquant successivement certains transformations et plus
particulierement temporelles convenablement choisies qui la raméne a celle de
Pdschl-Teller et Péschl-Teller modifié. Dans chaque systeme de coordonnées, le
spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’ondes des états lies ont été
exactement obtenues et sont conformes a la littérature. En ce qui concerne le cas
des systéemes de coordonnées hyperboliques et elliptiques on est affronté a des
difficultés liées notamment a la nature complexe de ces coordonnées. Des
tentatives ont été menées afin de surmonter le probleme de la séparation de
variables via la prescription canonique de la forme produit et I’application d’une
transformation temporelle. Mais malheureusement nous n’avons pas pu aboutir
au but désiré a cause de la difficulté des calculs.

Mots clés : Intégrales de Chemins, Propagateur, Fonction de Green, Spectre,
Energie, Potentiel Super Intégrable, EIément de Ligne, Métrique, Courbure.
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