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Introduction

Un des problémes qui se posent en relativité générale est la définition de 1’énergie du
champ gravitationnel lui méme. On sait bien définir un tenseur d’énergie impulsion d’un
champ couplé a la gravitation, qui vérifie une équation de conservation covariante [1, 2].
Cette procédure ne peut pas s’appliquer au champ gravitationnel lui méme. L. Landau
aproposé un pseudo-tenseur d’énergie impulsion [3], mais qui n’est pas tres satisfaisant
parce qu’il est trop arbitraire et qu’il n’est pas covariant. On peut comprendre cette
difficulté a partir du principe d’équivalence : on peut toujours annuler ’effet du champ
gravitationnel par un choix de systéme de coordonnées ou référentiel. Si on annule
le champ gravitationnel on élimine aussi son énergie. On dit que I’énergie du champ
gravitationnel n’est pas localisée.

Une des premiéres définitions a été proposée par Arnowitt, Deser et Misner [4], qui
ont défini un formalisme hamiltonien pour la relativité générale et ont proposé une
définition de ’énergie du champ gravitationnel. Cependant cette définition s’applique
uniquement pour des métriques asymptotiquement minkowskiennes. Or beaucoup de
solutions de théories couplées a la gravitation ou de théories généralisant la relativité
restreinte ne sont pas asymptotiquement minkowskiennes. L’exemple le plus simple
est la métrique de de Sitter [5], solution des équations d’Einstein avec constante cos-
mologique. Ainsi beaucoup de travaux ont été consacrés a la définition d’une énergie
localisée, définie comme le flux d’'une quantité a travers une surface fermée a deux
dimensions [6], ou comme la valeur sur couche (lorsque les équations du champ sont
vérifiées) de ’hamiltonien [7].

Le but de ce mémoire est d’adapter la définition de 1’énergie quasilocale comme
valeur de I’hamiltonien sur couche a la gravitation topologiquement massive & trois

dimensions (GTM en abrégé). Cette théorie, qui est une généralisation de la gravitation



a trois dimensions, qui est non dynamique (pas de degré de liberté de propagation),
est définie par I'ajout d'un terme, dit topologique, a I’actions de la gravitation [8, 9].
Il existe déja des travaux consacrés & la recherche de 'hamiltonien de GTM [10, 11],
mais méme les plus récents ne tiennent jamais compte des termes de surface, qui ont
une grande importance dans la définition de 1’énergie quasilocale.

Nous nous proposons dans ce mémoire de calculer ces termes de surface pour la
GTM, afin d’évaluer la contribution du terme de Chern-Simmons a 1’énergie quasilo-
cale, celui du terme d’Einstein étant déja connu [7]. Il est organisé comme suit. Dans le
premier chapitre nous rappelons brievement quelques définitions & propos de la gravi-
tation et de la gravitation topologiquement massive. Dans le deuxiéme chapitre nous
exposons le formalisme hamiltonien de la relativité générale afin de le généraliser a la
GTM, et définissons précisément 1’énergie quasilocale. Le troisiéme chapitre qui con-
tient notre contribution, est consacré a la determination des termes de surface dans
I’hamiltonien de la GTM, afin de les utiliser pour définir une énergie quasilocale. Nous
appliquons ensuite nos résultats & une métrique trou noir de la GTM dite métrique
ACL [12]. Nous terminerons ce mémoire par une conclusion ot nous analysons nos

résultats.



Chapitre 1

Gravitation topologiquement

massive a trois dimensions

Le but de ce premier chapitre est de présenter succintement la gravitation pure
[1, 2, 3] (que nous appellerons de maniére abrégée RG) et la gravitation topologique-
ment massive & 3 trois dimensions (notée GTM) [8, 9]. Nous parlerons de I’action, des
équations du mouvement de chaque théorie, et d’une solution trou noir stationnaire a

symétrie axiale de GTM, a laquelle nous appliquerons nos résultats.

1.1 Gravitation pure (RG)

1.1.1 Action et équations du mouvement

Les équations de RG dérivent de 'action :

S:%/de?’\/@]% (1.1)



ol k = 167G, g est le détérminant de la metrique g, qui définit I’élément d’intervalle

d’espace-temps & 3 dimensions :
ds* = g,,ds'ds” 5 (p,v=0,1,2) (1.2)

et R est le scalaire de courbure R = g""R,,,.. g" est la métrique inverse(g"”g,, = (5"0)

et R, est le tenseur de Ricci :

Ry, =0\, — 0,10, + Fjwrgp —T I, (1.3)

Ff‘w sont les connexions définies & partir de la métrique par

1
Pf;u - §g>\p(a,ugl/p + augp,u - apg;w) (14)

Dans I'action (1.1), V' est un volume de I’éspace-temps et OV est sa limite (hypersurface
fermée).

En imposant 65 = 0 pour des variations de la métrique dg,, (ou §¢g*) arbitraires
dans V' mais nulles sur OV (g, |5, = 69" |5, = 0), on obtient les équations d’Einstein
dans le vide :

1

Rm/ - Eg/u/R =0 (15)

La contraction de ces équations avec g"” donne :
R=0=R, =0 (1.6)

D’autre part, le tenseur de Ricci R, est défini a partir du tenseur de Riemann, par
R, = be\y ol
A A A A A
R, = 0,0, — o, + 15,10, — 0.0, (1.7)
est le tenseur de Riemann. Ce tenseur exprime la courbure intrinseque de 1’espace-

temps. Or on sait qu’a trois dimensions, le tenseur de Riemann peut s’exprimer en

fonction du tenseur de Ricci par :

o 1
Ryuow = 9ra Lty = 0uLup — Grp Ry — Gu L + Guplny = §<g>\vgup — DY) R (1.8)



Donc, & trois dimensions, les équations d’Einstein (1.6) impliquent R),,, = 0, c’est-
a-dire que ’espace-temps n’a pas de courbure intrinséque. Cela se traduit d’une autre
facon, dans I'approximation linéaire, ou 'on trouve que la" gravitation " a trois di-
mensions n’a pas de degré de liberté de propagation. Il ne peut donc pas y avoir de
graviton dans la gravitation pure & trois dimensions. C’est dans ce sens qu’on dit que la
gravitation pure a trois dimensions est triviale. Cet aspect est la principale différence

par rapport a la gravitation topologiquement massive.

1.1.2 Terme de surface pour des conditions aux limites de

Dirichlet

Pour bien montrer 'importance des termes de surface et le role qu’ils peuvent jouer

[15, 20], examinons avec plus de détail la variation de 1’action (1.1) :

1
0S = E [/ dx35 (1/|g|> gMVR,uz/‘i‘/ dl‘g /|g|5g#1/_’_/ dl'?’ |g|g,u1/5RlW (19)
v v v

avec 0" = 0g,, = 0 sur OV. Les deux premiéres intégrales dans (1.9) donnent les
équations d’Einstein et la troisiéme est un terme de surface. Pour voir cela, on se place
dans un repére localement inertiel, en un point donné, et ot g,, = 1,, (1, métrique
de Minkowski) et dg,,, = 0,ce qui implique que F;}V = 0, mais 9%g,, # 0. D’apres (1.3),
on a dans ce repere :

SRy, = 0x0T), — 0,01, (1.10)

Dans un referentiel quelconque, cette relation devient

0R,, = DA(6T),) — D, (6T),) (1.11)



ou D\V?P = o\VP + Ff\aV“ définit la dérivée covariante compatible avec la métrique
Guv, c'est-a-dire D,g,, = Dyg"” = 0. On a donc :
9" R,, = ¢"DA(0T},) — g"' DT,y
= Da(g"0T},) — Du(g"oT;,) (1.12)

= DM(QQB‘SFZB - g“aéFgA)

On peut donc I'écrire "0 R, = D, V# avec

Vi = g*?6Th , — g0l (1.13)
La relation (1.9) donne :
1 1
dS = - [/ dz®\/g( R, — §QWR)59W +/ dx3\/|g|DMV“1 (1.14)
v v

La premieére partie donne les équations d’Einstein et la deuxiéme partie peut se trans-

former en intégrale de surface :

1 1
- /dx‘q‘\/]g]DuV“ = —f VHdY, (1.15)
K Jy K oV

ou d¥,, est le 4-vecteur élément de surface sur V. Comme dg,, = 6g"” = 0 sur OV, et

d’apres (1.4), on a sur OV

Vi = g" g [6(Dagus) — 0(Dugap)] (1.16)

Donc :

1 1
o | VDV = - 60u) — 5O (117)
Kk Jyv K J ov

Or avec des conditions aux limites de Dirichlet, seul 6g"” = 0 et 6(0agus) # 0.,et ce
terme n’est en général pas nul. La solution de ce probléme existe et est connue en

RG, car on peut montrer que (1.17) est lié & la variation de la trace K, de la courbure



extrinseque K;; de ’hypersurface 0V dans I’éspace-temps (pour les définitions relatives

a la courbure extrinseque,voir Ch.2). Donc :

17{ VHdY, = _25 M K\/\h|d2x1 (1.18)
1% K 1%

K

ol h est le déterminant de la metrique h;; qui est la projection de g, sur 9V (voir
Ch.2), et d?x est 'élément de volume sur V. En résumé, on peut prendre comme

action,
1
S=— [/ d?’x\/\g\R—kQ% K\/|h\d2x] (1.19)
\% oV

Remarquons que le terme ajouté ne change pas les équations du mouvement (1.5)
ou (1.6), mais donne un principe variationnel cohérent (6.5 = 0 pour 6¢g"” = 6g,, =0
sur OV'). Il ne joue pas de role ici, mais joue un role dans la valeur de I’hamiltonien

comme on le verra au chapitre 2.

1.2 Gravitation topologiquement massive a trois di-

mensions (GTM)

1.2.1 Action et équations du mouvement

On peut définir la GTM par I'action dont dérivent les équations du mouvement

8, 9] :
1
5=+ [ da(/hlR+ £ (1.20)
ou
1 HUp (A fel 2 A pa 78
ECS == %6 (FW&,FP/\ + grua VﬂPpA) (121)

€ étant le symbole complétement antisymetrique & trois dimensions (avec €12 = +1),

F;\La les connexions définies en (1.4), et m est une constante de couplage. L., est le



lagrangien de Chern-Simmons, qui est appelé terme topologique car il ne contient pas
explicitement la métrique. La variation de 'action (1.20) avec 0g"” = dg,,, = 0 sur OV
donne les équations de la GTM :

1 1
R;w — §gw,R + EC/“, =0 (122)

ou €, est le tenseur de Cotton défini par :
1 afs af
CMV = §<EM DaRﬁ,, +¢€, DaRgu) (1.23)

avec euaﬁ = g,,6"". L’étude des équations (1.22) dans 'approximation linéaire montre
que la GTM décrit la propagation d’un graviton de masse m, de spin 2, a 2 degrés de
liberté [9]. C’est cette propriété qui fait 'intérét de cette théorie.

De méme que pour l'action (1.1), la variation de (1.20) avec des conditions aux

limites de Dirichlet (6g,, = 0 sur 0V ) donne un terme de surface non nul, qui est :
7{ TS50 A5, (1.24)
oV

(Voir annexe 1 pour la dérivation des équations (1.22) et le terme de surface qui reste).
Ce terme de surface n’apparait pas dans la litterature consacrée a la GTM, bien qu’il
joue un roéle. Mais nous n’avons pas réussi a la mettre sous la forme de la variation
d’une quantité donné comme dans le cas de RG (voir (1.18)).

Nous utiliserons le lagrangien (1.20) dans le chapitre 3 pour déterminer les termes
de surface dans la décomposition 2+1 (Ch 2). Nous appliquerons alors ces termes de
surface & la solution trou noir stationnaire & symétrie axiale que nous décrivons dans

la section suivante.

1.2.2 Solution trou noir stationnaire & symétrie axiale :

Une solution des équations de la GTM (1.22) est donnée par la métrique du trou

noir stationnaire a symétrie axiale (métrique ACL [12]) qui s’écrit en coordonnées

10



(20,2t 2%) =(t,p,9)

dp?
P

ds® = 3dt* — 2(2p + 3w)dtdp + + r2dp? (1.25)

2
0
ou r? = p? +4wp+3w? + p—:f), p étant la coordonnée radiale et ¢ la coordonnée angulaire.

Elle peut se mettre sous la forme ADM(Arnowit - Deser - Misner [4]) que nous définirons

au Ch 2 :

2 _ 2 dp? 20+ 3w >
ds? = P " Pogr 9P 2+r2(d¢—L2“dt) (1.26)
T

r? P* = P
Cette solution, qui dépend de deux parametre réels p, et w, décrit de fagon générale, un
trou noir dont I’horizon externe est situé en p = p,.Nous aurons besoin de la métrique

dans le cas w = py = 0, qui est :

2 2 2
dsi = —dt* + dp + p? (dg& - —dt) (1.27)
p

ra
Cette métrique, qui est la forme asymptotique (p — +00) de (1.26), n’a pas d’horizon.
On peut la considérer comme étant, la solution de plus "basse énérgie" ou niveau
fondamental, dans I’ensemble des solutios (1.26), dépendant des deux paramétre p,

et w. Plus particuliérement, nous la définirons comme métrique de fond (background

metric) au Ch3.

11



Chapitre 2

Formalisme hamiltonien de RG

La définition d’un hamiltonien pour la relativité générale nécessite la définition
préalable d'un "temps", c’est-a-dire d’'une coordonnée de genre temps, par rapport a
laquelle on définit les moments conjugués.

Il faut donc séparer les coordonnées spaciales de la coordonnée temps. Dans ce
chapitre, nous décrivons la méthode de feuilletage (foliation en anglais) de 1'éspace-
temps. Ensuite on l'utilise pour définir 'hamiltonien de la relativité générale, puis
I’énergie quasi-locale.

Nous donnons les définitions dans un espace-temps & 4 dimensions, ’application a

I’espace-temps a 3 dimensions de la GTM se fera directement au chapitre 3.

2.1 Feuilletage de ’espace-temps (décomposition ADM)

2.1.1 Feuilletage de ’espace-temps [2, 15] :

Soit 'espace-temps & quatre dimensions, décrit par un systéme de coordonnées (y*)
(@ =0,1,2,3), de métrique g,, (signature — + ++). Nous considérons 'espace-temps

comme une succession (un empliment) d’hypersurfaces ¥; de genre espace de dimen-

12



sions 3. Chaque hypersurface peut-etre définie par une fonction ®(y*) = ¢. Lorsque ¢
varie de —oo & 400, 'ensemble des hypersurfaces ¥; forme un feuilletage de ’espace-
temps, si tout point M de I'espace-temps appartient a une et une seule hypersurface ;.
En d’autre terme, tout point M se trouve sur une hypersurface ¥, et ces hypersurfaces
sont toutes disjointes.

Le 4-vecteur unitaire, normal & ¥; est défini par :

ny = —N,t = —Naa—; (2.1)

Le facteur N(y*) est un facteur de normalisation, de fagon que n, soit de genre
temps (n,n* = —1 avec la signature — + ++). Le signe — est posé de telle fagon que
n® = 0, c’est-a-dire que le 4-vecteur est dirigé vers ¢ croissant. On peut comprendre ces
conventions sur I'exemple trés simple de ’espace-temps de Minkowski, ou ; sont les
hypersurfaces (z,y, z) & ¢t constant, et ot n, = (—1,0,0,0), et n* = (1,0,0,0).

On appelle 4-vecteur spacial V*, un quadrivecteur tel que :
Vtn, =V,n" =0 (2.2)

C’est alors un 4-vecteur tangent a 3J,. Remarquons que ceci n’implique pas que V°? = 0
ou Vp = 0. Ceci est vrai dans un sytéme de coordonnées adaptées, que nous verrons au

paragraphe 2.1.2 . Plus généralement, un tenseur 7% est spacial si :
TWn, =T"n" =0 (2.3)

On peut définir sur ¥; une métrique h,,, induite par la métrique d’espace-temps ¢,,,,
par :

h,ul/ = Guv + n,ny (24)

Considérons deux points infiniment voisins M et M + dM, tous les deux situés sur une

hypersurface ¥, séparés par dz*. dz* est tangent a X;, donc n,dz" = 0, donc :

gudrtdx” = hydxtds” — nyn,dx"de” = hy,ds"dx” (2.5)

13



et on voit bien que h,, joue le role de métrique sur ¥;. On peut aussi définir A" =
g"*g"Phas qui est donné par :
B = gh? 4 phnY (2.6)

Les tenseurs h,, et h*" sont des tenseurs spaciaux. En effet, en tenant compte de

n,nt = —1, (2.4) et (2.6) donnent :
h*n, = " n, = h,n” = h,n" =0 (2.7)

Le projecteur sur 'hypersurface 3; est définie par :

ht, = g4, +ntn, = 0", +nn, (2.8)
En effet en utilisant n¥n, = —1, il vient :
hn” =htn, =0 hhY, = b, (2.9)

h# V¥ donne la composante tangente a X, de tout 4-vecteur V# et V¥#n, donne sa
composante normale a ;.
Soit V,, la dérivée covariante d’espace-temps compatible avec la métrique g, . Soit
V, un 4-vecteur tangent a une hypersurface ¥, (V*n, = 0). On définit la dérivée
covariante compatible avec la métrique induite h,,,, et agissant sur un 4-vecteur spacial
sur XJ; par :
DV, = hh)V,Vs (2.10)
ou V,Vp est la dérivée covariante d’espace-temps compatible avec la métrique g,,,. On

peut montrer directement, a partir de (2.8) et (2.10) que :
Vaguw =0et n'n, = -1 et n*V,n, =0= D,h,, =0. (2.11)

(en général V*V, = cste = V*V,V, = V,V,V#* = 0). Plus généralement, pour un

tenseur spacial T,*(T, *n” = T#n, = 0),

DT = hfh'he, N, T7 (2.12)

[0}

14



On peut montrer que D,T* est aussi un tenseur spacial.
On définit le tenseur de la courbure extrinseque K, de ’hypersurface 3;, de vecteur

unitaire normal n,, plongée dans ’espace-temps, par :
Ky = —hh/Vang = =D, (2.13)

ou h,* est le projecteur sur 3; et V, est la dérivée covariante compatible avec la
métrique de I'espace-temps g¢,,,. Le tenseur de courbure extrinseque décrit la courbure
de ¥; plongée dans ’espace-temps. Il ne faut pas la confondre avec la courbure in-
trinseque, qui est décrite par le tenseur de Riemann (voir (1.7)). On parle toujour de
la courbure extrinseque d’un sous-espace X; de dimension n = 3 par rapport a un
espace de dimension n + 1 = 4. On peut montrer [15] que K, est symétrique en p et
v, K, = K,,.

Jusqu’a présent, dans ce paragraphe, nous avons donné des définitions valables dans
un systéme de coordonnées quelconque {y}, et pour des hypersurfaces de genre espace
quelconques. Dans le paragraphe qui suit nous allons reprendre ces définitions dans un

systéme de coordonnées adapté au formalisme hamiltonien.

2.1.2 Décomposition 3+1 ou Décomposition ADM :

Dans ce paragraphe, nous allons reprendre les définitions précédentes dans un sys-
téme de coordonnées adapté que ’on peut toujours choisir.

Soit le systéme de coordonnées {z#} tel que 2° = ¢, ou ¢ est le paramétre qui repére
I’hypersurface ¥; dans le feuilletage de I'espace-temps. Comme coordonnées d’espace,
on choisit un systéme de coordonnées {z'}, i = 1,2, 3 sur ;.

Le systéme de coordonnées est donc : {x#} = {2° =, 2'}. Dans ce cas, d’aprés

(2.1) :
ny=—No,t = —N% (2.14)

15



Les compopsantes du vecteur normal & 3J; sont donc dans ce systéme de coordonnées

nu, = (—N,0,0,0). I S’ensuit que la composante contravariante 7° de tout vecteur T

spacial est nulle :

Thn, =0<= T’ng+T'n; =0=T° =0

De méme pour un tenseur spacial T"" :

T"n, =T"n,=0=T"=T" =0

En particulier, pour le tenceur spacial h*” = g"” 4+ ntn” (voir (2.4)), on a :

hOO — hO'L’ =0

On a, pour un 4-vecteur spacial :

Iin'
7’LO

T"n, =Tn" =0T’ +Tn' =0=T, = —
On en déduit, en utilisant g = h* —nfn, et h'* =0

I giuTy _ giOTo + gz‘jTj _ (hiO . ninO)Tg + (hij _ nZnJ)TJ

— _nin0<_Tjnj

)+ hVT; = '/ Ty = hVT;

"0
D’autre part :

T = 9o T = gioT° + g T7 = hyyT?

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

ou on a utilisé (2.4) et n; = 0. Les indices des composantes spaciales T% et T;; sont

"éleveés" et "abaissés" avec la métrique d’espace h;,

et sont des 3-tenseurs, vis-a-vis

des transformations de coordonnées spaciales {z'} sur 3;.On peut montrer [15] que

dans ce systéme de coordonnées, on a :

900 — N72 : g[)i — N72Ni : gzj — hz] . N72N1Nj

Joo = hijNiNj_N2 ; gOi:hiijENi ; gij:hij
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ol on introduit le trivecteur N* = N~!n’, ou n’ sont les composantes spaciales con-
travariantes du quadrivecteur n* normal a ;. On a pour ce trivecteur N; = h;; N7
et N = h/*Nj. La fonction N définie dans (2.1) est appellée fonction lapse (lapse
function) et N le vecteur shift (shift vector). L’intervalle d’espace-temps s’écrit donc

dans ce systéme de coordonnées :

ds? = Gudxtdz”

= —NZ?dt* + hy(dz' + N'dt)(da’ + N dt) (2.22)

C’est ce qu’on appelle la forme ADM (Arnowit-Deser-Misner) de la métrique. Pour le

tenseur de courbure extrinséeque K, défini en (2.13), on a :

1 .
Kg() = K()i = O; Kz = W(NZ’J -+ Nj;i - hi]) (223)

ol nous avons introduit la notation :
Ni,j = DiN; = O;N; — v§; Ny (2.24)

et f= %. D; est la dérivée covariante d’espace définie, dans le cas général, en (2.10).
Dans le systeme de coordonnées adaptées, elle s’exprime a ’aide des connexions vfj

définies a partir de la métrique d’espace h;; et de son inverse h¥ :
Ly
Vij = 5" (Ot + Ojlui — Oihiy) (2.25)

Pour établir un fomalisme hamiltonien de la RG, ou de la GTM, il faut exprimer les
quantités quadridimensionnelles, relatives a ’espace-temps a 4 dimensions, en fonction
de quantités tridimensionnelles h;;, N, N; et K;;. En particulier, pour définir ’action,
il faut calculer le scalaire de courbure R de 'espace-temps en fonction des quantités
tridimensionnelles. Cela se fait gréace a la relation de Gauss-Codazzi [15], qui exprime

le tenseur de Riemann R,z de 'espace-temps a 4-dimensions, et relatif a la métrique
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. . 3
Juv, en fonction du tenseur de Riemann R,(W)pa du sous-espace X, et de la courbure

extrinseque K, de X, dans I'espace-temps a 4-dimensions.

WSS Rpgns = R 4 KaKos — Ky Koa (2.26)

w'vta nvaf

Cette fomule donne la projection sur ¥; du tenseur de Riemann de ’espace -temps
quatre dimension. Elle est écrite dans un systéme de coordonnées quelconque {y*}. On

en déduit le scalaire de courbure R & quatre dimensions :
R=R® + K, K" — K*+ 2V, [n"(V,n")] — 2V, [n"V ,n"] (2.27)

ou K = WK, est la trace de la courbure extrinseque de X, dans l’espace-temps a

4-dimensions. Dans un systéme de coordonnées adapté, (2.27) devient :
R=R® + KK — (W K;;)* + 2V, [n*(V,n")] — 2V, [n"V 0" (2.28)

avec K;; donné en (2.23) et R® est défini en fonction de la métrique spaciale h* de la

connexion spaciale vf; (2.25) par :
ij p3 ij
R =h ]Rz(j) = h](alﬁf} - 51'7?19 + Wfﬂi;l - Vf:ﬂé'k) (2.29)

Rg') étant le tenseur de Ricci relatif a 3, indépendamment de I’espace-temps a 4 di-

mensions. C’est la formule (2.28) qu’on va utiliser dans le paragraphe suivant pour

décrire I’hamiltonien de la relativité générale.

2.2 Formalisme hamiltonien :

2.2.1 Hamiltonien :

Pour simplifier certaines notions, nous nous placons directement, dans ce para-
graphe dans I’espace-temps a trois dimensions d = 3. L’hypersurface ¥; est alors sim-

plement une surface & 2 dimensions.
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Les variables canonique en relativité générale sont les 3 composantes indépendantes
de la metrique spaciale h;; (¢,j = 1,2), induite sur ¥, par la metrique g,, & d = 3.
Comme g, a 6 composantes indépendantes, les trois autres peuvent toujours étre
fixées par un changement de coordonnées. Ces trois composantes sont representées par
la fonction lapse N et les deux composantes N; (i = 1,2) du vecteur shift. L’arbitraire
dans le choix des N et NN; est lié a la liberté de choix de la foliation de ’espace-temps
par les hypersurfaces de genre espace ¥;. C’est en quelque sorte un choix de gauge.

On considére Paction de la relativité générale sous la forme (1.19), dans 'espace-

temps & trois dimentions

1 2
S = —/ d*z\/|g|R + —7{ K+/|h|d*x (2.30)
K Jv K J av

ou R est le scalaire de courbure intrinseéque de ’espace-temps & 3 dimensions et K est
la trace de la courbure extrinséque des hypersurfaces ¥;, & 2 dimensions, qui forment
le feuilletage de l'espace-temps. En utilisant les relations (2.28) et (2.29) adaptées a

'espace-temps & 3 dimensions, (2.30) s’ecrit :

S = %/ Ny/|h|dz [(R® + K K" — K?) — 2V, (n’Vn® — navgnﬁ)}%?{ K+\/|h|d*z
' aV(Z.31)
ot R est le tenseur de courbure intrinséque de %, K;; le tenseur de courbure extrin-
seque de X, dans l'espace-temps a 3 dimensions, K = hK;; et V,, est la dérivée co-
variante compatible avec la métrique g,,, de I’espace-temps. Nous avons utilis¢ g = Nh
ou g = det(g,,) et h = det(h;;).
Pour aller plus loin, précisons la structure du volume d’intégration V' et sa limite
V. Le volume V est limité par deux hypersurfaces ¥, et ¥4, (¢; < t2) de genre espace
et par une hypersurface B de genre temps. Le 3—vecteur normal a ¥, et 3, est n,, de
genre temps (n,n" = —1) et le 3-vectuer normal & B est r* de genre espace (r#r, = 1)

et n*r, = 0. Dans 'espace-temps a d = 3, V' est un "cylindre" de bases 3, et X, et
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de surface latérale B.

L’intersection de 'hypersurface B avec une hypersurface ¥; est S;. A d =4, S; est
une surface & deux dimensions, et & d = 3, qui nous interesse, S; est une courbe fermée
sur Y, de vecteur normal r*. Remarquons que n*r, = 0 implique que r* est tangent a
P

Posons A% = (n’Vgn® — n®Vgn”). Une partie de (2.31) s’écrirt alors :

f was
ov by

ou dX, est dB, sont les vecteurs normaux aux surfaces ¥; et B, orientés vers I'exterieur

2 2
2 (VoAb = -2
\%4

K K

Aad2a+/ AO‘dEa—i—/Ao‘dBa
tq DI B

(2.32)

de V' (d’ou le signe — pour I'intégrale sur ;). Le terme en K dans (2.31) s’ecrit aussi :
2 Kvhds = 2 [— KvVhd*z + | KVhd*x + KBﬁde] (2.33)
kJ v K Sy Sty I

ot v = det(y,;), 7;; étant la la métrique induite sur B et Kp est la trace du tenseur

de courbure extrinseque de I’hypersurface B dans ’espace-temps & d = 3. En utilisant

dY, = n,Vhd’x et dB,, = Taﬁd2z, on peut montrer que les deux intégrales sur >,

et ¥y, dans (2.32) et (2.33) se compensent. D’autre part, compte tenu de n%r, =0 :
A%dB, = (nﬁVMLO‘ — no‘VgnB)raﬁd2z
= 0P (Van®)ro/Ad®z = —(Vare)n’n®/yd*z (2.34)
L’action (2.31) devient finalement :

S = % / ExNVE PR+ KK — K?] + % / (Kp +n*n’Varg)yd®z - (2.35)
v B

On peut montrer que :

Kp+n*n’Vars =k (3.36)

ou k est la trace de la courbure de extrinseque de S; dans ¥;. D’autre part I’ensembles

des "surfaces" S; (des cercles pour un espace-temps a d = 3) réalise un feuilletage de
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B. Donc (2.35) s’ecrit encore :

1 to - to
S=2 | d / d*xVhN PR+ KKV — K?] +2 / dt 7{ kN\ode — (2.37)
t1 P t1 St

ou o = det 0;;, 0;; etant la métrique induite sur S; et on a utilisé v = No.

L’action S dépend des variables canoniques h;; par 'intermédiaire de Vhet de:

Ky K9 — K? = W*"W™(Kij Kpn — KinKjm) (2.38)
et des derivées hw = 8ng par l'intermédiaire de (voir (2.23))
1 .
Kij = 537 (NigjNjis = hig) (2.39)

Le moment conjugué 7% de h;; est défini par :

i = I=9Lc) (2.40)
A(hij)
Ot
V—=9L = NVh [*R+ K;;K" — K?| (2.41)

est 'intégrand de l'intégrale de volume dans (2.37). Comme /—gL depend de hija

travers K;;, on a :

I(vV—9L) 0K

= : (2.42)
qui donne :

wih = VR (WK — K] (2.43)
La densité hamiltonienne est définie par :

HG = Wijhij — —QEG (244)

qui donne ’hamiltonien
H = / [N(kVky; — k* =* R) — 2Ny(D; [K* — R K])] Vhdx
p

+2¢ N;[K7—h7K]dS; -2 7{ (k)Nodp  (2.45)
St St
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Chapitre 3

Formalisme hamiltonien pour TMG

Ce chapitre est consacré & la mise en évidence d’un terme de surface qui va ap-
paraitre dans | ’action de Chern-Simons I¢g, lorsque celle-ci est développée dans la
décomposition 2 + 1 . Les termes de volume qui interviennent dans le lagrangien sont
connus [10], mais pas les termes de surface. Pour trouver ces termes, dont l'impor-
tance est essentielle si on veut définir une énergie (ou masse) a partir de la valeur de
I’hamiltonien sur couche, c’est-a-dire lorsque les équations du champ sont vérifiées, il
est nécéssaire de reprendre tout le calcul, qui n’est pas explicité dans la littérature.
Nous utilisons ici les définitions données au chapitre 2, pour la décomposition de la

métrique.
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3.1 Décomposition 2+1

L’action pour TMG a la forme :

I = Ig+Ics
1
Ip = —;/d?’x\/—gR (3.1)

1 3 e AUV 2 T
ICS = % /d xet FKA/(@MFXU + gFZTFVP)

Nous nous interessons dans ce chapitre au terme de Cher-Simmons, que ’on ecrit sous

la forme Ics = 52— [ d3zLes avec

v 2 T
['CS' = 6)\“ Fg\'y(aMFZV + gFZTrup) (32)

On utilise la décomposition de la métrique g,,, qui correspond feuilletage de ’espace-
temps par I’ensemble des surfaces ¥;. L’intervalle d’espace-temps a trois dimensions
s’écrit alors

ds? = —N2dt? + hy; (do' + N'dt) (da? + N7dt) (3.3)
Ceci correspond a la décomposition suivante de la métrique
goo = —N>+N,N* 5 gui=N; ; gij=hy

g0 = —N72 ;g7 =NTN'; gY=hY - NTN'N (3.4)

Nous allons écrire L¢g en fonction de N, N; et h;j. Pour cela, il faut décomposer les
connections a trois dimensions I' en fonction de NV, N; et h;;. En considérant Ffw comme

une matice I'y d’éléments (T'y)” ~, le lagrangien Lcg peut s’écrire

2
Log = E/\“VTT <F)\8MFV + gFAFuF,,> (35)
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ou T'r représente la trace. Les premier terme de 1’expression (3.5) se décompose comme

suit :
M Tr (020,0,) = 9Tr(To0,T;) + % Tr(T;0005) + €99Tr(T,0;T)
= EijTT(FOaiF]‘) - EijTT(Fi(a()Fj) + EijT’I“(FiajFo> (36)

ol nous avons introduit le symbole antisymétrique & deux dimension £ = £% tel que

el? = —£2! = 1. D’autre part, le deuxieme terme de (3.5) s’écrit :

2 2o . 3
gEA“VTT(F)\auFV) = 3 [ Tr (Dol L) + €Y Tr(00oL;) + €7°Tr (11T

= 2eYTr (Tol,T;) (3.7)

ol on a tenu compte de I'antisymétrie de €¥ et de I'invariance par permutation circulaire
de la trace. Lorsqu’on remet tous les indices des connections I le lagrangien L s’écrit

donc sous la forme :

Los = Los+ L
LYy = €9 (T4,ar%, — Lol +T4aTy) (3.8)
£ = 2dirk TV 1Y

Ov=ip™ jp

Pour écrire L¢g en fonction de N, N; et hyj, il faut séparer les indices p,v,p = 0 et

W, v, p =1, et on obtient :

Loy = &7 (TdT% + D50 %, + DALY, + THATY, — Thaelf — I8
— D00l — 0ol + D30Ty + T5:9;60 + igdiTox + I0iTgy)
LTy = 267 (T{T YT + DTS Thy + TR, + THTATY, + DeTIY, + ThToTY,

+ TGl + Do) (3.9)

J im— jk
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Avant de poursuivre le calcul, on remarque que I'expression de E

en isolant déja des termes de surface. En effet, en utilisant 1’antisymétrie de £

e (T900 Fgo + 0 T00)

e (il + T'0;1%

U

0)
e (IO + Lo Toy)
Tor)

(T50.T% + Th0

Le lagrangien ,CS; s’écrit alors :

(1)
Leos

/(1
et}

Si

/(1)
ECS + Sl

269000, 1% + €70, (FolSp)

(
26T 5009, + €7 0; (T5.T6o)
(

2eT0, 0T + €9 (T To;)

2650, + €70 (T5TG)

= &7 (20000, + 20§0iTY, + 2009, T, + 200,

—Fg?oaorg?o — F?kaorg?o —

Ffoaorgk — Fflaorg.k)

= €9, (Fgorgo + T9 Lo + TiTor + Fflrf)k)

ou 57 est un terme qui donnera un terme de surface dans ’action.

- . 5 . . 1 u\
On utilise maintenant 'expression des connexions I}, = 5g* (Ovgrp + 0pgr —

g peut étre simplifiée

,ona:

(3.10)

(3.11)

a)\gl/p)

en fonction des quantités & deux dimensions IV, N; et h;;. On utilise la décomposition

(3.4). Celles-ci sont données par ( f=df/ dt) :

0
F00

0
FO@'

)
1—‘00

J
o
0

k

= N7YN+ NN, -N'NK;)

= N7Y(N,; —N'Ky)

— Ni— N-'N'N+ NNt +

(NhY — NIN'NY)N;

+(NTIN'NI —2NR9)N* K,

= N ,—N'N'N,; —

= —N'Kj

= ’YZ + NﬁlNkKij
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Nous avons introduit ici les deux quantités ;; et ij K;; est le tenseur de courbure
extrinseque de I’hypersurface ¥; dans I’espace-temps & trois dimensions et ’yfj sont les
connexions & deux dimensions compatibles avec la métrique h;; définie sur ¥, c’est-a-
dire ﬂyfj = %hkl(aihlj—l— O;jhy; — Ohi;) (voir Chap.2). Le tenseur de courbure extrinseque
K;; est introduit par 'intermédiaire de la dérivée h,] en utilisant I'expression K;; =
N (Nij 4 Nji — hij). La dérivées covariante N ,; est définie avec la connexion vhy, b
étant la métrique inverse et N' = h7 N;.

Nous allons montrer que le lagrangien (3.2) s’écrit [10] :

Los = 2Ky Kf — NHOS = N'HTS +) 73, (3.13)

p

ou :

HES = AVK| Ky + 267 (KjK])y — hiie? Ry + 247, (3.14)

et les termes S, sont des divergences donnant des termes de surface dans 'action. Le

tenseur AY est défini par :
/ d*x €9 ’yflfyék = / d*x AV hlj + terme de surface

AY est obtenu par une intégration par parties. Nous reviendrons & ce terme plus loin.

Pour déterminer les différents termes de (3.13), on écrit (3.9) sous la forme

12
Losg=) T" (3.15)
n=1
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avec

T3

T5

TG

2¢9T0,0,T%

—2IN T [NTINT K] | [N+ NFN = NENTEG | (3.16)

2¢7 15,0,

~2¢0 [N7LK] lN’f — NT'N*N + NNE + (NBH — NTINFNY N,
+(N'N*N'N"Kpyp — 2NK}N™)] (3.17)

270, 0,

9l [Nfl(N,k _ NlKkl)] [(Nl;)z — (N*lNkN,j),@' - (NKJk)z

+(NT'N*N"Kjn) ] (3.18)

2¢O,
2¢" [Ylﬂm + (N_lNlKjk),i}

x [Nf = NT'N*N; — NK} + N""NEN™ Ky, (3.19)
RN
— [NTY(N; = N'Ky)] [(NT'N;) — (NT'N™Kjp,)] (3.20)
€980,
(N Ky) [(NE) — (NTINFN) — (NKF) + (NT'N*N'K;) ] (3.21)
€/T00TY,
e/ (NT'K) [N — N7'N*N, — NK} + N"'N"N'Ky] (3.22)
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T® = €Ihopr,
= =€k NTINRKG) [+ (NN | (3.23)
0 = eijl“gol“?kf‘fo
— —2IN2Ky [N+ N'Ny = N'N™ Ky | [N = NTUNEN = (NBF—
N7INFN™) K] (3.24)
T = TG(TRl G + TaT%)
= 26V {N’f — N7INEN 4+ N™NE + (Nh¥™ — N"IN*N™)N,,
+(NTINF*N™ — 2NR"™)N" Ky,
x [-NT°Kj,N; — N"'Kqvh,] (3.25)
™ = eijfgk(FfOF?O + FZF;O)
= 2¢7 [N"'Njy — N"Kp,|
x [N"'N; (Nf — NK}) - N"'"N"™Kj,,, (N} = N"'N*N; — NK})
v (N5 = N7'N'N; — NK} + N"'"N'N"K;,,) + N""N"K;N] (3.26)
T% = 4Tl + 0. I0)
= 267 [Nj— N7'N*N; = NK}+ N"'N*N"K, ,,]
x [-NT'Kj, (N, — N"'N'N; — NK)

ﬂﬁm(y;f,; + NTIN™Kj) + N‘lN’Kimym (3.27)

Ces différents termes s’écrivent comme le produit d’un facteur par une somme (comme
T* ouT?) ou comme le produit de deux sommes (comme 7' *° ou T*!), ou encore comme
le produit d’un facteur par le produit de deux sommes (comme 7?). Nous utiliserons la
notation 7" pour indiquer le produit du facteur par le iéme terme de la somme pour les
termes 7" dans le premier cas, 17} le produit du 7éme terme de la premiére somme par

le jéme de la deuxiéme somme dans le deuxiéme cas, ou du facteur par le produit du
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1éme terme de la premiére somme par le jéme de la deuxiéme somme dans le troisiéme
cas.
Les termes qui donnent une intégrale de volume dans I’hamiltonien, et qui figurent

dans les formules (3.13) et (3.14) sont les suivants :
1. Terme 2e” K, Ky,
TS+ T] = —2/N'NK K" + 267 KK,
= 261 KE K, (3.28)
Le premier terme est nul car K;;, K ’; est symétrique en i et j.

2. Terme —4¢“ NK!

ilg
La recherche des termes en v dans cette dérivée covariante n’est pas triviale. On

montre d’abord, en utilisant la relation ¥ (52 =0, que
—4¢INK!,, = —4NEY (Kf,lj + (W;mK;”)) (3.29)
La double dérivée est donnée par les termes
Tiy+ T = —4ANeV K, — 4 (NKJ,) | + 2V Kb N, (3.30)
Les termes en 7 est donné, apres des intégrations par parties, par
Tp5 +Tis = —ANeY (v, K") | — 4e¥ (N K]) , +2eVKyhfiN;  (3.31)
On obtient finalement :

T+ T+ Ty +Tis = —4€'NK!, + Ry

Ry = —4¢" (NK%) (3.32)

,k

3. Termes —2NAYK;; et —2N"7Ai;;j
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Ces termes proviennent de I'intégration par parties de 7%,
/d?’x 5”7573% = /dSZL‘Ai‘jhl‘j + TS

TS = /d?’xsij [81 (hkmhmz’ygk) + 0, (hkmhzm7§k>

O (hkmhmgk)] (3.33)
avec
AP1 — l(qu—i-qu)
2
3 1
B = —ev lﬁﬂgkhlp (’)’]lhlp)Z (3.34)
1 1

+5 (') L 0 = 5 (), ﬂ

D’autre part, compte tenu de K;; = NTA(NM + Nj.i — Iiij), on a:
/dsl' Amhw = /d?’x (—QNA”K,L]) —|—2/d3$ AijNi;j
= / &’z (-2NAYK;) + 2 / &’z (AVN;) |

—2/d3x Vh (%)N (3.35)

On a donc finalement :

3 Aid
/d3x 5”7573% = / —2NAYK;;) — /d?’x Vh ( > N; + Rs
\/E iJ

Ry = 2 [ d% (A”N) 4TS
TS = / hkmhmm]k) +0) (hkmhm%k)
— O, (hkmhm@k)] (3.36)

4. Terme —4eiijKliKi

l;j
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Ce terme vient de

J

T? + Ty = —4¢NT'N"KY N Kj, + 4/ N" K" K ; + 4¢ N" Ky KEN™

= —4€iijK,l€Kil;j + Ry

Ry = —4"N'N"K* N,Kj

. Terme —2¢ N*(K ;. K}),

Remarquons d’abord que :
—26IN¥ (K K1)y = =269 N¥ (K K}) ; + 267 N*y K KL
Ces deux termes sont donnés par :

TH+THE = —2¢"N*(K;K!, + Rs

Ry = 2eN' (NN"K;nK})

. Terme —NkhkiEin;j = —Niﬁin;j

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Rappelons d’abord que le tenseur de Riemann relatif a la métrique h;; est :

. l l m ! m
Brij = Vrjg = Yrig T YimVik — Vim Vi
On a alors, compte tenu de I'antisymétrie de ¥ :
4 olijl Nk if (Al I k
T, = 2 ’ij,iN;l = (’ij;,i - ’Yik;,j) N;l
12 _ il m aTk __ _ij l m Al m k
Ty = 2 %‘mijN;z =¢ (%‘m%k %'m%;k) N;z

Donc

TH 4T = €7 (Vs — Vs + VoV — Vo vit) Ni

— ijpl Ak
= Ry, Ny
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D’autre part, a deux dimensions, on a :

R = (0%haj — 5§'hki) R (3.43)

1
2
oll R est le scalaire de courbure. (3.42) devient alors :

1 .. 1 ..
Th+ Tl = 5€” (0ihnj — O5hus) RNY = 5¢” (Nji — Nij) R

= —é‘ijNi;jR = 6ijNiR;j + R5

R5 = —é‘ij (NIR)J = —€ij (NzR)] (344)

Le terme en 7}; de la dérivée covariante dans Ry s’annule avec €%/, laissant la

dérivée ordinaire.

Notons ici une correction par rapport a la litterature qui le terme dans (3.35)
est qui est le facteur 1/ Vh qui est nécessaire car A% n’est pas un tenseur mais une
densité tensorielle. Le lagrangien (3.13)-(3.14) fera partie de l'intégrand de l'intégrale
volumique de I’hamiltonien. Les termes de L produisent des restes dus, entre autres,

aux intégrations par parties. Ces restes sont en résumé :

Ry+ R+ Ry+ Rs+ Ry = —4¢/N'N"K" N;Kj, 4+ 2N~ (NN"K;;, K[) |

—4e" (NK};) , — €7 (NiR); +2 (AYN;) (3.45)

’j

0 () 0 (40) 0 ()

Ces termes seront combinés au terme S; dans (3.11) pour donner le terme de surface
que l'on cherche a identifier. Le reste des termes de (3.15)-(3.27) s’annulent. Le terme

S; dans (3.11) donne :

Sy = €90;[-2K[Ny, + N 'NyNi — NKuN'N; + N2KyN'N"™ N* K,

+ 9k (N = NTIN'Ny — NK| + N7'N'N™ K, (3.46)
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Remarquons que le terme dans la troisiéme ligne de (3.45) ne doit pas, comme terme
de surface, contenir hi (dérivée de la variable canonique). Il suffit de remplacer hi par
son expression en fonction de K;; (voir (2.23)). Certains termes parmi (3.45) et (3.46)

se combinent et on obtient finalement :

1 i :
Ies = 5— / d*x (25131(%}(]’? — NHYS — NlHiCS) + Lsur face
KM

HY® = 47K}

tlg

+ 2AY Ky

HYS = AVK| Ky + 267 (KjK])y — e Ry + 247 +2 (b2 A7)

3J

(3.47)

et I'intégrale de surface I, face , appelée ainsi car elle ne contient que des divergences,

peut-étre mise sous la forme :

Tarsor = g [ 0, [2V3) =4V = ONR+ P.1.7) + 249N, + 9,

eIt (NTUR) N = 9y [(N 1K) N (3.48)

ou :

Vi = K N"K,

j — i k
V(JQ) = ¢'NK;;

fi(hhyy) = &9 [@- <hkmhml7§'k> + 0, <hkmhzm7§k> —Om (hkmhil’)/é'k)}
1
AP = o (B + BY) (3.49)
Brd = i k A4 hlp 1 q hlp 1 k hlq 5P 1 q hlm §P
= —7 |7k —|—§ (’Vﬂ )Z+§ (’Yﬂ )k i_§(7jl )m i

€7V, = eV [-2KINj+ N 'NyNf - NKuN'NE + N72KyN'N"N* K.,

+ 95 (N, = NTIN'N, — NKL + NTIN'N™ K.,
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3.2 Contribution du terme de Chern-Simons a 1’én-
ergie quasilocale :

Notre but ici n’est pas de définir précisément 1’hamiltonien de GTM, car il reste
certaines ambiguités dues au fait que les équations de GTM sont du troiséme ordre
en h;;. Ceci implique que le lagrangien contient des dérivées secondes de h;; , qui
contribuent affectivement, contrairement a la gravitation pure, ol ces dérivées secondes
sont absorbées dans un terme de surface; il y a alors plusieurs facons de définir un
hamiltonien. Ceci fera I'objet de d’un travail ultérieur, qui prolonge ce mémoire. De
toute facon, quelle que soit la méthode adoptée, lorsque les équations du mouvement
sont satisfaites, c’est-a-dire sur couche, la partie volumique de ’hamiltonien H s’annule.
La valeur de I’hamiltonien sur couche est donc uniquement due aux termes de surface
(3.48).

Nous définissons la contribution du terme de Chern-Simmons a 1’énergie quasilocale

par la valeur de 'hamiltonien sur couche. Comme ’hamiltonien est défini par

H= /Z Lo H :/Zt & (Zpiqi _ ,c) (3.50)

la contribution des termes de surface (3.48) vient avec un signe —. La contribution du

terme de Chern-Simmons & I’énergie quasilocale est donc par définition :

o [21/(31) — AV — EINR+ fI(h, h,v) + 247N, + eﬂm] (3.51)

2km Jx,
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ou

Vi = K N"K, "
Vé) = eijNKjﬁ
fi(h, h, v) = &Y [@- <hkmhml’y§-k> + 0, <hkmhzm’y§k> —0p (hkmhil’yé.kﬂ
An %(Bpqup) (3.52)
Br = _iﬂ[kf WP 2 (i h) 4L (e s L gm 51?}
E5 V1 Yik 5 Vi i 9 Vi k%75 Vi m i
€7V, = eV [-2K[Nj+ N 'NyNf - NKuN'Nf + N72KyN'N"N* K.,

+ A8 (N = NTIN'Ny, — NK], + NT'N'N™ K, )]

L’intégrale (3.51) peut étre transformée en intégrale de "surface" sur S; qui est ici un

cercle de "rayon p". On obtient :
1 1 j j ij (1 ij ij
E=—p 7{ — 2V — 4VE) — INR + f(h h,7) + 240N, + 9V,] dS; - (3.53)
St
ou dS; est le vecteur surface normal & S;, qui est donné par

dSj =rjodp 5 ri=+hu ; =0 ; Vo= /hy (3.54)

ou 7; est le vecteur unitaire normal a S; dans ¥; , et o est la métrique sur S;. Comme

la métrique h;; est diagonale, Vh = /I1ihos. Compte tenu de toutes ces valeurs, (3.53)

devient
1 Lr i ' i i
E = —5— T _2&/(11) — 4Vigy — €' N;R+ f1(h, h,7)+2A1Ni+61Vi] dS,

St

1 1 7 .

= o P 7 [V~ AV — MR 1)+ 247N+ V2]

St

1 L n 1 21 1/7
St

+2A2N, + 21V,] dS,
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soit pour dS7 = \/hi1vhoodp et Vh = /hi1has

1
E=—o— ¢ 2V — 4V + NoR + 24°N; - V3] dy (3.56)
St

ol nous avons tenu compte du fait que f 1(5, h,~) = 0 pour une métrique stationnaire.

Nous allons tester cette définition sur une solution stationnaire & symétrie axiale
des équations de la GTM. Dans ce cas, les éléments de la métrique ne dépendent pas
de t et le terme f7(h, h,fy) ne contribue pas a E. D’autre part, I"énergie (3.56) est en
général divergente pour une solution non asymptotiquement plate, comme c’est le cas
des solutions que nous allons tester. On effectue alors une sorte de renormalisation de £
en soustrayant a la valeur de E pour une solution donnée, sa valeur pour une métrique
de fond, (background metric en anglais), qui est la forme asymptotique de la métrique

(forme a 'infini spacial). On a alors
E = Esol — Efond (357)

Nous allons maintenant appliquer ces définitions a la solution trou noir stationnaire

a symétrie axiale de la GTM (dite solution ACL).

3.3 Application

3.3.1 Meétrique stationnaire a symétrie axiale
Cette métrique est de la forme générique (dans la décomposition ADM),
ds* = —N?dt* + hy1dp® + hao(dp + N¥dt)? (3.58)

p est la coordonnée radiale et ¢ la coordonnée angulaire sur I'hypersurface ¥; a ¢

constant. En posant 2! = p et 22 =, on a :

hia=ho =0 ; A= (hy)™" 3 W2 = (hy) " (3.59)
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et
Ni=N'=h"N, =0 ; N*=N¥; Ny=hypN¥ (3.60)

De plus toutes ces quantités ne dépendent que de p. Donc en général 0,f = 0,f = 0
pour toute composante f de la métrique. En posant 0; = 9J,t , les composantes non
nulles de toutes les quantités dont nous aurons besoin dans (3.51)-(3.52)-(3.53) sont

les connexions

1 1 1
’7%1 = §h1181h11 ) ’752 = —§h1181h22 7’7%2 = §h2261h22 (3.61)
les dérivées du vecteur shift NN, :
N1;1 = Nyo=0 ; N1;2 = _731]\72 ; N2;1 = N2,1 - 7%2]\72
le tenseur de courbure extrinséque
1 2
Ky = Kp=0 ; Kp=Ky= W(NZI — 27972V2)
Kll = hHKH =0 5 K22 =0 X K12 = h22K12 5 K21 = h11K21(3.63)

et le scalaire de courbure

R = ARy + h* Ry,
Ry = =%y + 711732 — YieVie

Ry = 752,1 + V3211 — Vo1 Va2 (3.64)

Compte tenu de ces simplifications, 1’énergie quasilocale (3.56) s’écrit pour une métrique

stationnaire & symétrie axiale :

E=—c— ¢ [2V() — 4V + NoR + 247N, — Vo dip (3.65)

St
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avec

Vi = —KpNK,!

Vé) = N(Ey; +71 0K, — 73,K,%)

A = % {1 = 73) (03 h = 722h™) = (v3.h™) 1 } (3.66)
Vo = —2K,'N;+ N 'N;N)— NK;3N°N},

75N = NTIN*Ny = NE? + N7H N Ko) + 95 (Np — NEy')

3.3.2 Solution ACL

La solution ACL représente un trou noir stationnaire a symétrie axiale, solution des

équations (1.22) de la GTM, est donnée par :

2 —p} dp® 20+ 3w\
ds? = L Pogppy W2, LT,
7»2 p2_p0 7»2
2
P o= p2+4wp+3w2+% (3.67)

Cette solution, qui dépend de deux parametre réels p, et w, décrit de fagon générale, un
trou noir dont I’horizon externe est situé en p = p,. Elle est écrite sous la forme ADM
(2.22), ce qui permet d’identifier les éléments de métrique dont nous aurons besoin :

— la métrique :

1 1
et = o =2 . Pl 22 22
11 2 2="T" L 2
VP2 — PR 2p+3
N o= YA NN = M= (g6
Vr? r2
Ny = —(2p+3w)
— les connexions non nulles :
p p+ 2w
= i Yoo = —(p+20)(0* = p5) 5 V=73 (3.69)
0
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— les dérivées du vecteur shift N;

2
+2w)(2p + 3w wp + 2822
Ny — (p )(2 ptdw) Ny — 20128
r r
2 — p? 2w)(2p+ 3 wp + 228
]\[1.2 _ (p pO)(IO +2w)( p+ w) : N21 — _% (370)
’ r ’ (r2)2
— les composantes du tenseur K;
P2+ Bwp + 3w? — & V7% = (0 + Bwp + 3u? — £4)

Ky = ; Ky =Ky =
VPR = piVr? i

Vr?
2 2 _ P
_ P + 3wp + 3w — F (3.71)
V2= pj(r2)3 '

— le scalaire de courbure R de I'hypersurface ¥; & deux dimensions

2 [(p* - p3)(w? — &)

r2

K12 = K21

—plp+ 2w)} (3.72)

Nous allons donner maintenant les quantités caractéristiques de la métrique de fond

(background metric).

3.3.3 Meétrique de fond :

Nous choisirons comme métrique de fond, la métrique (3.67) pour w = p, =0 :

2 2 2 2 o, dp’
ds® = —dt* + p*(dp — =dt)” + —- (3.73)
P P
Cette métrique ne posséde pas d’horizon (qui sont les zéros de la fonction shift V) et
est la forme asymptotique de (3.67) pour p — oo. Elle représente en quelque sorte le
niveau zéro, ou niveau fondamental, par rapport a laquelle on mesure 1’énergie d’une

solution dépendant des parametres w et p,. Les grandeurs relatives a cette métrique et

dont nous avons besoin sont :
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— la métrique :

1 1
hyy = - hll—ﬂz ) h22—P2 ) h22:—2
P p
2
N =1; N'=N=0 ; N=-Z: Ny=-2
p
— les connexions non nulles :
1
7}12—; D Y= 7?225
— les dérivées du vecteur shift N,
N1;2 =2 3 Ng;l =0 3 N;12 = 2,02 y N;21 =0
— les composantes du tenseur f;;
1
Kip=1 ; K12:? , K)'=p"  (Kn=Kp=K'=K=0)

— le scalaire de courbure R de I'hypersurface ¥; & deux dimensions

R=-2

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

3.3.4 Calcul de la contribution du terme de Chern-Simmons

a I’énergie quasilocale

L’intégrale (3.65), effectuée sur un cercle & p = cste donne la contribution a 1’én-

ergie contenue dans un "volume" fermé de I’espace, d’otl le nom d’énergie quasilocale.

Cette intégrale donne un résultat qui va dépendre du rayon p. Nous recherchons la con-

tribution due a l’espace entier, donc il faut faire tendre p vers 'infini. Cette intégrale

diverge en général, car les termes (3.36) donnent par développement une série dont le

terme de plus grand degré est en p. Cependant, en retranchant la contribution de la

métrique de fond, donc en renormalisant, on peut obtenir une valeur constante, qui, a
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priori dépend de w et p,, les constantes caractéristiques de la métrique d’espace-temps.
Nous allons donc calculer la valeur de 'intégrand de (3.65) pour la métrique de fond,

puis sa valeur, & l'ordre p° pour la métrique (3.67) et calculerons (3.57).

Meétrique de fond

En utilisant (3.74) a (3.78) dans (3.66), on obtient

2V — 4V + NaR 4+ 2A% Ny — Vy = 4p — 8p+4p + 6p — 2p = 4p (3.79)

Métrique compléte

On utilise (3.68) & (3.72) dans (3.66), puis on développe le résultat en puissances
de p. On obtient :

(p* + Bwp + 3w?* — ’)3—%)2(2p + 3w) W

1
Vi) = e =20(1=5)+0(1/p)
2p + 3w)(p* — p? 5w
vy = SR apa- 2o
o P )B4 12wp + 1307 — 4)
<T2>2
3 4w
= 51— 7) +0(1/p%) (3.80)
12w
Vo = 2p(1-—)+0(1/p)
p
NoR = 4p (1 - 2%) +0(1/p)
2A N, = 6p (1 - %) +0 (1/p)
ce qui donne :
V) — AV + NoR + 242Ny — Vs = dp+ 25w + +0 (1/p) (3.81)
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La relation (3.57) donne alors, pour p — 00 :

1 25mw 25w
E=F,,— FEtpng = ——— 25w dp = — = — 3.82
: fond 2km wap KM 16G'm ( )
St(p—00)

3.4 Conclusion

Pour évaluer cette contribution, comparons la a la valeur de 1’énergie obtenue par
une autre méthode qui consiste & étudier les isométries asymptotiques de la métrique
13, 14]. dans cet article la valeur trouvée est (adaptée a notre métrique (3.67)) est 222

La valeur que nous avons trouvée est négative et ne constitue que la contribution
du terme de Chern-Simmons, alors que la valeur précédente revient & tenir compte de
tous les termes. Mais un résultat positif est que les termes de surface que nous avons
obtenu donnent une valeur constante de la méme forme que les masse calculée par

d’autres méthodes.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons exposé le formalisme hamiltonien de la relativité
générale, cadre dans lequel on définit ’énergie quasilocale. Nous avons ensuite adapté
ce formalisme & la gravitation topologiquement massive, pour établir les termes de sur-
face qui apparaissent et qui permettent de définir une énergie quasilocale. ces termes
de surface sont essentiellement dus au terme de Chern-Simmons qui est le terme ajouté
qui définit la GTM. Nous avons ensuite appliqué le résultat que nous avons trouvé a
la métrique du trou noir stationnaire & symétrie axiale de la GTM.

Si des travaux ont déja été consacrés au formalisme hamiltonien de la GTM, les
termes de surface que nous avons établis n'ont jamais été calculés. Comme ceux-ci
dépendent aussi bien de la métrique h;; que du tenseur de courbure extrinséque K,
qui sont des variables canoniques, ces termes de surface peuvent affecter la définition
de ’hamiltonien et méme les équations canoniques que 1’'on en déduit.

D’autre part les équations de la théorie (1.22)-(1.23) contiennent des dérivées d’or-
dre 3, qui proviennent d’un lagrangien contnant des dérivées d’ordre 2. Les références
[10] et [11] utilisent la méthode d’Ostrogradsky [16] qui fait intervenir des contraintes,
mais sans tenir compte des termes de surface. Il y a cependant une autre méthode de
définition de I’hamiltonien qui semble plus satisfaisante pour les systémes de lagrangien
avec des dérivées d’ordre supérieur [17, 18], qui ont été appliqués a la GTM linéarisée
[19]. Ceci constitue une excellente perspective pour la suite de ce travail, d’établir un
hamiltonien non linéarisé en se basant sur cette méthode ; Ceci permettra d’identifier
clairement I’hamiltonien, de vérifier que les équations canoniques sont équivalentes aux
équations (1.22)-(1.23), et de mieux cerner les termes de surface. En effet, le talon
d’Achille de notre travail est d’avoir supposé que le terme de volume dans la décom-

position (3.13)-(3.14) s’annule en vertu des équations du mouvement, car cela dépend
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de la facon de définir un hamiltonien, et mérite d’étre vérifié explicitement. Ceci fait
I’objet d’un travail en cours. En ce sens, ce mémoire constitue une porte ouverte sur le

formalisme hamiltonien de la GTM, qui est basé sur la décomposition du chapitre 2.
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Annexe A

Derivation des equations de la

GTM

Nous détaillons dans cette annexe la variation de ’action de Chern-Simmons, définie
a partir du lagrangien (1.21) :

1 v o 2 o T
Ics - % \/Vd:LBE)\u (Pfaa/ﬁrﬂu + grurruﬁrfo) (Al)

En considérant ng comme ’éléement So de la matrice I'y, 1. s’écrit :

1 ” 2
Ics = m \/Vd[[BE/\’u TT |:F/\6HFV + gruryr)\ (A2)

En utilisant I’antisymétrie de e’ et I'invariance de la trace par permutation circulaire,

on a :

1
6ly = —— / dx3eM Tr [T20,T,, + T'30,0T, + 2T,[', 6T (A.3)
2mk Jy
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En intégrant par parties le deuxiéme terme, et avec I'antisymétrie de e, il vient :

0l = ﬁ(fleb)
I = / &>z 2eMTr [(9,T,) 6Ty + T,T,0T ] (A.4)
14
L, = / d*x0, (e TrT'\oT )
Vv

I, donne un terme de surface. Dans un repére localement inertiel (RLI), 09, = F/’)V =

0, et 0,I")3 non necessaire nul I; devient alors :
[ / da® (9,167 )
— / e (9,19, — 9,195)0T%, (A.5)
= / dx?’e’\“”RgWéFfU
On a utilisé dans la deuxiéme ligne I'antisymétrie de e’ et la définition (1.7) du

tenseur de Riemann dans un RLI, dans la troisiéme ligne.

Dans un RLI, 6T = 2977 (0\(09sp) + 05(09xp) — 0,(89r0)), (car Orgsp, = 0). En
remplacant dans (A.5), on fait une integration par parties qui fait intervenir des dg,,,
qui sont nuls sur IV . Ces termes de surface sont donc nuls.

En utilisant §g,, = —¢.09,509*°, on trouve :

Il - /d‘rg'e)\lw [aA(Rg;w)gUP + 80<Rg,u1/)g>\ﬂ - aT(RZ,uV)gaTgUﬂgAﬁ} 595[)

1 vV a ag
= 5 [ A DR+ 00 R~ 90300 (R5)] 597 (A6)
ou on a utilis¢ 9,9, = 0 et R0 = —Ry0p. Le premier terme est identiquement nul,

étant la contraction (8,\RW3] [W]) ) g(ﬁ”). Le deuxiéme terme s’écrit :

Do 0, R, = rp € 550, RS, (A7)
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En utilisant 'identité :
MV = MGy + TV 4 NS, (A.8)
(A.7) devient :
gApe’\“”a,RgW = €0y Rypyw + €, 0s Rp, — €705 Rp, (A.9)

Le premier terme de (A.9), antisymétrique en [pS] ne contribue pas car il est contracté

oV —

avec d¢g(?%). Nous avons posé e .= g€ et utilisé R, = R/’)Ay. Le deuxiéme et le

troiséme termes sont identiques et donnent
g,\pe)‘“”ﬁgRgW = 2¢, 0, Rp, (A.10)

Le troisiéme terme dans (A.6) est obtenu a partir du deuxiéme par permutation p < /3.

On obtient finalement dans un RLI :

1 ov ov 1 A8 o
0l., = —/Vd?’x [ep 05 Rp, + €5 (%Rp,,} 5¢°° + T /Vd3x O, (e™ F/\a(?FVB)

2mk
(A.11)
Dans un systéme de coordonnées quelconque, on a
51 1/&[WDR+“@R]MM M1 510 ds
cs — &8 T |€ oy € odlpy
2mk Jy P p s ] 09 2me ) ov /G L
(A.12)

Ce qui donne les équations du mouvement (1.22). Remarquons que le terme de surface,

qui dépend de 6(0ng,,) n'est pas nul pour 6g"” = 0 sur OV seulement.
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Summary

In this report , we establish the contribution of the Chern-Simmons part to the quasilocal
energy in topologically massive gravity in three dimensions (TMG). This dynamical theory
generalizes the three dimensional gravity, which is devoid of dynamics.

To do this, we construct the hamitonian of TMG. More precisely, we determine the surface
terms, which give the on-shell value of the hamitonian, due to the Chern-simmons term.

This value is defined as the Chern-simmons contribution to the quasi-local energy. We then
apply this result to the stationary axially symmetric black hole of TMG, to compare our result
to those obtained by other methods, and conclude by an analysis of the validity of our results.

Key words : General relativity, Hamiltonian formalism, quasilocal energy
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Résumé

Ce mémoire est consacré a la recherche de la contribution du terme de Chern-Simmons a
I’énergie quasi-locale en gravitation topologiquement massive a trois dimensions (GTM).
Cette théorie, dynamique, généralise la gravitation a 3 dimensions, qui, elle, est non
dynamique.

Pour ce faire, nous déterminons d’abord I’halmiltonien de la GTM. Plus précisément, nous
déterminons les termes de surface, qui donnent la valeur de I’hamiltonien sur couche,

issus du terme de Chern-Simmons. Cette valeur est définie comme la contribution de Chern-
Simmons a I’énergie quasilocale. Ensuite nous appliquons ce résultat a la métrique du trou
noir stationnaire, a symétrie axiale de la GTM. Pour confronter nos résultats a ceux calculés
par d’autres méthodes, et terminons par une analyse de nos résultats.

Mots clés : Gravitation, formalisme hamiltonien, énergie quasilocale



