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Nomenclature

Lettres latines

A1, A2 Grands axes des cylindres elliptiques intérieur et extérieur, [m]

B1, B2 Petits axes des cylindres elliptiques intérieur et extérieur, [m]

C Concentration, [kg.m-3]

Cp Chaleur massique à pression constante, [J.kg-1K-1]

Dh Longueur caractéristique, [m]

e1 Excentricité de l'ellipse interne

e2 Excentricité de l'ellipse externe

g


Accélération de la pesanteur, [m.s-2]

h Coefficient métrique, [m]

H Coefficient métrique adimensionnel, [–]

Le Nombre de Lewis, [–]

N Rapport des forces de flotabilité, [–]

Nu Nombre de Nusselt local, [–]

Nua Nombre de Nusselt moyen, [–]

P Pression au sein du fluide, [N/m2]

Pr Nombre de Prandtl, [–]

Ra Nombre de Rayleigh, [–]

Sha Nombre de Sherwood, [–]

Sha Nombre de Sherwood moyen, [–]

T Température du fluide, [K]

∆T Ecart de température, [K]

∆C Ecart de concentration, [kg.m-3]

t Temps, [s]

Vη, Vθ Composantes de la vitesse suivant et η, [m.s-1]

x, y Coordonnées cartésiennes, [m]



Lettres grecques

α angle d’inclinaison du système, [°] 

α T Diffusivité thermique, [m2s−1]

αS Diffusivité massique, [m2s-1]

βT Coefficient d’expansion thermique, [K−1]

βC Coefficient d’expansion solutale, [m3kg−1]

 ГΦ Coefficient de diffusion

η, , z Coordonnées elliptiques, [m]

 Conductivité thermique du fluide, [W.m-1K-1]

 Viscosité cinématique, [m2s-1]

 Masse volumique du fluide, [kg.m-3]

Ψ Fonction de courant, [m2s-1]

ω Vorticité, [s-1]

τij Tenseur des contraintes visqueuses

Indices

i Intérieur

o Extérieur.

η Suivant la coordonnée η 

θ Suivant la coordonnée θ 

+ Paramètres adimensionnels
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Introduction

Le point de départ de ce manuscrit est le phénomène de la convection. Ce phénomène

étant très vaste nous ne pourrons pas présenter tous ses aspects. Nous allons nous restreindre

premièrement à la convection thermique. Mais qu'est-ce que la convection thermique? Ce

phénomène a été découvert au XVIIIème siècle par le physicien français Bénard.

Le transfert de chaleur entre des parois et un fluide est un processus par lequel de

l'énergie est échangée sous forme de chaleur grâce au gradient de température qui peut exister

entre ces deux milieux. Comme le gradient de pression, le gradient de température va donner

naissance à une nouvelle force (poussée d’Archimède) dont il faudra tenir compte dans

l’établissement du bilan total des forces appliquées à une particule fluide en mouvement. En

fait la différence de température aura pour conséquence une modification de la densité

déclenchant ainsi un mouvement au sein du fluide du fait de la poussée d'Archimède. Ce

mouvement de brassage, dans lequel les parties les plus chaudes du fluide ont tendance à

s'élever et les parties froides et denses à descendre, s'appelle "convection". Le mouvement du

fluide peut être naturel ou forcé.

La transmission de chaleur par convection est désignée, selon le mode d’écoulement

du fluide, par convection naturelle, convection forcée et convection mixte.

La convection naturelle:

Le phénomène de convection naturelle thermique apparaît spontanément, sous le seul

effet des différences de masse volumique résultantes des différences de températures sur les

frontières et d’un champ de forces extérieures (le champ gravifique,…)

La convection forcée:

La convection est dite forcée quand il existe une cause de mouvement autre que les

variations de températures du fluide, cette cause étant seule à prendre en compte, en raison de

son importance relative.

La convection mixte:

La convection mixte est le résultat de la superposition d’un écoulement de convection

forcée et d’un écoulement de convection naturelle. Lorsque les écoulements de convection

forcée et de convection naturelle vont dans le même sens, on est en présence d’un écoulement

de convection mixte favorable. Dans le cas contraire, on assiste à un écoulement de

convection mixte défavorable.

Depuis une vingtaine d’années, un autre type de transport convectif en milieux fluides

attire l’attention des chercheurs, c’est la convection double diffusive ou thermosolutale qui

s’exprime en présence de deux composants différents, pour la convection thermosolutale, les

gradients de chaleur et de concentration sont tous les deux imposés, le gradient de

concentration et induit par le gradient thermique.

Le phénomène de la double diffusion a été découvert la première fois par Stommel [1].
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L’intérêt considérable qui a été porté, ces dernières années, à la convection naturelle

thermosolutale est dû principalement à sa présence dans plusieurs applications industrielles

tels que : le dessalement d’eau de mer, la distillation, la climatisation, le séchage du bois, le

refroidissement des composants électroniques, la dispersion des contaminants chimiques dans

les couches d’eau souterraine, les opérations de dessalement de l’eau de mer les procédés de

séchage, l’isolation thermique, les écoulements géophysiques, la croissance cristalline, …etc.

La résolution d’un problème type de convection double diffusive en cavité fermée se

ramène à prédire les champs de température, de concentration et de vitesse ainsi que

l’intensité de l’écoulement en fonction des divers paramètres du problème. Il est également

important de prédire les taux de transferts thermique (nombre de Nusselt) et massique

(nombre de Sherwood) correspondants.

Parmi les travaux concernant les enceintes fermées la plus grande majorité a été

consacrée à la géométrie annulaire, formée par l'espace compris entre deux sphères ou deux

cylindres horizontaux.

Cependant, dans cette étude nous traiterons la convection naturelle thermosolutale

dans des espaces annulaires elliptiques,

Contenu de la thèse :

L'objectif du présent travail est d'étudier la convection naturelle double diffusive dans

un espace annulaire, délimité par deux tubes elliptiques horizontaux et confocaux, orienté

selon un angle α par rapport à l’horizontale. Les deux parois cylindriques interne et externe 

sont maintenues respectivement aux températures T1 et T2 avec T1>T2 et aux concentrations

C1 et C2 avec C1>C2. Cet espace annulaire est parcouru par un fluide newtonien et

incompressible. A notre connaissance, cette configuration n'a pas encore été étudiée (en

convection double diffusive). Le code de calcul mis au point pourra donc aisément être

appliqué à ce cas.

La présentation de cette thèse est articulée de la façon suivante:

Le premier chapitre est consacré à une synthèse bibliographique des travaux

théoriques, expérimentaux et numériques ayant trait à la convection thermique et/ou solutale

en cavité fermée, pour diverses configurations et pour différentes conditions aux limites.

Dans le deuxième chapitre, après avoir bien posé le problème, nous établissons les

équations du mouvement et du transfert de chaleur et de masse à l'aide de la formulation

fonction de courant-vorticité. Pour cela nous adoptons les hypothèses de bidimensionnalité de

l'écoulement et les simplifications classiques de Boussinesq, et présentons une analyse

théorique utilisant les coordonnées elliptiques bien adaptées à la géométrie du système.

Le troisième chapitre est consacré à l'analyse numérique. Les techniques de

discrétisation des différentes équations et les algorithmes des calculs sont développés. Les

équations de type parabolique décrivant l'écoulement sont discrétisées à l'aide de la méthode

des volumes finis [2,3] tandis que l'équation de la fonction de courant qui est de type

elliptique l’est à l’aide d’un développement en série de Taylor, les équations ainsi obtenues

2



sont résolues par une méthode itérative à coefficients de sous-relaxation successives

(Successive Under Relaxation) [4].

Dans le quatrième chapitre, nous commençons par la présentation d’une étude du

maillage, ensuite nous validons les résultats de ce code de calcul avec des résultats de la

littérature. Les résultats numériques obtenus sont présentés sous formes des lignes de courant,

des contours de température et de concentrations, ainsi que des nombres locaux et moyens de

Nusselt et de Sherwood. L’effet de l'excentricité, des nombres de Prandtl et de Sherwood sur

les transferts thermique et massique sont également étudiés.

En fin nous terminons ce travail par une conclusion générale qui résume les principaux

résultats obtenus. Quelques recommandations pour les études futures sont finalement émises.

3
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Revue Bibliographique

1.1. GENERALITES

1.1.1. Lois fondamentales de la dynamique

Les équations générales qui régissent la convection naturelle sont celles de la

mécanique des fluides. La différence essentielle qui fait l’originalité de ce phénomène

concerne la présence de forces volumiques faisant intervenir le terme de gravité ݃�ሬሬሬ⃗dans la

formulation du problème.

Les équations de départ sont donc : correspondant respectivement à l’équation de

conservation de la masse (ou équation de continuité), à l’équation de conservation de quantité

de mouvement (ou équations de Navier-Stokes), à l’équation de la chaleur (ou équation de

l’énergie) et à l’équation de masse (ou équation de concentration).

Pour formaliser la convection, il faut décrire le couplage des champs de température,

de concentration, de pression et de vitesse.

En 1903, à l’époque même où Bénard et Rayleigh s’intéressaient à la convection, Boussinesq

propose une simplification de ces équations de conservation de façon à ne conserver que les

ingrédients nécessaires et suffisants à la convection thermique.

1.1.2. Approximation de Boussinesq

Cette approximation suppose que les différentes propriétés thermodynamiques et de

transport du fluide sont indépendantes de la température et de la pression, et que le fluide est

incompressible. Elle néglige aussi les variations de densité, là où elles ne sont pas multipliées

par la gravité g, et considère que la masse volumique ρ dépend linéairement de la température 

et de la concentration, ce qui se traduit par :

    0C0T0 CCTT1 

où :

T et C : représentent respectivement la température et la concentration du fluide en un point

du système.

T0, C0 etρ0 : représentent la température, la concentration et la masse volumique de référence.

βT : est le coefficient d’expansion thermique (constant).

βC : est le coefficient d’expansion solutal (constant).
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Avec :

β୘ = −
1

ρ଴
(
∂ρ

∂T
)୘

βେ = −
1

ρ଴
(
∂ρ

∂C
)ୡ

Pour la plupart des fluides βT est positif à température et pression ordinaire, à

l’exception de l’eau au-dessous de 40 C, par contre βC peut être négatif ou positif en fonction

de la contribution des composantes de diffusion à la densité de fluide.

A titre d’exemple, dans le cas où l’eau est considérée comme un solvant et le sel comme un

soluté, le coefficient βC est négatif car le sel contribue à l’augmentation de la densité de l’eau.

Par contre dans le cas d’un mélange air-vapeur d’eau, le coefficient βC est positif car l’air

humide est moins dense que l’air sec.

Au niveau de tous les autres termes, la masse volumique est constante et égale à ρ0.Le

rayonnement n’est pas pris en considération (les propriétés émissives des deux parois étant

négligées).Nous admettons que le problème est bidimensionnel.

1.2. La convection naturelle :

La convection naturelle est un phénomène important de la mécanique des fluides. Elle

est généralement due à des variations de la masse volumique causées par une distribution non

uniforme de la température et de la concentration des espèces dans un mélange. Pour cette

raison on parle de convection thermique et de convection d’origine solutale. Les gradients de

température et de concentration peuvent agir selon le cas, ensemble ou en opposition, donnant

ainsi naissance à des comportements dynamiques intéressants. Deux variantes sont possibles :

pour la convection thermosolutale, les gradients de chaleur et de concentration sont tous les

deux imposés sur les frontières du système, tandis que dans le problème de Soret, le gradient

de concentration est induit par le gradient thermique. Ce dernier phénomène est connu sous le

nom de l'effet Soret (1880).

1.2.1. La convection naturelle dans des enceintes fermées

L'étude de la convection naturelle dans des enceintes fermées a fait l'objet de

nombreuses études théoriques et expérimentales en raison de leur importance dans de

nombreuses applications d'ingénierie: les isolants thermiques, cryogénie, systèmes de

stockage thermique, refroidissement de l'électronique, des échangeurs de chaleur, etc.
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Akrour [6] ont étudié numériquement la convection naturelle dans une cavité avec un

gradient vertical en concentration et un gradient horizontal en température. Ils ont étudié l'effet

du nombre de poussée N qui caractérise le rapport des forces de volume d'origine solutal et

thermique pour Pr=7.0, Le =100 et A=2.0 sur les transferts.

Yang et al [7] ont analysé la réponse de l’écoulement dans une cavité verticale de

grande extension dont l’une de ses parois verticales est soumise à une température qui varie

périodiquement dans le temps. Pour des fréquences faibles et élevées, ils ont observé que les

caractéristiques de l’écoulement s’accordent bien avec celles de la convection naturelle le

long d’une plaque plane verticale soumise aux mêmes conditions thermiques. Calcagni et al

[8] ont effectué une étude expérimentale de la convection naturelle laminaire d'air dans une

cavité bidimensionnelle et rectangulaire avec un chauffage localisé sur la paroi inférieure et

un refroidissement symétrique à travers deux côtés verticaux. La paroi supérieure était

maintenue adiabatique. Hasnaoui et al [9] ont étudié numériquement la convection naturelle

transitoire dans une cavité carrée soumise par le bas à une variation sinusoïdale de la

température pour un nombre de Prandtl égal à 0,71 (air) et pour des nombres de Rayleigh

variant de 105 à 106.Ho et al [10] ont étudié la convection naturelle dans des enceintes

rectangulaires verticale avec un chauffage partiel des parois, numériquement et

expérimentalement pour dévoiler surtout l'influence du rapport d'aspect de l'enceinte. La

simulation numérique a été menée pour un rapport d’aspect variant de 1 à 10et le nombre de

Rayleigh modifié dans la plage comprise entre 103 et 107. De la simulation, ils ont trouvé que

l’effet du rapport d’aspect de l’enceinte sur le nombre moyen de Nusselt tend à diminuer avec

l’augmentation du nombre de Rayleigh. Novembre et al [11] ont étudié analytiquement et

numériquement la convection naturelle dans une enceinte carrée avec chauffage à travers la

paroi inférieure et refroidissement le long d'un côté. T. Fusegi et al [12] ont utilisé une

simulation numérique d’une cavité différentiellement chauffée et ont déterminé la corrélation

suivante : Nu=0,163.Ra0.282. Les équations de Navier Stokes d’un fluide de Boussinesq

contenu dans une cavité verticale différentiellement chauffée admettent pour une certaine

valeur du nombre de Rayleigh une solution numérique instationnaire quasi périodique dont la

nature est explicitée par Quere et al [13].Cuesta et al [14] ont mené une étude numérique

d’écoulement de Rayleigh-Bénard dans une cavité cubique aux parois parfaitement

conductrices pour déterminer les structures découlement avec le nombre de Rayleigh entre

7.103 et 108. Pallares et al. [15] ont effectué une étude numérique tridimensionnelle de la

convection naturelle dans une cavité cubique chauffée par le bas, pour trois nombres de
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Prandtl Pr = 0,71, 10 et 130. Les six parois sont considérés comme rigides et immobiles. Ces

travaux numériques mettent en évidence la complexité des structures présentes dans

l’écoulement. Dans le cas de parois latérales adiabatiques, et pour RaH ⩽ 6×104 et Pr ⩽ 130,

ils ont observé la présence de 7 structures d’écoulement dont la stabilité intrinsèque dépend

des nombres de Prandtl et Rayleigh. Pour des parois latérales conductrices, seulement 3 des 7

structures sont présentes en régime laminaire. Massimo Corcione [16] ont fait une étude

numérique de la convection naturelle laminaire dans des enceintes rectangulaires, remplies

d’air et soumises à un gradient de température vertical, en considérant plusieurs conditions

thermiques pour les parois latérales. Un modèle numérique développé spécifiquement basé

sur l'algorithme SIMPLER est utilisée pour la solution des équations de Navier Stokes, les

simulations sont effectuées pour plusieurs valeurs du rapport d’aspect « largeur/hauteur » de

l'enceinte variant entre 0.66 et 8 et le nombre de Rayleigh variant entre 103et 106. L. Adjlout

et al. [17] ont examiné numériquement la convection naturelle laminaire dans une cavité

carrée inclinée à paroi verticale ondulée, et différentiellement chauffée. Les essais ont été

réalisés pour différents angles d'inclinaison, les amplitudes et les nombres de Rayleigh tandis

que le nombre de Prandtl est maintenu constant. Deux configurations géométriques ont été

utilisées à savoir une et trois ondulations. Les résultats obtenus montrent que l'ondulation de

la paroi chaude influe sur le débit et le taux de transfert de chaleur dans la cavité. Le nombre

de Nusselt moyen diminue comparant avec la cavité carrée. La tendance du transfert de

chaleur local est ondulée. La fréquence de ce dernier est différente de la fréquence de la paroi

ondulée. B. Abourida et al [18] ont étudié numériquement la convection naturelle laminaire

dans une enceinte carrée soumise à différents modes de chauffage par les côtés. La

température de la paroi chauffée varie de façon sinusoïdale dans le temps, alors que celle de la

paroi opposée est maintenue constante ou varie sinusoïdalement dans le temps. Les

paramètres de l'étude sont l'amplitude (0≤ a ≤ 0,8) et sa période τ (0,001 ≤ τ ≤ 1), le nombre 

de Rayleigh (104 ≤ Ra ≤ 106)et le nombre de Prandtl (Pr = 0,7). Pour des combinaisons

adéquates de ces paramètres, la variation des deux températures imposées offre la possibilité

de contrôler le transfert thermique à travers la paroi froide de la cavité. B. Calgani et al [19]

ont étudié expérimentalement et numériquement le transfert de chaleur en convection

naturelle dans des enceintes carrées chauffées par-dessous et refroidies à partir des parois

latérales. Leur étude est concentrée sur l’effet de l’augmentation de la longueur de la source

sur le développement de l’échange de chaleur. Les études numérique et expérimentale

montrent un transfert conductif pour Ra ≤ 104 (nombre de Rayleigh), alors que le phénomène
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convectif se développe complètement pour Ra≈105, et le nombre de Nusselt local Nu est

évalué à la surface de la source de chaleur et présente une allure symétrique près des sources

de chaleur. Q.H. Deng et al [20] ont étudié expérimentalement et numériquement l’influence

du nombre de Rayleigh et de la dimension de la partie chauffée sur le transfert de chaleur dans

une enceinte carrée et des enceintes rectangulaires.

Pour les cavités d’air inclinées, El. Sherbiny [21] insiste sur l’importance de l’angle

d’inclinaison de la couche d’air et les conséquences de ce paramètre sur le phénomène de

convection naturelle. Pour le transfert de chaleur, les corrélations qu’il a établies dépendent de

l’angle d’inclinaison de la cavité ainsi que du nombre de Rayleigh. Elles sont valables pour

une valeur du rapport de forme égal à 20 et pour un angle d’inclinaison variant de 120° à

180°. El Sherbiny, a développé d’autres corrélations pour des angles d’inclinaison variant de

60°à 90°. A. Bairi et al [22] ont fait une étude numérique et expérimentale de la convection

naturelle dans une cavité différentiellement chauffée inclinée pour deux rapports de forme

A=0.75 et 1.5. Ils ont analysé le taux de transfert de chaleur obtenu pour une large gamme des

paramètres suivants :

- La valeur du nombre de Rayleigh comprise entre 10 et 108.

- L’angle d’inclinaison variant entre 0°et 360°.

Ils ont ensuite comparé les résultats numériques obtenus avec des résultats expérimentaux et

ont proposé une corrélation qui présente une déviation maximale de plus ou moins 6% entre

les résultats expérimentaux et numériques. Ghassemi et al [23] proposent une étude sur l’effet

de l’angle d’inclinaison sur l’écoulement et le transfert thermique d’un fluide dans une cavité

carrée différentiellement chauffée où les parois verticales sont soumises à différentes

températures tandis que les parois formant un angle avec l’horizontale sont adiabatiques, les

équations gouvernant la convection naturelle sont résolues à l’aide de la méthode des volumes

finis. Tang [24] a étudié l’effet du rapport d’aspect sur la convection naturelle dans l’eau, près

de sa densité maximum. Il a conclu que le rapport d’aspect a un impact fort sur les modèles

d’écoulement et les distributions de température dans les enceintes rectangulaires.

Pour les cavités semi-cylindriques peu de travaux ont été réalisés, nous pouvons citer les

travaux de K.C. Karki et al.[25]qui ont étudié par voie numérique la convection naturelle

laminaire où des solutions sont obtenues pour trois zones chauffées différemment suivant

l’axe axial de la cavité. Les résultats sont présentés pour les deux valeurs du nombre de

Grashof Gr = (5x103 et 5x104) et les trois valeurs du nombre de Reynolds (Re = 10, 20, 50),

pour un nombre de Prandtl égal 0,7.
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1.2.2. La convection naturelle entre deux cylindres

Une revue bibliographique sur la convection naturelle dans une cavité cylindrique est

donnée par Kuehn et al [26], [27] qui ont présenté les résultats numériques et expérimentaux

pour ces configurations sur une large gamme de nombres de Rayleigh, nombre de Prandtl,

diamètres et excentricités. Torrance et al [28] ont étudié numériquement la convection d'air

dans une enceinte cylindrique verticale, induite par un petit point chaud centralement situé sur

le fond. Des solutions ont été obtenues pour des nombres de Grashof jusqu'à4×1010. A.

Benkhelifa et al [29] ont étudié numériquement la convection naturelle en régime permanent

dans une cuve cylindrique. Cette enceinte, de rapport H/R=1, est chauffée au niveau de ses

parois latérale et supérieure et est refroidie au niveau de sa paroi inférieure. L'écoulement est

supposé bidimensionnel (axisymétrique) et laminaire. Le fluide considéré est de l'eau. Le

modèle numérique développé a été résolu par l'algorithme SIMPLE en utilisant un schéma

d'approximation de la "loi de puissance".

L'influence du nombre de Rayleigh, sur le transfert thermique et le champ dynamique

a été examinée. Farouk et al [30] ont calculé la convection mixte et naturelle d'un cylindre

circulaire isotherme dans un canal vertical bidimensionnel avec des parois adiabatiques

(β=0.1667) dans le régime d’écoulement stationnaire. M. GUESTAL [31] ont étudié 

numériquement la convection naturelle laminaire de l’hydrogène liquide (nombre de Prandtl

Pr = 1.29) dans une enceinte cylindrique horizontale avec chauffage partiel à travers la partie

supérieure du cylindre. La longueur de la source a été variée de 10 à 50% du périmètre du

cylindre. La partie supérieure non chauffée de la paroi de l’enceinte a été considérée comme

isotherme. Ils ont utilisé la méthode numérique des volumes finis pour la discrétisation des

équations différentielles partielles du modèle mathématique. Le nombre de Rayleigh varie

dans l’intervalle 103-106. Rahnama et al [32] ont étudié numériquement l’effet des ailettes sur

la convection naturelle turbulente entre deux cylindres horizontaux concentriques en présence

d'ailettes radiales attachées sur la paroi intérieure du cylindre intérieur. Les équations de

conservation sont résolues par la méthode des différences finies, pour un nombre d’ailettes

sélectionné entre 2 à 12. Deux configurations différentes sont étudiées pour le cas de deux et

quatre ailettes radiales pour révéler l'effet de la hauteur d'ailette et la configuration à ailettes.

On peut regrouper leurs résultats dans les points suivants : l’arrangement d’ailettes n'a pas un

effet considérable sur le transfert de la chaleur, bien que la prédiction de son effet sur

l’écoulement et les champs de température sont remarquables pour le cas de quatre ailettes, et

des hauteurs d'ailettes plus élevées causent un certain blocage qui s’effectue sur le
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mouvement de fluide, pour toutes les configurations, les résultats indiquent que les nombres

de Nusselt locaux augmentent avec une augmentation du nombre de Rayleigh. Lee et

Minkowyez [33], ont étudié expérimentalement les caractéristiques du transfert thermique de

deux cylindres coaxiaux, l'un des deux étant tournant, dans le domaine des nombres de Taylor

(Ta)m allant de 103 à 2×107, avec des nombres de Reynolds axiaux Re compris entre 50 et

1000. Les mesures de transfert massique de naphtaline sont effectuées pour obtenir les

coefficients de transfert thermique. Quatre configurations de systèmes coaxiaux ont été

choisies pour étudier les phénomènes fondamentaux qui ont lieu dans les espaces annulaires.

Les surfaces des cylindres constituant l'espace annulaire sont toutes deux lisses ou l'une lisse

et l'autre axialement rainurée.

El-Sherbiny et al [34] ont étudié numériquement les effets du nombre de Prandtl sur la

convection naturelle laminaire dans des couches liquides annulaires entre deux cylindres

isothermes horizontaux concentriques de températures différentes. L’étude numérique est

faite pour un nombre de Prandtl 0.01 ≤  Pr ≤ 103et le nombre de Rayleigh102 ≤ Ra ≤ 106et

pour le rapport des rayons RR=ro/ri, 2 ≤RR≤ 10. Les résultats montrent que la valeur 

maximale de la vitesse est proche des parois. Une diminution continue le long du rayon est

représentée avec des changements plus élevés près des parois des cylindres. Aucun autre

changement n’a été remarqué pour Prandtl ≥10.  

1.2.3. La convection naturelle double diffusive

La convection naturelle double diffusive est le processus qui se produit lorsque le flux

est généré par la flottabilité en raison de la température et des gradients simultanées de

concentration. Ces flux présentent des structures complexes qui interagissent avec les

mécanismes de transport de masse et de chaleur qui y règne, et dont une compréhension en

profondeur est de plus en plus recherchée.

Ils peuvent être trouvés dans un large éventail de domaines tels que les systèmes électroniques

de refroidissement, le séchage, l'électrochimie, les procédés de revêtement, flotteur de la

fabrication du verre, le chauffage des bâtiments, le stockage de l'énergie, le transport d'un

contaminant dans les sols saturés, de la géophysique et ainsi de suite…

La quête d'une meilleure compréhension (expérimentalement et / ou numériquement)

de la double diffusion dans une cavité fermée est en cours depuis longtemps et a donné lieu à

une recherche fructueuse. Il est à noter que la plupart des études s’intéressant à la convection

double diffusive ont porté soit sur des cavités rectangulaires ou cylindrique avec la présence
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d'obstacles intégrés à l'intérieur. Pour ces enceintes, l'attention a été portée aux paramètres

pertinents, tels que le rapport d'aspect de l'enceinte, l'angle d'inclinaison, les conditions aux

limites, le paramètre de flottabilité, etc. La plus grande partie de ces études est

bidimensionnelle et est essentiellement de nature numérique. Au-delà de la solution purement

diffusive, la plupart des auteurs ont trouvé à l'état stable soit la structure unicellulaire ou la

structure multicellulaire, en fonction des paramètres de contrôle.

Boussaid [35] a étudié le transfert naturel de chaleur et de masse dans une cavité

trapézoïdale chauffée par la paroi inférieure et refroidie par la paroi inclinée supérieure. Les

équations relatives sont résolues par la méthode des volumes finis. Les résultats montrent des

configurations d’écoulement dépendant de l’inclinaison de la paroi supérieure. Ainsi, pour de

faibles angles d’inclinaison, l’écoulement est du type Rayleigh-Bénard : par contre, pour les

fortes inclinaisons, l’écoulement s’apparente plutôt au cas de la cavité rectangulaire chauffée

différentiellement. L'influence des sollicitations thermosolutales, de la nature des espèces en

présence et de la géométrie de la cavité sur les taux de transfert de chaleur et de masse en

fonction des sollicitations thermosolutales, de la nature des espèces en présence et de la

géométrie de la cavité est aussi analysée. L'augmentation de l'allongement de la cavité conduit

à celle des taux de transferts de chaleur et de masse. La diminution du nombre de Lewis

augmente ces mêmes taux. La sollicitation solutale est de même nature que la sollicitation

thermique. K.Ghorayeb [36] a étudié la convection thermosolutale dans une cavité

rectangulaire de parois horizontales isolées verticales soumises à des gradients horizontaux de

température et de concentration différents, dans cette étude le rapport des forces de volume

solutal et thermique est égale à -1.Ils ont étudié la stabilité linéaire de la solution d’équilibre

pour une cellule rectangulaire jusqu’au cas limite de la cellule d’extension infinie. M. Mamou

et al [37] ont présenté une étude analytique et numérique de la convection naturelle d'un

fluide à double diffusion contenue dans une cavité rectangulaire soumise à une chaleur

uniforme le long des côtés verticaux avec : 1≤RaT≤107 ; 0≤N≤105; 10-3≤Le≤103. Krishnan [38]

a étudié numériquement la transition entre le régime diffusif pur et le régime convectif, ainsi

que la transition entre le régime stationnaire unicellulaire et des régimes oscillants dans le cas

d’une cavité carrée, pour un nombre de Prandtl égal à 1 et un nombre de Lewis égal à

3.161.C. Béghein et al [39] ont étudié la convection thermosolutale, en régime stationnaire,

dans une cavité carrée remplie d'air, soumise à des gradients horizontaux de température et de

concentration, en examinant l’influence du rapport N sur les taux de transfert de chaleur et de

masse, et l'influence du nombre de Lewis sur le mouvement du fluide, dans les cas
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d'écoulements à force de poussée thermique dominante (RaT =107, RaS =0) et à force de

poussée solutale dominante (RaT=0,RaS=107). Le nombre de Lewis varie de 0.3 à 5. Shipp et

al [40] ont étudié l’influence des nombres de Rayleigh thermique et Lewis sur la structure de

l’écoulement et les valeurs moyennes de Nu et Sh pour une cavité annulaire remplie de fluide

binaire. D. Akrour et al [41] ont étudié numériquement la convection naturelle thermosolutale

dans une cavité, rectangulaire. Les parois horizontales de l’enceinte sont chauffées et

refroidies et un gradient de concentration vertical est maintenu. Ils ont étudié essentiellement

le cas d’une cavité de rapport d’aspect égal à deux dans un milieu fluide, pour un nombre de

Lewis égal à 100. Le nombre de Grashof varie entre 103 et 105. S. Benissaad et al [42] ont

effectué une étude numérique tridimensionnelle de la convection naturelle bidiffusive

transitoire dans une enceinte rectangulaire soumise à des gradients de température et de

concentration horizontaux. Avec un intervalle du Nombre de Grashof solutal entre 3x105 et

5x105.L’écoulement est entrainé par les forces des poussées, thermique et solutale opposées.

Les résultats montrent le caractère tridirectionnel de l’écoulement près des parois isothermes

et le caractère tridirectionnel de l’écoulement près des parois verticales adiabatiques. La

variation du nombre de Grashof solutal a permis l’obtention de plusieurs types d’écoulement

et plusieurs bifurcations entre ces écoulements. Yan et al [43] ont étudié les effets combinés

des forces d’Archimède de diffusion thermique et massique dans un écoulement en

convection naturelle en anneaux verticaux. Ces auteurs se sont intéressés aux effets de la

température des parois mouillées, du rapport des rayons et de l’humidité relative de l’air à

l’entrée et du facteur de forme sur les nombre de Nusselt et de Sherwood. Ghachem et al. [44]

ont effectué une analyse numérique de la convection naturelle double diffusive et de la

production d'entropie dans un séchoir solaire en trois dimensions pour évaluer les effets du

rapport de flottabilité pour des gradients de température et de concentration dans le cas

opposé, avec un intérêt particulier pour les aspects tridimensionnels. Teamah et al [45] ont

étudié numériquement un écoulement à double diffusion de convection naturelle dans une

enceinte rectangulaire inclinée en présence de champ magnétique et d’une source de chaleur.

Les auteurs ont conclu que :l'angle d'inclinaison affecte les forces de flottabilité et le champ

magnétique réduit le transfert de chaleur et de circulation de fluide en raison de l'effet de

retard de la force de corps électromagnétique, aussi, Teamah et al [46] ont effectué

numériquement une étude sur la convection naturelle à double diffusion dans une enceinte

rectangulaire avec couvercle isolé mobile. Chen et al [47] ont effectué une étude de la

convection à double diffusion en anneau vertical jusqu'à Ra=107. Ils ont étudié l'influence de
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divers paramètres essentiels tels que le rapport des forces de flottabilité, le rapport d'aspect, et

le rapport de rayon. Papanicolaou et al [48] ont calculé numériquement la double diffusion de

la convection naturelle dans une enceinte trapézoïdale asymétrique avec parois verticales de

température et de gradients de concentration. Chen et al. [49] ont étudié la convection à

double diffusion turbulente. Les auteurs ont utilisé le modèle de Boltzmann avec Ra jusqu'à

1011 et 0,1⩽N⩽2. Ils ont constaté que la relation de loi de puissance entre Nusselt (Nu), le

rapport des forces de flottabilité (N) et le nombre de Rayleigh (Ra) existe encore au régime

turbulent. Tout récemment, Nikbakhti et al [50] ont analysé numériquement le transfert de

chaleur et de masse pour l'air contenu dans une cavité rectangulaire avec des murs

partiellement thermiquement actifs. Kuznetsov et al [51] ont utilisé une méthode numérique

pour étudier la convection double diffusive en régime transitoire dans une enceinte en trois

dimensions ayant des parois d'épaisseur finies remplies d'air et soumises à la température et

aux gradients de concentration. Au point de vue 3D, certains travaux ont été effectués sur un

flux de convection naturelle à double diffusion à l'intérieur des enceintes [52-56], pour ne

citer que quelques-uns.

Beaucoup de travaux publiés ont été élaborés concernant la convection dans des

cavités à paroi mobiles. Parmi ces travaux nous citons : Sheu et al [57] qui ont mené une

étude numérique détaillée sur les trois dimensions couvercle cavité. Al-Amir et al. [58] ont

étudié la convection mixte stable dans une cavité de couvercle axé carré sous les effets

combinés de flottabilité de diffusion thermique et de masse. Ils ont observé que le transfert de

chaleur et de masse sont améliorés pour les faibles nombres de Richardosn. Mohamed et al

[59] ont étudié numériquement l'écoulement de convection mixte double diffusive dans

l'enceinte rectangulaire avec isolant à couvercle déplacé en présence des gradients de

température et de concentration horizontaux. Récemment, Maiti [60] a mené une étude

numérique de production combinée de chaleur et de masse dans une cavité carrée à couvercle

axé soumis à des gradients de température et de concentration. Il a montré que les paramètres

opérationnels, à savoir Re, Grt, Grc ont des effets importants sur la structure de l'écoulement,

et les champs de transfert de chaleur et de masse. Al-Amiri et al. [61] ont étudié aussi

numériquement le transfert de chaleur par convection double diffusive dans un anneau

cylindrique horizontalement. Dans ce travail, ils se sont intéressés aux effets de l'amplitude et

de la fréquence sur le nombre de Nusselt moyen. Simitev [62] a mené une étude de la

convection naturelle à double diffusion dans un anneau cylindrique rotatif avec des bouchons

coniques.
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Une étude numérique effectuée par Al-Amiri et al [63]sur la convection double

diffusive dans un anneau horizontal. Le cylindre intérieur est chauffé plus que le cylindre

extérieur qui a été mis en rotation dans le sens anti-horaire pour introduire l'effet de la

convection forcée. Ils ont analysé les effets des différents paramètres tels que le nombre de

Rayleigh thermique, la flottabilité, le nombre de Lewis, et l'amplitude sur les caractéristiques

d'écoulement et de transfert de chaleur. Teamah [64] a mené une simulation numérique de la

convection mixte laminaire double diffusive d’un anneau horizontal à deux dimensions, le

cylindre intérieur tourne dans le sens antihoraire pour montrer l'effet de convection forcée.

Les résultats obtenus pour les deux nombres moyens de Nusselt et Sherwood ont été corrélés

en termes de nombre de Lewis, nombre de Rayleigh thermique et le rapport de la flottabilité.

Mais, jusqu'à présent, les études sur les flux de la convection naturelle pour les cavités

cylindriques elliptiques sont très rares, en effet, on cite entre autres celle de Djezzar et al [65],

[66], qui ont simulé le cas de la convection naturelle dans un espace annulaire entre deux

cylindres elliptiques confocaux, en utilisant la formulation en variables primitives, ils ont pu

déceler des écoulements multicellulaires, pour certaines géométries quand le nombre de

Grashof augmente, ceci pour les trois conditions thermiques pariétales utilisées.

Elshamy et al [5] ont étudié numériquement la convection naturelle entre deux

cylindres coaxiaux et horizontaux, et ont développé des corrélations pratiques.

H.C.Topakoglu et al [67] ont étudié analytiquement la convection thermique laminaire et

permanente entre deux tubes à sections elliptiques et homofocales dans différentes conditions

de chauffage, en utilisant les équations de Navier-Stokes et d'énergie. Ils ont montré que le

problème est conditionné par un nombre caractéristique qui est le produit du gradient

adimensionnel, longitudinal, uniforme de la température pariétale par le nombre de Péclet. Ils

ont obtenu la valeur du nombre de Nusselt pour différentes formes de la section de passage.

Abdel-Wahed et.al [68] ont étudié l'écoulement laminaire en développement et le transfert

thermique dans un tube elliptique avec un rapport d'axes de 0,5. Le fluide en mouvement est

l'air et deux conditions thermiques sont considérées: la première avec le tube à température

uniforme et l'autre avec une distribution pariétale de température linéaire dans la direction

longitudinale et sans variation transversalement. Les résultats hydrodynamiques sont

présentés sous forme d'une séquence de profils de vitesse sur les axes grand et petit, mesurés à

différentes distances axiales depuis l'entrée du tube. La chute de pression statique due à l'effet

combiné du développement de l'écoulement et du frottement pariétal est aussi étudiée. Sakalis

et.al [69] ont mené une étude numérique de l’écoulement incompressible laminaire,
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hydrodynamique entièrement développé et thermiquement en développement dans les canaux

elliptiques, avec un rapport d'aspect a* elliptique variant de 0,25 à 0,99 (ce qui est presque un

conduit circulaire).La paroi de conduit est soumise successivement à une température

constante, puis à une température variable. Pour le conduit isotherme, des résultats

numériques obtenus indiquent que le coefficient de frottement augmente avec la diminution

du rapport d'aspect a*. Y.D. Zhu et al. [73] ont mené une étude numérique sur la convection

naturelle entre deux cylindres elliptiques confocaux, en utilisant une méthode différentielle

quadratique, ils ont trouvé que la position de l’axe majeur du tube elliptique intérieur affecte

la distribution des lignes de courant mais légèrement le nombre de Nusselt moyen.

Il est à signaler que les études dans le domaine de la convection naturelle double

diffusive dans des espaces elliptiques sont très rares (inexistantes dans notre revue

bibliographique).

Dans ce travail, nous présentons une étude numérique de la convection naturelle

thermosolutale dans un espace annulaire, situé entre deux cylindres elliptiques horizontaux et

confocaux.



Chapitre 2
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2.1. Introduction

Dans ce chapitre nous décrivons et nous formulons le modèle physique, les hypothèses

simplificatrices, les équations mathématiques de ce problème, équation de conservation de

masse, de quantité de mouvement (Navier-Stokes), d'énergie et concentration sous les formes

dimensionnelles et adimensionnelles ainsi que les conditions aux limites appropriées.

2.2. Modèle physique

Considérons un espace annulaire, rempli d'un fluide newtonien en l’occurrence de l’air

humide, situé entre deux cylindres elliptiques confocaux d'axes horizontaux. Le modèle

physique étudié est représenté sur la figure 2.1, les deux parois elliptiques interne et externe

sont isothermes maintenues respectivement aux températures T1 et T2, et aux concentrations

C1 et C2, avec T1> T2 et C1> C2. Comme représenté, les deux cylindres peuvent être inclinés

d’un angle φ par rapport au plan horizontal. Le système considéré est bidimensionnel. 

Il se produit donc dans l’enceinte une convection naturelle thermique et massique que

nous nous proposons d'étudier numériquement.

Figure 2.1. Section droite du système étudié

2.3. Equations générales:

Le traitement du problème physique envisagé nécessite l’utilisation d’équations

gouvernantes qui sont des équations aux dérivées partielles déduites des principes classiques

de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie.

 Loi de Lavoisier (principe de conservation de la masse) pour établir l'équation de

continuité; (fluide incompressible).
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 Deuxième loi de newton (principe de conservation de la quantité de mouvement)

pour établir les équations de quantité de mouvement.

 Loi de conservation d’énergie (Premier principe de la thermodynamique) pour

établir l'équation de l'énergie.

 Le principe de conservation de la masse mène à l’équation de concentration.

2.4. Hypothèses simplificatrices

Posons les hypothèses simplificatrices suivantes :

 Le régime d’écoulement est laminaire et permanent.

 Le fluide binaire est newtonien.

 Le travail induit par les forces visqueuses et de pression est négligeable.

 Le transfert d’énergie par rayonnement est négligé.

 Les interactions entre le transfert de chaleur et de masse (effets de Soret et Dufour)

sont négligeables.

 Il n’y a ni réaction chimique ni source de chaleur et de masse.

 Le fluide est incompressible à propriétés physiques constantes et par ailleurs nous

supposons être dans le cadre de l'approximation de Boussinesq.

2.4.1. Equation de continuité :

Elle est déduite du principe de conservation de la masse et s’exprime sous la forme:

(2.1)

2.4.2. Equation de quantité de mouvement (ou équation de Navier-Stokes) :

Le principe de conservation de la quantité de mouvement permet d’établir les relations

entre les caractéristiques du fluide et son mouvement et les causes qui le produisent. Donc, on

peut indiquer que le taux de variation de la quantité de mouvement, contenu dans le volume

de contrôle est égal à la somme de toutes les forces extérieures, qui lui sont appliquées.

L’équation s’écrit sous la forme suivante :

(2.2)
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2.4.3. Equation de l’énergie :

Le premier principe de la thermodynamique indique que le taux de variation de

l’énergie est égal au bilan de la quantité de chaleur dégagée par conduction, du travail de

compression et de la dissipation visqueuse, ce qui est interprété par l’équation suivante :

(2.3)

2.4.4. Equation de la masse :

Le principe de conservation de l’espèce mène à l’équation de concentration suivante :

(2.4)

Avec :

ρ:  masse volumique.

αT: diffusivité thermique.

αC: diffusivité massique.

ሬܸ⃗,�݃ሬሬሬ⃗: vitesse du fluide et accélération de la pesanteur.

P : tenseur des contraintes.

T, C: sont respectivement la température et la concentration.

2.5. Formulation indicielle:

Equation de continuité:

(2.5)

Equation du mouvement:

(2.6)

Equation de la température :

(2.7)

Equation de la masse:

(2.8)

Avec :

P : pression du fluide.
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τij: tenseur des contraintes visqueuses dont les éléments dépendent dutaux de déformation du

fluide soumis au champ de vitesse.

(2.9)

Où :

µ : Viscosité dynamique du fluide

ij : Fonction delta de Kronecker

2.6. Formulation des équations en coordonnées cartésiennes :

Le problème étant bidimensionnel et permanent donc les équations de continuité, du

mouvement, de la température et d’espèces s'écrivent respectivement :

(2.10)

(2.11.a)

(2.11.b)

(2.12)

(2.13)

2.7. Elimination du terme de pression de l'équation du mouvement :

En dérivant les projections de l’équation du mouvement sur les axes ox et oy,

respectivement par rapport à y et à x.

(2.14.a)

(2.14.b)

Puis en soustrayant l'équation (2.14.a) de (2.14.b) et en utilisant l'équation de continuité

ainsi que la définition de la fonction de vorticité ω, nous obtenons: 
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(2.15)

(2.16)

2.8.Introduction des coordonnées elliptiques :

Il est commode donc de définir un référentiel tel que les limites du système se

traduisent par des valeurs constantes des coordonnées. Les coordonnées dites "elliptiques"

(η,θ) [69] permettent, précisément dans notre cas d'obtenir ce résultat. 

Dans le système de coordonnées (η,θ,z), les surfaces η=constantes sont des cylindres 

elliptiques, les surfaces θ=constantes sont des cylindres hyperboliques et les surfaces 

z=constantes sont des plans parallèles. Comme l’illustre la figure 2.2.

Figure 2.2. Représentation schématique des coordonnées elliptiques

La paroi du cylindre elliptique extérieur est représentée par = e= constante, celle du

cylindre elliptique intérieur par =i= constante, l’axe des x correspond à =0.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques s'effectue à l'aidedes

relations suivantes (voir l'annexe) :
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Les équations de continuité, température, mouvement et de concentration s'écrivent

respectivement :

0
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(2.20)

(2.21)
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(2.22)

En introduisant la fonction de courant ψ, de façon à vérifier identiquement l'équation 

de continuité, il vient :

(2.23)

(2.24)

2.9. Adimensionnement des équations de conservation:

L’emploi des variables réduites dans les équations permet d’approcher de plus près la

réalité des phénomènes physiques, car leurs existences et leurs évolutions sont indépendantes du

système d’unités de mesure utilisé pour les étudier. On peut dire aussi que ces variables

permettent d’obtenir des informations générales, qui jouent un rôle prépondérant dans les

similitudes. En effet, pour ramener les équations phénoménologiques sous une forme

adimensionnelle, il est nécessaire de définir, moyennant des grandeurs caractéristiques, des

changements de variables.

Les équations du problème sont rendues adimensionnelles à l’aide des grandeurs de

référence suivantes :
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Dh=a (distance focale définie dans le système de coordonnées elliptiques), longueur

caractéristique, choisie arbitrairement.
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les équations (2.18), (2.19), (2.20) et (2.21), deviennent: V஗
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Avec : )
θ

ψ

η

ψ
(

H

1
ω

2

2

2

2

2 










 (2.29)

La mise sous forme adimensionnée des équations de conservation fait apparaître des

nombres sans dimensions caractéristiques du problème.

Ces paramètres, sont quatre nombres:

Le nombre de Prandtl : Pr = ν /α 

Le nombre de Rayleigh : Ra = (gβT ΔTH3)/αν
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Le nombre de Lewis :Le = αT / αC

Le rapport des forces de poussée solutale et thermique:N = (βCΔC)/(βTΔT) 

Où les composantes�ܸఎ
ା , ఏܸ

ାde la vitesse adimensionnelles sont définies par :
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
 (2.30.a)

η

ψ

H

1
Vθ




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
 (2.30.b)

Les conditions aux limites correspondantes sont:

      • Pour la paroi intérieure chaude (η=ηi=cst):
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T1
+=1 et C1

+=1 (2.31.c)

• Pour la paroi extérieure froide (η=ηe=cst):

0
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(2.32.b)

T2
+=0 et C2

+=0 (2.32.c)

2.10. Coefficients de transfert :

2.10.1. Valeurs locales des nombres de Nusselt et de Sherwood:

Il est utile de rappeler que, selon la façon dont les conditions aux limites sur les

températures et les concentrations sont associées, soit le cas coopérant ou le cas opposé sont

produits. Ici, nous nous sommes limités à l'étude du cas coopérant.

Les nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sont donnés respectivement par:

cste






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
η

T

H

1
Nu
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(2.33)

cste






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
η

C

H

1
Sh (2.34)

Les transferts de chaleur et de masse sur les parois sont exprimés par les nombres de

Nusselt et de Sherwood moyens, respectivement, définis par:




NN

1

θ

θ1NN

Nu.d θ
θθ

1
Nu Nuതതതത=

ଵ

஘ొొ -஘భ
∫ Nudθ
஘ొొ
஘భ

(2.35)




NN

1

θ

θ1NN

Sh.d θ
θθ

1
Sh (2.36)

Après avoir posé les équations, dynamique, thermique et massique, ainsi que les

conditions aux limites associées, nous allons résoudre le problème. Pour cela la méthode des

volumes finis a été choisie pour la discrétisation des équations. Les questions relatives à la

technique de résolution, au traitement des interfaces ainsi que la validation du code de calcul

sont abordées dans le chapitre suivant.



Chapitre 3



Formulation Numérique Chapitre 3

25

3.1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons établi les équations de base qui régissent les

phénomènes d’écoulements et de transferts thermique et massique de fluides. Ces équations

consistent en un système d’équations aux dérivées partielles non linéaires et fortement

couplées. La solution d’un tel système, de manière analytique, est extrêmement compliquée.

On les résout donc numériquement.

Plusieurs méthodes sont disponibles dans la littérature. On peut citer à titre d’exemple :

- La méthode des différences finies.

- La méthode des volumes finis.

- La méthode des éléments finis.

Pour notre cas, nous avons utilisé deux méthodes qui sont très utilisées dans la

solution numérique des problèmes de transferts en l’occurrence la méthode des volumes finies

et une méthode aux différences centrées, ces deux dernières sont bien exposées par S.V.

PATANKAR [70] et par E. NOGOTOV [71], pour la résolution du système d'équations aux

dérivées partielles (2.26), (2.27), (2.28) qui sont de type parabolique et leurs conditions aux

limites associées, nous avons choisi la méthode des volumes finis par contre pour l’équation

(2.29) qui est de type elliptique une méthode aux différences centrées a été adoptée.

3.2. La méthode des volumes finis :

Cette méthode a été utilisée avec succès par plusieurs chercheurs, elle est décrite pour

la première fois en 1971 par Patankar et Spalding et publiée en 1980 par Patankar [70].

Le domaine de calcul dans cette méthode est divisé en un nombre fini de sous-domaines

élémentaires, appelés volumes de contrôle. La méthode des volumes finis consiste à intégrer

les équations aux dérivées partielles de type parabolique, décrites au chapitre précédent, sur

chaque volume de contrôle. Chacun de ces derniers englobe un nœud dit “nœud principal”,

La figure 3.1 représente le domaine physique et le domaine de calcul.

Nous avons utilisé des pas Δη et Δθ constants.

Plus précisément, nous posons:
1NI

ηη
  Δη NI 1

-

-
 et

1-

θ-θ
 = Δθ

NN

1NN

Avec:

NI   :   le nombre de points suivant η.                   

NN :   le nombre de points suivant θ. 
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Domain Physique Domain de Calcul

Figure. 3.1. Domaine physique et domaine de calcul

3.2.1. Volume élémentaire d'intégration

 On découpe l'espace annulaire selon les directions η et θ en un ensemble de volumes 

élémentaires ou "volumes de contrôle" égaux à «H2.  ». (Le problème étant

bidimensionnel, on prend l'unité comme épaisseur dans la direction Z). Le centre d'un volume

fini typique est un point P et ses faces latérales «est», «ouest», «nord» et «sud», sont

désignées respectivement, par les lettres, e, w, n et s. Chacun des volumes finis intérieurs est

entouré de quatre autres volumes finis. Les centres de ces volumes sont les points E, W, N et

S. Les variables scalaires (vorticité, température, concentration) sont stockées aux points

centrés dans les volumes finis. Donc les équations de transfert des variables scalaires sont

intégrées dans le volume fini typique.

Les nœuds E et N sont pris dans les directions des coordonnées positives de θ et η 

respectivement et les nœuds W et S dans les sens contraires.

Figure 3.2. Représentation schématique du volume de contrôle
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La figure 3.2 représente une volume-fini typique et son voisinage dans un domaine de

calcul, sur cette figure, le volume de contrôle entourant le nœud P est limité par les faces

notées w, n, e et s

3.2.2. Discrétisation de l'équation générale de transfert d'une variable  dans le volume

de contrôle

Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méthode des volumes

finis, nous considérons l'équation de transfert sous sa forme générale.

Pour bien comprendre cette méthode nous considérons d'abord l'équation du

mouvement (2.26), l'équation de la chaleur (2.27) et l'équation de la concentration (2.28).

Elles s'écrivent, compte tenu de l'équation de continuité (2.25), respectivement :
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        

(3.1)
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Ces trois équations sont de la forme générale :

(3.4)
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Tableau 3.1. Les sources et les coefficients de diffusion des variables 

Equation   S

3.1 ω+ Pr

        

        

        

        
θ

C
  αcos θη,G   αsin θη, F

η

C
 αsin θη,G  αcos θη, F

θ

T
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η
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  αsin θη,G  -αcos θη, F
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3.2 T+ 1 0

3.3 C+ 1/Le 0

Avec:

 : Fonction générale (, T+ ou C+).

 : Coefficient adimensionnel.

S : Terme de source.

L'équation de discrétisation d'une variable  est obtenue par l'intégration de son

équation de conservation dans un volume fini typique. Ci-après, nous présentons un cas de

discrétisation d'une équation de transfert de .
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Les termes 1, 2 et 3 représentent les intégrales doubles dans le volume fini (entre les

faces w-e et s-n), des termes de la convection, de la diffusion et de la source de . Pour la

discrétisation spatiale, nous utilisons le schéma de la loi de puissance (Power-Law) pour

approcher les variations de  entre les points du maillage. Ce schéma présente l'avantage

d'être inconditionnellement stable.

Posons:
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Où Jη et Jθ sont les flux totaux (convection plus diffusion).

En portant ces valeurs dans l'équation (3.4), on obtient:

φ
θη S

θ

J

η

J










(3.5)

L'intégration de l'équation (3.5) dans volume de contrôle donne:

ΔV .S  J  J  J  J φwesn  (3.6)

Je, Jw, Jn et Js sont les valeurs des flux totaux aux interfaces du volume de contrôle.

S est la valeur moyenne de S dans ce volume élémentaire. Ce terme peut généralement

être linéarisé en fonction de p (au nœud P) et se mettre sous la forme:

pp0φ φ . S   S    S  (3.7)

Avec 0Sp 

Par suite l'équation (3.6) devient:

                                       ΔV . )φ . S   S (   J   J   J   J PP0wesn  (3.8)

Si on intègre l'équation de continuité (2.25) dans le volume de contrôle, on obtient:

0FFFF wesn  (3.9)

Où nF , sF , eF et wF sont les débits massiques à travers les surfaces de ce volume:
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



























Δη . ) VH(F

Δη . ) VH(F

Δθ . ) VH(F

Δθ . ) VH(F

wθw

eθe

sηs

nηn

(3.10)

En multipliant l'équation (3.9) par la fonction p et en soustrayant l'équation obtenue de

l'équation (3.8), il vient:

             ΔV ). φ . S  S (    ) φ . F  J (  

) φ . F   J (    ) φ . F   J (    ) φ . F   (J

pp0PWW

peEpsspnn




(3.11)





















) φ   φ ( a   φ . F   J 

) φ   φ ( a   φ . F   J

) φ   φ ( a   φ . F   J

) φ   φ ( a   φ . F   J

PWWPww

EPEPee

PSSPss

NPNpnn

(3.12)

Introduisons ces valeurs dans l'équation (3.11), on obtient:

            ΔV . ) φ . S   S (    ) φ   φ ( a  

 ) φ   φ ( a    ) φ   φ ( a    ) φ   φ ( a

PP0PWW

EPEPSSNPN




(3.13)

On obtient donc enfin l'équation de discrétisation :

                              b  φ a  φ a  φ a  φ a  φ a WWEESSNNPP  (3.14)

Avec:

ΔV S-a  a  a  a  a pWESNP  (3.15)

                                        V Δ .S    b 0 (3.16)

D'après PATANKAR [70], la fonction  PA , est donnée par:

   P0.110,PA
5



Le symbole B,A signifie que le maximum entre A et B est choisi.

 
 
 
  




















,0FPADa

,0FPADa

,0FPADa

,0FPADa

wwww

eeeE

sssS

nnnN

(3.17)
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Les grandeurs De, Dw, Dn et Ds, sont définies par:

 
 

 
 

 
 

 
  

























δθ

Δη . Γ
D

δθ

Δη . Γ
D

δη

Δθ . Γ
D

δη

Δθ . Γ
D

w

wφ

w

e

eφ

e

s

sφ

s

n

nφ

n

(3.18)

Pe, Pw, Pn et Ps sont les nombres de Péclet définis par:

























D

F
P

D

F
P

D

F
P

D

F
P

w

w
w

e

e
e

S

s
s

n

n
n

(3.19)

 Les pas d'intégration (δθ)n, (δθ)s, (δη)e et (δη)w peuvent être égaux ou non aux pas de

calcul Δθ et Δη respectivement. Ils sont choisis constants et égaux aux Δθ et Δη. Considérons 

que les interfaces e, w, s et n sont les milieux des nœuds (P, E), (P, W), (P, N) et (P, S).

Dans ces conditions les grandeurs précédentes s'écrivent:

 

 

 

 
























Δθ

Δη . Γ
D

Δθ

Δη . Γ
D

Δη

Δθ . Γ
D

Δη

Δθ . Γ
D

wφ

w

eφ

e

sφ

s

nφ

n

(3.20)

Parmi les conditions de convergence et de stabilité exigées par cette méthode, notons

que dans l'équation (3.14) tous les coefficients doivent être positifs٫ SP doit être négatif et le

coefficient ap, doit être égal à la somme des autres coefficients et SP∆V.
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La discrétisation précédente s'applique aux équations différentielles aux dérivées

partielles de toutes les variable dépendantes :  est l'une de ces variables T+, ω+ et C+. Pour

chaque variable, le coefficient de diffusion Г et la source S sont définis dans le tableau 3.1.

3.3. Discrétisation de l'équation de l'énergie

L'équation de l'énergie est intégrée dans le volume fini typique de dimension H2.

(Δη)p. (Δθ)p . En suivant les mêmes étapes de discrétisation, on obtient l'équation algébrique

suivante :

bTaTaTaTaTa wWEESSpppp   (3.21)

Comme dans l'équation (3.2), le terme de source ST s'annule, le coefficient b s'annule

également et le coefficient aP figurant dans l'équation (3.15) devient:

aaaaa WESNP  (3.22)

Où aN, aS, aE et aW ont respectivement les mêmes expressions que dans le système

(3.17).

       En introduisant la fonction de courant adimensionnelle ψ+dans le système (3.10), il vient:
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

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


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











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





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



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




























η

ψ
  Δη  F

η

ψ
 Δη  F

θ

ψ
Δθ  F

θ

ψ
   Δθ  F

w

w

e

e

s

s

n

n

(3.23)

Dans la suite nous supposons que :

   

   

   

   
2

1j,iψ j,iψ
ψ

2

j,iψ 1j,iψ
ψ

2

j,1iψ j,iψ
ψ

2

j,iψ j1,iψ
ψ

w

e

s

n

























(3.24)
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Le développement du gradient de la fonction de courant à l’interface « e » est établi

d’après la démarche de NOGOTOV [71], comme suit : (voir figure 3.3).

Figure 3.3. Représentation schématique des nœuds P, E, W et S dans le maillage

   
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1/2j,1/2iψ1/2j,1/2iψ
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2
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2
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2
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2
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1

η

ψ

e








 












 



























Par suite la fonction Fe s’écrit :

        j,1iψ-1j,1iψ-j,1iψ1j,1iψ
4

1
Fe 

 (3.25.a)

De la même façon, on écrit le gradient à l’interface « w ».

   

       
4Δ

1j,1iψ-j,1iψ-1j,1iψj,1iψ

Δη

1/2j,1/2iψ1/2j,1/2iψ

η

ψ

w

























Et la fonction Fw est donnée par

        j,1iψ-1-j,1iψ-j,1iψ1-j,1iψ 
4

1
Fw 

 (3.25.b)
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De la même façon, le gradient à l’interface « n » est défini par :

   
Δθ

1/2j,1/2iψ1/2j,1/2iψ

θ
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

       
4Δ
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



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







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On en déduit:

        1j,iψ-1-j,1iψ-1j,iψ1j,1iψ
4

1
Fn 

 (3.25.c)

Le gradient à l’interface « s » s’exprime par la relation :

       
4Δ

1j,iψ-1j,1iψ-1j,iψ1j,1iψ

θ

ψ

s



















Et l'expression Fs devient :

        1j,iψ-1-j,1-iψ-1j,iψ1j,1-iψ 
4

1
Fs 

 (3.25.d)

Comme nous l’avons montré précédemment dans le tableau 3.1, le coefficient Γ

prend la valeur 1.

En portant cette valeur dans le système (3.20), les coefficients De, Dw, Dn et Ds

s’écrivent :














Δθ

Δη
DD

Δη

 Δθ
DD

we

sn

(3.26)

Par suite, les nombres de Péclet dans le système (3.19) deviennent :
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(3.27)

Pour homogénéiser les notations dans l'équation (3.21), on écrit W, P, E, N et S

respectivement (i,j-1), (i,j), (i,j+1), (i+1,j) et (i-1,j).

Les coefficients aE, aW, aN et aS sont pris au nœud (i, j).

Ainsi l'équation (3.21) peut s'écrire sous la forme:

         j,1iTaj,1iTa1j,iTa1j,iTaj,iTa SNWEP   (3.28)

3.3.1. Discrétisation des Conditions aux limites

Pour satisfaire les conditions imposées à la température des parois, on doit avoir:

 Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (I=NI).

aP = 1

aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 0

 Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur (I=1).

aP = 1

aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 1

3.4. Discrétisation de l'équation d’espèces:

L'équation discrétisée (3.14) peut se mettre sous la forme:

bCaCaCaCaCa wWEESSpppp   (3.29)

L'identification du coefficient aP à celui de l'équation (3.15) donne:

aaaaa WESNP  (3.30)

Les coefficients aS, aN, aE et aW ont pour expressions celles données par le système (3.17).
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       Lorsque le coefficient ΓΦ est égal 1/Le, comme nous l'avons montré dans le tableau 3.1,

aux interfaces e, w, n et s; les coefficients De, Dw, Dn et Ds se déduisent des expressions

suivantes:
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(3.31)

Les nombres de Péclet dans le système (3.19) deviennent:
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(3.32)

Pour homogénéiser les notations dans l'équation (3.29), on écrit W, P, E, N et S

respectivement (i,j-1), (i,j), (i,j+1), (i+1,j) et (i-1,j).

Les coefficients aE, aW, aN et aS sont pris au nœud (i, j).

Ainsi l'équation (3.29) peut s'écrire sous la forme:

         j,1iCaj,1iCa1j,iCa1j,iCaj,iCa SNWEP   (3.33)

3.4.1. Discrétisation des Conditions aux limites

Pour satisfaire les conditions imposées à la concentration prés des parois, on doit avoir:

 Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (I=NI).

aP = 1

aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 0

 Sur la paroi du cylindre elliptique intérieur (I=1).

aP = 1

aE = aW = aN = aS = 0 et ST = 1



Formulation Numérique Chapitre 3

37

3.5. Discrétisation de l'équation de quantité de mouvement

L'équation discrétisée (3.14) peut se mettre sous forme:

b+a+a+a+a=a ωωωωω +
WW

+
EE

+
SS

+
NN

+
PP (3.34)

L'identification du coefficient aP à celui de l'équation (3.15) donne:

aaaaa WESNP  (3.35)

Avec: SP.∆V = 0 

Les coefficients aS, aN, aE et aW ont pour expressions celles données par le système

(3.17).

Lorsque le coefficient Γ est égal à Pr, comme nous l'avons montré dans le tableau 3.1,

aux interfaces e, w, n et s; les coefficients De, Dw, Dn et Ds se déduisent des expressions

suivantes:
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(3.36)

Les nombres de Péclet dans le système (3.19) deviennent:
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(3.37)

Les coefficients eF , wF , nF et sF ont respectivement les mêmes expressions que dans

le système (3.25.a), (3.25.b), (3.25.c) et (3.25.d).

Dans le tableau 3.1, nous pouvons constater que le terme constant )(S0 du terme de

source est donnée par:
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(3.38)

Par conséquent, le coefficient b devient:

ΔV Sb 0

Avec:

.1 Δθ Δη. .H ΔV 2

b s'écrit donc:

        

        

        

        

                                 Δη.Δθ  

θ

C
  αcos θη,G   αsin θη, F

η

C
 αsin θη,G  αcos θη, F

N

θ

T
 αcos θη,G   αsin θη, F

η

T
  αsin θη,G  -αcos θη, F

.Ra.PrHb 2





























































































(3.39)

Avec:

   
Δη 2

j1,iTj1,iT

η
T

ji,









(3.40)

   
Δθ 2

1ji,T1ji,T

θ

T

ji,









(3.41)

   
Δη 2

j1,iCj1,iC

η

C

ji,









(3.42)



Formulation Numérique Chapitre 3

39

   
Δθ 2

1ji,C1ji,C

θ

C

ji,









(3.43)

Pour homogénéiser on utilise les notations citées au paragraphe précédent, les nœuds

W, P, E, N et S deviennent respectivement (i,j-1), (i,j), (i,j+1), (i+1,j) et (i-1,j).

Les coefficients aN, aS, aE, aW et b sont pris au nœud ( )ji, .

L'équation du mouvement discrétisée (3.34) s'écrit finalement:

     
    b+1-j,iωa+1+j,iωa+

j,1iωa+j,1+iωa=j,iωa
+
WW

+
EE

+
SS

+
NN

+
PP (3.44)

3.5.1. Discrétisation des Conditions aux limites

En déterminant la vorticité sur les parois, nous utilisons la méthode élaborée par

ROACHE [72], qui a exprimé en fonction de et utilisé un développement de Taylor:

- condition sur la paroi du cylindre elliptique intérieur (I=1).

1ηη

2

2

2

2

21
θ

ψ

η

ψ

H

1
      ω

























Développons en série de Taylor la fonction de courant au voisinage de la paroi

interne ( )j1,=i :

   
     

.....
η

j,1ψ

2!

Δη

η

j,1ψ

1!

Δη
j,1ψj,2ψ

2

22















La vorticité sur cette paroi s'écrit :

 
 

     
 

 
    j,1ψj,2ψ

Δη

2

Δθ

1j,1ψj,1ψ21j,1ψ

1H

1
j1,ω

2

2

2
































 Sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (I=NI).

2ηη

2

2

2

2

22
θ

ψ

η

ψ

H

1
      ω

























La vorticité sur cette paroi s'écrit:
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 
 

     
 

 
    j,NIψj,1-NIψ

Δη

2

Δθ

1j,NIψj,NIψ21j,NIψ

NIH

1
jNI,ω

2

2

2
































3.6. Discrétisation de l'équation de la fonction de courant

Réécrivons l'équation adimensionnelle (2.29) sous la forme suivante:












































θ

ψ

θη

ψ

η
ωH

2 (3.45)

Nous remarquons que l'identification de cette équation à l'équation (3.4) est

compliquée, c'est pourquoi pour la discrétiser nous utiliserons le développement de Taylor:

    






















θ

ψ

η

ψ
ji,ωji,H

2

2

ji,

2

2

ji,

2

Avec:

2

ji,1-ji,1j+i,

2

ji,j1,-ij1,+i

2

2

2

2

Δy

2f-f+f
+

Δx

2f-f+f
=

y

f
+

x

f








(3.46)

Nous en déduisons:

   
     

 

     
 Δθ

ji,ψ21ji,ψ1ji,ψ

Δη

ji,ψ2j1,iψj1,iψ
ji,ωji,H

2

2

2














 








(3.47)

La fonction de courant au nœud P sera donc exprimée en fonction de celle aux nœuds W,

N, E et S et s'écrit:

 
   

   
 

   
 

   ji,ωji,H
Δθ

1ji,ψ1ji,ψ

Δη

j1,iψj1,iψ

Δθ

1

Δη

1

2

1
ji,ψ

2

2

2

-1

22













 

















(3.48)
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3.6.1. Discrétisation des Conditions aux limites

Les conditions aux limites associées aux parois, que nous avons déterminées dans les

équations (2.31.a) et (2.32.a), deviennent:

 Condition sur la paroi du cylindre elliptique intérieur (I=1):

     
0

Δη 2

j3,ψ j2,4ψj1,3ψ

η

ψ

j1,










 
   

3

j3,ψ j2,4ψ
j1,ψ


 

 (3.49.a)

 Condition sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (I=NI):

     
3

j2,NIψ j1,-NI4ψ
jNI,ψ





 (3.49.b)

Nous obtenons donc un système d'équations linéaires que nous résolvons par la méthode

itérative de "relaxations successives".

3.7. Discrétisation des composantes de la vitesse

L’équation (2.32.a) nous donne respectivement les composantes adimensionnelles +
ηV

et +
θV de la vitesse; ROACHE [72], utilise les différences centrées pour obtenir une

expression discrétisée de ces composantes, ce qui nous donne:

 
   

   







 
















2Δ

1ji,ψ-1ji,ψ

ji,H

1

θ

ψ

ji,H

1
ji,V

ji,

η (3.50.a)

 
   

   







 
















2Δ

j1,iψ-j1,iψ

ji,H

1

η

ψ

ji,H

1
ji,V

ji,

θ (3.50.b)

 (i, j) i ≠ 1   ;  i  ≠  NI

                                 j  ≠ 1  ;  j   ≠ NN

3.8. Technique de sous relaxation

Parmi les méthodes de résolution des systèmes d’équation, on distingue les méthodes

itératives. Ces dernières sont généralement plus utilisées pour :
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 Des systèmes de grandes tailles

 Des systèmes dont les équations algébriques sont à caractère non linéaire et

couplé.

Dans cette catégorie de méthode, on utilise la technique de relaxation pour contrôler la

convergence du processus itératif (ralentir ou accélérer la convergence).

3.9. Processus de calcul

Pour résoudre le système d'équations (3.28), (3.33), (3.44) et (3.48) nous utilisons la

méthode proposée par E.F. NOGOTOV [71].

Ces équations peuvent se mettre sous la forme suivante adaptée précisément à une

résolution à l'aide d'une méthode itérative à coefficients de sous-relaxation :

       

     j1,iTaj1,iTa1j,iTa

1j,iTa
a

R
j,iTR1ji,T

1n

S

n

N

1n

W

n

E
P

Tn
T

1n

















(3.51)

       

     j1,iCaj1,iCa1j,iCa

1j,iCa
a

Rj,iCR1ji,C

1n

S

n

N

1n

W

n

E
P

Tn
T

1n

















(3.52)

       

        ji,bj1,iωaj1,iωa1ji,ωa

1ji,ωa
a

R
ji,ωR1ji,ω

1n

S

n

N

1n

W

n

E
P

n1n















 


(3.53)

     
   

   
 

   
 

   ji,ωji,H
Δθ

1ji,ψ1ji,ψ

Δη

j1,iψj1,iψ

Δθ

1

Δη

1

2

Rji,ψR1ji,ψ

1n2

2

1nn

2

1nn

1

22

Pn
P

1n











































(3.54)

n : ordre de l'intération.

Nous résolvons le système d'équations (3.51), (3.52), (3.53) et (3.54) de la façon suivante :

1/ Initialisation des valeurs de la température, de la concentration, de la vorticité et de

la fonction de courant au sein du maillage.

2/ Calcul de la distribution de la température.
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3/ Calcul de la distribution de la concentration.

4/ Calcul de la vorticité.

5/ Calcul de la distribution de la fonction de courant.

6/ Calcul des composantes des vitesses.

7/ Le processus itératif est répété jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de changement significatif

de la valeur de ψ par rapport au critère de convergence suivant : 

10
ψmax

ψmaxψmax
8

1n

n1n










7/ Le même critère est utilisé pour la température.

8/ Le même critère est utilisé pour la concentration.

8/  Stockage des valeurs de T, C, ω, ψ. 
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oui

Début

Lecture et écriture Des données

Initialisation des T, C, ω, ψ

Calcul de la Distribution de T

Calcul de la Vorticité ω

Calcul de la fonction De courant ψ

Calcul de la distribution de T, C sur la paroi interne

Calcul des composantes des vitesses

Condition
De convergence

Sur 

  2n1n
 

Stockage des
Valeurs de T, C, ψ, ω 

Calcul des nombres
de Nusselt et de Sherwood

locaux et moyens

n > nmax

Pas de
Convergence

Fin

Condition
De convergence

Sur T

oui

non

non

non

oui

Condition
De convergence

Sur C

oui

 
 

2TTT n1n  

  2CCC n1n  

non

Calcul de la Distribution de C

n=0, k=0

n=n+1, k=k+1
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4.1. Introduction

Ce chapitre est consacré à la présentation des résultats numériques de la convection

naturelle double diffusive dans un espace annulaire elliptique.

Parmi les paramètres gouvernant le système étudié, le nombre de Rayleigh (Ra)

thermique qui caractérise l’écart de la température, le rapport des forces de flottabilité (N) qui

caractérise le rapport des forces de poussée, solutale et thermique, le nombre de Lewis (Le)

qui caractérise le rapport de diffusions thermique et solutale, l'excentricité interne e1, et enfin

le nombre de Prandtl caractérisant la nature du fluide.

La gamme de variation des paramètres est : 50≤Ra ≤2.106, 0.2≤Pr≤1, 0.5<Le <100 et 

(-50)<N <(50).

Nous considérons plusieurs espaces annulaires elliptiques caractérisés par

l'excentricité du tube elliptique intérieur et extérieur.

Dans notre étude, nous avons utilisé les conditions pariétales thermiques suivantes :

- La paroi cylindrique externe est maintenue isotherme à la température T2 et à la

concentration C1.

- La paroi cylindrique interne est maintenue isotherme à la température (T1>T2) et à la

concentration C2 (C1>C2).

4.2. Etude du maillage

Dans cette étude plusieurs maillages ont été utilisés arbitrairement pour la configuration

suivante : (Le=2, N=1, Pr=0.70, Ra=102, 103 et 5.103, 0°, e1=0,6 ete2=0,4), pour voir leurs

effets sur les résultats. Le tableau 4.1 nous montre donc, la variation des nombres de Nusselt

moyens intérieur et extérieur, en fonction du nombre de nœuds, et nous a permis de choisir le

maillage (96x91) qui réalise un bon compromis entre précision et temps de calcul.

Tableau 4.1.Variation des nombres de Nusselt moyens extérieur et intérieur en fonction du

nombre de nœuds.

NIxNN 16x11 26x21 36x31 46x41 56x51 66x61 76x71 86x81 96x91 101x101

Ra=102 Nui 1.30 1.36 1.39 1.40 1.40 1.41 1.41 1.42 1.42 1.42

Nuo 0.81 0.85 0.86 0.87 0.87 0.88 0.88 0.88 0.88 0.88

Ra=103 Nui 1.59 1.72 1.77 1.80 1.81 1.82 1.83 1.83 1.83 1.83

Nuo 0.99 1.07 1.10 1.11 1.12 1.13 1.13 1.13 1.13 1.13

Ra= Nui 2.42 2.66 2.75 2.80 2.83 2.85 2.87 2.88 289 2.89

5.103 Nuo 1.49 1.64 1.70 1.73 1.74 1.76 1.77 1.77 1.78 1.78
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Tableau 4.2.Variation des nombres de Sherwood moyens extérieur et intérieur en fonction du

nombre de nœuds pour Le=2.

NIxNN 16x11 26x21 36x31 46x41 56x51 66x61 76x71 86x81 96x91 101x101

Ra=102 Shi 1.32 1.46 1.46 1.46 1.46 1.46 1.46 1.46 1.46 1.46

Sho 0.82 0.91 0.91 0.91 0.91 0.91 0.91 0.91 0.91 0.91

Ra=103 Shi 2.23 2.38 2.42 2.44 2.45 2.46 2.46 2.46 2.45 2.45

Sho 1.39 1.48 1.51 1.52 1.53 1.53 1.53 1.53 1.53 1.53

Ra=5.103 Shi 3.44 3.67 3.73 3.77 3.80 3.81 3.82 3.83 3.84 3.84

Sho 2.15 2.29 2.33 2.35 2.37 2.38 2.39 2.39 2.40 2.40

4.3. Comparaison des résultats issus de ce code de calcul avec ceux de la littérature

Parce que jusqu'à présent, les recherches sur la convection naturelle à double diffusion

dans un espace annulaire compris entre deux cylindres elliptiques, sont rares ou inexistants,

nous avons considéré le problème de la convection naturelle pure qui a été étudié par Elshamy

[5] et Zhu [73] pour valider le présent code de calcul.

Le tableau 4.3 comporte les valeurs du nombre de Nusselt moyen (Nu) interne et

externe pour la présente étude et celle de El Shamy [5]. Le tableau 4.3comporte les valeurs du

nombre de Nusselt moyen (Nu) interne pour la présente étude et celle de Zhu [73]. On

constate que nos résultats sont similaires avec ceux présentés par El Shamy et Zhu, avec un

pourcentage d’erreur acceptable.

Tableau 4.3. Validation du code de calcul avec les nombre de Nusselt moyens interne et

externe pour Pr=0.70, Le =1.0, N=0, et e2 =0.4.

e1 

(°)

Ra Nuo

Nos calculs

Nuo

([5])

Er

( % )

Nui

Nos calculs

Nui

([5])

Er

( % )

0.86 90 104 1.37 1.35 1 3.72 3.68 1

0.86 90 4.104 1.80 1.93 6 4.86 5.34 8

0.90 0 104 1.09 1.19 8 3.45 3.53 2

Tableau 4.4. Validation du code de calcul avec les nombres de Nusselt moyens internes pour

Pr = 0.70, Le = 1.0 et N = 0.

e1 e2 

(°)

Ra Nui

Nos calculs

Nui

([73])

Er

( % )

0.95 0.75 0 104 3.29 3.33 1

0.90 0. 5 0 104 3.42 3.60 5
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4.4. Première partie (convection naturelle)

Dans cette partie, les simulations ont été effectuées pour les nombres de Rayleigh

égaux respectivement à 50, 103, 104 et2.104et le nombre de Prandtl variant entre 0.2 et 0.7.

4.4.1. Effet du nombre de Rayleigh

Les figures (4.1-4.4) représentent les isothermes et les lignes de courant pour

différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra lorsque =0°. Nous notons que ces isothermes

et ces lignes de courant sont symétriques par rapport au plan vertical fictif médian.

Les isothermes de la figure 4.1 correspondant à Ra=50 sont des courbes fermées

concentriques et parallèles, dans ce cas, la répartition de la température est simplement

décroissante de la paroi chaude à la paroi froide. Les lignes de courant de la même figure

montrent que l’écoulement s’opère en deux cellules principales qui tournent très lentement

dans des directions opposées. Les valeurs de la fonction de courant sont très faibles. Dans ce

cas l’essentiel des transferts thermiques se fait par conduction au niveau de la paroi chauffée.

Pour Ra=103 sur la figure 4.2 les lignes isothermes se modifient sensiblement, et les

valeurs de la fonction de courant mentionnées sur la même figure augmentent aussi sensiblement,

ce qui traduit une transformation du transfert conductif au transfert convectif, mais il reste

relativement faible.

Pour Ra = 104, les lignes isothermes illustrées sur la figure4.3 changent de forme et

finissent par adopter la forme d'un champignon. La distribution de la température diminue à

partir de la paroi chaude vers la paroi froide. La direction de la déformation des isothermes est

conforme au sens de rotation des lignes de courant. En régime laminaire, les particules qui

décollent de la paroi chaude au niveau de l'axe de symétrie s'éloignent de la paroi chaude à cet

endroit. Dans ce cas là, la convection naturelle prédomine et les valeurs des fonctions de

courant augmentent.

Sur la figure 4.4, quand Ra=2.104, le taux de transfert thermique et les valeurs de la

fonction de courant sont plus élevés. Donc nous remarquons que quand le nombre de Rayleigh

augmente le taux de transfert thermique augmente aussi.
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Figure4.1. Isothermes et lignes de courant pour Ra=50, Pr=0.702, e1=0.8, e2=0.4 et α=0°. 

Figure4.2.Isothermes et lignes de courant pour Ra=103, Pr=0.702, e1=0.8, e2=0.4 et α=0 °. 

Figure4.3.Isothermes et lignes de courant pour Ra=104, Pr=0.702, e1 =0.8, e2=0.4et α=0°. 

Figure 4.4. Isothermes et lignes de courant pour Ra=2.104, Pr=0.702. e1=0.8, e2=0.4et α=0°. 

4.4.2.Effet du nombre de Prandtl:

4.4.2.1. Effet du nombre de Prandtl sur les lignes de courant et les isothermes

La figure4.5 illustre l'effet du nombre de Prandtl Pr sur les lignes de courant et les

isothermes.

Pour mettre en évidence l'effet du nombre de Prandtl sur l’écoulement, en maintenant le

nombre de Rayleigh constant Ra =102, nous lui affectons deux valeurs distinctes Pr=0,25 et
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0,7.Lorsque Pr=0,25, les lignes de courant du fluide s'organise en deux cellules principales

qui tournent très lentement dans des sens opposés avec une valeur maximale Ψmax=0,27, ce 

qui dénote d’une convection naturelle faible. Quand le nombre de Prandtl augmente (Pr=0,7)

la convection naturelle est toujours faible, la valeur maximale de la fonction de courant

(Ψmax=0,80). Donc pour un nombre de Rayleigh faible (Ra=102) la variation du nombre de

Prandtl de 0.25 à 0,7 n’influe pas sur l’écoulement et il n’y a pas de changement significatif

dans les valeurs maximales de la fonction de courant.

(a)

(b)

Figure 4.5.Isothermes et lignes de courant pour Ra=102, e1=0.8, e2=0.4,α=0°(a) Pr= 0,25 et (b) 

Pr=0,7

La figure 4.6 illustre l'effet du nombre de Prandtl Pr sur les lignes de courant et les

isothermes pour le nombre de Rayleigh Ra=4.104.

Pour Pr = 0,25 nous remarquons que les valeurs des lignes de courant augmentent pour

atteindre la valeur maximale (Ψmax = 29,78), et en augmentant le nombre de Prandtl à 

Pr=0,7, les valeurs des lignes de courant augmentent de plus en plus (Ψmax =35,46), donc 

nous pouvons dire que lorsque le nombre de Prandtl augmente pour Ra = 4.104, l’écoulement

s’intensifie de plus en plus.
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(a)

(b)

Figure4.6.Isothermes et lignes de courant pour Ra=4.104, e1=0.8, e2=0.4, α= 0°(a) Pr=0,25 et 

(b) Pr=0,7

4.4.2.2. Effet du nombre de Prandtl sur le nombre de Nusselt moyen

Pour différentes valeurs du nombre de Prandtl, variant entre 0,3 et 0,7 à Ra=104, La

figure 4.7 montre l'influence du nombre de Prandtl sur le nombre de Nusselt moyen. On

constate que le nombre de Nusselt moyen augmente avec l'augmentation du nombre de

Prandtl.
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Figure 4.7. L'effet de nombre de Prandtl sur le nombre de Nusselt moyen pour Ra=104,

e1=0.8, e2=0.4 et α=0°. 

4.5. Deuxième partie (double diffusive)

Dans cette partie, les simulations ont été effectuées pour le nombre de Prandtl (Pr),

variant entre 0.3 et 0.8,le nombre de Lewis (Le), variant entre 0.5 et 100, le rapport de la

flottabilité, N variant entre -50 et 50 et pour huit nombres de Rayleigh, Ra (102, 103,

104,5.104, 105, 5.105,6.105,106), notre étude a été menée pour les deux cas coopérant (les

forces de flottabilité thermique et solutale agissent dans le même sens, N≥0), et opposant (les 

deux forces s’opposent N<0). Nous examinons en particulier l’influence des paramètres de

contrôle sur l’écoulement et les mécanismes de transferts de chaleur et de masse.

4.5.1. L'influence du nombre de Rayleigh

Les figures (4.8-4.11) représentent les isothermes, les iso-concentrations et les lignes

de courant pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh lorsque α=0°. 

Nous notons que ces figures montrent que le régime de l'écoulement est monocellulaire.

Dans la partie gauche de l'espace annulaire, la cellule tourne dans le sens trigonométrique et

du côté droit, elle tourne dans la direction opposée (les particules du fluide se déplacent vers le

haut sous l'action des forces de la poussée d'Archimède).

La figure 4.8 montre que les isothermes et les iso-concentrations sont des courbes

presque parallèles et concentriques ce qui dénote que pour un faible nombre de Rayleigh

Ra=103, le transport de masse dans l’espace annulaire est essentiellement contrôlé par le

processus de diffusion. Les lignes de courant de fluide s’organisent en deux cellules qui

tournent très lentement dans des directions opposées.

Pour Ra=105, la figure 4.9 illustre le fait que les isothermes et les iso-concentrations se

transforment et finissent par adopter la forme d'un champignon. Nous notons également que,

dans ce cas, la distribution des températures et des concentrations sont différentes car le
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nombre de Lewis est égal à 2,0 ce qui traduit une diffusivité thermique 2 fois plus importante

que la diffusivité solutale.

Lorsque le nombre de Rayleigh devient important, Ra=106, les figures 4.10 et 4.11

montrent que les isothermes et les iso-concentrations sont plus confinées près des parois et

qu’au milieu de l’espace annulaire les valeurs de ces isolignes sont presque constantes dans la

moitié supérieure de ce dernier.

Figure 4.8:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=103, Le=2, N=1, α=0°, 

Pr=0.702, e1=0,86 et e2=0,688
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Figure 4.9:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, Le=2, N=1,

α=0°,Pr=0.702,e1=0,86 et e2=0,688.

Figure 4.10:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=106, Le=2, N=1,

α=0°, Pr=0.702,e1=0,86 et e2=0,688.
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Figure4.11:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=2.106, Le=2, N=1,

α=0°, Pr=0.702,e1=0,86 et e2=0,688.

4.5.2. Variation des nombres de Nusselt et de Sherwood locaux sur les parois intérieure

et extérieure:

La variation du nombre de Nusselt local sur les parois intérieure et extérieure de

l'enceinte est représentée sur les figures 4.12 et 4.13pour deux valeurs du nombre de Rayleigh

104 et 105, tandis que les paramètres suivants sont maintenus constants (Pr = 0,8, Le=2, n=1,

α=0°, e1=0,8 et e2=0,6). Nous remarquons, par exemple sur ces figures, que la valeur du

nombre de Nusselt sur la paroi extérieure est maximum lorsque l'angle θ est égal à 90° et elle 

est minimum quand l'angle θ est égal à 270°.Sur la paroi interne, les variations sont inversées.

Les mêmes remarques peuvent être faites pour le nombre de Sherwood local le long de parois

intérieure et extérieure, mais avec des valeurs plus élevées comme l’illustrent les figures 4.14

et 4.15.
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Figure4.12: Variation du nombre de Nusselt local sur les parois de l'enceinte intérieure et

extérieure pour Pr=0.8, Ra=104, Le=2, N=1, α= 0°, e1=0.8 et e2=0.6.
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Figue. 4.13:Variation du nombre de Nusselt local sur les parois de l'enceinte intérieure et

extérieure pour Pr=0.8, Ra=105, Le=2, N=1, α=0°, e1=0.8 et e2=0.6.
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Figure4.14:Variation du nombre de Sherwood local sur les parois de l'enceinte intérieure et

extérieure pour Pr=0.8, Ra=104, Le=2, N=1, α=0°, e1=0.8 et e2=0.6.
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Figure. 4.15:Variation du nombre de Sherwood local sur les parois de l'enceinte intérieure et

extérieure pour Pr=0.8, Ra=105, Le=2, N=1, α=0°, e1= 0.8 et e2=0,6.

4.5.3. Effet du nombre de Rayleigh sur les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens

L'effet du nombre de Rayleigh thermique sur les nombres de Nusselt et de Sherwood

moyens est illustré dans la figure. 4.16. Ces résultats montrent, qu’en dessous de Ra=103, les

valeurs de Nua et Sha sont pratiquement semblables et ont les mêmes valeurs, quand Ra>103,

l'augmentation du nombre de Rayleigh donne une augmentation des nombres de Nusselt et de

Sherwood moyens Cette augmentation est plus importante pour le nombre de Sherwood

moyen.
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Figure4.16: Variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens en fonction du nombre

de Rayleigh thermique pour Pr=0.7, Le=2, N=1, α=0°, e1=0.8 et e2=0.6.
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4.5.4. Effet du nombre de Prandtl sur les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens

La figure 4.17 illustre la variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens en

fonction du nombre de Prandtl. On peut voir que les valeurs des deux nombres augmentent

lentement à mesure que le nombre de Prandtl augmente. Mais, lorsque la valeur de ce dernier

atteint la valeur0.7, ces valeurs restent constantes quelle que soit l'augmentation du nombre de

Prandtl.
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Figure.4.17: Variation des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens en fonction du nombre

de Prandtl pour Ra=105, Le=2, N=1, α=0°, e1=0.8 et e2=0.6.

4.5.5. Effet du nombre de Prandtl sur les isolignes

Les figures (4.18, 4.19), (4.20, 4.21) et (4.22,4.23) représentent l'effet du nombre de

Prandtl (0.3,1.0) sur les isothermes, les lignes de courant et les iso-concentrations

respectivement pour Ra=103, 105 et6.105, en maintenant constants les paramètres suivants :

Le=2, N=1, α=0°, e1=0.8 et e2= 0.6.

A faible nombre de Rayleigh (Ra=103) sur les figures (4.18), (4.19) on constate que les taux

de transfert de chaleur et de masse sont faibles, les valeurs de la fonction de courant sont

relativement faibles aussi. Par contre pour Pr = 0,3 et Ra =6.105 comme illustré sur la figure

4.22 les valeurs de la fonction de courant atteignent une valeur maximale Ψmax = 40,91, donc 

l’écoulement s’intensifie. En augmentant le nombre de Prandtl Pr=1, la figure 4.23 montre

que les valeurs des lignes de courant atteignent une valeur maximale plus importante

Ψmax=49,35, ce qui dénote que l’écoulement s’intensifie de plus en plus, donc on peut 

conclure que lorsque le nombre de Prandtl Pr augmente, l’écoulement s’intensifie pour des

nombres de Rayleigh importants.
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Figure. 4.18:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=0.3, Ra=103, Le=2,

N=1, α=0°, e1=0.8 et e2=0.6.

Figure. 4.19: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=1.0, Ra=103, α=0°, 

e1=0.8, e2=0.6, Le=2 et N=1.
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Figure.4.20: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=0.3, Ra=105, α=0°, 

e1=0.8, e2=0.6, Le=2 et N=1.

Figure. 4.21: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=1.0, Ra=105, α=0°, 

e1=0.8, e2=0.6, Le=2 et N=1.
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Figure.4.22: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=0.3, Ra=6.105, α=0°, 

e1=0.8, e2=0.6, Le=2 et N=1.

Figure. 4.23: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Pr=1, Ra=6.105, α=0°, 

e1=0.8, e2=0.6, Le=2 et N=1.
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4.5.6. L'influence de l'excentricité interne (e1):

L’effet de l'excentricité du cylindre elliptique interne (e1) est illustré sur les figures

(4.24), (4.25), (4.26)(4.27), et (4.28). Pour α=0° et Ra=103,5.103, 104, 5.104 et 105 avec e2=0.5.

Nous avons utilisé quatre valeurs de e1 (0.58, 0.688 ,0.74 et 0.78) pour déterminer les

distributions des isothermes, des isoconcentrations ainsi que les lignes de courant.

Les figures citées ci-dessus nous permettent de remarquer que quelque-soit l’espace

annulaire utilisé (c’est-à-dire quelque-soit la valeur de e1 utilisée) quand on augmente la valeur du

nombre de Rayleigh, le taux de transfert de chaleur et de masse ainsi que les valeurs de la

fonction de courant maximales augmentent, et l’augmentation de la valeur de l'excentricité du

cylindre elliptique e1, provoque un élargissement de l’espace annulaire (augmentation de la

distance entre les deux parois elliptiques interne et externe), ce qui se traduit par une

intensification de la convection naturelle double diffusive.

e1=0.58
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e1=0.688

e1=0.74
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e1=0.78

Figure 4.24: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=103, α= 0°, e2=0.5,

Le=2 et N=1.

e1=0.58
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e1=0.688

e1=0.74
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e1=0.78

Figure 4.25. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations por Ra=5.103, α=0°, e2=0.5,

Le=2 et N=1.

e1=0.58
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e1=0.688

e1=0.74
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e1=0.78

Figure 4.26:Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, e2=0.5,

Le=2 et N=1.

e1=0.58
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e1=0.688

e1=0.74
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e1=0.78

Figure 4.27 : Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=5.104, α=0°, e2=0.5,

Le=2 et N=1.

e1=0.58
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e1=0.688

e1=0.74
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e1=0.78

Figure 4.28: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =105, α=0°, e2=0.5,
Le=2 et N=1.

Puisque cette étude examine la convection naturelle double diffusive dans un espace

annulaire dont la géométrie varie avec l'excentricité, la conductivité thermique équivalente est

le paramètre le plus approprié pour comparer les transferts de chaleur intervenant dans les

diverses géométries considérées. Le nombre de Nusselt est proportionnel à la valeur globale

du taux de transfert de chaleur qui se compose des modes conduction et convection, en

considérant que la conductivité thermique équivalente représente le rapport du transfert de

chaleur total entre les cylindres elliptiques intérieur et extérieur, le nombre de Nusselt n'est

pas un bon indicateur du transfert de chaleur en comparant les différentes géométries.

La conductivité thermique équivalente locale est définie comme étant le rapport du

nombre de Nusselt local d’une surface au voisinage de laquelle un fluide est en mouvement au

nombre de Nusselt local qui serait calculé si le fluide était statique. La conductivité thermique

équivalente globale est donnée par le rapport des nombres moyens de Nusselt pour l'un ou

l'autre cas.

conduction

conductionconvection
eq

T

T



















En faisant varier la valeur de l'excentricité (e1) du cylindre elliptique interne pour un

nombre de Rayleigh égal à 5.104, nous remarquons sur la figure 4.29 que la conductivité

thermique équivalente globale eq augmente avec l'augmentation de l'excentricité (e1), ce qui

dénote d’une intensification de la convection naturelle thermique.
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Figure 4.29. Effet de l’excentricité e1 sur la conductivité équivalente globale

sur la paroi interne.

4.5.7. Effet du nombre de Lewis:

Les résultats que nous allons maintenant présenter concernent les transferts thermique

et massique ainsi que les structures de l’écoulement dans une enceinte annulaire délimitée par

les parois de deux cylindres elliptiques horizontaux et confocaux. Pour une gamme du nombre

de Lewis variant de 0.5 à 100, N=1, θ=0° et Ra=105.

Comme illustré sur la figure4.30.On remarque que pour un faible nombre de Lewis

Le=0.5, le transfert de masse à l'intérieur de notre espace annulaire est principalement

véhiculé par le processus de la diffusion. Pour Le=1, sur la figure 4.31. Puisque le nombre de

Lewis compare la diffusivité thermique à la diffusivité solutale et dans ce cas les forces de

flottabilité thermique et solutale sont comparables, les isothermes et les isoconcentrations se

confondent. Pour un nombre de Lewis Le  1, les figures (4.32-4.38) montrent que le panache

massique rétrécît par rapport au panache thermique au fur et à mesure que le nombre de Lewis

augmente ceci est dû à la diffusivité thermique du milieu qui est entrain d’augmenter en

augmentant le nombre de Lewis, aussi les valeurs de la fonction de courant diminuent ce qui

dénote d’une diminution de l’intensité de l’écoulement. L'épaisseur de la couche limite

solutale est plus mince que la couche limite thermique autour du cylindre elliptique interne.

Par conséquent, le taux de transfert de masse est supérieur au taux de transfert de chaleur.

eq
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Figure 4.30. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=0.5 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.

Figure 4.31. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α =0°, Le=1, 

e2= 0.6, e1=0.8 et N=1.
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Figure 4.32. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=2, 

e2=0.6, e1= 0.8 et N=1.

Figure 4.33. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=3, 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.
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Figure 4.34. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=4, 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.

Figure 4.35. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=5, 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.
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Figure 4.36. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α=0°, Le=10, 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.

Figure 4.37. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=105, α= 0°,Le=20, 

e2=0.6, e1=0.8 et N=1.
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Figure 4.38: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =105, α = 0°,Le=50, 

e2 = 0.6, e1= 0.8 et N=1.

Figure 4.39: Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =105, α =0°, Le=100, 

e2 = 0.6, e1= 0.8 et N=1.
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4.5.8. Effet du rapport des forces de poussée N:

Nous mettons en évidence dans cette partie, l’effet du rapport des forces de poussée

thermique et solutale sur la structure de l’écoulement, les profils des isothermes et des

isoconcentrations ainsi que sur les taux de transfert de chaleur et de masse. Nous considérons

aussi bien le cas de la convection thermosolutale coopérante (les forces de flottabilité

thermique et solutale agissent dans le même sens, N≥0) et les deux forces s’opposent (N<0). 

La gamme des valeurs envisagées ici s’étend de –50 à 50 pour N et le nombre de Lewis (Le=1

et 5) les autres paramètres sont maintenus constants (Pr=0.702 et Ra=106).

Pour la valeur de Le=1, illustrée sur les figures (4.40-4.50) les stratifications

thermique et solutale sont semblables, les isothermes et les isoconcentrations se confondent

quelque-soit la valeur de N. Pour la valeur du rapport de poussée N=0,(fig. 4.40), dans cette

situation, les forces de flottabilité solutales sont nulles et le déplacement des particules

s’effectue sous le seul effet du gradient thermique. Lorsque N=-1, (fig. 4.46) les forces de

flottabilité thermique et solutale sont comparables et opposées, nous sommes en présence

d’une stratification thermique et massique les isothermes et isoconcentrations sont des

courbes concentriques autour du cylindre elliptique interne et par conséquent il n’y a pas de

recirculation dans l’espace annulaire les valeurs de la fonction de courant sont donc

pratiquement nulles. Pour les valeurs de N1, illustrées sur les figures (4.41-4.45), on

remarque que les valeurs de la fonction de courant qui augmentent dans même le sens

dénotant d’une intensification de l’écoulement. Par contre pour les valeurs de N<-1, illustrées

sur les figures (4.47-4.50), l’écoulement se fait en sens inverse que pour le cas précédent, Ceci

indique que les forces de flottabilités thermique et massique agissent dans ce cas-là en sens

inverse.

Lorsque Le =5, qu’on illustre sur les figures (4.51-4.57), nous remarquons dans cette

situation, que les distributions de température et de concentration sont différentes car le

nombre de Lewis est égal à 5, ce qui traduit une diffusivité thermique 5 fois plus importante

que la diffusivité solutale. On remarque aussi que ces isolignes sont très serrées près des

parois, ce qui se traduit par un transfert de chaleur et de masse intense près de ces dernières.
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4.5.8. a) : PourLe=1

Figure 4.40. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=0, e2=0.6 et e1=0.8.

Figure 4.41. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α= 0°, Le=1, 

N=1, e2=0.6et e1=0.8.
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Figure 4.42. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=5, e2=0.6 et e1=0.8.

Figure 4.43. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α=0°, Le=1, 

N=10, e2= 0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.44. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α = 0°, Le=1, 

N=20, e2=0.6 et e1=0.8.

Figure 4.45. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α =0°, Le=1, 

N=50, e2= 0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.46. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α=0°, Le=1,  

N=-1, e2=0.6 et e1=0.8.

Figure 4.47. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=-5, e2=0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.48. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=-10, e2 =0.6 et e1=0.8.

Figure 4.49. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=-20, e2= 0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.50. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=1, 

N=-50, e2=0.6 et e1=0.8.

4.5.8. b) : Pour Le=5

Figure 4.51. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α=0°, Le=5, 

N=0, e2=0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.52. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α = 0°, Le=5, 

N=1, e2 =0.6 et e1=0.8.

Figure 4.53. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α =0°, Le=5, 

N=5, e2=0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.54. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α =0°, Le=5, 

N=5, e2=0.6 et e1=0.8.

Figure 4.55. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=5, 

N=-1, e2=0.6 et e1=0.8.
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Figure 4.56. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra=104, α=0°, Le=5, 

N=-5, e2=0.6 et e1= 0.8.

Figure 4.57. Isothermes, lignes de courant et iso-concentrations pour Ra =104, α=0°,Le=5, N= 

-10, e2=0.6 et e1=0.8.

4.5.9. Effet du rapport de poussée N sur les nombre de Nusselt et de Sherwood

moyens :

Dans cette partie, nous examinons l’effet de la valeur du rapport des forces de poussée

thermique et solutale «rapport de flottabilité » sur les nombre de Nusselt et de Sherwood

moyens, pour un nombre de Rayleigh et Lewis constants (Ra = 104 et Le = 1).
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Les figures 4.58 et 4.59 montrent qu'il y a un rapport de flottabilité critique Ncr =-1, où les

valeurs des nombres de Nusselt et de Sherwood moyens sont minimums. Leurs valeurs

diminuent avec l'augmentation des valeurs de N, quand N<Ncr et augmentent avec

l'augmentation de la valeur de N quand N>Ncr, où nous constatons qu’il y a presque une

symétrie par rapport à la valeur de la flottabilité critique (Ncr=-1).
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Figure 4.58: Evolution du transfert de chaleur moyen avec le rapport de poussée N pour
Ra=104, α = 0°, Le=1, e2 = 0.4 et e1= 0.688.
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Figure 4.59: Evolution du transfert de matière moyen avec le rapport de poussée N pour Ra
=104, α = 0°, Le=1, e2 = 0.4 et e1= 0.688.
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Conclusion

Nous avons étudié la convection naturelle doublediffusive bidimensionnelle et

laminaire dans une enceinte délimitée par deux cylindres elliptiques confocauxhorizontaux.

Nous avons établi un modèle mathématique traduisant les transferts de mouvement au

sein du fluide, de chaleur à travers les parois actives de l'enceinte et de masse. Ce modèle

repose sur l'hypothèse de Boussinesq et sur la bidimensionnalité de l'écoulement. Nous avons

mis au point un programme de calcul, basé sur une méthode aux volumes finis, qui permet de

déterminer les champs de température, de concentration et la distribution de la fonction de

courant au sein du fluide, ainsi que les nombres adimensionnels de Nusselt et de Sherwood

locaux et moyenssur les parois actives de l'enceinte, en fonction des grandeurs caractérisant

l'état du système.

L'influence des nombres de Rayleigh,de Lewis et de Prandtl,ainsi que le rapport des

forces de volumes et l'excentricité du cylindre elliptique interne, sur l'écoulement, en régime

permanent, a été notamment examinée.

Les résultats des simulations numériques ont montré que pour un faible nombre de

Rayleigh Ra=103, le transport de masse dans l’espace annulaire est essentiellement véhiculé

par le processus de diffusion. Lorsque le nombre de Rayleigh devient important, Ra=105 et

106, les gradients de température et de concentration sont très importants. Le mouvement

d'origine solutale prédomine toujours dans ce cas.

Pour l'effet du nombre de Prandtl sur les isothermes, les lignes de courant, et les iso-

concentrations,l'augmentation dece dernierne montre pas d'effet significatif sur les lignes

isothermes pour les deux valeurs de Pr=0,25 et 0,7. Par contre Lorsque le nombre de Rayleigh

devient important, l’effet du nombre de Prandtl apparait sur les isothermes.

Pour l’effet de l’excentricité du cylindre elliptique e1 interne,nous avons remarqué

qu'avec l'augmentation du nombre de Rayleigh, le taux de transfert de chaleur, de masse et la

valeur de la fonction de courant maximale augmentent avec l’augmentation de la valeur de

l'excentricité du cylindre elliptique interne e1, l’augmentation de cette dernière entraine un

élargissement de l’espace annulaire ce qui favoriseune intensification de la convection

naturelle double diffusive.

Pour ce qui est des perspectives qu’on peut envisager comme suite logique à ce travail,

on peut citer:

 L’étude d’un écoulement en 3D.

 L’étude d’un écoulement en régime turbulent.

Applications d’autres conditions pariétales thermiques et massiques
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COORDONNEES ELLIPTIQUES

A.1. Introduction

Dans le référentiel elliptique représenté sur la figure A.1, nous observons dans le plan

(xy) un groupe d'ellipses et un groupe de paraboles :

Figure A.1. Représentation schématique des coordonnées elliptiques

- Les ellipses sont définies par u=constant, dont le grand axe est confondu avec l'axe (x).

- Les hyperboles sont définies par v = constant.

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques s'effectue à l'aide

des relations suivantes :















zz

sinθ shη a y 

cosθ chη a x 

(A.1)

Ces formules s'établissent comme suit, d'après la théorie des variables complexes.

Soit :

chwaz  (A.2)

Avec :

yixz  et iθ  η  w 

Nous avons :

2

eeee

2

ee
chw

iθηiθηww  





en développant les termes exponentiels, nous obtenons :

shη isinθ  chη cosθ  chw  (A.3)
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Introduisons cette valeur dans l'équation (A.2), il vient :

shηh sinθ i  chη (cosθ a  chw a y  i  x  z  (A.4)

L'identification de la partie réelle à x et de la partie imaginaire à y donne :

chη cosθ a x 

shη sinθ a y 

A.2. Démonstration géométrique

A partir du système (A.1), on a :

chη a

x
  cosθ  et

shη a

y
  sinθ 

soit :

ηcha

x
  θcos

22

2
2  et

ηsha

y
  θsin

22

2
2 

comme :

1  θsin  θcos 22 

on en déduit :

1
22

2

22

2


 sha

y

cha

x
(A.5)

on pose :









shη a  B

chη a A 
(A.6)

et comme :

R    η        shη    chη 

on se ramène donc à l'équation d'une famille d'ellipses de grand axe  chaA et de petit axe

shη a  B 

L'équation (A.5) sera donc de la forme :

1
B

y

A

x
2

2

2

2

 (A.7)

A.3. Coefficients métriques

En coordonnées cartésiennes un élément de longueur s'écrit :
222 (dy)(dx)(ds) 

En coordonnées polaire θ)(r, , 2(ds) est égal à :
2222 )(dr(dr)(ds) 

Cet exemple nous conduit à écrire, dans le cas général :
2

22
2

11
2 )(duh)(duh(ds) 

Où :

1u et 2u sont des coordonnées curvilignes, les quantités h1 et h2 les coefficients métriques qui

sont fonction, en général, des coordonnées.
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En coordonnées cartésiennes, on a 1hh yx  et en coordonnées elliptiques :

1/222
θη θ)sin  η(sh a  h  h  et 1h z 

Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations (A.1) et les définitions

suivantes :
222

2

η

z

η

y

η

x
  ηh 






































 (A.8)

222

2

θ

z

θ

y

θ

x
  θh 





























 (A.9)

222

2

z

z

z

y

z

x
zh 









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

















 (A.10)

par suite en obtient :

θ)sin  η(sh a h  h 2222
θ

2
η  (A.11)

1h 2
z  (A.12)

En connaissant les coefficients métriques, on peut écrire les différentes expressions des

gradients, divergences, rotationnels, etc…















 3

33

2

22

1

11

a
x

φ

h

1
a

x

φ

h

1
a

x

φ

h

1
  φ grad

avec :

321 h,h,h : coefficients métriques.

321 x,x,x : coordonnées curvilignes.


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
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










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).Vh.(h
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)V.h.(h
x

)V.h.(h
xh

1
Vdiv 321

3

231

2

132

14

avec :

321 V,V,V : composantes de la vitesse suivant x1, x2, x3.

3214 h.h.hh 

a)V(h
x

).V(h
x

ha).V(h
x

).V(h
x

h
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).V(h
x

h
h

1
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φ
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Puisque dans notre cas, nous avons, en coordonnées elliptiques :















1hh

hh

hh

z3

θ2

η1

et hhh θη 

et nous avons aussi :















zx

θ  x

η  x

3

2

1

;














z3

θ2

η1

VV
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





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















z3

θ2

η1

aa

aa

aa

vecteurs unitaires suivant zet, 

Ceci nous permettra donc de simplifier les équations précédentes :
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A.3.1. Exemple

Cas de deux cylindres elliptiques confocaux d'axes horizontaux (fig.A.2).

Figure A.2. Représentation schématique de deux cylindres elliptiques

confocaux d'axes horizontaux

Les relations (A.6) nous donnent :

1e

1e
    ηcoth     

B

A
2η

2η




 (A.17)

on en déduit :

BA

BA
e2η




 (A.18)

soit encore :

BA

BA
ln

2

1
    η 












 (A.19)

nous aurons donc pour le cylindre elliptique intérieur :















BA

BA
ln

2

1
    η

11

11
1 (A.19.a)

et pour le cylindre elliptique extérieur :















BA

BA
ln

2

1
    η

22

22
2 (A.19.b)

A.3.2. Excentricité de l'ellipse

L'excentricité d'une ellipse est donné par :

A

BA
e

22 
 (A.20)

avec : 1e0 

et A et B sont respectivement le grand et le petit axe de l'ellipse.

D'autre part la relation (A.17) donne :

B1 B2

η1

η2

A1

A2

x

y

o
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ηsh

ηch
    ηcoth    

B

A
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2
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2

2

 (A.21)

comme :

1    ηsh    ηch 22 

on en déduit :

ηsh    1    ηch 22  (A.22)

en remplaçant (A.22) dans (A.21) on obtient :

1    ηch

ηch

B

A
2

2

2

2




d'où :

ηch

1
1

ηch

1    ηch

A

B
22

2

2

2






on en déduit :

2
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2

2

2 A

BA

A

B
1

ηch

1 


soit encore :

e
A

BA

chη

1 22






on obtient donc :

chη

1
e  (A.23)

on aura donc pour le cylindre elliptique intérieur :

1

1
chη

1
e  (A.23.a)

et pour le cylindre elliptique extérieur :

2

2
chη

1
e  (A.23.b)

Les relations (A.21), (A.22) et (A.23) donnent :

2

22

2
2 e1

ηch

1
1

ηch

1    ηch
    ηth 




on aura donc :

1e

1e
    e    1      thη

2η

2η
2






ce qui donne :

1    thη

)  1      thη(  
e2η






qui permet d'obtenir la relation suivante :


















2

2

e11

1e1
ln

2

1
    η                   (A.23.c) 
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A.4. Formulation des équations de continuité, de la chaleur et du mouvement dans le

système de coordonnée elliptiques

A.4.1. Equation de continuité

Notre problème étant bidimensionnel, la relation (A.15) s'écrit :






















)hV(
θ

)Vh(
ηh

1
Vdiv θη2

(A.24)

Ainsi 0Vdiv 


, se traduit par :

0)hV(
θ

)Vh(
η

θη 








(A.25)

A.4.2. Equation de la chaleur

L'équation (1.7) peut se mettre sous la forme :

)Tgrad(div
c  ρ

λ
Tgrad.V

P











(A.26)

Compte tenu de l'expression du gradient donnée par la relation (A.13), le premier

membre de (A.26) don ne :

θ

T

h

V

η

T

h

V
Tgrad.V θη

















 

(A.26.a)

Des relations (A.13) et (A.24), nous déduisons :





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






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
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


 

2

2

2

2

2 θ

T

η

T

h

1
Tgraddiv (A.26.b)

Nous obtenons donc :













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


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


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2

2
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θη
θ

T

η

T
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1

ρc

λ

θ

T
V

η

T
V (A.27)

A.4.3. Equation du mouvement

Réécrivons l'équation (1.9) sous la forme suivante :



































 

ω grad div ν     sinα  
y

T
    cosα  

x

T
 β g    ω grad .V               (A.28) 

Nous expliciterons tout d'abord l'expression suivante :

 sinα  
y

T
    cosα  

x

T









 (A.28.a)

en fonction de η et θ. 

D'après les relations (A.1), nous pouvons écrire :

dθ  
θ

x
    dη  

η

x
dx











dθ  chη  sinθ  a    dη  shη  cosθ  a  dx   (A.29.a)

et
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dθ  
θ

y
    dη  

η

y
dy











dθ  shη  cosθ  a    dη  chη  sinθ  a  dy   (A.29.b)

A partir de ces valeurs nous déterminons les valeurs de dη et dθ : 

 
 dy   chη  sinθ  a  dx    shη  cosθ  a   

θsin    ηsh a

1
    dη

222



 (A.29.c)

 
 dy   shη  cosθ  a  dx    chη  sinθ  a     

θsin  ηsh a

1
    dθ

222



 (A.29.d)

Par suite on obtient :
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(A.30.a)

Nous remarquons que :
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Comme les dérivées partielles de T par rapport à x et à y sont définies par :
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η
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En tenant compte de la relation (A.30.b), l'équation (A.31.b) devient :
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Alors, en utilisant les relations (A.30.a), (A.31.a) et (A.31.c) nous obtenons :
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En portant ces valeurs dans l'expression (A.28.a), il vient :
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(A.33)

On peut écrire la relation qui précède sous la forme suivante :
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Avec :
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Finalement, l'équation du mouvement (A.28) s'écrit :
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Résumé :

Dans ce travail l’auteur présente une étude numérique des transferts de

chaleur et de masse par convection naturelle dans un espace annulaire, délimité

par deux tubes elliptiques horizontaux et confocaux rempli d'un fluide

newtonien, en régime laminaire et permanent. Le phénomène de la convection

thermosolutale est régi par: les équations de conservation de la masse, de la

quantité de mouvement, de l’énergie et de la concentration qui sont exprimées

dans unsystème de coordonnées dites "elliptiques", pour faciliter l’écriture des

conditions auxlimites et transformer le domaine curviligne en un domaine

rectangulaire.Les deux parois elliptiquessont soumises à un gradient thermique

(T=T1-T2) et un gradient solutal (C=C1-C2).

En utilisantl’approximation de Boussinesq et la formulation vorticité-fonction de

courant,la résolution de ces équations est basée sur un schéma de discrétisation

aux volumes finis et l’influence des principaux paramètres de contrôle : le

nombre de Rayleigh (Ra), le nombre de Lewis (Le), le nombre de Prandtl (Pr),

le rapport des forces de volume et l’excentricité interne (e1) sur la structure de

l'écoulement ainsi que,sur les taux de transfert de chaleur et de masse a été

examinée

Mots clés : convection naturelle thermosolutale, approximation de Boussinesq,

formulation vorticité-fonction de courant, coordonnées elliptiques.



المحورإھلیلجیھ أفقیةمساھمة لدراسة انتقال الحرارة والكتلة في حلقة 

 :ملخص

الحمل الحراري طریق عن لظاھرةانتقالالحرارة والكتلةعددیة دراسة م المؤلفقد

.متمركزتینأفقیتینجیتینإھلیلأسطوانتینحلقي محصوربینتجویف في ،الموجودالطبیعي

بمعادلاتالاستمراریة،كمیاتالحركة،الحرارة ومعادلة الكتلة ظاھرة الانتشار الحراري ترتبط 

"، لتسھیل كتابة الشروط الإھلیلیجیةالاحداثیات وحلھا یكون وفق  نظام احداثیات یسمى "

��ϞϴτΘδϤϠϜθԩϠόϟΎΠϤԩϟΈϴϨΤϨϤϟϻΎΠϤϟ΍ήϴϴϐΗϭΔϳΪΤϟ΍

الحرارةدرجة ثابت التجویفبالنسبةلشروطھَّذاالتسخینافترضناالجدارالداخلیوالخارجیلھذا

و T1>T2بالنسبةللجدارالخارجیمع C2 ،T2و بالنسبةللجدارالداخليC1،T1،والتركیز

C1>C2.

التحكم عدادتأثیر اأخذ بعین الإعتبارتیار، ودالة -و صیغة التدویمبوسیناسكتقریب ماستخد

(N)الدفعونسبة (Pr)برندل، وعدد (Le)لویسعدد ، (Ra)لرایليعدد الرئیسیة: 

.الحرارة والكتلة انتقال معدلاتتدفق، وعلىالتكوین ) علىe1الداخلي (اللاتمركزو

,دالة تیار-صیغة التدویم, تقریب بوسینسك, الطبیعيالكتلي-الحمل الحراريالمفاتیح:

الإحداثیات الإھلیلیجیة
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CONTRIBUTION TO THE STUDY OF HEAT AND MASS TRANSFER
IN A HORIZONTAL ELLIPTICAL SPACE ANNULUS

:Abstract

In this investigation the author presents a numerical study of heat and mass

transfer by natural convection in an annular space delimited by two horizontal

and confocal elliptical cylinders filled with a Newtonian fluid in laminar and

steadystate regime. The phenomenon of thermosolutale convection is governed

by the equationsof mass conservation, equations of momentum, energy and

concentration expressed in a coordinate system called "elliptical" to facilitate

writing boundary conditions and transform the area into a curved rectangular

field. The two elliptical walls of the isothermal enclosure, with a constant

concentration, T1 and C1 to the inner wall, T2 and C2 to the outer wall, with T1>

T2 and C1> C2.

Using the Boussinesq approximation and the vorticity-stream function

formulation, we study the influence of the main control parameters: the Rayleigh

number (Ra), the Lewis number (Le), the Prandtl number (Pr), the buoyancy

ratio (N) and the internal volume of eccentricity (e1) on the structure of the flow

and, on heat and mass transfer rates.

Key-words: Thermosolutal natural convection, Boussinesq Approximation,

vorticity-stream function formulation, elliptic coordinates.
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