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Nomenclature

Lettres latines :

A4, Az grands axes des cylindres elliptiques intérieur et extérieur. (m)
constante définie dans le systéme de coordonnées elliptiques, (distance aux
pbles)

B4, B2 petits axes des cylindres elliptiques intérieur et extérieur. (m)

Cp chaleur massique a pression constante. (j.kg™.K™)

e _JAZ-B/
€1 excentricité de l'ellipse interne. e, = A

1

VA, -B,’
€2 excentricité de I'ellipse externe. e, = V' 2 2

A,

accélération de la pesanteur. (m.s™)

g
e gpa’
Gr nombre de Grashof défini par Gr = >—AT .
v
o g _gpa’
Grm nombre de Grashof modifié défini par Gr, = I q.
v
h coefficient métrique défini dans la relation 1.15.
Nu nombre de Nusselt local.
Nu nombre de Nusselt moyen.
P tenseur des contraintes.
P pression au sein du fluide. (at)
vpc
Pr nombre de Prandtl défini par Pr = p)\ e
q densité de flux de chaleur. (W.m™)
So Terme de source figurant dans I'équation 2.1.
T température du fluide. (K)
T4 température du cylindre elliptique intérieur. (K)
T2 température du cylindre elliptique extérieur. (K)

Ty écart de température T4=T-T,. (K)



AT écart de température AT=T1-T». (K)
t temps. (s)
V, Vg composantes de la vitesse suivant n et 8. (m.s™)

-

v vecteur vitesse. (m.s™)

X,Y,Z coordonnées cartésiennes. (m)

Lettres grecques :

a angle d'inclinaison. (°)

coefficient volumique d'expansion thermique du fluide. (K™)

Mo coefficient de diffusion figurant dans I'équation 2.1.
A conductivité thermique du fluide. (W.m™".K™)

v viscosité cinématique. (m?.s™)

P masse volumique du fluide. (kg.m™)

Tj Tenseur des contraintes visqueuses.

n,6,z coordonnées elliptiques.

P fonction de courant. (m2.s™)

()} fonction générale figurant dans I'équation 2.1.
Exposants

parameétres adimensionnels.

*

Indices

[ intérieur.

e extérieur.

n Suivant la coordonnée n
0 Suivant la coordonnée 0
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Introduction

Introduction

La convection naturelle dans des enceintes fermées a fait I'objet de multiples
travaux, étant donné son implication dans nombre de phénoménes naturels et de
processus industriels. On peut classer les références suivant leur caractere
expérimental [1-16], théorique [17,18] ou numérique [5, 8, 9, 19-21, 16]. Dans ce
dernier cas, les équations résolues sont stationnaires [8, 9, 11-14, 22-24] ou
instationnaires [2-5, 13, 17, 21, 32-39] et I'espace bidimensionnel [2, 4, 8-14, 16, 21,
23-36, 38-44] ou tridimensionnel [14, 40, 45]. Les méthodes de résolution font appel
aux difféerences finies [4,12, 17, 22, 23, 32-36, 38, 39, 42-44], aux volumes finis [28,
30] ou aux éléments finis [39-52]. La géométrie des enceintes, trés variée, est
parallélépipédique [1-3, 32-36, 40,41,70], cylindrique [4, 17, 37, 71, 72], sphérique
[5], ellipsoidale [73] ou bien encore se présente sous forme d'anneaux cylindriques
[7, 8,12, 13, 15, 18, 19, 22, 38, 43, 72-78], sphériques [6, 9, 10, 15, 20, 38, 43, 48,
74-80] et elliptiques [24-31]. On trouve aussi des enceintes en forme de calotte [88],
de lunule [89] ou de secteurs annulaires cylindriques [90]. Des corrélations donnant

les nombres de Nusselt ou de Sherwood sont parfois proposées [18].

L'exploration des "routes vers le chaos", récemment, a donc renforcé l'intérét
de la convection naturelle dans les enceintes fermées aux grandes valeurs du
nombre de Grashof (ou de Rayleigh) et dans beaucoup de travaux, les auteurs
s'intéressent a la structure de I'écoulement : monocellulaire ou multicellulaire [90-
100]. Dans cette optique, la "capture" des écoulements multicellulaires est souvent
un objectif. Si I'enceinte oppose au mouvement du fluide des rétrécissements
suffisamment prononcés, méme aux faibles valeurs du nombre de Grashof, il est
souvent possible d'observer des écoulements multicellulaires. Dans ce cas, une
augmentation de ce nombre, c'est-a-dire une intensification de la convection
naturelle, doit pouvoir entrainer, selon la géométrie des parois et la viscosité du

fluide, la création de tourbillons.

Dans la simulation numérique de la convection naturelle dans des espaces
annulaires elliptiques, les méthodes des différences finies, volumes finis et les

éléments finis sont souvent employées avec la formulation vorticité-fonction de

1
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courant. Par exemple, les travaux [4, 12, 17, 22, 23, 32-36, 38, 39, 42-44] ont été
conduits par la méthode des différences finies et [39-68] ont utilisé la méthode des
eléments finis, cependant [28, 30] ont employé la méthode des volumes finis, et dans
[29] le transfert de la chaleur par convection naturelle a été simulé en utilisant la

méthode de la quadrature différentielle (DQ).

Dans ce travail nous utilisons un nouveau code de calcul aux volumes finis
[61-63] qui emploie les coordonnées elliptigues et les fonctions primitives (la
formulation vitesse-pression), associé au traditionnel algorithme SIMPLER [61, 63],
afin de résoudre les équations gouvernant la convection naturelle dans notre espace

annulaire elliptique.

En introduction générale nous présentons une étude bibliographique.

Dans le premier chapitre, nous décrivons le probleme, précisons les
hypothéses simplificatrices, formulons les équations a résoudre et présentons une
analyse théorique utilisant les coordonnées elliptiques bien adaptées a la géométrie

du systéme.

Le deuxieme chapitre est consacré a l'exposé de la méthode numérique

de résolution choisie et la discrétisation des équations.

Les résultats des calculs sont rassemblés dans le troisieme chapitre. Nous
déterminons les distributions de la température et de la fonction de courant dans le
fluide supposé newtonien, dont nous fixons le nombre de Prandtl a 0.7 (cas de l'air),
mais nous faisons varier le nombre de Grashof (Rayleigh). Nous voulons donc
répondre a la question évoquée précédemment, a savoir : L'intensification de la
convection peut-elle influer sur le nombre de tourbillons ? Selon la géométrie de
notre systeme, et les conditions thermiques pariétales. C’est a dire faire apparaitre
ou disparaitre des tourbillons en agissant sur la géométrie ou les conditions
thermiques pariétales de I'enceinte. Pour cela, nous considérons une enceinte
annulaire délimitée par les parois de deux cylindres elliptiques horizontaux et
confocaux: selon la valeur de I'excentricité du cylindre elliptique intérieur ou bien

l'inclinaison des deux cylindres elliptiques d’'un angle a donné par rapport a la

2
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verticale, un tel systéme permet, en effet, d'obtenir un tres grand nombre de

configurations.

Pour chacune de ces configurations dont certaines présentent un intérét
pratique (Stockage, Isolation, Energétique solaire), nous calculons d’abord les
nombres de Nusselt locaux, dont les variations le long des parois sont étroitement
liées aux distributions des isothermes et des lignes de courant, nous déeterminons
aussi les nombres de Nusselt moyens sur les parois et nous étudions leurs variations
en fonction des parametres, notamment en fonction du nombre de Grashof

(Rayleigh).

Pour ne pas alourdir le texte, nous renvoyons en annexes la formulation des
éguations de base de la mécanique des fluides en variables primitives dans un
systéme de coordonnées curvilignes orthogonales et des compléments de

mathématique.



Chapitre 1- Analyse théorique

Chapitre 1
Analyse théorique

1.1 Description du probléme

Considérons un espace annulaire, rempli d'un fluide newtonien en I'occurrence
de lair, situé entre deux cylindres elliptiques confocaux d'axes horizontaux. La
figure 1.1 représente une section droite du systéme.

Pour le premier cas de chauffage, les deux parois interne et externe sont isothermes

maintenues respectivement aux températures T et T, avec T1>T».

Pour le deuxiéeme cas de chauffage, la paroi externe étant maintenue toujours
isotherme a la température T, la paroi interne est traversée par une densité de flux

de chaleur constante q.

Pour le troisitme cas de chauffage, la paroi externe étant maintenue toujours
isotherme a la température T, et |la paroi interne sera chauffée differemment en deux
parties, sa moitié supérieure quand l'inclinaison du systéme est nulle, est maintenue
toujours isotherme a la température T4 et la moitié inférieure est traversée par une
densité de flux de chaleur constante q.

Vertical <

PR AT -

v Horizontal
e — - — o

L

Fig. 1.1 Section droite du systéme
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Dans les trois cas, il se produit, dans I'’enceinte une convection naturelle que

nous nous proposons d’étudier numériquement.

1.2 Hypothéses simplificatrices

En premier lieu, nous considérons un écoulement de fluide incompressible,
a propriétés physiques constantes et par ailleurs nous supposons étre dans le cadre
de I'approximation de Boussinesq. Celle-ci consiste a considérer les variations de
la masse volumique p négligeables au niveau de tous les termes des équations de la
quantité de mouvement hormis dans le terme de pesanteur dont les variations avec
la température, supposées linéaires, engendrent la convection naturelle. Ces
variations sont alors traduites par une équation d'état qui relie la masse volumique a

la température.

L’équation d’état est donc :
p=p(P.T)=p(T)=p,[1-B(T - T,) (1.1)
ou: B estle coefficient d’expansion thermique (constant).
po estla masse volumique de référence (constante).
T, estlatempérature de référence (constante) associée a p,.

Au niveau de tous les autres termes, la masse volumique est constante et égale a po.

La dissipation visqueuse et le travail des forces de pression sont négligeables
dans I'équation de la chaleur, le rayonnement n’est pas pris en considération (les
propriétés émissives des deux parois étant négligées).

Nous admettons que le probléme est bidimensionnel, permanent et laminaire.

1.3 Equations relatives a l'écoulement

Les relations nécessaires pour prédire ['évolution d'un écoulement
monophasique au sein d'une géomeétrie donnée sont déduites des principes
fondamentaux de la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
I'énergie. Les variables qui en découlent dans le cas le plus général sont: les trois
composantes de la vitesse V; , la pression P et la température T du fluide. Ces
variables sont toutes fonctions des coordonnées de I'espace et du temps (P(x;,t)).
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Pour ne pas alourdir le texte les détails sur les différentes étapes de constitution

de ces équations sont exposés dans I'annexe 1.

1.3.1 Formulation vectorielle

- Equation de continuité :
divV =0 (1.2)

- Equation du mouvement:

—

OV L (V.grad)V = P g+ EP (1.3)
t p P,
0
- Equation de la chaleur:
oT - - A 2
—+(Vv.grad)T =——0O°T 1.4
ot * (VT = oo (1.4)
avec :
p,A masse volumique et conductivité thermique du fluide.
Cp : Capacité calorifigue massique du fluide a pression constante.
P X tenseur des contraintes.
\7, 5 vitesse du fluide et accélération de la pesanteur.

1.3.2 Formulation indicielle

- Equation de continuité:
d
—I\V;J=0 1.5
an ( J) ( )

- Equation du mouvement:

0 0 LAV PRy
a(povi)-'-a(povivj)_ 0Xi+axj+p0[1 B(T TO)]gi (1.6)

J

- Equation de la température:

0 4 (c,T vj):i[AGTJ (1.7)

E(P CpT)J’a—Xj
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avec :
P : pression du fluide.

Tij: tenseur des contraintes visqueuses dont les éléments dépendent du

taux de déformation du fluide soumis au champ de vitesse.

1.3.3Formulation des équations dans un systéme de coordonnées curvilignes

orthogonales (coordonnées elliptiques)

Dans ce qui précede, nous avons présenté les équations fondamentales d’'une
part sous forme vectorielle et d’autre part sous forme indicielle en coordonnées
cartésiennes. Pour certains problemes, l'usage d'un systéme de coordonnées
quelconque non cartésien peut étre dun grand intérét, pour calculer des
écoulements autour de géométries complexes ou particuliéres. (nous avons présenté
la formulation détaillée en annexe 1)

Il est commode donc de définir un référentiel tel que les limites du systéme se
traduisent par des valeurs constantes des coordonnées. Les coordonnées dites
"elliptiques" (n,0) [64,65] permettent, précisément dans notre cas d'obtenir ce
résultat. La paroi du cylindre elliptique extérieur est représentée par n=n,=constant,
celle du cylindre elliptique intérieur par n=n=constant.

Dans le systéme de coordonnées (n,0,z), les surfaces n=constante sont des
cylindres elliptiques, les surfaces B=constante sont des cylindres hyperboliques et les

surfaces z=constante sont des plans paralléles. Comme l’illustre la figure 1.2.
b4

I Omry2 &=const
TR i v
| —

n=rconst
Om 1y = 6=0

Y
= 2,

A e=3 1 /2
Fig. 1.2: Schéma des coordonnées elliptiques
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Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques
s'effectue a l'aide des relations suivantes:

X =a.chn.cos9
(1.8)

y =a.shn.sin6
Les équations (1.2), (1.3) et (1.4) s’écrivent respectivement avec la convention
de sommation sur les indices répétés comme suit :
- Equation de continuité :

L’équation de continuité s’écrit, en coordonnées curvilignes:

h _hgh
1.9 ( 9 vasj:o (1.9)
hnhehz aXs hs
ou, sous forme développée :
1 0 0 d
—\hgh,p V,, )]+ —th,h,pVg)+—thhgpV, )| =0 1.10
hnhehz{an( enzP n) 09( nNzP 9) 62( n"eP z)} ( )

- Equations du mouvement :
Les équations de la quantité de mouvement, en I'absence de forces massiques

s’écrivent :

M"‘ ﬁav’“ +£lah% _ (Vs)2 oh, i
ot hs aXs hs h/ aXs hsh/ an ]

__1 aPi L1 0 hnhehzT . T 0h, T oh i
h,ox, * |hheh, [ox. L h, )] hh, ax, hh, ox, |

S

(1.11)

Le vecteur accélération de la pesanteur g s’écrit dans le nouveau systéme de

coordonnées (n,6,z) comme suit :

—

g = _gr] en_ge ee
avec :

a(shncosBsina +chnsinBcosa)

n
o (1.12)
a(shncosBcosa —chnsinBsina)
o =
h

- Equation de la température :

L’équation de température s’écrit, en coordonnées curvilignes:

0 1 d (h.hgh, 1 d (h.hgh, = oT
L loc,T)+ ( n_e pCpTVSj = ( n07z )\ j (1.13)
ot hoheh, [ OX, | h hoheh, [Ox. | h,

S
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ou, sous forme développée :

9 e pT)+L{i(hethcp T Vn)+%(hnthcp T Ve)+aa—z(hnhepcp T v)}

ot h,hgh, | on (114)
“h, h1 h Lan (h h.A ZD aaeth th%} aaz(h heA%ﬂ

avec :

n,e,z : coordonnées curvilignes.

hn,he,h,  © coefficients métriques, en coordonnées curvilignes, ils sont donnés par

les relations (1.15).

h,,h . sommations sur les nouveaux coefficients meétriques.
Xs . sommation pour les nouvelles coordonneées, dans le nouveau
réferentiel.

Vi, VeV,  nouvelles composantes du vecteur vitesse dans le nouveau référentiel.

V,,V, : sommation pour les nouvelles composantes du vecteur vitesse.
iy : sommation pour les vecteurs unitaires du nouveau referentiel.
1..,T,, . sommation pour le tenseur des contraintes visqueuses.
h, =h, =h =ay/sh’n +sin® O
n =M d (1.15)
h, =1

Nous aurons donc aprés les simplifications nécessaires, le systéeme d’équations
suivant :

- Equation de continuité :

1[ 9 9
h2L)n(hv) S hve )} 0 (1.16)

- Projection de I'équation du mouvement suivant 'axe des n) :

Vn Pl 0 v v ysQihy voy]=-1n _pg. +
Po 5t T2lan ' n'n’ 738" n"e han  Pon ~P9n

20%n 19y _19|Vnon| 20 Veon |, 10l o(Ve

h? an? h? 962 h?96| h 96| h?on| h 06 | L208| on| h |||(1.17)
L1109 Ve __n @__We Vn oh |oh

h? | on h ||06 h 06 h2 an|on

1 yzon_ an
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- Projection de I'équation du mouvement suivant 'axe des 0 :

9 v v )+ (v, V,) =—lﬂ+pg —pg, +
an™nVe!"36("VeVe h a8 T Po% ~PY

oV

Po 9 +p_0
ot  ph2
10%Vg 20Vg 19 |Vgan|, 2 0
h2 an2 h2 962 h2 ar] h ar] h2 00

(1.18)

L1la(Vel, a|Yn|lon_2
hz|on| h |7 a8 h ||an 2

Ay2oh_ 1, oh
Y VNae T2 Ve gy

- Equation de la température :

L’équation de température s’écrit, en coordonnées curvilignes:

2 2
e Zbrv, )+ 2(hmv,) = L2 8 T O
on 00 h® pC, | on 00

ot h?

(1.19)

1.3.4Formulation des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont les suivantes :
- pour la paroi externe : V,;=Vg=0 et T=T, (1.20)
- pour la paroi interne : V;=Vg=0
Cas | : La paroi est isotherme T=T
Cas Il : La paroi est soumise a une densité de flux de chaleur constante
_a %%
n=n.

(1.21)

QConstnt =

1.4 Adimensionalisation

L’adimensionalisation a pour avantage de faciliter la simplification des équations
et de généraliser les résultats.

Posons les quantités adimensionnelles suivantes :

. h . * V * Ve * P _P * t

h'===(shn+sin®6)"?, Vy =, Vg =42, P =—1—2_et t' =——
a bR ) T

\Y

10



Chapitre 1- Analyse théorique

avec :
a: Longueur caractéristique, choisie arbitrairement. (c’est la distance focale,

figurant dans les relations (1.8)).
v/a : Vitesse caractéristique.

a®/v : Temps caractéristique.

La température adimensionnelle pour la paroi interne est donnée selon la condition

pariétale thermique imposée:
- Cas | « paroiisotherme » :

— 3
T = T donc le nombre de Grashof est: Gr = 9’8? AT
T,-T, v
- Cas Il « densité de flux de chaleur constante q » :
4
T =i(T—T2) et donc le nombre de Grashof modifié est: Gr, = g/‘,Baz q
ga v

vpcC
Introduisons aussi le nombre de Prandtl : Pr = YRS,

1.4.1Equations adimensionnelles
En portant les quantités adimensionnelles définies précédemment dans les

équations (1.16), (1.17), (1.18) et (1.19), on obtient :

a,t=0 ona :Vn :VG =T =0
pourt>0,ona:
- Equation de continuité:

1 a * * a * *
F{E(h Vi) + o5 (h'V )} =0 (1.22)

- Projection de I'équation du mouvement suivant I'axe des n:

av* * ok ok * ok ok * * i i
n +1{6(h V'V )+g(h V'V )} _i*ai+GrT (shncos@sina tchnsmecosa)

PV, 2V VAR VAP P AVA
2 n,1"m_102 nah]Jrza{ 6h]+1 aha[e (1.23)

n00

W 2o n2d8 08| p2on 208" Al
2 RO 1o
00 h* 09 h™2 h* 0 h*2 ar] ar] h2 S ar] h'2 n'e 00

D

+ R

h'2 on

1 a[ J o Vnllon_ 2|1 Vnon'|on"
h*

11



Chapitre 1- Analyse théorique

- Projection de I'équation du mouvement suivant I'axe des 9 :
av* . .
&) 1 d v+ 0 iV | = iﬁ * (shncosBcosa —chnsinBsina)
st [an(h VnVe) 55 VgV, )} e +GrT .

V" V" Voo VAN LAV 1.24
+ 170, 2 9_16{9%}26 nah+1ahan (1.24)

h'2 o2 h'2 982 h20|p 0N
o 0[Vel, o Vn|lon 210 Vean'|an, 1 s2en_ 1 cen”
h'z| 0Ny | 08| T |{on pzipon - 208 90 2 1 a8 2 N76 o

- Equation de la température :

T* * Kk % 2" 2"
9 *{—" OV 2T )} AT o (1.25)

1.4.2Formulation des conditions aux limites adimensionnelles

Les conditions aux limites adimensionnelles sont les suivantes :

- Conditions sur la paroi du cylindre elliptique intérieur (n=n;= constant):
Vi =Vg =0 (1.26.a)
- Casl: T, =1 (1.26.b)

- Cas Il : Le gradient de température sur cette paroi peut étre déterminé a partir

de la définition de la température adimensionnelle, de la fagon suivante :

10T)_g 107 (1.26.c)
h ar] Ah™ an
En introduisant I'équation (1.26.c) dans I'’équation (1.21), il vient :
1 or =-1 (1.26.d)
h ar]
I
- Conditions sur la paroi du cylindre elliptique extérieur (n=ne= constant):
Vg = Vg =0 (1.27.a)
T, =0 (1.27.b)

12



Chapitre 1- Analyse théorique

En voulant évaluer les valeurs de la fonction de courant, nous utilisons les

relations suivantes :

Vi
. (1.28)
« 1oy
Vg =——=——
h dn
1.5 Coefficients d’échange de la chaleur
1.5.1Valeur locale du nombre de Nusselt
La définition générale du nombre de Nusselt est :
Nu=_32_ (1.29)

AAT
g : densité du flux de la chaleur a travers la paroi de I'enceinte.
AT : écart de température T4-T,
Soit :
9= h on n=cste
et en utilisant les définitions des températures adimensionnelles dans les deux

conditions pariétales thermiques, il vient :

- Casl: Nu = —i*aT (1.30)
h™ on n=cste

- Casll: Nu = -— *1 or | (1.31)
hT (rlue) ar] ‘n:cste

1.5.2Nombre de Nusselt moyen

Le nombre de Nusselt moyen s’exprime a partir de la relation suivante :

o 21
Nu=— [Nude (1.32)
21
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Chapitre 2
Formulation Numérigue

2.1 Introduction

L'examen du systeme différentiel établi dans le chapitre précédent montre que
trois parameétres influencent le profil de notre écoulement dans I'espace annulaire, en
maintenant le nombre de Prandtl constant, ce sont :
- L'angle d'inclinaison a.
- Le nombre de Grashof Gr.

- L’excentricité du cylindre elliptique intérieur e, (cf. annexe 2).

2.2 Méthode de résolution numérique

La forme finale du modéle mathématique est un systéme d’équations aux
dérivées partielles non linéaires qui ne peuvent étre résolues analytiquement. Dans
notre étude, on considére une solution numérique par la méthode des volumes finis.
Cette méthode est tres utilisée dans la solution numérique des problémes de
transferts, elle est bien exposée par S.V.PATANKAR [61] et E.SAATADJIAN [63].

La figure 2.1 représente le domaine physique et le domaine de calcul.

Froide
Froide
Chaude —™ N
1 Bl o
Domaine Fhysique Deomaine de Calewl

Fig. 2.1. Domaine physique et domaine de calcul
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2.2.1 Volume élémentaire d'intégration

On découpe I'espace annulaire selon les directions n et 6 en un ensemble de
volumes élémentaires ou « volumes de contrdle » égaux a «h*2.An.A8.1». (Le
probléme étant bidimensionnel, on prend l'unité dans la direction z comme
épaisseur).

Le centre d’un volume fini typique est un point P et ses faces latérales « est »,
« ouest », « nord » et « sud », sont désignées respectivement, par les lettres e, w, n
et s. Chacun des volumes finis intérieurs est entouré de quatre autres volumes finis.
Les centres de ces volumes sont les points E, W, N et S. Les variables scalaires
(pressions, températures) sont stockées aux points centrés dans les volumes finis,
alors que les composantes des vitesses sont stockées aux centres des faces
latérales des volumes finis [61]. Les équations de transfert des variables scalaires
sont intégrées dans le volume fini typique, cependant celles des composantes de la
vitesse sont intégrées dans des volumes finis décalés [61]. Celui de la composante
de la vitesse suivant 0 est décalé dans le sens positif de la coordonnée 0 et celui de
la composante suivant n est décalé dans le sens positif de la coordonnée n. Il est
bien connu que ce décalage est nécessaire pour éviter certaines instabilités
numeériques [61].

La figure 2.2 représente un volume-fini typique et son voisinage dans un

domaine de calcul.

0 (i+1)
{&min {--
0y —~
Py
(8nls {-- i
-1y ¥ =
< (A8) >
< (B8 > (5;—3;@ >
8-1) 0 8(j+1)

Fig. 2.2. Représentation d’'un volume-fini typique et son voisinage

dans le domaine de calcul.
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2.3 Discrétisation de I’éguation générale de transfert d’une variable @ dans le

volume de contrble

Pour illustrer la discrétisation des équations de transfert par la méthode des

volumes finis, on considére I'équation de transfert sous sa forme générale :

"i’+_(h
at

o¢, 0 , «
-r,—%)+—(h'V

S,
("66)

(2.1)

Les sources et les coefficients de diffusion sont spécifiés dans le tableau 2.1

variable Source Se=So+SpPp Coefficient
q)p rdD
i£+GT (shncosBsina +chnsinBcosa) 1 3 | Y oh”
h* on h h208 " 0 Fon | 2
Vi |20 V|, 10l voVall, 1| a[V|, o Vnllon
h 2 20N h 00 h 2 00 on h* h 2 onl n* 00 h 0
av V* * * * *
2|10V oh’ 2 | ‘'noh |oh 1 ,,420h 1,4, 0h r 1
= - 1o T Ve o T Ve gl | ®®
h2(p" 98 | on h2 h*2 on |on p2 on po 00
Sp®p
i£+GT (shncosecosa—chnsinesina) 1 0 Ve ah
v +2aVnah c 10|Vl 1|afYel, o] |
h*2 00 h on h*2 on 00 h* h*2 on h 00 h* on
2 (10v;)on" 2 e oh' [oh 1 _*2on" 1 _* *on"
R (h anjae hz| 2 06 | 00 20 Tz 98z nVean | Tee | 2
Sp®p
. 1
T 0 3

Tableau 2.1. Les sources et les coefficients de diffusion des variables ®
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L’équation de discrétisation d’'une variable ® est obtenue par l'intégration de
son équation de conservation dans un volume fini typique (pour les ® scalaires) ou
un volume fini décalé (pour les ® associées aux composantes de la vitesse). Ci-

apres, on présente un cas de discrétisation d’'une équation de transfert de @.

ejnjt ? “h dndedt*+ejnjt H h* v, ®) a(h;\e/e(b) dndedt * =

ws t* ws t*

i1le [ 22,0 s
J— I * 4 *

ws t* ae ¢ ae n ws t ¢ n
3 4

Les termes 1, 2, 3 et 4 de I'équation (2.2) représentent les intégrales triples
dans le volume fini (entre les faces w-e, s-n et t* et t*+At*), des termes de la variation
temporelle, de la convection, de la diffusion et de la source de ®. On utilise une
discrétisation temporelle totalement implicite pour les ® scalaires et semi-implicite
pour les vitesses (a cause des équations de transfert non linéaires). Pour la
discrétisation spatiale, on utilise le schéma de la loi de puissance (Power-Law) pour
approcher les variations de @ entre les points du maillage [61]. Ce schéma présente

'avantage d’étre inconditionnellement stable, [61].

Posons :
J, -(h A NOR I ?;DJ
a;l 2.3)
Jy =|h'Vy0-T, —
( & aej
ou J;, et Jg sont les flux totaux (convection plus diffusion).
En portant ces valeurs dans I'équation (2.1), on obtient :
0J,
0P 0% ﬂ_s (2.4)
ot 6r| 00

L’intégration de I'équation (2.4) dans le volume de contrdle de la figure 2.2
donne :

(©F - @2 )h:’an,00
At

+J —J, +J, -J, =So AV (2.5)
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Je, Jw, Jn €t Js sont les valeurs des flux totaux aux interfaces du volume de
controle.

Seest la valeur moyenne de S dans ce volume élémentaire. Ce terme peut
généralement étre linéarisé en fonction de ®p (au noeud P) et se mettre sous la
forme:

Se =S, +S, [®, (2.6)
avec : Sp<0.

Par suite I'équation (2.5) devient :

(@ -o)n;"An.00
At

J, —J, +J, —J, =(S, +Sp [, ) AV (2.7)

En intégrant aussi I'équation de continuité (1.20) dans le volume élémentaire,
on obtient :

F,-F, +F, -F, =0 (2.8)

ou Fn, Fs, Fe et Fy, sont les débits massiques (termes de convection) a travers les
surfaces de ce volume :

F,=('v;) e
F=(hv,), e 29)
F, =(h"v;),
F, =(h"V;), @n

Nous poserons dans ce qui suit ®5 = ®,

En multipliant I'équation (2.8) par la fonction @, et en soustrayant I'équation
obtenue de I'équation (2.7), il vient :

(@, —CD?,)%HJH -F, 0, )-(J, -F, @,)
+(J, -F, 0, )-(J, -F, @,)=(S, +S, [, ) AV
D’aprées S.V.PATANKAR [61], on peut représenter les termes entre

parenthéses de I'équation (2.10) de la maniére suivante :
J, —F, [, =a,(®, - ®,)

Jg —Fs b, =a (b, -,)
J, -F, 0, =a. (o, -o,)
J, -F, @®, =a, (®, -®,)

(2.10)

(2.11)

18



Chapitre 2- Formulation Numérique

Introduisons ces valeurs dans I'équation (2.10) on obtient :

ho’An,A0
At*
+aE(cDP _CDE)_aW(CDW _CDP):(SO +SP EDP)m\/

(CDP_(Dg) +aN((DP_cDN)_aS((DS_(DP)

Ce qui nous ameéne enfin a I'équation de discrétisation :
a,®, =a,d, +ta;d; +a.d. +a,,d,, +b
avec :

* 2
a, =ay +ag +a, +a, +ap —S.h,"An.A0

* 2
20 = e AnpA8
P *
At

b =S,h,°An,A0 +a%d?

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

On introduit maintenant la fonction A (| P )du nombre de Péclet, qui est celle

de la loi de puissance (Power Law), d’'aprées PATANKAR [61] , elle est donnée par ;

A([P|)=]ofi-0.1|P[f

Le symbole |A,B| signifie que le maximum entre A et B est choisi.

Les coefficients de | ‘équation algébrique (2.13) deviennent alors :
aN = DnA q Pn |)+|| _Fn’o ”
as =D,A q P, |)+|| F.0 ”

a. =D,A (P, |)+[ -F.0]
a, =D,A (P, |)+|F.0]

(2.17)

Dans les relations (2.17), les grandeurs D,, Ds, D. et D, sont les termes

diffusifs, et Py, Ps, Pe et Py, sont donc, les nombres de Péclet, ils sont définis par :

o = (o), @8
" (en),

o - (s). e
> (),

D = (rqa )e LAn
° ( (5) ).

r,), @
o=,

19
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p =
D,
o F
b, (2.19)
P, =1
D,
Pw :F_W
Dw

Parmi les conditions de convergence et de stabilité exigées par cette méthode,
notons que dans I'équation (2.13) tous les coefficients doivent étre positifs, Sp doit
étre négatif et le coefficient ap, doit étre égal a la somme des autres coefficients et
SpAV.

La discrétisation précédente s’applique aux équations différentielles aux
dérivées partielles de toutes les variable dépendantes : ® est 'une de ces variables
U, V, P et T. Pour chaque variable, le coefficient de diffusion ' et la source Sq¢ sont
définis dans le tableau 2.1. Cependant I'équation de discrétisation de la pression P
est obtenue par une combinaison des équations de discrétisation des équations des
quantités de mouvement et de I'équation de continuité [61].

2.4 Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement suivant n

L’équation de conservation de la quantité de mouvement suivant nj est intégrée
dans le volume de contrble décalé dans la direction n (figure 2.4). Les dimensions du
volume de contrdle décalé deviennent : AV=h*2.(6n)n.(A9)p et ce décalage permet de

situer les composantes des vitesses(V;])net(V;])saux centres de volumes de

contréle respectifs et adjacents.
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_ ! ! tn
Nc(i+1) i i i A
: 9
Ny iNe
np(i+1) ——— N4 NE (an)n
. [on) n¥ h i nE Y
ncld n nw ne M
1) AL 2 E (An)e
A |
) 5 sE .
neli-) (Bn)s| |sw | :se |
. v Sw S
apl1) SW__Sw S _ise SE
(A8)p (AO)
{56y (56)e

o(-1) 6ci-1)  eel)  ecl)  &e(+1)  ec(+1)

Fig. 2.3. Volume de contrble avant le décalage dans la direction n

JITI :
nc(i+1) A
i
1p(i+1) NE (&n)n
5)n A\
ncli {&n) nE -
nol) —— E (e
netn & £ M
np(i-1) —— SE—
(A0)
T oo | 6%

(1) eci-1) ol ocl)  Gel+1) ecf+1)

Fig. 2.4. Volume de contrble aprés décalage dans la direction n

La phase de discrétisation de I'équation de quantité de mouvement de Vr*] est

similaire a celle de I'équation générale :
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ap (Vr] )P =ay (Vr] )N +aS(V;] )s +ae (Vr] )E tay (Vr] )W +SVF] (2.20)

Elle s’exprime par les termes diffusifs et convectifs :

ou les termes diffusifs contenus dans les différents coefficients sont::

5 2000)

" (An )N

2.21
(&) (2:21)

et les termes convectifs sont :

£ =|n: (Vo). ;(Vn ) J {n6),
£ =|n; (Vo). ;(VF;)SJ[QAG)P

) ) (2.22)
<[ bk
Fw - (h;w (Vg )Nw; (Vg )w j [ﬂén)n
Les nombres de Péclet sont :
P, = Fy
Dn
o= F
b, (2.23)
P, = i
De
P, =Fo
DW

Les coefficients de I'équation algébrique de V;] sont donnés dans les relations (2.17).

o] \2 «2
aP :aN +aS +aE +aW + 2 (ah | ] (6n)n(Ae)P + hn (6r|)n(A )P (224)

h;Z an h*2 At*

n
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et le terme de source de cette équation est :

* h.%(&n), (28), (. -
Sy =S,h,” (3n), 00, +—= (A”t);( ) (Vi) (2.25)

Le terme Sy pour cette équation est spécifié dans le tableau 2.1.

2.5 Discrétisation de I’équation de guantité de mouvement suivant 9

L’équation de conservation de la quantité de mouvement suivant 0 est intégrée
dans le volume fini représenté par la figure 2.6, ou il y a un décalage de maillage
dans la direction 8. Le volume de contrdle devient : AV=hZ(An),.(38)e. En suivant les

mémes étapes de discrétisation que pour I'équation précédente on obtient 'équation
algébrique suivante:

2, (Vo), =an(Ve), +as (Vo) +ac (Vo). +aw (Vg),, *Sy; (2.26)
nci+1) At
3
npi+1) —— MW NE (&nu
. 5| [nW nE Y
TIC(') A
0 W E (Am)e
weiny sl _lsw SE \
np{i-1) Y _sw ' SE
i (A0 i
T o | ©9%

ep(-1) oci-1) el acl)  oelit1) 6c(+1)

Fig. 2.5. Volume de contrdle avant le décalage dans la direction 6
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**********

sE i

___________________________ P —
T

neli+) - N
np(i+1) = NW ENW . Ng
ncli) _Bnln| [nW
np(i) v lw e
ncl-n —Os|_lsw isw
np(i-1) ¥ lsw iw | }i
C ee
o | (B(I%)}e >
®L1) &l B0 D

Bp(+1)  c(+1)

Fig. 2.6. Volume de contrble apres le décalage dans la direction 0

Comme précédemment, on définit les quantités de convection et de diffusion F et D.

Les termes diffusifs sont :

(56),

D =
n iénjn

P = 00),

Et les termes convectifs sont :

o= e MJ (z6),
= e
etk gy

F, = {h; MJ {an),

2

24
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Les nombres de Péclet sont :

p =
Dn
.
D, (2.29)
p, =1
De
Pw :F_W
Dw

Les coefficients de I'équation algébrique de Vé sont donnés dans les relations (2.17).

. 2 £ 2
2 [ oh An)- 66 h, (An). (56
aP :aN +aS +aE +aW + h;2 [ ae |ej ( nz]z(z )e + e (Arl):’( )e (230)
et le terme de source de cette équation est :
: h.*(an)e (56), (, -
Sy, =S,h.”(an)s (56), + - (Ant)f( ). (vq), (2.31)

Le terme Sy pour cette équation est spécifié dans le tableau 2.1.

2.6 Discrétisation de I’équation de I’énergie

L’équation de I'énergie est intégrée dans le volume fini typique de dimension
h™.(An)e.(AB)s. En suivant les méme étapes de discrétisation on obtient I'équation
algébrique suivante:

apl, =a,Ty +agTg +ac Tz +a, T, +S; (2.32)
Les termes de diffusion sont :
o, =[ 18k
P, ) (8n),
o =[1 (48)s
PI’ 6“ S
(2.33)
o =1 )(@n)
° P, )(38).
DW = (i] (Arl)P
P, )(28),
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Les termes de convection sont :

F, = h; [ﬁvn )n [qu)P
F, =h. qv;), doe),

) . (2.34)
F, =h; Vs ), fan),
F, =h., i), fan)

Les nombres de Péclet sont :

Pn :F_n

DI’]
P, = i

D, (2.35)
P, = Fe

De
P, =Fo

DW

Les coefficients de I'équation algébrique d’énergie sont donnés dans les
relations (2.17).

*2
ap =ay +tag +ag +a, + e (AArlt): ) (2.36)
et le terme de source de cette équation est :
*2

At* P

2.7 Discrétisation des conditions aux limites

Les équations de discrétisation des conditions aux limites de notre probléme
sont aussi écrites sous la forme générale de I'équation de discrétisation.

Pour les poins sur les parois:

* Les composantes de la vitesse Vy, et Vg sont nulles :
Pour Vy, : ap=1

ag=aw=an=as=0 et S . =0
Y

Pour Vé - ap=1

ag=ayw=an=as=0et S . =0
V,
0
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* La température sur la paroi externe :
ap=1
ag=aw= an=as=0 et St=0
» La température sur la paroi interne :
Casl: ap=1
ag=aw= an=as=0 et St=1
Casll: ap=1
an =1

ag=aw= aS=0 et ST = h;(én)n

2.8 Equation de discrétisation de la pression

Cette équation est obtenue par une combinaison des équations de
discrétisation de I'équation de continuité et des équations des quantités de

mouvement [61], on obtient :
a.P, =aP, +a,P; +a.P; +a, P, +b (2.38)
Les coefficients de cette équation sont :

aN = dn I:h; |:qu)P
aS = ds I:h; |:ﬂAe)P

X (2.39)
aE = de I:he [ﬂAn)P
a, =d, h, i{an),
a, =a, tag +tag +a, (2.40)
* Dx * D* * D* * D*
b :{hs(an —hn(vn] J[ﬂAG)P +{hW(V9J —he(veJ JEﬂAn)p (2.41)
dn = hr: |:ﬂAe)P
aP
ds - h; |:ﬂAe)P
o (2.42)
d - h; [qArl)P
e aP
dw - h;/ [qAn)P
aP
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0 0

Les pseudo vitesses Vr*] et Vé sont les vitesses obtenues par la solution des

équations des quantités de mouvement (les équations de Navier-Stokes) sans les

termes de pression.

2.9 L'algorithme SIMPLER

Les systemes des équations de discrétisation sont résolus séquentiellement

suivant I'algorithme classique SIMPLER [61] :

1-

On initialise toutes les variables dépendantes a un certain temps appelé t*=0.

On incrémente le temps de At*.

On calcule les coefficients des équations de discrétisation des quantités de
mouvement et on détermine les pseudo vitesses.

On utilise les pseudo-vitesses dans la source de I'équation de discrétisation de la
pression. La solution de cette équation donne une estimation de la pression (P*)".
(" fait référence a I'estimation).

La pression (P')” est utilisée dans les équations de discrétisation des quantités de
mouvement, qui sont ensuite résolues pour obtenir une estimation du champ de

vitesse (Vr*] ) et (Vé )" (" fait référence a 'estimation).

Ce champ de vitesse est utilisé dans la source de I'équation de discrétisation de
la pression. La solution de cette équation donne une correction de pression (P*)'.
Le champ de vitesse est corrigé par la correction de pression.

Le champ de vitesse corrigé est utilisé dans I'équation de discrétisation de T qui
est ensuite résolue pour obtenir le champ de cette variable.

On compare les valeurs des variables dépendantes avant et aprés incrémentation
du temps: Si la différence entre ces valeurs est négligeable dans tout le domaine

de calcul on arréte ce dernier; sinon on retourne a I'étape 2.

2.10 Méthode de résolution

Une fois les équations algébriques décrivant les variations des variables de

I'écoulement dans le domaine de calcul sont établies, une méthode numérique de

résolution est choisie en fonction du type de ces équations.
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Considérons la notation indicielle, utilisée afin de faciliter la programmation des
étapes de calcul. La forme de I'équation de discrétisation de I'équation générale de
transport (2.13) sous la nouvelle notation est :

a, (i k)®,, =ay (i k)P, +ag (k)P +ag k)P, +ay (k) +b(ik) (2.43)
telsque: 1<i<il et 1<k <Kkl

Les coefficients de cette équation sont fonction des variables de transport @,
une méthode de résolution itérative doit étre utilisée a cause de la non linéarité.
Le systéme (2.43) est écrit sous la forme matricielle suivante :
{A ] =[d (2.44)
La matrice des coefficients { A} est une matrice a bande diagonale et la largeur
de la bande dépend de la dimension de I'espace. Dans le cas bidimensionnel ou la
fonction du transport sur chaque noeud est liée aux valeurs de cette fonction sur les

quatre nceuds adjacents, la matrice { A} est penta diagonale.

Le systeme (2.44) est transformé en un systéme tri-diagonal qui peut étre résolu
par I'algorithme de Thomas, (S.V.PATANKAR [61]), par la technique du balayage.

La méthode TDMA (Tri-diagonal-Matrix-Algorithm), (S.V.PATANKAR [61]), est
utilisée aprés chaque balayage pour résoudre les systémes d’équations

correspondant aux variables U*, V*, P*, (P*)~ et T*.

2.11 Contrble de la convergence

La convergence des calculs vers la solution exacte, est contrblée par deux
critéres :
- La différence entre deux valeurs successives (au temps t* et au temps t*+At*) des
variables d’écoulement, ne doit pas dépasser un certain seuil &.
- Cependant cette condition est insuffisante, car la différence dépend du pas de
temps choisis. Un équilibre thermique doit étre assuré entre les flux entrant et

sortants. Cette condition est satisfaite lorsque les deux flux sont égaux.
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Chapitre 3
Résultats

3.1 Introduction

Nous considérons quatre espaces annulaires elliptiques caractérisés par
I'excentricité du tube elliptique intérieur (€:=0.999, e;=0.9, €;=0.83 pour e,=0.75 et
e;=0.8 pour e,=0.25). Le premier cas étant celui ou le cylindre elliptique interne tend
vers un plan et le dernier cas est celui ou le cylindre elliptique externe tend vers un

cylindre circulaire.

Dans notre étude, nous présentons trois conditions pariétales thermiques
distinctes pour la paroi interne (en maintenant la paroi externe toujours isotherme a

la température T») :

- Premiére partie : la paroi interne est maintenue isotherme a la température
T1>To

- Deuxieme partie : la paroi interne est soumise a une densité de flux de chaleur
constante q.

- Troisieme partie : la moitié supérieure de la paroi interne est maintenue
isotherme a la température T,>T, et la moitié inférieure est soumise a une

densité de flux de chaleur constante q.

3.2 Maillage
Dans cette étude plusieurs maillages ont été utilisés arbitrairement pour la

configuration suivante : (e:=0.9, e,=0.75, et a=0°. Pour Gr=10* et Gr=10°), pour voir
leur effet sur les résultats, le tableau 2.1 nous montre donc, la variation du nombre
de Nusselt moyen et de la valeur maximale de la fonction de courant, en fonction du

nombre de nceuds, et nous a permis de choisir le maillage 60x130.
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NmaxXBmax | 10x10 | 10x20 | 20x40 | 30x60 | 40x80 |50x100 | 60x130
< NUmoyen | 5.256 | 5.254 | 5.254 | 5.254 | 5.254 | 5.253 | 5.253
o
—
(% Wmnax 0.923 | 0.954 | 0.866 | 0.861 | 0.858 | 0.858 | 0.858
10 NUmoyen | 5.497 | 6.131 | 6.354 | 6.224 | 6.225 | 6.225 | 6.225
o
—
(% Wmnax 10.549 | 11.159 | 15.036 | 15.084 | 15.142 | 15.145 | 15.145

Tableau 3.1 Variation du nombre de Nusselt moyen et de la valeur maximale
de la fonction de courant en fonction du nombre de nosuds

3.3 Comparaison de résultats issus de ce code de calcul avec des résultats de

la littérature
« ELSHAMY et al [30] ont considéré dans leur étude, un espace annulaire
compris entre deux cylindres elliptiques, horizontaux et confocaux. Nous
présentons dans la figure 3.1, les isocourants et les isothermes obtenues par ce
code de calcul en utilisant les mémes parameétres que ceux utilisés dans la
référence [30]. En comparant, donc cette figure avec les figures 9 et 10 de la
référence citée, nous remarquons que les résultats sont qualitativement
similaires, ceci d’'une part, d’autre part nous avons regroupé dans le tableau 3.2,
les valeurs du nombre de Nusselt moyen sur les deux parois, issus de ce code de
calcul avec ceux de la référence [30] et la aussi, nous remarquons que

guantitativement nos résultats et les leurs sont en tres bon accord.

=

a) €,=0.86 b) €1=0.688 c) e:,=0.474

Fig. 3.1 Isocourants et isothermes pour Ra=10*, a=0° et e,=0.4
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Paroi interne Paroi externe

e; e a Ra Ref.[30] | nos calculs| Ref.[30] | nos calculs
0.688| 0.4 | 90° | 10* 2.66 2.72 1.38 1.43
0.688 | 0.4 | 90° 10° 4,94 4.78 2.51 2.52
0.86 | 0.4 | 90° 10* 3.68 3.46 1.35 1.30
0.86 | 0.4 | 90° | 4x10* 5.34 4.70 1.93 1.77

Tableau 3.2 Comparaison du nombre de Nusselt moyen
de la référence [30] avec nos résultats

3.4 Cas de la paroi interne isotherme (Premiére partie)

3.4.1 Influence du nombre de Grashof

Les figures (3.2-3.16) représentent les isothermes et les lignes de courant
pour différentes valeurs du nombre de Grashof Gr quand a=0°.

Nous remarquons que ces isothermes et ces lignes de courant sont
symétriques par rapport au plan vertical fictif médian. Les figures (3.2-3.4), (3.6 et
3.7) et (3.11-3.16) montrent que le régime de I'écoulement est monocellulaire, du
cbté gauche du plan de symétrie, I'écoulement tourne dans le sens trigonométrique
et du c6té droit, il est de sens contraire (les particules du fluide se déplacent vers le
haut sous l'action des forces de pesanteur le long de la paroi chaude interne puis

descendent au voisinage de la paroi froide du cylindre elliptique extérieur).

Pour Gr=10%, la convection laminaire est faible, les figures (3.2), (3.6) et (3.11)
représentent les lignes de courant du fluide dont I'écoulement s'organise en deux

cellules principales qui tournent tres lentement dans des sens opposés.

Les isothermes sont des courbes fermées presque paralléles et concentriques
qui épousent assez bien les profils des parois. Dans ce cas la distribution des

températures est simplement décroissante de la paroi chaude vers la paroi froide.

On peut dire que I'essentiel des transferts thermiques se fait par conduction au
niveau de la paroi chauffée, bien que les champs des vitesses soient différents de
zéro. La convection est donc relativement faible, les valeurs de la fonction de courant

gui sont données sur les figures sont trés petites.
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Les configurations géométriques (e;=0.9 et e,=0.75) et (e,=0.83 et e,=0.75)
représentées respectivement sur les figures (3.7) et (3.12) pour Gr=10* montrent que
nous sommes toujours en régime pseudo-conductif, les transferts thermiques se font
donc essentiellement par conduction, les valeurs de la fonction de courant figurants
sur ces différentes figures sont toujours faibles, ce qui traduit donc une convection

relativement faible.

Cependant pour Gr=10*, les lignes isothermes de la figure (3.3) (e:=0.999 et
e,=0.75) se transforment de maniere symétrique par rapport a I'axe vertical et se
modifient sensiblement, et les valeurs de la fonction de courant mentionnées sur la
méme figure augmentent aussi sensiblement, ce qui traduit une augmentation de la
convection, mais qui reste relativement faible comme le montre l'allure des lignes

isothermes.

Les configurations géométriques (€;=0.999 et e,=0.75) et (e:=0.8 et e,=0.25)
représentées, respectivement par les figures (3.4) pour Gr=10° et (3.15) pour Gr=10°
montrent que les lignes isothermes se modifient et finissent par adopter la forme d’un
champignon. La distribution de la température est décroissante de la paroi chaude
vers la paroi froide. Le sens de la déformation des isothermes est conforme au sens
de rotation des lignes de courant. En régime laminaire, on peut dire que, sous
I'action du mouvement des particules qui décollent de la paroi chaude au niveau de
I'axe de symétrie, les lignes isothermes se « voltent » et s’éloignent de la paroi a cet
endroit. Les valeurs des fonctions de courant augmentent ce qui signifie que la

convection s’intensifie.

Les figures (3.2) et (3.3) de la configuration (e:=0.999 et e,=0.75) et qui
correspondent respectivement & Gr=10° et Gr=10*, montrent qu’au niveau du plan
fictif horizontal passant par le centre du systeme, le rétrécissement de l'espace libre
favorise le transfert conductif entre les deux surfaces d'échange et fait apparaitre au
coeur des deux tourbillons principaux deux noeuds tournant dans le méme sens que

le tourbillon les englobant.
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L'augmentation du nombre de Grashof intensifie la convection : les noeuds
supérieurs se renforcent et commencent a se fondre alors avec ceux inférieurs

comme lillustre la figure (3.4) pour Gr=10>.

Sur la figure (3.5) (€:=0.999 et e,=0.75) pour Gr<2x10° et la figure (3.8)
(e:=0.9 et e,=0.75) pour Gr<7.5x10" 'augmentation du nombre de Grashof qui traduit
une intensification de la convection naturelle, a permis I'apparition d’'une bifurcation
donnant naissance a deux cellules supplémentaires tournant dans le sens contraire
des cellules voisines et les figures (3.9,3.10), pour respectivement, Gr<10° et
Gr<2x10° montrent que pour cette configuration (e;=0.9 et €,=0.75) nous avons deux
bifurcations avec quatre cellules supplémentaires tournant chacune dans le sens
contraire de sa cellule voisine. L’augmentation du nombre de Grashof, nous a permis
donc de passer a un autre régime d’écoulement, qui est I'écoulement multicellulaire,
avec l'apparition de ces bifurcations dans la partie supérieure de notre espace

annulaire, qui est une zone d’instabilités aux grandes valeurs du nombre de Grashof.

Ces figures montrent aussi, que le fluide est pratiquement immobile, dans la

partie basse de notre enceinte.

Les lignes isothermes se déforment et s’enfoncent la ou il y a présence de

deux tourbillons contra-rotatifs.

Notons aussi que les lignes isothermes, de toutes les figures citées plus haut,

ont été tracées avec un AT*=0.1 .
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Level psi

16 0.42
15 0.37
14 0.31
13 0.25
12 0.20
11 0.14
10 0.08
9 0.03
g -0.03
7 -0.08
[ -0.14
5 -0.£0
B -0.€5
3 -0.31
Z -0.37
1 -0.42

.29
. B9
.09
-10.

- 029 8 =90° psi = 11.88
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Fig. 3.3. Isothermes et lignes de courant pour ,=0.999, e,=0.75, a=0° et Gr=10"

p=i

-3.

-9,
-16.
-22.
-29.
-35.
-42.
-45.

Fig. 3.4. Isothermes et lignes de courant pour ,=0.999, e,=0.75, a=0° et Gr=10°
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Lewel p=i

G4, 41
55,82
47,23
38.65
30,06
21,47
12,88
4,29
-4, 29

5 =507

Fig. 3.5. Isothermes et lignes de courant pour €,=0.999, e,=0.75, a=0° et Gr=2.10°
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0.075
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0.055
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0

i}
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Fig. 3.6. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.9, e,=0.75, a=0° et Gr=10°
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Fig. 3.7. Isothermes et lignes de courant pour e1=0.9, e,=0.75, a=0° et Gr=10"
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Lewel psi

.45
.33 6 =50°
-20 SRR psi =0.581
) B s YN
14
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g2
1z &

Fig. 3.8. Isothermes et lignes de courant pour €;=0.9, e,=0.75, a=0°
et Gr=7.5x10*

Leve

|
=
o

Y T |
=
By

I 1

1 psi

=15.145

psi

-11.58
-13.36

Fig. 3.9. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.9, e,=0.75, a=0° et Gr=10°
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Fig. 3.10. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.9, e,=0.75, a=0° et Gr=2.10°
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Level psi

16 0.013
15 0.011

14 0.009

13 0.008

12 0.006

11 0.004{//E;5
10 0.003

5 0.001f}

8 —0.001t4

7 -0.003

6  -0.004

5 -0.006

4 -0.008

3 -0.009

2 -0.011

1 -0.013

Fig. 3.11. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.83, e,=0.75, a=0° et Gr=10°

Level psi

16 0.127
15 0.110 -

14 0.093 /_m\psi = 0.134
13 0.076

1z 0.059

11 0.042

10 0.025

3 o.uoa,

8§  -0.008

7 -0.025

6§  -0.042

5 -0.059

4 -0.076

3 -0.093

2 -0.110

1 -0.127

Fig. 3.12. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.83, e,=0.75, a=0° et Gr=10"

Level psi

16 1.278
15 1.108 6o ge
14 0.937
13 0.767
12 0.596
11 0.426
10 0.256

9 0.085

g -0, 085t}
7 -0.256

3 -0.426

5 -0.596
4 -0.767

3 -0.937

z -1.108

1 -1.278

Fig. 3.13. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.83, e,=0.75, a=0° et Gr=10°
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Level psi

—Z. 223
-2.565

16 2,565

15 z.z23 6 g0
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Fig. 3.14. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.83, e,=0.75, a=0° et Gr=2.10°
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16 35.00
1E 30,34
14 2587
13 £1.00
12 16.33
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10 7.00
3 Z.33
2 -2.33
7 =7.00
& -11.67
£ -16.33
4 —£1.00
3 —Z5.67
z —30.34
1 -35.00

g =00

Lewyel p=i
1a 70,605
15 61,191
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13 4Z. 363
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g -4, 707
7 -14,121
] -£3. 535
5 -3£.9459
4 -4z, 363
3

2

1

-51.777
-61.1591
=70, 605

Fig. 3.16. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.8, €,=0.25, a=0° et Gr=10*
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3.4.1.1 Nombre local de Nusselt

Nous déterminons les nombres de Nusselt locaux dont les variations le long
des parois sont étroitement liées aux distributions des isothermes et des isocourants,
de sorte que, qualitativement, ces variations et ces distributions peuvent souvent se
déduire les unes des autres. Par exemple, si I'on considere un point courant sur une
paroi suivant une coordonnée, l'observation d'une diminution monotone du nombre
de Nusselt local correspond a un écoulement dirigé suivant cette coordonnée;
I'observation d'une augmentation correspond a un écoulement dirigé en sens oppose€;
un minimum traduit l'existence de deux tourbillons contra-rotatifs éloignant le fluide
de la paroi ; un maximum traduit, au contraire, l'existence de deux tourbillons contra-
rotatifs apportant du fluide vers la paroi ; un décrochement au cours d'une diminution
traduit I'existence, a l'intérieur d'un tourbillon longeant la paroi suivant la coordonnée
considérée, de deux tourbillons co-rotatifs; un décrochement au cours d'une
augmentation traduit I'existence de deux tourbillons co-rotatifs, a l'intérieur d'un

tourbillon longeant la paroi en sens contraire de la coordonnée envisagée.

3.4.1.2 Analogie entre la variation du nombre de Nusselt local - isothermes et

isocourants

Nous remarquons donc sur les figures 3.17 et 3.18 qui suivent que les
variations du nombre de Nusselt local sur la paroi interne sont en conformité avec ce
qui vient d’étre cité plus haut. Ce qui nous permet donc de suivre I'évolution de notre

écoulement dans notre espace annulaire.
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Nombre de Nusselt Local (Paroi chaude)

— 1
0 4 9 13 180 225 270 315 360
6 (%)

Fig. 3.17. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude

(Paroi chaude)
N
1

24

Nombre de Nusselt Local

0 45 90 o
6(°)

Fig. 3.18. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude

T .
135 180
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3.4.1.3 Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi du cylindre elliptique

intérieur

Les figures 3.19 et 3.20 illustrent la variation du nombre de Nusselt local sur
la paroi du cylindre elliptique intérieur, et nous permettent de remarquer qu'avec
'augmentation du nombre de Grashof, la valeur du nombre de Nusselt local

augmente, ce qui est évident.

Gr=10° e1=0.9

5 €,=0.75
—Gr=210 =0°
o=

Nombre de Nusselt Local Paroi chaude
[o:]
1

. —— .
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
6(°)

Fig. 3.19. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude

—er=10® 800
 Gr=210°% .
A0° 2o

Nombre de Nusselt Local Paroi chaude

0 E T ) T L T ) T L T y T E T )

0 45 90 135 180 225 270 315 360
6(°)

Fig. 3.20. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude
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3.4.1.4 Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi du cylindre elliptigue

extérieur

Examinons la figure 3.21 qui représente les courbes de variation des
nombres de Nusselt locaux Nu; et Nue le long des parois des cylindres intérieur et
extérieur respectivement (pour a=0°). On voit, par exemple sur cette figure, que Nue
est maximum dans la région sommitale (6=90°) et minimum dans la partie basse de
I'enceinte (6=270°) ou le fluide est pratiquement immobile. Sur la paroi intérieure, les
variations sont inversées : De telles oppositions se retrouvent quelle que soit la
géométrie étudiée et s'expliquent si I'on connait les répartitions des lignes isothermes
et isocourants. Si le point de la paroi est situé juste entre deux tourbillons contra-
rotatifs, le nombre de Nusselt local est minimum si le fluide s'éloigne de la paroi et,

maximum, si le fluide arrive vers la paroi.

e=0.9
— Paroi externe
. = s e=0.75
—— Paroi interne  Gr=210 .
s a=0
14 4
12
© |
8
310+
=
[7) J
(7]
g 8-
=2
i
p 61
2 A
g
2 47
2
0 — T - T T 1 T T T T T T T T 7
0 45 90 135 180 225 270 315 360

6(°)
Fig. 3.21. Variation du nombre de Nusselt local sur les deux parois

3.4.1.5 Nombre de Nusselt moyen

La figure 3.22 montre que les valeurs du nombre de Nusselt moyen
augmentent en augmentant la valeur du nombre de Grashof, pour les configurations

considérées, ce qui est évident.
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Fig. 3.22. Variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne

3.4.2 Effet de la variation de l'angle d'inclinaison a :

Dans cette partie, nous examinons donc I'effet de I'inclinaison du systeme par
rapport a la verticale, 'angle a est calculé a partir de I'horizontale dans le sens
trigonométrique. Pour ce faire nous avons considéré pour la configuration
géométrique (e1=0.999 et e,=0.75) quatre valeurs de a (0°, 3°, 45° et 90°), pour la
configuration géomeétrique (e;=0.9 et e,=0.75) nous avons pris 11 valeurs de a (0°,
25°, 30°, 38°, 40°, 42.5°, 45°, 47.5°, 50°, 60° et 90°) et pour les autres configurations

géométriques nous avons pris trois valeurs de a (0°, 45° et 90°).

3.4.2.1 Cas ou l'angle d'inclinaison a est nul :

Dans ce cas, le plan vertical fictif médian est, en principe, un plan de symétrie
pour les phénoménes de transferts. Par symétrie donc, et par rapport a ce plan
vertical, selon la valeur du nombre de Grashof ou bien la configuration géométrique
considérée, I'écoulement s’organise, toujours en deux cellules principales tournant
dans des sens contraires, ou bien avec deux ou quatre cellules en plus, selon le cas

considéré, comme l'illustrent bien les figures (3.2-3.16).
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3.4.2.2 Cas ou l'angle d'inclinaison a#0° et a#90°;

En donnant a I'angle a une valeur quelconque différente de 0° et de 90°, on
détruit la symétrie du systéme par rapport au plan fictif vertical, on déplace la zone
de rétrécissement de I'espace annulaire vers le haut pour la partie droite du systeme
et vers le bas pour la partie gauche. La figure (3.23) pour a=3° et Gr=2x10°
montre que le tourbillon de droite peut davantage se développer que son

homologue dans la partie gauche et que la cellule de la partie droite inférieure se

développe aussi davantage que son homologue dans la partie gauche. En
augmentant toujours la valeur de I'angle de linclinaison pour arriver a a=45°, la
figure (3.24) toujours pour Gr=2x10> montre qu'en se développant ces deux

tourbillons occupent tout I'espace annulaire.

3.4.2.3 Cas ou l'angle d'inclinaison a=90° :

Quand a=90°, le plan fictif vertical passant par le centre du systéme est a
nouveau un plan de symétrie, mais cette fois, le rétrécissement est situé en haut de
la cavité. Les figures (3.25) et (3.31) montrent la nette déformation des lignes
isothermes par I'’écoulement : tantét un entrainement vers le haut dans le sens de
I'écoulement proche de la paroi chaude, tantdt un entrainement vers le bas
compatible avec le sens de I'’écoulement prés de la paroi froide, dans la région
sommitale, ces lignes isothermes s’insérent vers le haut, ceci est d0 au décollement
des particules qui s’éloignent de la paroi chaude au niveau du plan de symétrie, ce
gui dénote donc, la présence de part et d’autre de ce dernier, de deux tourbillons
contra-rotatifs emmenant le fluide de la paroi chaude vers la paroi froide. La

température diminue de la paroi chaude inférieure vers la paroi froide supérieure.
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Chapitre 3- Résultats

Fig. 3.23. Isothermes et lignes de courant pour €;=0.999, e,=0.75, Gr=2.10° et a=3°

Level psi

16 71.14
15 6283
14 5448
12 4612
12 376
ih 8.4
1n 1.0
] 12.69
8 434
7 -4.02
B -12.38
] -20.73
4 -29.09
3 -37.45
2 -45.60
1 -54.16

Level ps=i
16 62,98
14 54,68
14 4619
13 779
12 2839
11 20,99
10 12,60
9 420
a -4.20
7 -12.60
G -20.99
4 -29.39
4 -37.74
3 -46.19
2 -54.58
1 -62.98
=71.38
max

Fig. 3.25. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.999, e,=0.75, Gr=2.10° et a=90°
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Lewel psi

16 19.27
15 1659

1 14 1391
M 13 1123
i 1z 555
= 11 587
= 10 319
=] 051
= e 218
7 436
& 754
s 1022
= 4 1280

3 1558

I 2 1826

1 -2094

psi =21.054

Fig. 3.26. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.9, €,=0.75, Gr=10° et a=45°

B8=07 B8=0

E=00P

Lewel psi
. 16 2553

15 2212
1 14 1872
1 13 15.32
1 12 1191
1 11 £.51
= 10 511
= 9 170
1 & -1.70
1 7 -511
1 6 -53.51
1 5 119
e 4 1532

3 1872
I 2 2212

1 2553
psi =218.93

max

Fig. 3.27. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.9, €,=0.75, Gr=10° et a=90°
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Level psi

16 B31

15 545
A 14 4se
— 12 272
12 286
= 11 199
= 10 113
=9 026
& -080
M7 146
M6 233
s -39
= ¢ 406
3 -402
I T 579
1 -BES

Level psi
. 16 &&l

15 T3
| 14 6.24
1 13 a1
1 12 397
1 11 2.84
1 10 1.70
= 4 0.a7
1 g -0.57
= 7 -1.70
T 6 -2.84
1 5 -3.97
= 4 -5.11

3 -6.24
I 2 -7

1 -8.91
psi =9.643

max
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Level psi

. 16 7457

15 8510

R 14 5563

— 13 4616

— 12 3669

— 11 2722

10 1775

=K 529

= T

=7 1085

&  -2042

&5 -4

=4 3006

3 -amE

psi =03 I 2 5793
e 1 -BT.46

Fig. 3.30. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.8, e,=0.25, Gr=10" et a=45°

Lewel p=i

16 71.239
15 61.741
14 SZ.242
13 42,744
12 33.245
11 23.746
10 14.245
8o o0 -] 4,749
g -4.749
7 -14.245
& -23.746
] -33.245
4 -42.744
3 -52.242
2 -61.741
1 -71.239

Fig. 3.31. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.8, e,=0.25, Gr=10"* et a=90°
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3.4.2.4 Nombre de Nusselt local et moyen

La figure 3.32 qui illustre la variation du nombre de Nusselt local sur la paroi
chaude montre que pour a=0° le minimum du nombre de Nusselt local est atteint a la
position angulaire 8= 90°, ce qui est en accord avec la figure 3.16 qui montre que les
deux tourbillons se rencontrent a cet endroit précis en éloignant le fluide de cette
paroi. Pour a=45° le minimum du nombre de Nusselt local se déplace a la position
angulaire 6= 30°, ce qui est en accord aussi avec la figure 3.30 qui montre que pour
cette inclinaison, les deux tourbillons se rencontrent a cette position angulaire en y
éloignant du fluide de cette paroi. Enfin pour a=90° ce minimum est atteint a la

position angulaire 6= 0° et la figure 3.31 nous le confirme aussi.

a=0° e1 =0.8
a=45° e, =025
a=90° Gr=10*

(o]
1

yan

iy

N w > [3)]
1 1 1 1

Nombre de Nusselt Local Paroi chaude
1

o——7——7T—T1T— T T T T T T T T
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

6(°)
Fig. 3.32. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude

Sur la figure 3.33 qui représente aussi les courbes de variations des nombres
de Nusselt locaux Nu; et Nue respectivement le long des parois des cylindres
intérieur et extérieur (pour a=90°), nous remarquons aussi que Nue est maximum
dans la région sommitale (6=330° - 6=30°) et minimum dans la partie basse de

I'enceinte (6=135° - 6=225°). Sur la paroi intérieure, les variations sont inversées.
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— NUe Paroi externe €= 0.9
——NU, Paroiinterne €~ 0.75
Gr=2.10" o =90°

Nombre de Nusselt Local

o——7— 77T 7T 7T 7T 71
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
6(°)
Fig. 3.33. Variation du nombre de Nusselt local sur les deux parois
La variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne en fonction du
nombre de Grashof (figure 3.34) montre que I'angle est sans influence pour Gr<10%,
ce qui nous met en accord avec ce qui précede (figures 3.6 et 3.7) que le transfert de
chaleur est essentiellement conductif. Pour les plus grandes valeurs du nombre de
Grashof, a influe sur le transfert convectif et les changements de structures de

I'écoulement se traduisent par des perturbations.

e =0.9 a=0°
e,=0.75 o =90°

8

)

T

3

[}

<

[3]

5

L 74

g

>

o

=

=

[

0

3

Z 64

Q

T

g

Ko

S

o

=
5 —— ———————
1000 10000 100000

Nombre de Grashof
Fig. 3.34. Variation du nombre de Nusselt moyen sur la paroi interne
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Le tableau 3.3 suivant regroupe les valeurs du nombre de Nusselt moyen sur

la paroi interne NU;, pour la configuration (e;=0.9 et e,=0.75), pour les différentes

valeurs de a considérées et pour un nombre de Grashof Gr=10°.

a(®) 0 25 30 38 40 | 425 | 45 | 475 | 50 60 90

NU; | 6.23 | 6.18 | 6.15 | 5.90 | 5.88 | 5.82 | 5.80 | 5.83 | 5.85 | 5.94 | 6.06

Tableau 3.3 Variation du nombre de Nusselt moyen en fonction
de o pour (e:=0.9 et e,=0.75) et Gr=10°
D’aprés ce tableau nous remarquons que les plus grandes valeurs du nombre
de Nusselt moyen pour cette configuration sont obtenues pour les cas de la symétrie
(a=0° et a=90°) ce qui nous met en accord avec la figure 3.9 qui montre le passage
a un autre régime d’écoulement et les isothermes de la figure 3.27 qui dénotent une
convection dominante.

3.4.3 Influence de I’excentricité du cylindre elliptique interne e;

En fixant la valeur de I'excentricité du tube elliptique externe e,=0.75 et en
faisant varier celle du tube elliptique interne e; pour un angle d’inclinaison a nul et un
nombre de Grashof donné nous avons ce qui sulit :

Les figures (3.35, 3.38 et 3.41) pour les différentes valeurs du nombre de
Grashof considérées montrent que quand e;=0.83 l'espace libre entre les deux
surfaces d'échange est petit, il favorise donc le transfert conductif, mais avec
'augmentation de e;, cet espace libre va s’élargir pour favoriser le transfert par
convection qui reste relativement faible, en se referant aux lignes isothermes pour
Gr=10* de la figure 3.37, mais ce transfert par convection devient plus important pour
Gr=10° et Gr=2x10>, cas des figures 3.39-3.40 et 3.42-3.43.

L’augmentation de la valeur de l'excentricité interne e;, entraine donc une
augmentation de I'espace libre entre les deux surfaces d'échange, ce qui se traduit
par une intensification de la convection naturelle, par exemple pour un nombre de
Grashof Gr=2x10°, la figure 3.41 ne montre aucune bifurcation pour e;=0.83, la figure
3.43 montre une bifurcation pour e;=0.999, alors que la figure 3.42 illustre I'existence

de deux bifurcations ceci pour Gr<2x10°.
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Level psi

16 0.127
15 0.110
14 0.093
13 0,076
12 0.059
11 0,04z
10 0.0z5
£ 0.008
g -0.008
7 -0.025
3 -0.042
5 -0.059
4 -0.078
3 -0.093
2 -0.110
1 -0.127

Fig. 3.35. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10*, e,=0.75 et e,=0.83

Level psi

16 0.69
15 0.58
14 0.50
13 0.41
1z 0.32
11 0.23
10 0.14
] 0.05
= SJON0IS
7 -0.14
[ -0.23
5 -0.32
4 -0.41
3 -0.50
£ -0.59
1 -0.69

Lewvel psi

[ T R e
(=R SIS S

=]

OB L s tn ] @

Fig. 3.37. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10*, e,=0.75 et e;=0.999
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Level psi

16 1.278
15 1.108 6o ge
14 0.937
13 0.767
12 0.596
11 0.426
10 0.256
9 0.085
g -0.0

7 -0.256
3 -0.426
5 -0.596
4 -0.767
3 -0.937
z -1.108
1 -1.278

Fig. 3.38. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10°, e,=0.75 et e,=0.83

Level ps=si
16 22.79

15 19,73
14 16. 72
13 13.68
12 10.64
11 7.60
10 4. 56
a 1.5

-1. 52
-4, 55 10
-7.60
-10.64
-13.68
-16. 74
-19.75
-Z2.79

[ IR R T R = S = ]

Fig. 3.39. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10°, e,=0.75 et €,=0.9

Lewvel psi
16 48,83

15 42,32
14 35.81
13 29,30
12 22,79
11 16, 28
10 9.77
02 3.268
g -3.268
7 -9.77
3 -16. 28
5 -£2.79
4 —-£9.30
3 -35.81
2 -4, 32
1 -45.83

Fig. 3.40. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10°, e,=0.75 et e;=0.999
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Level psi

—Z. 223
-2.565

16 2.565

15 z.z23

14 1.s81

13 1.539

12 1.197

11 0.855  Argd

10 0.51%

) 0.1?1/L

g5 -o.amall

7 -0.513%

&  -0.855 11

5 -1.197 1{¥1“ o

4 -1.539 w

3 -l.ael L\\\\\\Mhég 5 =
--._._______,..-/

z

1

Fig. 3.41. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=2.10°, e,=0.75 et e;=0.83

Level psi

16 22.79
15 19.75
14 16.72
13 13.68
12 10.64
11 7. 60
10 4.56
9 1.52
5 -1.52
7 -4. 56
& -7. 60
5 -10.64
4 -13.68 5
3 -16.72
2 -19.75
1 -z2.79

Fig. 3.42. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=2.10°, e,=0.75 et e;=0.9

Lewel psi

18 64, 41
15 55.82 8="50"
14 a7,
13 38,
12 30.
11 z1.
10 12.

9 4.

3 -4,

7 -1z.

& -2l.

5 -30.

4 -38.

3 -47.

z -5,

1 -gd, 41

Fig. 3.43. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=2.10°, e,=0.75 et e;=0.999

55



Chapitre 3- Résultats

3.4.3.1 Nombre de Nusselt local

La figure 3.44 illustre les variations des nombres de Nusselt locaux sur la
paroi chaude, pour différentes valeurs de I'angle d’inclinaison o, nous pouvons donc
remarquer sur cette figure que lI'angle est sans effet sur les variations du nombre de
Nusselt local sur cette paroi, ce qui dénote que pour cette configuration, c’est le
régime conductif qui est favorisé puisque I'entrefer est petit et donc les parois sont
treés proches.

e, = 0.83 o =0°
e, = 0.75 o =45°
Gr= 2.10° o =90°

Nombre de Nusselt Local Paroi chaude

6 T 1

— T T T T T T T
0 45 90 135 180 225 270 315 360

6(°)

Fig. 3.44. Variation du nombre de Nusselt local sur la paroi chaude

35 Cas de la paroi interne soumise a une densité de flux constante

(Deuxieéme partie)

3.5.1 Influence du nombre de Grashof modifié

Les figures (3.45-3.47) représentent les isothermes et les lignes de courant
pour différentes valeurs du nombre de Grashof modifié Grm quand a=0°.

Nous remarquons la aussi, que ces isothermes et ces lignes de courant sont
symeétriques par rapport au plan vertical fictif médian. Les figures (3.45) et (3.46)
montrent que le régime de I'écoulement reste monocellulaire pour un nombre de
Grashof modifié Grm=10° et la figure (3.47) montre que le régime de I'écoulement

devient multicellulaire pour Grm<3.10°.
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Level psi

I 1& 0.0Z&
& = 000 15 0.
- 14 a.
1 13 0.
- 12 o.
o 11 0.
o 10 o.
o = a.
9=0" o =] -0.
i =0.
-] -0.
i =0.
o ] -0
3 =0,
Z -0.
1 -0

Fig. 3.45. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.9, e,=0.75, a=0° et Grm=10°

Lewvel psi
_EBZE

-1lle
-6d45

I
n
Z
=
[ I I |
B R R R R
R TS
=T =T SR SR SR
[ I in
WO - o
oo @

=8
15 7.0e&4d
B = o0°
= 14 5.a7s
13 4891
12 3.804
11 £.717
10 1.630
El 0.543
=] -0.543
7 -1.630
3 -&.717
E -3.8304
4 -4.891
3 -E.o7g
Z -7.064
1 -8.151

Fig. 3.47. Isothermes et lignes de courant pour e;=0.9, e,=0.75, a=0° et Grm=3.10°
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3.5.2 Variation de latempérature adimensionnelle sur la paroi

Sur la figure 3.48, nous avons illustré la variation de la température
adimensionnelle de la paroi en fonction de I'angle 8. Le maximum de température se
situe donc dans la partie supérieure de I'enceinte qui correspond pour ce cas a la

position angulaire 8=90°.
e1=0.9 et e2=0.75
0=0° et Grm=10°

0,45
0,40
0,35 1
0,30
0,25

S N

0,15

Température adimensionnelle de la paroi

0 30 60 90 120 150 180
eO

Fig. 3.48. Variation de la température adimensionnelle sur la paroi
en fonction de I'angle 6

3.5.3 Influence de I'angle d’inclinaison o

Pour cette configuration géométrique (e;=0.9, e,=0.75) nous avons considéré

trois valeurs de a (0°, 45° et 90°).

Pour a=0° et a=90° les figures (3.47) et (3.50) montrent que le plan vertical

fictif médian est un plan de symétrie pour les phénoménes de transferts.

Dans le cas ou l'angle d'inclinaison a=45° la symétrie du systeme par rapport
au plan fictif vertical n’est plus conservée. L’écoulement s’organise en deux cellules
principales tournant dans des sens opposés. Ces deux tourbillons occupent tout

I'espace annulaire.
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Lewel psi
&53 16 1336
& 15 1136
— 14 937
— 13 7T
ny 1 12 537
AT = 11 338
=1 10 138
= a -0
o = 21
4 7 480
T & E1-0)
b s EX
» 4 -0z
= " 3 1258
I 2 1458
1 -BST

psi =15.352

Fig. 3.49. Isothermes et lignes de courant pour €;=0.9, e,=0.75, a=45° et Grm=3.10°

Level psi
. 16 1753
15 1519
14 1285
— 13 1052
— 12 818
— 11 584
— 10 351
— 3 147
b — s A7
— 7 -3.51
& — & 584
— = 5.8
=4 052
3 4285
I 2 4519
1 AT53
psi =19.864

Fig. 3.50. Isothermes et lignes de courant pour ;=0.9, €,=0.75, a=90° et Grm=3.10°
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3.6 Cas d’'un chauffage mixte pour la paroi interne (Troisiéme partie)

En imposant une densité de flux de chaleur constante a la moitié inférieure du
cylindre elliptique interne et en laissant sa moitié supérieure isotherme a la
température Ty, les figures 3.51, 3.52, 3.53 et 3.54 montrent que la moitié inférieure
de notre espace annulaire devient une zone quasi-statique. Nous remarquons aussi
gue cette troisieme condition pariétale thermique influe aussi sur le régime
d’écoulement qui pour Gr<10°, permet d’obtenir une bifurcation dans les figures 3.51
et 3.52 pour passer a un régime multicellulaire, alors que pour les figures 3.53 et

3.54 nous sommes toujours en présence d’un régime monocellulaire pour Gr=10°.

Lewel psi
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8 =00° psi = 47.752
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-1%.66
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—36.5Z
—4Z._14

B =

Ll I e

Fig. 3.52. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10°, e,=0.75 et e;=0.999
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Level psi

16 1.28
15 1.11
14 034
13 .77
1z 0_e&0
11 043
in 0_Zg
9 o039
2 -0.03
7 -0.2c
] -0.43
5 -0.&0
4 -0.77
3 -0.54
Z -1.11
1 -l.2%

Lewel psi
18 32.27

1E £7.397
14 Z3.67
13 138.38
12 15_08

11 10.76
10 6.45
3 2.15
G- -2.15

-10.78
-1l5.086
-13.36
-Z3.67
—£7.37

oMo o Mm@

2
[ Y Y Y Y |

—-3Z.27

Fig. 3.54. Isothermes et lignes de courant pour a=0°, Gr=10°, e,=0.25 et e,=0.8
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Conclusion

Conclusion

Les enceintes délimitées par deux cylindres elliptiques horizontaux sont
particulierement intéressantes car elles autorisent nombre de configurations et

conduisent a des résultats originaux qui montrent notamment que :

Si l'enceinte oppose au mouvement du fluide des rétrécissements
suffisamment prononcés, il est possible d'observer des écoulements multicellulaires
méme aux faibles valeurs du nombre de Rayleigh. Dans ce cas, I'augmentation de ce
nombre, c'est-a-dire lintensification de la convection naturelle, entraine une

augmentation des tourbillons.

Le code de calcul aux volumes finis, mis au point dans le cadre de ce travalil,
est congu pour résoudre les équations de Boussinesq de la convection naturelle
laminaire permanente bidimensionnelle dans des espaces annulaires, il semble donc
fiable puisqu'il permet de retrouver qualitativement et quantitativement des résultats
de la littérature, il est aussi souple puisqu'il permet d'étudier de nombreuses
configurations géométriques. Il utilise des coordonnées elliptiques bien adaptées
pour plusieurs de ces geométries, la formulation vitesse-pression et utilise

I'algorithme SIMPLER pour résoudre le systeme matriciel.

Ce code est donc un bon outil dinvestigation. Par exemple, pour certaines
géomeétries, lorsque le nombre de Grashof est assez grand, il permet de déceler des
écoulements multicellulaires. Il n'est pas sans intérét du point de vue des moyens de
calcul & mettre en oeuvre de pouvoir utiliser un code bidimensionnel permanent pour
déceler des instabilités. L'étude des variations des nombres de Nusselt moyens en
fonction du nombre de Grashof permet alors de construire des diagrammes de
bifurcation. Celle des variations des nombres de Nusselt locaux le long des parois
est instructive, en ce sens que ces variations, étant tres sensibles a la structure de

I'écoulement, permettent facilement de localiser la présence des divers tourbillons.
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Conclusion

Via les différentes géomeétries considérées, on a vu que les instabilités sont les plus
manifestes quand les conditions pariétales possedent des éléments de symétrie eu
égard a la direction verticale.

L'étude de la convection naturelle dans ces espaces annulaires mériterait
d'étre approfondie. Dans nos calculs, le nombre de Prandtl est fixé a 0.7 mais on sait
gue sa valeur joue beaucoup sur la structure de I'écoulement et qu'il serait
intéressant de le faire varier. Il serait aussi intéressant de faire tendre la version
actuelle de ce code de calcul a une version instationnaire tridimensionnelle utilisant
des schémas de discrétisation du second ordre, par exemple ceux d’Adams-
Bashforth.
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Annexel : Les équations fondamentales de la mécanique des fluides

) Annexe 1
LES EQUA,TIONS FONDAMENTALES
DE LA MECANIQUE DES FLUIDES

1.1 Introduction

Dans cette annexe, nous rappellerons les grands principes conduisant aux
équations fondamentales de la mécanique des fluides.

L'étude des phénomenes liés aux comportements des fluides conduit a
I'élaboration des lois fondamentales. Ces lois sont axiomatiques, c’est a dire qu’elles
ne dérivent pas d’'un nombre plus restreint d’axiomes, mais sont justifiées par
I'expérience.

Ces lois sont les suivantes

» Conservation de la masse
* Lois de comportement
» Conservation de I'énergie (premier principe de la thermodynamique)

Les équations décrivant ces lois seront écrites dans un formalisme différent
selon que l'on s’intéresse :

- a 'aspect local des phénomenes, soit en un point fixe du continuum, soit en suivant
un élément du fluide (formulation différentielle)

- a I'aspect global de ces phénoménes (formulation intégrale)

1.2 Equation de la conservation de la masse

Le principe de la conservation de la masse s’énonce :
Principe: La masse d’'un systeme matériel est constante.
Considérons un systeme matériel de volume Vn(t) et caractérisé par une

densité p(x,t), la masse M contenue dans le systeme est donnée par :

M(t) = J p(x.t) dV (1.2-1)
Vin(0)
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1.2.1 Conservation de la masse en variables d'Euler

1.2.1.1 Formulation intégrale dans un volume matériel

La masse d'un systeme étant constante, la dérivée particulaire de (1.2-1) est

donc nulle.
M _dM | d f _
dt — dt |x, dt [ pdv] =0 (1.2.1-1)
V(D

L'application du théoréme de Reynolds conduit a la formulation intégrale de la

conservation de la masse en variables d'Euler:

d 0
™ [ pdv |= J'[ngrV-(pV)}W:O, (1.2.1-2)
V() Vi (1)
ou, par le théoreme de la divergence,
d d
o [ f pdV] = f 25 dv + f pv.dS = 0. (1.2.1-3)
V(1) V() Si(t)

1.2.1.2 Formulation différentielle conservative et non conservative

Dans la suite, il sera fait état de la formulation conservative ou non conservative
des équations différentielles fondamentales.

L’expression de la formulation conservative de I'équation différentielle de la
masse, que I'on appelle aussi forme divergente de I'équation de conservation, a des
propriétés telles que les coefficients des termes des dérivées sont, ou constants, ou,
s'ils sont variables, leurs dérivées n'apparaissent nulle part dans I'équation. Ceci
sera d'ailleurs valable pour les autres équations de conservation (quantité de
mouvement, énergie).

D’une maniere générale une équation différentielle qui représente un principe
de conservation implique que I'on peut identifier un terme de divergence pour une
grandeur physique dans cette équation. Cette formulation apparait directement lors
de la dérivation de la formulation intégrale conservative des eéquations
fondamentales. En effet, le volume étant arbitraire, on déduit de la relation (1.2.1-2)

la forme différentielle de la conservation de la masse en variable d’Euler:

Formulation vectorielle

%ftz + V.(pv) = 0. (1.2.1-4)
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Formulation indicielle

op ,
EJFVJ(pvJ):O. (1.2.1-5)
On peut écrire (1.2.1-5), sous forme décomposée, dans un repéere (X, Y, 2):

dp dpu dpVv dpw
ot t Tox +3y T oz =0

Une formulation non conservative de cette équation peut s’écrire en

(1.2.1-6)

développant toutes les dérivées:

9 o o 9 u al w _
at tUax TVoy tWo tea trygy terg 50 (1.2.1-7)

Si on remarque que les quatre premiers termes de (1.2.1-7) représente la
dérivée matérielle de p, cette équation peut s’écrire sous la forme condensée

suivante :

D
Dt *Pvv = 0. (1.2.1-8)

1.2.1.3 Commentaires sur les lois de conservations

Plus généralement, et tout en se restreignant au cas monodimensionnel, les lois
de conservation sont des systéemes d'équations différentielles partielles,

généralement non linéaires et dépendantes du temps, et dont la structure est trés

simple :
uxt) | FUXL) _ -
L . ! - 0 (1.2.1-9)

1.3 Equations de guantités de mouvement

1.3.1 Classification des forces extérieures

Considérons un systeme matériel D de volume Vi (t) et de frontiere Sy (t). Les

forces extérieures a considérer comprennent:

a) Des actions massiques

Elles proviennent du milieu extérieur a D et caractérisent les actions physiques
auxquelles le milieu continu fluide est soumis : ce sont des actions a distance.

Soient, G de telles actions:
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G = f pgdV (1.3.1-1)
Vi

Dans un souci de généralité, notons que si l'on tient compte d'actions
électromagnétiques, on doit introduire un couple massique dans le cas de fluides

polarisés.

Soient, G de telles actions :

G = f og dV (1.3.1-2)
Vin(®)

b) Des actions de surfaces

La frontiere Sn(t) est en contact avec I'extérieur de D, d’'ou en général des
actions mécaniques. Ces actions sont de I'ordre de dS (principe des contraintes)

Soient T de telles actions:

T = f tds (1.3.1-3)
S

Il peut aussi arriver que certaines forces soient a l'origine de couples de I'ordre
de dS.

Soient © de telles actions :

o= j 8 ds (1.3.1-4)

1.3.2 Le principe des contraintes

Principe : On postule que I'action de I'extérieur du domaine D sur D peut a tout
instant étre représentée par une distribution superficielle de forces sur la frontiere
Sm(t) de D.

Ce principe s’appelle le principe des contraintes.

Or, une force telle que T est un vecteur, que l'on peut écrire dans un repere

euclidien :

T=T%" (1.3.2-1)
On peut noter n = nye, €tant le vecteur unitaire normal a dS. Par suite, on a:

\ dT = tdS = PndS (1.3.2-2)

ou le tenseur P est appelé tenseur des contraintes.
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Figure 1.3.2-1 : Répartition des contraintes sur un cube dx'dx*dx®

La Figure 1.3.2-1 montre alors sur chaque face dSq les trois composantes P du

tenseur P

1.3.3 Equations générales du mouvement

1.3.3.1 Cas d’'un systéme matériel

1.3.3.1.1 Quantité de mouvement

La loi fondamentale du mouvement s’écrit en tenant compte des diverses forces

extérieures :

F=3 | ovav] = f%(pv)dv+sj(t)pv(v.d8)

V() Vin(t)
(1.3.3-1a)
= [pgdv+ [tds= f(pg)dv+ f P ndS
Y, (6) S(t) V(1) Smit)
ou sous forme indicielle :
. d ; 0 : i
Fio= o [ f deV] = f a(pv )V + j pV'(v. dS) (1.3.3-1b)
V() Vin(®) Smlt)
= f (pg) dV + J Pinds. (1.3.3-1c)
Vip(t) Sm(t)

Cette équation peut s’écrire, en utilisant le théoréme de la divergence, sous la

forme classique différentielle conservative :
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Q%’ + V(pviv)= pg + VPl (1.3.3-1d)
et sous forme vectorielle :

opVv

—% + V.(pvev)= pg +V. P (1.3.3-1e)

On peut soustraire de (1.3.3-1d) les termes nuls (par la continuité):

.8 .
V(3 + Vi) =0

i=1,2,3
pour obtenir la forme non conservative de la quantité de mouvement :
DV ; .
Dt = P9+ VP! (1.3.3-1f)

1.3.3.1.2 Moment cinétique

La conservation du moment cinétique d’'un systéme veut dire que :

]

[ (xxpv)dv= [ (xxpg+pg)av+ [ (xxt+8)ds

\I,In (t ) \I,n] (t ) Slll (t)

et en utilisant le theoreme de Reynolds et I'équation de continuité (1.2.1-8), il vient :

3

m J (xxpv) dV = J [xx%(pv)%—xxpv(\ﬂv)) dVv = J. (xxp%t} dv

Vm (ty vm () vm (t)

Par conséquent, on peut écrire,

D _ _
J(X x (pd - pﬁ\tl) +pg dV) + f((x xt+0)dS) =0 (1.3.3-2)
Vm(t) Sm(t)

o L — ik . -
ou sous forme indicielle, désignant par@ les composantes du tenseur antisymétrique

adjointa @ :
, . DvEo1 ~ 1
Jﬂuk (¥ (pg*-p bt) * 5 P Jav + J e (34 Py + 20K )as = o. (1.3.3-3)
V(1) Sinlt)

. L . < D s Sik =ik
Appliquons le théoreme de la divergence a l'intégrale de surface avec 8 =6 n, :

. . ook . Skl
Jﬁijk (3 PMn, + % ok)ds = Jgijk (¥ % + 8 PH+ %% )dv (1.3.3-4)
Smlt) Vi(t)
d’ou finalement :
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- DV 1 Y 1 g9
JSijk(Xj(ng IR pg" dV) + Jgijk (XJ ol 3 P + 2 o )dV =0 (1.3.39)

Vn(t) Vrlt)
or, le volume d’intégration étant quelconque, on en déduit avec (1.3.3-1f) :

A . _. o0k
pik_ PR+ pglk + Tl (1.3.3-6)
Mais, dans pratiquement tous les problemes de mécanique des fluides, on aura:
g k= 0 (absence de couple de masse) (1.3.3-7)
oM =09 (absence de couple surfacique) 1.3.3-8
( )

et I'on obtient le résultat trés important suivant :
pk = pK (1.3.3-9)

Ainsi, dans le cadre des hypotheses admises (éik =0, 8" :OJ, la symétrie du

tenseur des contraintes est une condition nécessaire et suffisante pour
assurer I’équilibre du moment cinétiqgue sur toute portion Sp(t) en supposant

vérifiée la premiere loi du mouvement.

1.3.3.1.3 Lois du mouvement

Des résultats précédents, nous en déduisons les lois du mouvement local pour

un systeme matériel :

Sous forme non conservative

DV

rBr = pgi Y pii (1.3.3-10a)
pi = pii (1.3.3-10b)
Sous forme conservative:
i
+ Vi(p vivl) = pg' +V pii (1.3.3-11a)
pi = pi (1.3.3-11b)

1.4 Loide comportement d’un fluide newtonien

Le systeme d’équations (1.3.3-10) avec I'équation de continuité (1.2.1-8) est

insuffisant pour déterminer un mouvement.
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A coté des six composantes P! du tenseur P figurent les trois composantes de
la vitesse et la pression. On a donc quatre équations pour 10 inconnues. La seule
meécanique laisse donc indéterminée le champ des contraintes. On concoit qu’il soit
nécessaire de leur adjoindre d’autres équations, dépendant de la matiere constituant
le milieu et précisant la maniere dont elle réagit aux actions mécaniques.

Ces équations constituent les lois de comportement et caractérisent un milieu d’'un

type déterminé.

1.4.1 Loi de comportement

Les équations de comportement ou lois de déformation doivent vérifier :

a) L’invariance tensorielle

Pour que les grandeurs physiques soient indépendantes du choix du référentiel,
on devra les représenter par des tenseurs.

La relation de comportement doit étre une fonction qui, elle aussi, doit étre
indépendante du repere et représentable si I'application est linéaire a l'aide de

tenseurs.

b) Principe d'isotropie

Les relations doivent étre compatibles avec les symétries de la matiere. En
particulier, le maximum de symétrie se présente lorsque la matiere est isotrope.
Il'y a isotropie si les coordonnées des fonctions conservent des expressions

inchangées dans n’importe quelle transformation orthogonale.

c) Principe d’objectivité

Les équations de comportement doivent étre indépendantes du mouvement de
'observateur, en dautres termes, elles doivent rester les mémes pour deux
observateurs mobiles I'un par rapport a l'autre.

Or on dispose de deux tenseurs fondamentaux :

« 'un de composante D!, d'origine cinématique, le tenseur des vitesses de

déformation D:

" oV
Di = §(W+W) (141'1)
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« l'autre de composantes P, d’origine dynamique, le tenseur P des contraintes.

Pour exprimer les propriétés macroscopiques de la matiére déformable, on va
chercher a relier les deux tenseurs P et D. Cette recherche sortant du cadre de ce
cours, nous admettrons que ces relations font apparaitre non seulement les tenseurs
P et D, mais aussi leur taux de variation temporel a divers ordres.

La maniere dont interviennent ces grandeurs est tres variable. Dans certains
cas, on prend seulement les valeurs actuelles, dans d’autres cas, il faut tenir compte
de I'histoire des phénomenes.

Enfin, les déformations s’accompagnent souvent de variations thermiques et,
inversement, l'arrivée de flux de chaleur peut entrainer des déformations et des
contraintes considérables, par suite la thermodynamique devra intervenir.

Ici, nous ne considérerons que le cas ou la loi de comportement est une relation

linéaire entre P et D. Dans ce cas, on dira que le fluide est newtonien.

P = Finaire(0:p, T) (1.4.1-2)

ou T est la température

1.4.2 Fluides newtoniens et équations de Navier-Stokes

La loi de transformation d’un fluide newtonien étant linéaire, on doit avoir entre

les tenseurs de composantes P! et D' la relation suivante :

Pi = Al + B Dy (1.4.2-1)
ou les tenseurs A et B doivent étre des fonctions de la masse volumique et de la
température.

Le tenseur B a 81 composantes. Or, heureusement, des arguments sur la symétrie

et I'isotropie permettent de réduire ce nombre a 2!

a) Le tenseur P est symétrigue ainsi que D

Par suite, B de méme que A, le sont aussi, cela implique :
. pikl = gikl = gik = gk (1.4.2-2)

. Al = pll (1.4.2-3)

72



Annexel : Les équations fondamentales de la mécanique des fluides

b) Le fluide est isotrope

Dans ces conditions, on démontre en calcul tensoriel que :
Bk = eglish + | gkgl +" 8l gk (1.4.2-4)
Al = o gl (1.4.2-5)

Par suite, on a:
Pi = o8l + (818D, + u's*'Dy + u'&'5Dy), (1.4.2-6)

d’ou, apres multiplication contractée des différents termes :

Pl = a8 + £8D,, + (W + u")D! (1.4.2-7)
On pose : 2u=W + W’
On obtient alors la loi de comportement d'un fluide newtonien, traduite dans un

repere cartésien :

Pl = o8l + £8iDy + 2D (1.4.2-8)

Considérons maintenant un fluide en équilibre. En I'absence de déformation, les

composantes D' sont nulles. On a:

Pi = ¢ &l (1.4.2-9)

ou a est un scalaire positif ou négatif. Introduisons les composantes nx du vecteur
unitaire n normal & la surface ou agissent les contraintes P".

Or, d'aprés (1.3.2-2):
dT = tdS =PndS. (1.4.2-10)

La force surfacique a donc pour expression, avec (1.4.2-9), apres changement

d'indice muet:

t = Pn=caln= an (1.4.2-11)

Si a est positif, cela impliquerait que le fluide serait capable de résister a des
contraintes de traction. Or, I'expérience montre que, sauf rares exceptions
(cavitation), un fluide au repos ne peut subir que des compressions. On posera donc

systématiquement :
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Par définition, p est la pression hydrostatique du fluide au point considéré. Par
suite (1.4.2-9) s’écrit :

Pl = -pgl (1.4.2-12)

et I'on vérifie bien que la pression est une force surfacique agissant normalement a

la surface puisque avec (1.4.2-12) :

t = -pn (1.4.2-13)
Dans le cas d'un fluide en mouvement, il est d’'usage d’écrire P sous la forme

suivante, en introduisant le tenseur unité | et le tenseur 1, dit déviateur:

P=-pl+rx (1.4.2-14)

ou sous forme indicielle :

il = —p@” + o (1.4.2-15)
avec :
A = & gipkk + ZMDU’ (1.4.2-16)

Dans le cas d’un fluide incompressible, puisque :

D' = 0 (1.4.2-17)
on obtient :
% pi = -p (1.4.2-18)

Par conséquent, on obtiendra les équations dites de Navier-Stokes écrites par
exemple sous leurs formes conservatives, dans un référentiel fixe, a partir de (1.3.3-
10a) :

i

p[% + MV)] = pg - Vp s+ V;(MV;Vi) (1.4.2-19a)
Ou sous forme vectorielle:

P2 =p[F + V.(veV)] = pg - VP +V (kW) (1.4.2-190)
et, sit est indépendant de x :

p%= p[%’ + V.(vev)] = pg - Vp + uviv (1.4.2-19¢)
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1.5 Conservation de I'énergie

1.5.1 Introduction

La masse volumique, la viscosité dynamique et la température intervenant dans
I'expression de la loi de comportement, celle-ci doit étre compatible avec les lois de
la thermodynamique. En ajoutant aux équations dynamiques, a I|'équation de
continuité et aux lois de comportement le principe de conservation de I'énergie et les
lois de comportement de la chaleur (on suppose qu’il n'y a pas de réactions
chimiques), on obtient un systéme d'équations bouclé qui permet de déterminer
I'évolution du fluide (on ne tient pas compte a ce niveau des phénomenes

turbulents).

1.5.2 Le premier principe de la thermodynamique

Le premier principe ou principe de la conservation de I'énergie conduit a la
définition d’'une fonction “e”, I'énergie interne massique. Pour un systeme en
mouvement, il faut tenir compte de I'énergie cinétique des particules fluides et I'on

introduira la grandeur E, énergie interne totale, somme de I'énergie interne et de

I'énergie cinétique d’un systéme matériel.
D’autre part, on ne considérera que les systémes qui échangent de I'énergie
sous forme de chaleur et de travail. Dans ces conditions, le principe de la

conservation de I'énergie peut s’énoncer sous la forme suivante :

Principe: Le taux de variation temporel de I'énergie interne totale d'un systéme
matériel est égal a la somme des puissances dues:

* aux travaux des contraintes agissant a la frontiere Sp,(t) du systeme

* au flux de chaleur g et au rayonnement “r”

* aux forces massiques (gravitationnelles en général)

1.5.3 Cas d’un systéme matériel

Si on définit I'énergie interne totale E d’'un systéme matériel de volume Vp(t)

limité par une surface Sp(t) par :

1
= f ple+7 vA)dV (1.5.3-1)
V()
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et si on applique les mémes raisonnements que pour le cas de la conservation de la
quantité de mouvement, le premier principe de la thermodynamique s’exprime par la

relation suivante :

d 1 0 1 1o
s [ f pe+y v2)dv] = f 5 [pe +3 VAV + f p(e +75 vAvinds

Vn(H) V() Sm(t)
= J(pgiv;) dVv + f Pﬂvjn;dS— f ande+ f rdv (1.5.3-2)
Vm(®) Sm(t) Smlt) Vi(t)

L‘utilisation du théoréme de la divergence conduit comme dans les cas
précédents a la formulation différentielle sous forme conservative de I'équation

d’énergie (valable pour un référentiel fixe) :

2 1 1 , , . .

lre+3 V)] + [p(e +3 VIOV] = pglv; + Vi [P] - Vg +r (1.5.3-2a)
ou sous forme vectorielle :

9 1.2 N

sglp(et5 vl + Viple+s v)v] = pgv + V[Pv]- Vg +r (1.5.3-2h)

On peut retrancher le terme nul (par la continuité) :

1 d ;
(e+3y vz)(:g% + VipVv)=0 (1.5.3-3)
et obtenir une formulation non conservative de I'équation de la conservation de
I'énergie :

D 1 . L .
ppr le+3 v = pgV' + Vi[PW] - vid + 1 (1.5.3-4)

1.5.3.1 L’équation de I’énergie mécanique

Le développement qui va suivre ne fait appel a aucun principe supplémentaire.
Il découle uniguement de I'équation de la conservation de la quantité de mouvement.
Considérons I'equation (1.3.3-10a) :
DV i i
— = Pl
POt = P9 *+ VP (1.5.3-5)

et multiplions scalairement les deux membres par vi:

DV _ i+ vy, pi
PViDt T PVIG T VY (1.5.3-6)
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or:

vV, Pl = v,(viPV) - Pivy, (1.5.3-7)

et d’aprés la loi de comportement d’un fluide newtonien (1.4.2-15) :

Pl = _pgll + 4l
L (1.5.3-8)

ou 1V est le tenseur de viscosité défini par (1.4.2-16), I'équation (1.5.3-6) s'écrit :

D V2 . L . .
Ppt [ 1 = pvig' + Vi(VPY) - PV (1.5.3-9)
ou:

p% [v? ] = pvigi + Vj(vi PU) + pVJ-vj - @UVJ- v

N

(1.5.3-10)

Cette équation représente le bilan de I'énergie mécanique et ne doit pas étre

confondue avec I'équation de la conservation de I’énergie totale.

1.5.3.2 L’équation de I'’énergie thermique

Considérons maintenant I'équation de conservation de I'énergie totale sous la forme
suivante (1.5.3-4) :

D oo ij j
ppt leta VI = pgvi + Vi[Pvi] - Vig + r (1.5.3-11)

en soustrayant (1.5.3-10) de (1.5.3-11), il vient :

De . .. .
PDt = PV + Vv - Vg + r (1.5.3-12)
Cette équation a la forme générale de I'’équation de I’énergie thermique.
Il faut cependant se souvenir que I'équation de I'énergie mécanique est dérivée des
lois de la mécanique, et que par conséquent, I'équation de la conservation de

I'énergie cinétique et I'équation de I'énergie thermique sont distinctes.

Deux cas particuliers

i) Considérons le cas trés souvent étudié, d'un fluide incompressible, non visqueux
et adiabate (pas de transfert de chaleur, ni de rayonnement) alors (1.5.3-12) se

réduit a :
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De
Ot =0 (1.5.3-12)

et I'on constate, aprés suppression des termes correspondants aux hypotheses, que
I'équation de I'énergie totale (1.5.3-11) et I'équation de I'énergie mécanique (1.5.3-
10) sont identiques.

Or, comme l'équation de I'énergie meécanique est déduite des équations de
conservation du mouvement, on en déduit que pour un fluide incompressible,
non visqueux et adiabate, il est inutile de faire appel a I'’équation de la
conservation de [I'énergie. Pour résoudre des problemes vérifiant ces
hypotheses, seules sont nécessaires I’équation de continuité et les équations
de la quantité de mouvement.

i) Pour un fluide incompressible dans I'absence de rayonnement, I'équation de

I'énergie peut étre exprimée en fonction de la température T sous la forme :
DT
pcpﬁzT:Vv-!—V{kVT)

ou C, note la capacité calorifique et k est la diffusivité thermique. Donc, pour les

ecoulements isothermes on n’a pas besoin de I'équation d’énergie.

1.6Equations fondamentales dans un systéme de coordonnées curvilignes

orthogonales

Dans ce qui précede, on a présenteé les équations fondamentales d’une part sous
forme vectorielle et d’autre part sous forme indicielle en coordonnées cartésiennes.
Pour certains problémes, l'usage d’'un systeme de coordonnées quelconque non
cartésien peut étre d'un grand intérét, pour calculer des écoulements autour de

géomeétries complexes ou particulieres.

1.6.1 Préliminaire

Dans de nombreuse applications, il peut étre pratique de formuler les équations
de la mécanique des fluides dans un repére curviligne orthogonal, tout
particulierement dans le cas de I'étude des couches limites.
Soit donc, un systéme de coordonnées cartésien x' (i = 1, 2, 3) et un nouveau repére

curviligne orthogonal y (a = 1, 2, 3), dont l'origine est un point P de coordonnées

x; (i= 1, 2, 3) et soient e, (0 = 1, 2, 3), les vecteurs unités associés.
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On rappelle que les coordonnées cartésiennes sont reliées aux coordonnées

curvilignes par les relations :

X = x(y*) i=1,2,3,a=1,2,3

et que si le jacobien de la transformation n’est pas nul, on a aussi :

y* =yl i=1,2,3, 0a=1,2 3

L'élément de longueur ds exprimé dans le référentiel cartésien s’écrit :

dr-dr=ds® = dx'd¥ 5

Dans le nouveau référentiel, on obtiendra :

dr :%d}’l + jyrz dy2 +%dy3 :hzdy]el +hzdy2e2 +h,dy ¢’
et donc :

dr-dr=ds? = hi(dy')? + h3(dy?)® + hi(dy’)?
ou par définition :

= (25 ) (B )+ (25 )

E)y1

ox’ Ox? 9
%= (2 ) (%) (%)

1.6.2 L’équation de continuité

L’équation de continuité s’écrit, en coordonnées curvilignes :

18 phihohy 3 9p _
h1h2h33ya[ h vl =0

ou, sous forme développée :

el I IRIT EPUIPIS .-
gy Loy (N2hspv') +55(hihs pv®) 5 5 (hihp pv)) [+ 3¢ =0
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1.6.3 Les équations de la quantité de mouvement

Les équations de la quantité de mouvement, en I'absence de forces massiques

s’écrivent sous forme non-conservative vectorielle :

P(%v + (v.Vv) = V-P (1.6.3-1)
ou, sous forme indicielle :

(1.6.3-2)

oV : ; ;
PG *+ VViv) = Vi(-p &+
Les équations de la quantitt de mouvement, exprimées dans un repeére

curviligne orthogonal avec les composantes physiques des grandeurs, s’écrivent :

[ 8V8+ (V_“av v*v? dhg (Vu) oh,, )]
a0 Vhy ey Thohy ay‘* hghg gyB 71T

_ 1 1 8 _¢hihyhs "
“hy oyP ig + [ h,h,h; {ay(x\ h,, B) } (1.6.3-3)

,C(x.ﬁ ahB ] ,Ca.(x ah(x ] :
hahg ay* = hghy gyP 1 P
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ANNEXE 2
COORDONNEES ELLIPTIQUES

2.1 Introduction

Dans le référentiel elliptique représenté sur la figure 2.1, nous observons dans
le plan (XY) un groupe d’ellipses et un groupe de paraboles :
- Les ellipses définies par u = constant, dont le grand axe est confondu avec
'axe (X).

- Les paraboles définies par v = constant.

Fig. 2.1 Représentation schématique des coordonnés elliptiques.
Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées elliptiques

s'effectue I'aide des relations suivantes :

%X = a chn cosé
v = a shn 3ing (2.1)
z =2

Ces formules s’établissent comme suit, d’apres la théorie des variables

complexes.
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Soit :
z = a chw (2.2)
avec .
z=x+1iy et w=n+1i®
Nnous avons .
e+ e §® + g8
chw = 5 = 5

en développant les termes exponentiels, nous obtenons :

chw = cosfchn + isindshn (2.3)
Introduisons cette valeur dans I'équation (1.2). Il vient :
z=xX+ 1y =a chw = alcos&chn + isin8shn) (2.4)
L’identification de la partie réelle a x et de la partie imaginaire a y donne :
X = a cosf chy
y = a sin@ shn
2.2 Démonstration géométrigue
A partir du systeme (2.1), on a :
X \
=6 = i = 7
co 3 ohn et s1ng N
soit
2 Z .
cos B = —= et sin‘e = L
a“ch™ a’sh®n
comme :
cos B + sin'® = 1
on en déduit :
2 2 (2.5)
z>\ 2 * 2Y 2 =1
achmn ashn
on pose :
A = a chn
(2.6)
B = a shn
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et comme :

chrn > shn Vnelk
on se raméne donc a I'équation d’'une famille d’ellipses de grand axe A= a.chn et de

petit axe B = a.shn

L’équation (1.5) sera donc de la forme :
(2.7)

N

oo

N IXN
-+
o, l‘\<

2.3 Coefficients métriques
En coordonnées cartésiennes un élément de longueur s’écrit

(ds)Z= (dx) %+ (dy)?

En coordonnées polaires (r,0), (ds)® est égal &:
@)= (@) r(e8)®

Cet exemple nous conduit & écrire. dans le cas général :
(d5)*= h_(du)*+ h,(du )®

ou :
u; et up sont des coordonnées curvilignes, les quantités h; et hy, les coefficients

métriques qui sont fonction, en général, des coordonnées.
En coordonnées cartésiennes, on a hx= hy = 1 et en coordonnées elliptiques :

hnr =h8 =a (shn + sine)™™ € hz =1
Ces coefficients sont obtenus en utilisant les transformations (2.1) et les

définitions suivantes :
2 2

2 [Ox ay az

' - (5) + (3) ¢ (5)

z 2
2 Ix Jy az
- () - &) - ()

: (2.8)

‘ (2.9)

he =
z (). (). (9= z 2.10
- (3 (07 (3 210
Par suite on obtient :
h®n = h’6 = a®(sh®n + sin’e) (2.11)
hlz = 1 (2.12)
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En connaissant les coefficients métriques, on peut écrire les différentes
expressions des gradients, divergences, rotationnels, etc.

a P —

ax ax_ -
1 1 2 2 3 3

:!‘l =
<
~l
+
:J'[ ol
w

h . h . h: coefficients métriques.
coordonnées curvilignes.

x
3
. 1 i ] Fi ] .. a .
II - - il = II W - i _1ll A — - ..I :
div V = {_:h:l 'hz'ha"‘ﬂ + ﬂxz H'J.l.]*I L)t ﬂx—a lh:. ‘n2 v }

avec :
V.. V,. V,: composantes de la vitesse suivant xi, X 2, X3
h,=h .h_.h
<+ 1 2

ool a g —

1] = = v [ L]
rot V R, { hl[ ax, (h V. 3 ax, (h,.V_) ] a  +

9 ) 1 -
hz[axa (h, .V,) -y (h,.v,)| &, + ha[ax1 (h,.V) 3%, (hl.vi)] 3}

R hzhg 5 hlh3
ap = L 2N e M) e MM st | M ¢
h h z ax & h 2 i ax
4 1 dh 1 1 3 -Eh:z 2 2

h1=hn

h = h® et h?‘?=h8=h
2

h=h=1

3 z

_ _ —_ —
X="n \/1 Vn a, an
x,= 8 v=ve et a = a, vecteurs unitaires suivant n, 0 et z.
— -3
X,= Z Vs- Vz a,= a,

ceci nous permettra donc de simplifier les équations précédentes :
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grad @ = - [ o %y T T8 aa] T ez % (2.13)
-5
: 1 a . 8 V=
div V = —;1—5 [ 7 (hVn) + 35— (hVg) ] + 5z (2.14)
cv-[lovz_awlo [8m 1ov=] o
re h 36 ~ 3z " 3z h o7 e
ave énh Nn ., dh] =
2 2 2
1 Iy 8¢ I
Ap = — + i 2.16
L2222 | L 219
2.3.1 Exemple
Cas de deux cylindres elliptiques confocaux d’axes horizontaux (fig.2.2).
W
Tz
*
AL i
Az . |
Fig. 2.2 Représentation schématique de deux cylindres
elliptiques confocaux d’axes horizontaux.
Les relations (2.6) nous donnent :
2N, .
g = cothn = ezn+ C (2.17)
e -1
on en déduit :
2n A+ B
e = 175 (2.18)
soit encore :
- % In [ﬁ___._j S] (2.19)
nous aurons donc pour le cylindre elliptique intérieur :
1 M + B
1'}1" '2— In [ m ] (219a)
et pour le cylindre elliptique extérieur :
1 Az + Bz
‘.'}2- 5 In [ 7z - Bz ] (219b)
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2.3.2 Excentricité de 'ellipse

L’excentricité dune ellipse est donnée par :

YA -B (2.20)

avec:0<ex<l1
et A et B sont respectivement le grand et le petit axe de I'ellipse. D’autre part la

relation (2.17) donne :

4
ch 291
sh'm (2.21)

z
A 2
— = 20th ”

comme :

it
s

chzn - shz'n
on en déduit :

ch®n - 1 = sh®n (2.22)
en remplacant (2.22) dans (2.21) on obtient :

2 2
chn

ch2 n -1

on en déduit :

1
Chzn

2
A

soit encore :

1 _ - F

ctm A ©

on obtient donc :

1
® < G (2.23)

on aura donc pour le cylindre elliptique intérieur :

1
€= chm (2.23.a)

et pour le cylindre elliptique extérieur :

1

e.= gﬁ-,:;z (2.23.h)
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les relations (2.21), (2.22) et. (2.23) donnent :

-2._-
thzn=t,hr; l=1__ 1___1__62

chzn chzn

on aura donc :

27)-.
thn =v 1 - &° = & 1

27 .
e+ 1

ce qui donne :

en_ — (thn + 1 )

€ thy = 1

qui permet d’obtenir la relation suivante :

Y 1-e&®+1
1 -7 1-¢€°

In

O} -

2.3.3 Remargue

Soit donc :
e L _/A-F
chn A
Pour :
A=B on a e=0

Annexe 2 : Coordonnées elliptiques

(2.23.0)

c’est, dire n devient infini, on se raméne donc au cas d’un cercle.

Et pour :

B=0 ona e=1

c’est dire n=0, on se raméne donc au cas d’'un plan. Ce qui nous ameéne étudier

deux cas patrticuliers :
1- Cas d’'un cylindre entourant une ellipse.

2- Cas d’'une ellipse entourant un plan.
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Title: Contribution to the study of the natural convection, in various confocal

elliptic annular spaces, with various conditions of heating.
Summary: The author proposes in this work the numerical study of the laminar
thermal and natural convection, in the case of permanent and bidimensional flow, in
an annular space between two confocal elliptic cylinders. This latter is oriented at an
arbitrary angle a with respect to the gravity force and filled with a Newtonian fluid.
The Prandtl number is fixed at 0.7 (case of the air) but the number Grashof varies.
The flow is modelled by the partial differential equations: the continuity and the
momentum equations are expressed in elliptic coordinates with the velocity-pressure
formulation. For the conditions of heating, he supposes in a first case the two walls of
annular space isothermal, T, for the internal wall and T, for the external wall, with
T,>T». In a second case, the external wall being maintained always isothermal at the
temperature T,, the internal wall is crossed by a constant flux density of heat. In a
third case, the external wall being maintained always isothermal at the temperature
T,, the internal wall will be heated differently in two parts, its higher half when the
slope of the system is null, is maintained isothermal at the temperature T, and the
lower half is crossed by a constant flux density of heat. A new calculation code was
developed, this last uses finite volumes, for the discretization of equations, the
algorithm SIMPLER for the sequential solution of the system of equations of
discretization and the iterative numerical solution of the algebraic system of
equations is that of sweeping implying the tridiagonal algorithms of Thomas and
cyclic. In order to show the reliability of this code, the author compares results
obtained from this last with other similar results existing in literature. This code then
proves to be a good tool of investigation. For example, for certain geometries, it
allows to detect multicellular flows when the Grashof number increases. For the first
condition of heating, bifurcations are thus observed as well as that for the second
and for the third condition of heating. The study of the variations of the local Nusselt
numbers along the walls allows the author to localise the presence of the various
vortexes. Instabilities are most manifest when the parietal conditions have elements
of symmetry having regard to the vertical direction. The annular spaces delimited by
two elliptic confocal cylinders are particularly interesting because they authorize a
number of configurations.

Key words: natural convection, Boussinesq equations, annular space, elliptic
cylinders, velocity-pressure formulation.



Titre : Contribution a I’étude de la convection naturelle, dans différents
espaces annulaires, elliptiques confocaux, soumis a différentes
conditions de chauffage.

Résumé : L'auteur propose dans ce travail I'étude numérique du phénomene de la
convection naturelle dans un espace annulaire, délimité par deux tubes elliptiques
horizontaux et confocaux, orienté selon un angle a par rapport a la verticale. Cet
espace annulaire est parcouru par un fluide newtonien et incompressible, en régime
laminaire et permanent. Le nombre de Prandtl est fixé a 0,7 (cas de l'air) mais le
nombre de Grashof varie. L'écoulement est modélisé par les équations différentielles
aux dérivées partielles : les équations de continuité et des quantités de mouvement
sont exprimées dans le systéme de coordonnées dites "elliptiques" avec la
formulation en fonctions primitives (vitesse-pression). Pour les conditions de
chauffage, il suppose dans un premier cas les deux parois de I'espace annulaire
isothermes, T, pour la paroi interne et T, pour la paroi externe, avec T;>T,. Dans un
deuxieme cas, la paroi externe étant maintenue toujours isotherme a la température
T,, la paroi interne sera soumise a une densité de flux de chaleur constante. Dans un
troisiéme cas, la paroi externe étant toujours maintenue isotherme a la température
T,, la paroi interne sera chauffée differemment en deux parties, sa moitié supérieure
qguand l'inclinaison du systéme est nulle, est isotherme a la température T; et la
moitié inférieure est traversée par une densité de flux de chaleur constante. Un
nouveau code de calcul a été mis au point, ce dernier utilise les volumes finis, pour la
discrétisation des équations, l'algorithme SIMPLER pour donner la solution
séquentielle des systemes d'équations de discrétisation et la solution numérique
itérative des systemes d'équations algébriques est celle du balayage impliquant les
algorithmes tridiagonaux de Thomas et cyclique. Afin de montrer la fiabilité de ce
code, l'auteur compare des résultats issus de ce dernier avec d’autres résultats
similaires existant dans la littérature. Ce code se révele alors étre un bon outil
d'investigation. Par exemple, pour certaines géométries, lorsque le nombre de
Grashof augmente, il permet de déceler des écoulements multicellulaires, pour les
trois conditions thermiques pariétales, des bifurcations sont donc observées. L'étude
des variations des nombres de Nusselt locaux le long des parois permet a I'auteur de
localiser la présence des divers tourbillons. Les instabilités sont les plus manifestes
guand les conditions pariétales possedent des éléments de symétrie eu égard a la
direction verticale. Les espaces annulaires délimitées par deux cylindres elliptiques
confocaux sont particulierement intéressants car ils autorisent nombre de
configurations.

Mots-clés : convection naturelle, équations de Boussinesq, espaces annulaires,
cylindres elliptiques, Formulation vitesse-pression.



