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NOMENCLATURE

A coefficient de I’équation de discrétisation

b terme de source adimensionnelle

D diamétre du conduit [m]

g accélération de la pesanteur [m/s’]

G source de chaleur volumique [w/m?]

Gr nombre de Grashof défini par (gBGD>/K sv?)

heo coefficient de transfert convectif (conduit-air ambiant) [w/m?k]
hea coefficient de transfert radiatif (conduit-air ambiant) [w/m?k]
k conductivité thermique du fluide [w/mk]

kK conductivité thermique du fluide adimensionnéelle (k/ko)

Ke conductivité thermique du solide adimensionnelle (ks/ko)

L longueur du conduit [m]

Nu(©,z) nombre de Nussdlt local [h(6,z)D/ko))

Nu(z*) nombre de Nussdlt local axia [h(z)D/ko])

P pression [Pal

P pression adimensionnelle [(p-po/ poVe?)]

Pr nombre de Prandtl (v/a)

q densité de flux de chaleur [w/m?]

r coordonnée radiale [m]

r coordonnée radiae adimensionnelle (r/Dy)

R rayon du conduit [m]

Ra nombre de Rayleigh [gB(T (Ry. 8, z)-T.)/ 0ar Var]

Re nombre de Reynolds
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terme de source

temps 9|

temps adimensionnel (Vot/D;)

température [°K]

température adimensionnel (T-To)/(GD;/ke)
température moyenne de mélange [°K]

température moyenne adimensionnelle (Ty-To)/(GD;%/ks)
vitesse axiale moyenne a |’entrée du conduit [nV/s]
composante radiale de la vitesse [m/g]

composante radia e de la vitesse adimensionnelle [U/ V]
composante azimutale de la vitesse [m/s]
composante azimutale de la vitesse adimensionnelle [W/V]
composante axiale de la vitesse [m/g]
composante axiale de la vitesse adimensionnelle [V/V )

coordonnée axiale [m]

coordonnée axiale adimensionnelle (/D))

Symbolesgrecs

diffusivité thermique [m%/g]

coefficient volumique d'expansion thermique du fluide. (K™)
coefficient de diffusion

viscosité cinématique. (m?. sY)

masse volumique du fluide. (kg. m'3)

tenseur des contraintes visqueuses [N/m]

tenseur des contraintes visqueuses adimensionnelle



u viscosité dynamique [kg.m/s|

i viscosité dynamique adimensionnelle (w/ po)
0 coordonnée angulaire [rad]
¢ variable dépendante généralisée
Indices
C relatif ala postion de la face d’un volume fini typique
d désigne la paroi du conduit
i,0 fait références aux surfaces interne et externe du conduit respectivement
m moyen
p fait référence au noaud P d’un volume fini typique

n, s, e w, t,b fait référence aux faces d’un volume fini typique respectivement
nord, sud, est, ouest, fronta e et dorsale
N, S, E,\W,T,B fait référence aux noeuds entourant un volume fini typique respectivement

nord, sud, est, ouest, frontale et dorsale

nb désigne les noauds voisinsa P
ro,z référence aux directions radiale, tangentielle et axiale respectivement
0 fait référence &1’air ambiant loin de la paroi externe
0 entrée du conduit
Exposants
* variable adimensionnelle
t désigne I’instant t

t+At désigne I’instant t+At

t-At désigne I’instant t-At



Introduction

INntroduction

Ce travall s’inscrit dans la continuité d’une étude menée par Boufendi et a. [1, 2] au
laboratoire de physique énergétique de I’université Mentouri Constantine. Cette étude
concerne une simulation numérique tridimensionnelle et transitoire d’une convection mixte au
sein d’un fluide newtonien, en écoulement laminaire, dans un conduit cylindrique dont
I’épaisseur de sa paroi est le siege d’un chauffage uniforme par effet joule. La convection
mixte dans le fluide est caracté&risée par des propriétés physiques du fluide variables, une
épaisseur solide finie et des pertes thermiques de nature radiatives et convectives vers le
milieu ambiant. Les codes développés, basés sur une discrétisation spatiotemporelle du
premier ordre, ont éé parfaitement validés [3] par comparaison avec les résultats analytiques
(Petukhov et a. [4]), numériques (Ouzzane et a. [5]) et expérimentaux (Abid et a. [21]).
Leurs résultats montrent que les champs thermiques et dynamiques sont tridimensionnels, que
la non-uniformité angulaire du flux thermique a I’interface paroi-fluide est significative et que

le nombre de Nusselt axial dans le tube est augmenté par la convection naturelle.

Ainsi, dans un souci d’amélioration et de perfectionnement des codes numériques
développés d’une part, et d’autre part, pour une ample compréhension des phénoménes
physiques mis en jeu, ce travail condste en une simulation numérique du modée conjugue,

mais cette fois, avec une discrétisation du second ordre dans I’espace et dans le temps

ainsi qu’une étude comparative des résultats fournis par les premier et second ordre avec ceux

fournis par |’étude expérimentale d’Abid et a. [21]. Le but de notre étude est la comparaison
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des résultats numériques obtenus avec les discrétisations spatiotemporelles du premier et
second ordre avec ceux de I'expérience. Notre mémoire est scindé en quatre chapitres:

Le premier chapitre est consacré a la compréhension du mécanisme de la convection
mixte dans une conduite cylindrique et & la présentation d’une bibliographie succincte et
récente apportée sur ce sujet.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons d’abord la géométrie du modeéle physique
consdéré. Ensuite, écrites sous leurs formes adimensionnelles, les équations modélisantes de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie. Dans ces équations, la
viscosté dynamique et la conductivité thermique du fluide sont thermodépendantes.

Le troiséme chapitre est consacré a la résolution numérique des équations
modélisantes adimensionnelles. Aprés une bréve introduction justifiant le choix de la méthode
numérique utilisée qui ext celle des volumes finis, le maillage dans sa globalité ainsi que dans
des espaces de projection sera présenté. Puis, tous les termes obtenus dans les équations
modélisantes seront discrétisés un par un jusqu’al’obtention finale des équations algébriques
linéarisées pour toutes les variables dépendantes de ce probléme. Enfin, les agorithmes de
calcul utilisés seront présentés.

Nous rassemblons dans le chapitre quatre les principaux résultats numeériques de cette
étude. Les comparaisons et les interprétations des divers résultats seront présentées a partir
des distributions de certaines grandeurs physiques.

Enfin nous terminons ce travail par une conclusion générae qui résume les principaux

résultats obtenus.

M écanisme de la convection mixte

D’une maniére générale, on appelle convection les mouvements de circulation présents au
sein d’un fluide. Lorsque ces mouvements sont occasionnés par des forces internes aux
fluides on parle de convection naturelle. Ces forces sont les plus souvent les forces de la
poussée d’Archimede associée a la gravité. Les sources dominantes des mouvements
convectifs sont alors issues de la thermo dépendance de certaines propriétés physique du
fluide (la masse volumique, la tension superficielle, la concentration des espéces....).
Souvent, la convection naturelle coexise avec la convection forcée. Dans le cas de la

convection forcée, le mouvement du fluide est induit par une source externe : une pompeou le
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déplacement d’un objet dans le fluide par exemple. Quand les mouvements ont pour origine
alafois des sources internes et externes, on parle de convection mixte. Nous pouvons citer
comme exemples les écoulements lents dans les canalisations (comme dans les radiateurs a
eal), les jets anisothermes (chauffage ou climatisation des locaux, panaches de fumeées), les
écoulements atmosphériques et les courants marins. Un autre aspect apparait, c’est a dire les
deux mécanismes peuvent aler dans le méme sens comme ils peuvent s’opposer selon la
direction relative du mouvement forcé par rapport au mouvement gravitaire. Le transfert peut
étre fortement influencé par cet aspect. Aind, s I’effet de la pesanteur s’oppose au
mouvement forcé, I’écoulement est freing, le transfert thermique est diminué et dans ce cas la
convection mixte est dite contrariée. Pour le cas contraire, on parlerait de convection mixte
aidée. Enfin, I’écoulement forcé peut étre perpendiculaire a la direction des forces de
pesanteur et dans ce cas les échanges de chaleur sont améliorés. La convection mixte dans un
canal horizonta correspond a la superposition d’un écoulement force (écoulement principale
associé a une vitesse axiale du fluide) et a la convection naturelle transverse (appelée
écoulement secondaire associé a des composantes transverses de la vitesse dans une section
droite de la conduite). Ainsi, dans I’étude de cette convection mixte, des termes moteurs vont
étre apparu tel quele terme gBDT qui traduit la mise en mouvement du fluide sous |’action de

lagravité.

Dans notre étude, I’écoulement considéré a I’entrée de la conduite sera de type laminaire
et hydrodynamiquement développé. Pour cela, nous rappelons que dans un conduit
cylindrique, le régime laminaire est géré par les forces de cisaillement entre filets fluide
induisant, selon une section droite, un profil de vitesse de forme parabolique. L’écoulement
est caractérise ains par le nombre adimensionnel de Reynolds (Re). Ce profil de vitesse peut
étre modifié dés que des gradients de température sont imposés selon une section. La
convection a I’intérieur des conduites intervient dans plusieurs applications pratiques telles
que les capteurs solaires, les échangeurs de chaleurs, le refroidissement des composantes

électroniques et des procédés chimique et nucléaires.
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Chapitre 1

Etude bibliographique

La convection mixte en milieu fluide dans les conduites cylindriques a fait I’objet de
trés nombreuses investigations théorique, numérique et expérimentale. Les différentes études
de la convection mixte se résument dans les problemes aux diverses conditions aux limites en
particulier celle relatives au flux de chaleur ou de température impose sur la paroi, ainsi qu’a
la disposition de la conduite. Pour la convection mixte en conduite horizontale, un grand

nombre de travaux ont éé réalisés :

Boufendi et al.[2] ont fait une simulation numérique tridimensionnelle d’un transfert de
chaleur en convection thermique conjugué, les propriétés du fluide sont thermodépendantes et
les pertes thermiques entre la surface extérieure du conduit et le milieu ambiant sont
consdérées, les égquations sont résolus par la méthode des volumes finis. Les résultats
numériques montrent que les champs thermiques et dynamiques sont tridimensionnels, que la
non-uniformité du flux thermique a I’interface paroi-fluide est significative et que le nombre
de Nusselt moyen dans le tube est augmenté par la convection naturelle. Les résultats
numériques étaient en bon accord avec ceux d’une étude expérimentale avec les mémes

parameétres geométriques, dynamiques et thermiques

10
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Boufendi T.[3] a fait une éude numérique de la convection mixte tridimensionnelle sur un
conduit cylindrique horizontale chauffé uniformément. Il a considéré deux modéles: un
modéle de base définie par un conduit a épaisseur nulle et des propriétés du fluide constantes
excepté la densité, et un modéle conjugué ou on tient compte de I’épaisseur du conduit et la
variation des propriéés du fluide avec la température. Les résultats numériques ont été
obtenus avec un code a 3-D basé sur le schéma numérique d’ordre un et I’algorithme de
SIMPLER.

Petukhove et al.[4] ont présenté des résultats d’é&ude expérimentale sur la convection mixte
a I’intérieur d’un conduit horizontal et verticad soumis a un flux de chaleur uniforme. Les
tubes utilisés sont en acier inoxydable, pour le tube horizonta le diamétre intérieur est de 8.84
mm, I’é&paisseur est de 0.36 mm et la longueur du conduit est 99 fois le diamétre interne. Les
résultats obtenus permis d’éablir des corrélations empiriques donnant le nombre de Nusselt

moyen en fonction de la distance axiale

.0.045

Nu, € 50 iB=5.10°Z ‘pourz4.710°®
=] 8@9 a tesque ! P

Nu,g eBayg % B=1810Z"* +55Z **pourZil.710°®

Nuss :est le nombre de Nusselt moyen asymptotique (pour un écoulement dével oppé).
La précision de |I’approximation de la correction est de 5%.

OUZZANE et al. [5] ont étudié I’effet de la conduction pariétale et la répartition du flux
thermique sur quatre configurations différentes: un flux thermique uniforme sur toute la
circonférence ou seulement sur la moitié supérieure de celle-ci et un flux thermique appliqué
sur I’interface ou sur sa moitié supérieure, I’autre moitié est isolé. Leurs objectif est de
démontrer I’existence des limites et la possbilité de négliger la conduction thermique dans la
paroi de la conduite notamment quand une condition de flux non uniforme est appliquée. Ils
ont utilise un maillage non uniforme dont la direction radiale et axiale plus serré dans les
régions ou les variaions de température et des vitesses sont relativement importantes a
I’entrée du tube et a I’interface fluide-solide. Ils aboutissent a une conclusion, est que la
modélisation des écoulements dans une conduite chauffée doit étre réalisée avec beaucoup de
soin en ce qui concerne la condition du flux thermique. Bien qu’il soit facile de négliger la

conduction dans la paroi en appliquant le flux thermique directement a I’interface fluide-
11
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solide, ceci peut conduire a des résultats erronés notamment quand le nombre de Grashof est
élevé. Ces erreurs se produisent tant au niveau des paramétres moyen (Nu) qu’a celui des
valeurs locales (distribution circonférentielle de la température a I’interface fluide-solide,
profil de vitesse axide et intengté de I’écoulement secondaire).

Pantankar et al. [6] ont effectué une é&ude numérique de la convection mixte dans une
conduite horizontale pour un écoulement développé avec chauffage non uniforme sur une
moitié supérieurefinferieure et I’autre moitié adiabatique. Des mouvements secondaires avec
d’importantes augmentations du nombre de Nusselt par rapport & celui correspondant a la
convection forcé pure. Par contre dans le cas du chauffage appliqué par le haut, les
mouvements convectifs sont relativement faibles et la sratification de latempérature est

dominante.

Bergles et al. [7] ont fait une éude concernant les effets de la convection naturelle sur
I’écoulement laminaire d’eau, dans des tubes horizontaux a section circulaire ayant un flux
thermique pariétal constant. Ils ont fait une é&ude quantitative par visuaisation al’aide de tube
en verre chauffé éectriquement. Ces mesures combinées avec d’autre résultats et corrdations

ont montré I’influence de la convection naturelle sur le nombre de Nussdlt.

Choi et al. [8] ont é&udié numériquement la convection mixte pour un écoulement en
développement dans un conduit horizontal soumis a un flux de chaleur uniforme sur la moitié
inferieure de I’interface et isolé sur I’autre moitié. Les calculs ont éé effectués pour un
nombre de Prandtl Pr = 0,7 et 5, un nombre de Reynolds Re=250 et un nombre de Grashof Gr
entre 10%t10’. Ils sont principalement intéressés aux phénomeénes de bifurcation pour des
nombres de Grashof éevés.

J. Orfi et al. [9]: ont étudié numériquement I”écoulement en convection mixte dans un tube
circulaire incliné pour des valeurs de Grashof Gr = (10*,10°,10°) et d’angle d’inclinaison
(0°,30°,60°,90°). Une méthode des volumes finis est utilisée pour résoudre les équations
paraboliques de la convection mixte. Les auteurs notent que |I’écoulement en régime de
convection mixte suit trois régions : dans la premiére région, I’écoulement est essentiellement
forcé dans la deuxieme zone, les courants naturels engendrent un brassage important du

fluide favorisant d’avantage I’échange thermique et finalement loin de I’entrée et méme a des

12
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taux de chauffage relativement élevé, I’écoulement s’éablie entierement, la convection
naturelle arrive & maintenir dans la section un état asymptotique caractérisé par des valeurs
congtantes du nombre de Nusselt. Ces vaeurs du nombre Nusselt augmentent avec le nombre
de Grashof et dépendent de I’inclinaison du tuyau.

Kholai [10] dans le méme ordre de travail a effectué une éude numérique de convection
mixte laminaire dans un tube incliné. Les équations elliptiques de Navier Stokes et d’énergie
sont résolues simultanément afin de mettre en évidence I’effet de I’angle et du Grashof sur les
champs thermiques et hydrodynamique. La méthode utilisée dans ce travail est celle des
volumes finis dans un maillage de 30x70x80 uniforme suivant 0 et z et non uniforme dans la
direction radial r. Les résultats sont obtenus pour un nombre de Re =500 et différentes
combinaisons du nombre de Grashof (10*,10°10°) et d’angle d’inclinaison (0°,30°,60°,90°).
Le transfére de chaleur ssaméiore avec I’augmentation du nombre de Grashof et de la

diminution de I’angle d’inclinaison.

Le travail d’OUZZANE. [11] se rapporte sur le transfert thermique dans les écoulements en
développements a I’intérieur des conduits avec et sans ailette. L auteur a étudié I’effet de la
conduction pariéde sur les évolutions des champs thermique et hydrodynamique. |l ressort
de cette éude, que dans le cas ou les matériaux présentent une bonne conductivité thermique,
la température de I’interface solide-fluide a tendance a s’'uniformiser. Cependant un écart de
température relativement important a été observé entre les deux positions extrémes (le haut et
le bas), dans le cas d’un matériau a faible conductivité thermique. Dans le cas d’un conduit
horizontal ou incliné, pour I’amélioration de |I’échange thermique, I’auteur recommande de
placer plus d’ailettes sur la partie supérieure de la section dans le cas de refroidissement et sur

la partie inferieure dans le cas du chauffage.

Benmansour et al. [12] ont étudié numériqguement la convection mixte laminaire conjuguée
d’un nano fluide Eau-Al dans un tube horizontal. Ils présentent une analyse sur le
comportement de I”écoulement du nano fluide a I’intérieur d’une conduite pour deux valeurs
de Grashof (10°10%. La méthode de résolution utilisée est la méthode des volumes finis sur
un maillage de 34x40x700 respectivement suivant r,g,z. IIs ont trouvé que pour un nombre de
Grashof relativement éevé (10%), Iécoulement secondaire devient plus important lorsqu’il y a

une déformation importante du profil de température.
13
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Dogan et al. [13] ont éudié expérimentalement le transfert de chaleur par convection mixte
dans un canal contenant des sources de chaleurs en bas et en haut. La température de la
surface, la distribution du nombre de Nusselt moyen et des sources de chaeurs discrétes ont
été obtenus pour différents nombres de Grashof. En outre leurs résultats montrent que le début
d’instabilité et I’améioration du transfert de chaleur, notamment dans les derniers rangés des

sources sont directement liées aux nombres de Grashof et de Reynolds.

Mori et al. [14] ont travaillé sur un conduit horizontal en brasse de 14 m de longueur, de
35,6 mm de diametre et de 1,2 mm d’épaisseur. Une zone de chauffage de 7m est assurée par
un enroulement de fils de nichromes parcouru par un courant électrique. La premiére zone est
utilisée pour I’obtention d’un profil de poiseuille. Leurs résultats montrent que pour des
grandes valeurs ReRa >10* I’écoulement secondaire devient intense. Pour ReRa = 4.10°, ils

obtiennent un nombre de Nusselt égae 2 a 3 fois le Nu_ou Nu désigne la valeur

asymptotique dans le cas d’un conduit horizontale soumis & un flux de chaleur pour une
convection force et est égale aNu ,, = 4.369.

Nguyen et al. [15] on éudié la convection mixte en développement simultané pour des
valeurs de Ra (510°410°%,3.10°). La méthode de résolution utilisée est la méthode des

volumes finis dans un maillage de 15x18x100 suivant r, 6, z. Les auteurs montrent que
I’écoulement secondaire s’intensifie de plus en plus, la stratification est plus importante, la
zone de développement est plus courte et le nombre de Nusselt augmente avec un

comportement asymptotique ala sortie du conduit.

Morcos [16] a éudié expérimentalement |’effet de la conduction circonférentielle de chaleur
dans la paroi de la conduite sur le transfert thermique en convection mixte. Il a considéré deux
tubes horizontaux de matériaux différents, I’un en verre et I’autre en acier inoxydable. Le
chauffage du fluide est assuré par un fil électrique enroulé sur la paroi extérieure et parcourue
par un courant alternatif, I’ensemble tube-fils électrique est isolé thermiquement avec la fibre
de verre permettant ains d’approximer la condition du flux uniforme. L’eau et le glycol
d’éthyléne ont été utilises comme fluides caloporteurs. Il a é&é congaté que le nombre de

Nusselt moyen ne dépend pas uniquement des nombres de Grashof et Prandtl mais auss des
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matériaux et de I’épaisseur du conduit. Les effets de la paroi et du nombre de Prandtl
deviennent importants pour des taux de chauffage éleveés.

J. Orfi et al. [17] ont étudié le champ d’écoulement d’un méange binaire prés de I’entrée
d’un tuyau horizontal avec flux thermique et concentration uniforme al’interface fluide-paroi,
tenant compte des effets de la température et de la concentration dans I’expresson des forces
volumiques. Les résultats obtenus avec Re=400, Pr=0.7 Grr=Gre=1.01x10° pour troisvaeurs
du nombre de Lewis sont analysés et comparés pour déterminer |’effet de ce paramétre sur la
digribution de la concentration dans le fluide, sur le nombre de Sherwood ainsi que sur les
caractérigiques hydrodynamiques et thermiques de I’écoulement. La méthode de résolution
utilisée est celle des volumes finis pour un écoulement parabolique a trois dimensions,
I’algorithme utilisé est I’algorithme de Simplec.

Shome et al. [18] ont fait une éude numérique sur un conduit horizontal soumis a une
condition de premier type, une convection mixte thermiquement développée et une viscosté
variable, cette  derniere est exprimée suivant une loi  log-polynomial
n(T) :Inlln(n/lo'e)— CJ— alnT+b pour les liquides, les congtantes a, b et ¢ sont caculés
pour I’eau, le glycol et de paratherme-NF. Les auteurs trouvent que pour Gr=10°10%t10’,
les effets de la viscosités sont significatifs et qu’il sont d’autant plus prononcés sur le
coefficient de frottement que sur le nombre de Nusselt.

Pascal et al. [19] ont é&udié a la fois expérimentaement et numériquement |I”écoulement
laminaire et le transfert thermique dans un tube horizontal entouré par un liquide. lls ont porté
I’attention sur les régimes d’écoulement ou un effet d’Archiméde S'gjoute a I”écoulement
forcé dans le tube. La surface externe du tube est soumise a la convection naturelle résultant
de la différence de température entre la paroi et le fluide environnant. Des analyses détaillées
sont conduites pour un groupe de cas: avec différents fluides, température d’entrée et débits.
On montre que la température variable de la paroi a un effet marqué sur la configuration de

I”écoulement secondaire dans le tube aussi bien que le transfert de chaleur.

Hussein et al. [20] ont fait une étude expérimentale sur le transfert de chaleur par convection
mixte dans un conduit cylindrique horizonta chauffé uniformément. Le dispositif

expé&rimental est constitué d’un cylindre en aluminium de 30mm de diametre et de 900mm de
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longueur soumis & un flux qui varie entre 60 w/m? & 400 w/m* et un nombre de Reynolds
allant de 400 a 1600. La température a la paroi, le nombre de Nusselt moyen et locd ont été
présenté, les auteures ont trouvé que pour le méme flux, la température a la paroi est plus
élevée pour les faibles nombre de Re que pour les nombres de Re élevés, I’effet de la
convection naturelle tend a augmenter le transfert thermique pour des valeurs de Re dlevé et a

le diminuer pour les faibles valeurs de Re.

Les expériences d’Abid [21] concernent un écoulement d’eau dans un conduit métallique
cylindrique horizontal de 1cm de diamétre extérieur et de 0.2 mm d’épaisseur, le conduit est
chauffé par effet joule sur une longueur de 1m, les conditions d’entrée sont : une température
congtante et un profile parabolique de la vitesse. Le dispositif et présenté sur lafigure (1.1).
Les mesures de la température sur la face externe du conduit ont été effectuées a I’aide d’un
appareillage de thermographie infrarouge. Cependant dans le cas de mesures simultanées en
différente cOte, des thermocouples de type k sont utilisés sur la paroi externe. Les résultats
expé&rimentaux obtenus en régime laminaire montrent I’éablissement d’un gradient de
température entre le haut et le bas d’une section droite. Ce gradient de température
provoquant des écoulements secondaires transverses dans une section droite qui se
superposent a I’écoulement principa axia : ceci se traduit par I’existence de deux rouleaux
convectifs contrarotatifs.

Ce travail expé&imentd a été complété par une modéisation numérique utilisant la méthode
des ééments finis aux éguations de Navier-stokes couplées a I’équation de I’énergie. Ces
résultats sont présentés sur la figure (1.2) [22]. Elle montre la présence de deux rouleaux
convectifs dans une section droite. Le comportement dominant et caractérise par une
diminution de la taille des rouleaux convectifs le long de la conduite (soit & un entassement

vers le bas, adors que dans le haut se construit une zone thermiquement stratifiée).

Le probléme de la convection mixte a égaement été traité dans d’autres géométries

notamment pour les conduits rectangulaires et horizontaux, citons les travaux de:

Pour mieux comprendre I’influence des gradients de températures horizontaux et verticaux

dans une géométrie cylindrique sur les phénomeénes de la convection mixte, F. Bonnefois
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[2 3], a étudié séparément ces gradients, en utilisant un cand rectangulaire dont le chauffage

a été assuré soit par une paroi vertica soit par une paroi horizontale en partie basse.

Pour un chauffage en bas de la paroi horizontale (gradient verticd), le travail de Abid et al.
[24] montrent I’existence des mouvements transverses du fluide qui se manifestent par des
rouleaux contrarotatifs. La configuration de ces rouleaux ainsi que leur stabilité dépendent de
certains nombres de contrdle tels que le nombre de Reynolds, de Rayleigh ou de Richardson
et Prandtl. La visualisation de ces rouleaux a été faite par la technique de vélocimétrie Laser
(PIV), et aussi la détermination du champ de vitesse. Parallélement, le champ de température
a été mesuré par thermocouples. Ces deux techniques expérimentales permettent de mieux

comprendre les mécanismes physiques intervenant dans un phénomeéne de convection mixte.

En vu de comprendre I’effet de la distribution uniforme du chauffage pariétale sur le
comportement d’un écoulement en régime de convection mixte dans les conduites
horizontales & section rectangulaire Incropera et Shutt [25] Mahaney et a. [26] ont
simplifié les équations des mouvements et ont utilisé la forme parabolique des équations

différentielles.
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Chapitre 2

Modélisation mathématique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons la géométrie et le systeme d’équations de
conservation du probléme, sous leur forme adimensionnelle régissant les transferts
thermoconvectifs au sein d’un fluide dans un conduit cylindrique horizontal a section
circulaire constante. Ces éguations seront accompagnés par les conditions initiales et aux
limites dynamiques et thermiques appropriées. La particularité de cette modélisation réside
dans la thermo dépendance des propriétés physiques du fluide ainsi que la prise en compte
simultanée de deux milieux (solide et fluide) d’un point de vue transfert thermique et
écoulement de fluide permettant de classer ce probléme dans celle des problémes de transfert
conjugué. Ainsi, ce sont les mémes équations qui seront appliquées simultanément aux
domaines fluide et solide. Par ailleurs le milieu solide sera le siege d’une source de chaleur

volumétrique uniforme a travers toute I’épaisseur de la paroi du conduit.

2.2 Lagéométrie du modéle

La figure 2.1 illustre la géométrie du probleme étudié. Il s’agit d’un long conduit
horizontal de longueur L=1m, de diametres intérieur D;=0.96cm et extérieur Dy,=1cm
(Pépaisseur est de 0.02 cm). Ce conduit et en Inconel de conductivité thermique
Ks<=20W/mPK. Une génération de chaleur interne uniforme est produite par effet Joule dans

toute I’épaisseur de la paroi. La résistance électrique du conduit est égale a 0.16 Ohms,
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I'intensité du courant électrique est égale a 45 et 65 Ampeéres. Le conduit est utilisé pour le

chauffage d’un écoulement laminaire, incompressible, d’eau distillée dont I’écoulement a
I’entrée et de type Poiseuille, avec une vitesse moyenne égale a 7.210°m/s et une

température constante de 15°C. La surface externe du tube est non isolée, les pertes
convective et radiative avec I’air environnant sont prises en compte. Ces valeurs sont
délibérément prises de I’étude d’Abid et al. [ 21]. Laviscosité et la conductivité thermique du
fluide sont fonctions de la température, la masse volumique est une fonction linéaire de la
température et I’approximation de Boussinesq est adoptée. |l s’agit donc d’un probléme de
transfert conjugué modélisé par les équations de conservation adimensionnelles avec leurs

conditions aux limites:

Figure2.1 Géométrie et dimensions: D; =1, D, =1.04, L' =104.17 ,

2.3 Equations de conser vation

Ecrites en termes de contraintes et de flux, les éguations de conservation

adimensionnelles modélisantes traduisant les principes physiques qui régissent ce probléme

sont:
At =0, U =W =V =T =0 (2.1)
Pour t* >0:

Equation de conservation de la masse:

w’ Vv’
1Ty 2TV (22)
roqr r 9q 1z
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Equation de conservation de quantité de mouvement radiale:

U* k2 *

N UURT=S S TS PRUSVATR R L

Tt o qr g Mz r fr (2.3)
Gr, .1 é1 ¢ 19 .,... t. T ..U

+ cosq T + —(r't — —(t,) - - +—,)q
Re? S¢ Reog—ﬂr (r't,) + = ﬂq( a) R ( )H

Equation de conservation de quantité de mouvement angulaire:

w19 UW'  19P Gry_ .
+———(r'U'W’ +—_ w’ +— W)+ =- = T +
e o (r ) o W'W") VW) = g Regan
1 é1 1 , 0 - 19 .. T ...
P t )+ —t.,)+—0.)g 2.4
Reo er ﬂl’ (r qr) r* 1.|.q ( qq) T[Z* ( qz)H ( )
Equation de conservation de quantité de mouvement axiale:
V
WL LT gy )+__(vvv o vz TP,
it rqr fiq Mz 12 (2.5)
1 é1 1 9.,. 9 ..
a— ——'t )+ — —@t, )+ —(t.,)y¢
Reo gr_* ﬂr*( rz) r* ﬂq ( qz) ﬂz*( zz)H
Equation de conservation de I’énergie:
%+——(rUT)+i*L(WT)+—(VT)—G :
1 fIir r g 1 (2.6)
1 e1 i

1 . .U
- - +_ p
Re,Pr. ee_f* o ~(r'q,) + - q(qq) 07 (qz)g

1K./(Re, Pr,) dansle solide
{0 dans le fluide

avec G =

Les composantes du tenseur des contraintes visgueuses sont:

Tu’ é V' 6 1 Ul
t* :2m*—* t:q :t;r:m* é'*l* —*:'*'i*—l:l
rr ﬂr é ﬂr r g r qé

See o

e * *_'u
. . 661 W U L eIwW 1V
tqq:Zm é_*ﬂ— — 7 tqZ:th:m gﬂ +r—*ﬂ

égr q r :l;l 2] z qG

ge d
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eV’ quUu 1w
tzr:trz:rn & —+ U tzz=2m—
{TEE T 12

2.7)

*:-K*—* *:-—*— et *:-K*—* 2.8
q; a dq © 1 4. 1z (2.8)

Les nombres adimensionnels qui caractérisent ce probléme de convection mixte sont évalués
a la température du fluide a I’entrée. Cette derniere est la température de référence utilisée
dans I’évaluation des propriétés physiques du fluide servant a calculer les groupements
adimensionnels du probléme:

n
Le nombre de Prandtl : Pr, =—2
a'0

V,D,

Le nombre de Reynolds basé sur le diamétre interne de la conduite Re, =
nO

_gb,D3DT _ gbD3(GD?/k,)
- 9bo DIDT _

ng Ne

Le nombre de Grashof basé sur le flux pariétal (DT ) Gr,

2

: : R .
Le nombre de Richardson: Ri, :% qui mesure, relativement, les deux modes de
e0

convection, forcée et naturelle.

2.4 Les conditions aux limites

Al’entréedu tube: z° =0
Domaine fluide:

Ofr £05 & O£qE£ 2p: U =W =T =0,V =2(1- 4r’%) (2.9)

Domaine solide:

05£r £0.5208 et 0£ Q£ 2p: U =W =V =T =0 (2.10)

26



Chapitre 2 Modélisation mathématique

A lasortiedu tube: z° =104.17

Domaine fluide:

U5 _IW Vg IT

0£r" £05 ¢ O£ Q£ 2p: = = = _)=0 2.11
r qt 2p 07 17 12 ."Z( .”Z) (211)
Domaine solide:
05 £r £0.5208 e 0£q£ 2p: U =w’" =v’ —.”—(K 1111—)_ (2.12)
Z

Sur I’axe du conduit: r' =0
Les conditions dynamiques sont considérées et les variables dépendantes sont correctement
interpolées au voisinage de I’axe. Cette interpolation permet de lever la singularité en ce

point:

::i*al =0 (2 13)

O 0] 0]
PourOf£ q £ 2pet0£z £100 L ¢~ + - — =G~
‘Hrg‘ﬂ g TS 5 W& 5 TEIr g

Sur la paroi extérieure, la condition de non-glissement est imposée tandis que la condition

aux limites thermiques est de troisieme type (condition de Fourier).

iU =W =V’ =0

'=05208 pour OEqE2p et 0EZ' £10447 | . 9T _(h+ h) D _. (219
(R Ko

avec:

h, =es (T2+T2)(T+T,) (2.15)

L’ émissivité de la surface extérieureest e=09 et s =5.67 10 Wm *>K *est la constante

de Stéphan-Boltzman. h, est donnée par la corrélation de Churchill et Chu [ 27] valable
pour tous les nombres de Pr et de Rayleigh dans I’intervalle 10 °£Ra£10°:
Nu=[h,D, /K, ] = [0.6+(0.387Ra® /(1+ (0.559/ P, )#°)%2 |} (2.16)

Bien gue cette corrélation exprime un Nu moyen, €elle peut ére approximativement utilisée
pour déterminer localement le nombre de Nusselt.

Les nombres locaux de Rayleigh et de Prandtl sont définis par:
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_ 3
Ra= gb [T(RO’ 9.2) T¥J 2  Pry =ng /ag (217)
aa’r na’r

Les propriétés thermophysiques de I’air sont évaluées alatempérature locale du film :

Thim = [T(Ro' q,2)+ T¥]/2 (2.18)
Suivant la direction angulaire les conditions périodiques sont imposées pour |I’ensemble du
domaine radial et axial.

iU (r,0,Zt)=U"(r",2p,z t)
W' (r, 0,2 £)=W'(", 2p, 2 t)
VL0, Z0)V I 2,2 )
YT, 0,2 4)=T(r", 2p,Zt)

Pour 0£1" £05 et 0£2 £100 (2.19)

Les nombres de ReynoldsRe, =606.85 et Prandtl Pr, =8.082 sont caculés avec des
propriétés physiques de I’eau évaluées a la température de référence (T,=288 K , a I’entrée
du tube).

Les fonctions m (T") et K (T') ont é&é obtenues par un ajustement (*fitting”) précis des
valeurs tabulées citées dans Baehr and Stephan [28]. Ces fonctions sont :

m (T") = 0.23087 + 0.78727 exp(- T~ /0.11386) (2.20)
K*(T") =1.00111+0.80477 T" - 1.06002 T2 (2.21)
Ces agjustements représentent de bonnes approximations dans le domaine des températures
relatif a cette éude. La conductivité thermique adimensionnelle du solide est finie et

constante dans I’intervalle des températures de cette étude:

K. (T") =K,/K, =20/0.5893 = 33.94 (222)

La viscosité dynamique adimensionnelle du solide est infinie, égale a:

m(T")=10% (2.23)
Cette tres grande valeur attribuée a la viscosité permet d’assurer des vitesses nulles
représentatives du domaine solide. Le transfert thermique dans cette partie ne s’effectuera
donc que par conduction. Cette procédure aliant les mémes équations pour le domaine en
entier (fluidet+solide) est discutée dans Patankar [ 29].
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2.5 Lenombre de Nusselt
A I’interface solide-fluide, le nombre de Nusselt local est défini par:

e u
Nu(o.z')="20i _& v (2.24)
Ko g (05 0, Z)' Tb(z )u

La température moyenne de mélange adimensionnelle dans une section T, (Z') éant définie

par :
Y22p
c‘)d*(r* q,z2)T (r' g,z )r dr'dqg

T.(2)=22° (2.25)

Y22p

Od\ (r" g,z )r dr'dg

00

Le nombre de Nusselt local axial et moyen circonférentiel est:

Nu(z’ )— u@.z )dg = 1% (K e l 00 8dq (2.26)
O\' Zp@T(osqz)T(z)u '

Enfin, on peut calculer la valeur du nombre de Nusselt moyen pour toute I’interface solide-

fluide:

1 2n 104.17

0 ONu(@,z ") dz do (2.27)

Nu= (21)(204.17) O €
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Chapitre 3

Résolution numeérique

3.1 Introduction

Une fois le probléme physiqgue modélisé mathématiquement, Eq. (2.1) jusgu’a (2.6)
avec les conditions aux limites spatio-temporelles appropriées Eqg. (2.9) jusgu’a (2.14) et
(2.19), nous présentons dans ce chapitre la méthode numérique de résolution de ces équations
modélisant de conservation de la masse, des quantités de mouvement radiale, azimutale et
axiale et de I'énergie dans un systéme de coordonnées cylindriques. Il est évident qu'au vu de
la complexité des systémes d'équations, causee par la non-linéarité des termes, par la
tridimensionnalité du probléme ainsi que par le fort couplage inter-équations, leur solution ne
peut ére que de type numérique. Nous utilisons a cet effet laméhode numérique des volumes
finis dont I'intérét dans le domaine des CFD (Computational Fluid Dynamic) n'est plus a
prouver. Globalement la démarche numérique sinitie par le maillage, puis la discrétisation des
équations modélisantes et enfin la résolution des systemes d'équations discrétisées.

Auss, il est nécessaire de faire rappeler que la discrétisation qui sera développée
dans ce chapitre et rentrant dans le cadre de ce travail est du second ordre dans le temps et
dans I'espace.Celle du premier ordre ayant dga fait I'objet d'une étude antérieure,Boufendi [3]
et Boufendi et Afrid [2].
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3.2 Lemaillage

Le domaine physique comprisentre O£r  £R,/D,,0£q£2p et 0£2 £L/D, est
transformé en un domaine discret constitué d’un nombre fini de volumes de controle
élémentaires cylindriques, contigus et sans discontinuité d’interface, de dimensons

Dr',r' Dget Dz suivant les directions respectives r', q et z . A l'intérieur et au centre de

chague volume sera défini un point (ou un noaud) représentatif de I'ensemble du volume. Les
figures 3.1 (a-Cc) schématisent successivement le domaine numeérique et un volume de contréle
typique (Dv’ =r" Dr'DgDz") dont le centre géométrique est associé au noaud P et limité par
ses six faces: les faces Nord et Sud dans la direction radiae dont leurs centres sont (n) et (9),
Est et Ouest dans la direction angulaire dont leurs centres sont (€) et (w) et Frontale et Dorsale
dans la direction axiale dont leurs centres sont (t) et (b). Chague volume fini sera directement
entouré de six autres volumes: dans la direction radiale deux volumes adjacents aux faces
Nord et Sud et contenant en leurs centres les ncauds N et S, dans la direction angulaire deux
autres volumes adjacents aux faces Ouest et Est contenant en leurs centres les ncauds W et E
et enfin dans la direction axiale les deux volumes adjacents aux faces frontale et dorsale
contenant en leurs centreslesnoauds T et B.

Dans le maillage les différentes dimensions sont importantes a connaitre et elles seront
bien explicitées dans les figures qui suivent et qui présentent différents plans de vue du
volume congdéré. Les angles et les distances entre le nceud P et les noauds voisins E, W, N,
S, T et B sontdqe, dgw, dry, drs, dz; et dz,, respectivement tandis que les angles et les distances

Séparant les faces des noauds voisins sont respectivement Dr, , Drg, Dq., Doy, Dz, € Dz.

Lesfonctions scalaires, température et pression, sont stockées dans le noaud P du volume
typique tandis que les fonctions vectorielles telles | es composantes de vitesse, sont situées au
centre et perpendiculairement atravers les six faces de chaque volume entourant P. Ainsi, les
équations de Navier- Stockes sont intégrées dans des volumes finis décalés [ Patankar] tandis
que les équations de continuité et de I'énergie seront discrétisées dans un volume typique.
Cette localisation faciale des composantes de vitesses entrainera un décalage de leur volume
correspondant par rapport au volume de contréle principal. Ce maillage décalé pour les
vitesses est nécessaire pour I'obtention de solutions physiquement acceptables [ Patankar].

Ainsi, c’est atraverslatotalité de ce domaine numérique maillé que seront
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3.3 Discrétisation des équations du modée

Parmi les objectifs recherchés dans les développements des résolutions numériques, c’est
I’amélioration des précisions des résultats numériques. C’est dans cette voie que nous avons
fait le choix d’une discrétisation spatiotemporelle du second ordre. On rappelle que les

équations de conservation peuvent étre écrites sous saforme générale suivante:

m 11 19 q

ﬂT+r_ﬂT( u f)+r—ﬂ—q(Wf)+ﬂ7(V )= o
1 Mgy Mo, 1T 190, T W a, '
€

& ‘ﬂr*g o rqé 1 Tqo 9z & ‘ﬂ_%
Ou f ed lavariable générdisée, S; est le terme de source, G est le coefficient de diffusion
(de quantité de mouvement ou de chaleur dans notre cas).

L’éguation de discrétisation d’une variable f  est obtenue par I’intégration de son équation de
conservation dans son volume fini typique ou décalé selon le cas. Pour simplifier I’écriture,
on élimine les étoiles dans les exposants des variables non dimensionnelles.

3.4 Définitions

3.4.1 Ladiscrétisation temporelle au second ordre:

Elle est obtenue a partir de manipulations mathématiques dans les développements en séries

de Taylor d’une variable f par rapport au temps:
t+Dt 2 q2 Dt 3 q3 tD
P 1 A (=9 L R (> 9 I +o(Dt)" (32)
19t 2 qt2 3 9t
ft-Dt — f t+Dt _ (2Dt)ﬁt+Dt (2Dt) ﬂ f (2Dt) ﬂ3f +O(D‘[)4 (33)
1t 2 g2 a

Si I’équation (3.3) est diminuée de I’équation (3.2) multipliée par 4, on peut montrer que:

t+Dt

ﬂf 3ft+Dt_ 4ft+ft-Dt
— »
It 2Dt

+0(Dt)? (3.4
Et donc, la discrétisation de la variation temporelle locale avec une erreur de troncature
d’ordre deux, (Dt)?, est :

ﬂf _3ft+Dt_4ft+ft—Ex
it 2Dt

(3.5)
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Auss, s on multiplie I’équation (3.2) par 2 et on retranche du produit I’équation (3.3), on

peut montrer que:

fU™ »2f - U0 4 (Dt)? (3.6)
Et donc, une approximation, avec une erreur de troncature d’ordre deux, (Dt)?, d’une variable
f*es :

fro=oft-fr®> (3.7)
Cette discrétisation est celle d’Adam-Bashforth.

3.4.2 La discrétisation spatiale au second ordre

Les discrétisations spatiales se feront sddon le schéma des différences centrées qui est un
schéma d’une précision du second ordre.

Considérons, dans la direction axiale, les développements en série de Taylor suivants :

2 q2 3 q3
ST 1 i A i @9
19z|, 2922, 392°%,
2 q2 3 q3
fr= t+lﬁ +I—ﬂf +|—‘”f +L (3.9
1 9z|, Z‘HZZt H‘ﬂz?’t

En soustrayant I”’équation (3.9) de (3.8), on trouve:

_ 3
W fr-fe L]y (3.10)
Izl dz, 24 928 | t
Et donc,
ity - ﬂ, avec une erreur de troncature d’ordre (dz, )? (3.11)
Tz|, dz,

Dans tous les cas on utilise des discrétisations du second ordre: une discrétisation temporelle

avec une erreur de troncature de I’ordreDt® et une discrétisation spatiale avec une erreur de

troncature de I’ordre de(Dr)?,(Dg)’ et (Dz)’.

Laforme d'Euler retardée du second ordre donnée par |'égquation (3.5) sera appliquée a toutes
les dérivées par rapport au temps tandis que la discrétisation d’ Adam-Bashforth, équation
(3.7) seragppliquée d'une part atous les termes non linéaires tels les termes advectifs et
d'autre part atous les termes hybrides et les termes de force de poussée thermique qui se

retrouvent dans les différentes sources. Enfin la discrétisation selon un schéma totalement
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implicite au temps (t + Dt) sera appliquée atous les termes de gradients purement diffusifs et

ceux de pression. Quant & la discrétisation dans I'epace, il lui sera appliquée le schémades

différences centrées qui est d'ordre deux (comme on I’a vu précédemment).
3.5 Discrétisation del’équation de la quantité de mouvement radiale :

On rappelle que cette équation est exprimée en termes de vitesses et de contraintes

Visgueuses:
u’ o s - . W : Gr, .
L S IATRTE RS EFTYAVR SR T VAVEL SR A L= ¢ P
1t r qr r Mg 1z r s Re;
1 é1 9 .. 19.. t. q ...
é_*_*(rtrr) +__(tr )_ ﬂ-'-_*(trz)l:l
Re, gr 1r r R 1z Q

Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont:

. T .. & qgawo 1qUU
t =2m —- ) ty=tlg =m & T+t —=——-u et
rr Tr 8 fir &r g T a4
. . N VAR ((SANY . L €1 W Ul
t,=t,=m é_—+—- ty =2Mm é— +—U
el Tz g e Ta rg

Chague terme de I’équation de conservation de la quantité de mouvement radiale et intégré

dans le volume de contrdle décalé r, dr, Dg,Dz,suivant la direction radiae (voir les figures

(3.2.9) e (3.2.b)).
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(i+1

. n’

(it

Figure3.2(a) Identification et positionnement
des vitesses dans la direction radide /'

i+T

—

(140

il

U(i,j+1,k

Dr(i)| &

|

1
!
v
1

dr(i)

IV(i y

-1,k) S’
1

\/(i,jﬂo

v (i,1+1,K

I

j-1

U(i-

>—T——

]

<+“—>
Dz(j-1)

«—>
Dz(j)

L,j,k)

dr(i-1)

1
Dz(j+1)

Figure 3.2(b) Identification et représentation des vitesses
dans la direction radide dans le plan (r,z).
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- Termetrangtoire

338

- Termes advectifs

+Dt QPud_ gyt 4yt™
rdrdqdz= il il il
2Dt

radr,Dq,Dz,,

t+Dt

A A 1 rdrdqdz =

——(ruu
~arTu)

QJ nU tue t 1.[ tDtu
rUU)( - (rUU)( a drdqdz=

0,0 Q% i G

s

(2 UL UL, - ULV ) (U Us™ - ruEP U™ |, Oz,

N \tu o
ll(WU)( rdr dg dz =
r 19

fwsus, - wi U, ) o0t ® - oot ar, o,

W (u tuﬂ

QQ,Q )( Dtrdrdqdz:

v, -vus ) b o - v o o,

t+Dt
\QJ N\ N\ W2
— rdrdgdz= 6‘32 =dr,Dg, Dz, =
o phal T
t t t ‘
28 e, W, * Wasg, *Way, | u dr,Dg,Dz, -
g 4 B
2
§ 4 . l] dr,Dg,Dz,,
g E
- Termede presson:
NI t+Dt

r dr dq dz= (PthDt - Pﬁ,*D‘)rn Dq, Dz,

00Q
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- Termes diffusfs:

* leterme 21(rt i)
rqr
YA AT

t, rdrdqdz—

339k
33 Gy

drdqdz—QQn ‘ﬂr

Ny
ﬂU : _ & -DM
§4rmt " iqusz §2rmt "
Ut+Dt Ut+Dt

2o, - nnm)@rnu Rl - 2o, - i )@
Avec :
m,=m =mi+Ljk) . omy=m =0 k)
My =fp(i+1) , re, =Tp (i)
dr, =Dry =Dr(i+1) , drg, = Drp =Dr(i)

Uy, =UG+L],K) ,
179

Ug, =UG,jk) e

* let L
Mrﬂq(rq)
ny tu D Ju du
SQ ‘lﬂl(trq)( rdrdgdz= QQQ'ﬂﬂ
f riq
‘| é t+Dtu_
NEURE By o U “
2 - mtA———— 1 Wdrdgdz-
QQ Q. "gw 7y gr‘ﬂQj /"
e i)
Ny u | é 1Dt 't+Dtl;Q
C;Q‘tl}mt'm: _Wo +8§m: ::,}"/drdqdz
f ﬂq} ge‘ﬂr r g er 1q Lb
é Wi aquama” e LW Wo
éZMg%QM— —++¢_—+ U drnDz,- ént PG —- —=
é fr rg érfag EHMJ é ®lr re
LW Wo W we
& & o & o

t+Dt j
Su

U,t:Dt _ Ut+Dt O
u

drdq dz =

Sd (%]

Ug, =U(i- 1 ],K)

t+Dt
)( drdgdz=

~& t+D )
o] u
W dr, Dz +32rﬁ rﬁaﬁdﬂui 4 dr, Dz, =

er 1q
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ée L .t &l
Cont@W _Wo |  o@W Wo %
& er rg efr rog| R
& “ ! “Ur, Dz, +
& t- Dt Dt
En o EW WO T W WO T
& efr rg efr rg &Y
e a &)
é R h
a2n - M'uﬁiwﬂ a dr, Dz, =
g er 19 EIW

t t t t RN
g ?ﬁ‘t{j WnUQJ B WSUQJ _ rntN WnuWu - WSuWu 9+H
ég drnu U drnu B U
e t- Dt t- Dt t- Dt t- Dt --l;dr” DZP +
é?rnt,v Dt WnUwU ) Ws Wy Dt Wnueu B WSueu gd
é lu drnu dr‘nu %
; 8eth inuWu - WstuWu . ”tu 1 erueu ) Wstueu 9+8
ég u My 2 My 2 p U
é t- Dt t- Dt t- Dt t- Dt ..l;Kjrn sz -
g’?n,ngt iWnqu - Wsqu _ rnt,\; Dt iW”uWu - WSUWU 9-'0
é My 2 YT, 2 EH

@1 UtE+Dt'U,t:>+Dt @1 U,t;,+Dt'U\t,\7Dto
(Zntu - ”ﬁ;u)‘;— . . :dl’n DZp - (th'\/u - rrf,\;th );—;:drn sz
8rnu dqu g 8r”u dqwu ﬂ
Avec:
m - e, da. moo O . da,
Dy , Ddye Ddp DO " " Doy, Ddww  Dgp , Dy
my M\e m me my Maw ms My

m, =n(i +1,j,k), m =n(,j,k),  m=n(,jk+1), m, =n,j,k- 1)
Me =Mi+1j,k+1),  my =ni+1jk-1)
dg, =da(k), dqg,, =da(k - 1)
Day = Dq, = Da(k) ) Dgye =Dg. =Dg(k+1) , Dg,w =Da,, =Da(k- 1)
My =Te(+1 ., dr,, =Dry =Dr(i +1)
Woe, WG+ 5,K) , Wy, WG +L k- 1), W, o =W, j,K), Wy, =W(,j.k- D)

Ug, UG, j,k+)

Ug, =UG, .k,

Up, =UG,J.k- D

36



Chapitre3 Résolution numérique

t
* leterme 44
—elame -

t+

Dtrdrdqdz:ciqnuétqq|t+Dt drdgdz=

ny tué .t __t+[)d;|
. Qezmtg%—lmg +&Y0 g dg dz-
€ & fag erg A

&g é .- Dt __t+Dt('j;|
Q. ud@ant'D‘@Mg +8e£g “Udrdqdz=
€ g r 19 g ere A
ilé aﬂWOt xdIwo Y ¢ o \eU t+Dtl;| :J
| & 9o 9o 4, € e br, |
4 t t t t A D
gzmg )i?f’"’nu% ~ Woowy |, Wee, - Wepm, 93
" g Doy, DUy, 5
2§ t- Dt t- Dt t- Dt DA l;dr”qusz *
ant Dt) 1 é;wvnu% _W”uWu +W5ueu WsuWugH
g v 2,g Doy Dy, 5§
t+Dt |
2lent, - ™ =Yt Dg, Dz, =
é I n=“p-*“p
?(H‘E) t t t t (nta) t- Dt t- Dt t- Dt t-Dtl;I
2@ rU 6Nnueu B W”uWu +W5ueu B WsuWu)_ 2;-1 6N”u% B W”uWu +W5ueu B WsuWu )l;dr”DZp +
n n
éU't:Dtl‘J
- \a A _
2ont, - nf; )e—é D0, 0, =
n
Avec
_2dr,
™D, by
m  my
mHJ :dqe :dq(k) 1 r.n :rc(i)

Wi, WG +LJ,K) , Wy =WG+L k- D), W, o =W, j,K), W, WG, j.k-D)
Ug, =UG, ],k

my =mi+1j,k), m=n,j,k)
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* leterme 'ﬂlz(t z)

t+Dt

G ugE Ay U _
rdrdgdz= QQQﬂZé W+‘”_% rdrdqdz=

Dt t+ud_|
dr,Dq erﬁaé%wo L2V “U rdrDg, =
" P g Er 2 ° P
g a a

DY

€ VO v U ¢ i
§2mt§[—: - mt'D‘aq[—: a r.dr, qu+<§(2mt - mt'D‘Eaﬂg U r.dr, Dg, =
8 rg g ELU 8 4 u
t t t t )
228%]‘ Vnutu Sutu n,!th V”ubu Vsuhu 9_'_3
Y dr, dr, =0

2 (radr, Dap +

VtDt_Vt-Dt l;l

= nqu subd Dt nyty suty
é‘ﬁh dr mt

dr, a

b -, o, - o - i o,
S o & B 5
Avec
B dz, dz,, _ dz,, dz,,
" "Dz, Dz Dz, Dy ' M Dz Dz Dzp Dz
my My M M my M M Mg
m, =m =nli+Ljk) . m =m =nl,jk)
=m(i +1j+1k) , mo=n(i,j+1k)
=n(i+1,j- 1k) . my=n(i,j- Lk)
dr, =dr(i) , dz, =dz(j) , r, =rc(i)
Vi, =VA+L0.K) , Vo, =V 0K, Vg, =VGE+L§-1K), Vg, =V(Q.j-1k)
U, =U@,j+1k) , U, =UG,jk), Ug, =U(G,j- 1k)
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* leterme (G—rzcosq)T
Re

t+Dt
\%Qnuq\ij (G—rzcosq)T rdrdgdz=
u Re
e t- Dt
ZQQ Q (—cosq)T rdrdqdz Q QQ (—cosq)T r dr dq dz =
Gr ié t t- Dt g
@COSCI}g(TXP‘ - (TXPU‘ ::grndranp DZ =
Gr Gr a't Dt t D[O

cosq &N

2cosq( +T)rdran|ODz—R2 g >

Te “fpdrDa, Dz
Re o

Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la
forme standard :

AUED = AQUNT + AUE + AUE™ + A UG + AUTT + AQU ™ + 572 (3.12)

Ri u S u Wu u Bu

Avec:

R
dr.Dz, _ ot | dr,Dzp

Ac =de=—— Re, (Zntn ntu ) r.d, A =dw=o Re, (thN“ mh, ) r,da,,
r.dr,Dgp

A = ReO( i, - ;&) te iz

=+ t -Dt rndrnDQP
Ao = %—%J”mrm)—ag—

AN

3 ydry D, Dzp dr,DgpDz (3.13)
2 Dt + (ng mg ) r

n
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4ut Ut-Dt
t+Dt _ p p
S —Z—Dt“rn dr, Dg, Dz, - ZSt r,dr,Dgq, Dz, +
t- Dt u é t ) t- Dt
e(U ) -2(U )grn quDZp"'@Z(USU) -(USu )gqu Dz +

[@vt Pul D‘) 2(\Nqueu )]drnsz + [26NJVUU§VU) (Wt Pu D‘)dr Dz, +
b out)- 20 aer,oa, + ol ut,)- =0 g™, or,0a, +

e % t t t _ t o U
62 m Wnueu Wsueu } t Wnuwu Wsuwu 40
1 e 8 dr nu u dr ny B U
R o o 5 5 udr, Dz, +
e eag t- Dt _ t- Dt t- Dt t tou
0 e(;rn\tN Dt WnuWu WSuWu _ Wnueu Wsueu Ry
u dr ! dr :
nu nIJ QH
é % t t t o u
& tu 1 Wnuwu Wsuwu ) méu 1 Wnueu Wsueu ;+U
1 ¢ 8 I' 2 I’nu 2 a a
R & D D D D Udr , i
€, & t-Dt _ t- Dt t-Dt _ t-Dt (]
° gge t- Dt 1 Wnueu Wsueu _ ot Dt 1 WnuWu \NSUWu 9(]
A u u =
é I’n,J 2 rnu 2 QH
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¢ (m )w : : » u
~ \ p
1 22 r Ny&y WnuWu +W5ueu WSuWu H
n
Re é( —Dt) (D2, +
Oe”tu (\Nt—Dt_Wt—Dt +Wt—Dt_Wt—Dt) a
8 r Ny&y NyWy Suéu sumu /(g
n u
é F- <) Vt _ Vt Vt _ Vt O U
éz(;mt nuty Sutu ”lt;u nyby subu +
1 ég u dr, dr, =
& % .dr. Dg, +
e
Re, & VD D v _oyene gt P
- Dt Nyby subu n,f—Dt Nuty Sutu G
8 dr, u dr, 9]

2 2
alvt +Wt +Wt +Wt u alvt-u +Wt-|) +Wt-|) +Wt-uu
A  u€u MWy Su€u UM~ A u€u Wy Su€u SuWu 4

2¢€ 4 U dr,Da,Dz, - € 4 U dr,Dq, Dz,
e H e H

Gr ¢t Gr gy Ty ™0
——C0s( (TN +Tp)rndranp Dz, - cosqé ahdr,Dg, Dz, +
Re? Re? 2 P

+(P,;+D‘ - pi™ )ranpsz
t- D¢

v A5, Ug,
S _Hr” dr, Dq, Dz, - Hr” dr, Dqg, Dz, +

u

[rnte . fnt ]+ [rs, - £+ fret™ - gt [+ [rwt - fwt o] fres ™ - gt ]+ [ib - fot ]+

A t t t t IR
gzéen’t Wnueu - Wsueu } rﬁ,\, Wnuwu - Wsuwu 9+H
1 6% dr, : dr, =
—8 ’ ’ 2 i Dz, +
Re Wt»Dt Wt»Dt Wt»Dt Wt»Dt L P
0 %ﬁ,\;m naw, — VVsawy n’t o Ve, © VVWsue u
u u _u
& dr, dr, 70
A t t t t )
g ?n'tv i Wnuwu - Wsuw n’t i Wnue Suey _+H
1 8% Ty 2 “ 2 p uud o
é i, Dz, -
t- Dt t- Dt t- Dt t-Dt A .~
Reo %Ttm i Wnueu - Su€y n’tth 1 Wnuw - Ws wy, 99
& Lo, 2 Yo, 2 =
u u (%19
7 »m AY
l ? (n’fgu) t t t t (n’t)u ) t- Dt t- Dt t- Dt t- D¢ L;I
Re 92 r ( ne, Wn w +W5ue - Wsuwu )_ r (Wnueu - Wnuwu +Wsueu - WsuWu )L,ﬂrnDZp +
0B n n 8|
A t t t t A t- Dt t- Dt t- Dt t- Dt )
1 ? & \/nutu - \/sutu Vnubu - Vsubu 9 O Vnubu - Vsubu O \/nutu T Vst L,j
LGy Yo Ve gy Yot Van 8, o Yoot Yoo Yo Vel o g,
Re, g & r, r, p r, r, H

W, + Wy, +Woy + WL, 0 W2 +WLT WS + WU
: u®u u u4 uSu u UL:,I drnmpDZp_ e u®u uWu 4 uu u UL:,I drnmpDZ +
e 8] e 8]
Gr Gr P +TER0

cosq(Tﬁl +T§,)rndran Dz, - cosqg——— —1t,dr,Dq, Dz
ReZ p p ReZ g 2 p p p

+ (PFt)+Dt - puo )rn Dq,Dz,

41



Chapitre3 Résolution numérique

On peut écrire auss

s = b, + (P - RY"™ DDz

Et I'équation dediscrétisation serait:

AUL = AGURT + AUS + AUET + AJUGT + AUR® + AU LT +b, +

(3.14)
+(P§,+Dt - P )ranpsz

Comme U‘P:D‘ correspond a la vitesse U a I'interface n du volume typique (US™), on peut

écrire I'équation donnant la vitesse U™ :

AU = AT + AUST + AULR + AU + AUST + AURT b+
+(P§,+Dt - P )ranpsz

3.6. Discréisation de I’équation de conser vation de la quantité de mouvement azimutale

Cette équation exprimée en termes de contraintes visgueuses sécrit:

W 19 u'w’ 11]P Gr;
=L (FUW )+ (W W )+—— VW’ == T
0 e 0 - (r )+ xr (W )+1] -V W)+ = 0 Reosmq +
1¢é1 1 19 T ...
e —(r?t +——t + )
€ 1 (rty) 1q (tqq) e (q)H

Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont:

. , e W U d .. L& qavio 19Ul
tqq:2m éG— +—"U trq :tqr:m a *(‘ — Tt — u
gar 19 7 8 qir gr g T ‘ﬂqé

R - LA I A2
m é_—+—-—0
gz r Tag

Chague terme de I’équation de conservation de la quantité de mouvement azimutale est
intégré dans le volume de contrble décaé suivant la direction azimutale (voir les figures
(3.3.a) et (3.3.b)).
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Figure 3.3.a Identification et positionnement
des vitesses dans la direction angulaire '="Z7 .

J'-&M, J &,m

N\
\ V\\W("J ke 1) \ A
XW V('J K X | Dok

AR ;t" I dQ(k)v
4

£ bq(k+1)
o >

z

e

k-l\

Ge(k)

(i,j+1,k)

Figure3.3.b : Lesfaces, dansleplan q -z, desvolumes finis décalés suivant la direction
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- Termetranstoire

wqw [ &, - A, L+W, OO
g Dt i
- Termes advectifs:
L Qv dwl o POAN 19 tha _
;ﬁ(rUW)( rdrdqdz= QNQ Q@r " rUW)( -Fﬂ(ruw)( Erdrdq dz=
[2 I’ UnWW;W rsWUsWWstW) ( Ut DtWt Dt _ rsWU;V\’DtvvstWDt)]dqe
v w dwl g {+ w Jw w€2 ﬂ { 19 t-Dtl‘:|
—— (WW rdrdgdz= - —— W ar dr dg dz
Qria ! a62= (' Q) Qg 1 M) - 7gq (W) rarce

=[2 M, - we e, )- g - wiwg ™ Jor o

/

S A " ardga L6 T ow) ‘”(VWt-Dt@ddd
O Gt wme- GGGt ] fame
(Vv

s
Vb\NWb\N)_ 6/tf,v DtWt:NDt ) Vf}thW&NDt)] rp Drp dge

b

Qe WUWSTE t-u@ddd
rar Z= rar Z
QQQ i %QQ g
t t t t =
é;%J WQN+UnWW\N +U +U5WW\NWt 9
_ t \ast t- Diy pyt- Dt _C 2
_(ZUPWWPW_ UPWWPW )Dpdqe p _QUt-Dt +Ut-Dt +Ut-Dt Ut Dt ﬂ dqe
é Nwew n SwWth Dt :
4 @

o wo w1 ﬂP

QQQ

rdr dgdz= (PthDt - Pé*D‘)rpDrpsz



Chapitre3

Résolution numérique

Termes diffusifs;

* Terme %1(rthr)
r< qr
e, Ny .t t+Dt e, Ny .t t+Dt
N A ‘Wil(rthrl rdrdqdz:QW‘W‘Wll(rthrI drdgdz=
,Q, Q2w ,Q Q
S w wl § & wo1ual ™
W W \W_lg,znpﬂ_w__ -~ dl’dq dZ:
W wrre  efdr rr9q
n
é .t ..t+Dt(';'1‘_| w
EQZM%E_ WQ +§T_W9 _[;l dquzp -
P & erfa rg efreg %SW
n
é .- Dt 1+Dt G w
i@rzmt Dt%éw Wo +§T—W9 " dgeDzy, =
P & erfa re elr g %SN
é =Dy
18I WS iU Wt
g &fd ro &rfa rg
e L+Dt Dt W
ié2r2mt€;mﬂg rzmt'D‘géTﬂg 4 dg.Dz, =
s 8 efr o efrg g
A t t t t 3
gzmrn_wunwew'unwww_zmriuw U sy 3
é e dg. 'p dg. a
e rs, u
2 Ny t t t t ]
g”ihwﬁ N +WPW)+”§NK6’VSW W, )+ (
€ R L rooyt _yro tdq.Dz, +
gnt,vui S St O T e +H
é I dge Yo da u
é t- Dt t- Dt t- Dt t- Dt u
& of. o ow M TWay o T M TR
e M 2 I 2 i
ér2 t+Dt _ Wt+Dt d:l ér.2 WVHDt _ Wt+Dt d:l
o, - g €%~ oz, - (o, - e e .0
W g dr Y P ar dr ¥ P
Srp 8 n A gfp 8 s A
avec:
1 1 1,1
Mha = R

L
m, Me M My m, Me M
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m,, = me =i, j,k+1) m, =n(i, j,k)
=mi+1jk+1) m, =n(i +1j,k)
:rr(i'l’j’k-'_l) rrg:rr(l_ljik)
Moy, = Fec() roy =Fc(i-1
dr, =dr(i- 1) dr, =dr(i)
\ 19
ou w tw e o tw w2
QVQV Q/qu(tqq) rdrdqdz:QvQV Q/ﬂ_(tqq* drdg dz
o v 8 AW UG) ¢ aqw ug U
QVQV Q_§m——+— drdg dz = e2m;——+—3 u Dr,Dz,
flaeg er g g erflg wa
é 4 40 g W t+DtOu
2é2nf§%é19 +L2Wo 5 Drsz—eth D‘a%éio JEWO Y b oy,
g re erTag #,, é ®ro & 10 o &,
&, . U, &y FUgw, O
Zntwé nwewrp W:DPDZP_ZHtMQWTPPDZP_
a a
AR VR, o e AR UG, o
8 e 7} 8 e 2}
Wt+Dt WD Wt+Dt Ot )
ze(zm L) e M oo, e(zm e
A Gws A
Avec:
my, =M =n(, j,k+1) My, =M =, j,k)
dd, =Da(k+1) ddly,, =Da (k) C =0

Une, UG5 k+1) , U

We, =W, j,k+])

We, =W, k), Wiy,

-1 j,k+D), Uy

=U(i, j,K), Ugy, =U(i- 1 j.k)

=W(,j.k- 1)
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50 0L )(H rdrdgdze Y A AT &HEW 11V HD[drd dz=
Q0 Q' q QWQ Q88 v 19, a
1 g & o @ t- Dt t+0t W U
a2 Vo ,adWo "5 gya@IVo  aWo 5 YD, =
¥ g ©rfaeg efzeg 3 g rfag elzg 3 b
é VA Lo = RAVANNEERVANNY
o & A e o,
8 e g P e ;
é t- Dt t-Dt g t- It t-Dt )
émt (; V entw V : tnglVaNt\N VWQN-UPDrpdqe+
8 8rP dQe 5 8rP dQe
& @V - Wy ¢ gav ™ - Wi gl
82 w “Ur ,Dr dg, - €2 o “Ur ,Dr dq,
g(wfw LS e ] g(m L oY,
avec

B dz, dz, B dz, dz,
" Dz Dz Dz Dy ' ™ Dz Dg D Dz

m, M M M m, Me M N

m, =m =nti,j,k+1) ; m, =i, j,k)

=n(i,j+1k+1) : m- =n(i,j+1Kk)

=m(i,j- Lk+1) : m, =nT(i,j- LK)
dz, =dz(j) ; dz, =dz(j- 1) et dg, =dq(k)

Vauy =V 1 K+D) , Vo, =V, j- Lk+D), Vi, =V, i,K), Vo, =V, i - 1K)

W, =W, j+LK) W, =W, k), Wa, =W(i, j - 1K)
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t+Dt

S JWw \W j—
QQ rdrdgdz=

& b du G ' & e , Gr oo _
ZQ QQ rdrdgdz- QQQ (Rezsmq)T rdrdgdz=
Gr t D

= ?( ).| - (T)|PW| &r Dr,dq, Dz, =

Gr . ¢t Gr arm P’Dt 0
?smq (TE +TP)rPDrque Dz, - smqg ;%jrpDrpdqe Dz

L’ensemble des termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique
sous laforme standard :
AW = A LW + AW™ + ACWE™ + A, W™ + A W + A W™ + 507 (3.16)

Avec:
Al Oln_Reo(mﬁw ”fmu) r(:?;
A = ds_Reo(gng mu)r ril,(j;Dz
Ao =doz 2 fom, - )T
oz Reo(zm”'w %Dt)zd;vsz
A :d‘:R—io(Z”fw- nf;ﬁ)%
R U

3 r,Drp.dg. Dz,

A=A +A, tA+AS+A +A +— (3.17)
2 Dt
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t-D

qM,t
t+Dt _ Pw Pw d DZ +
S, = o rPDrpdquzp-HrPDr Je

[fn"“- fn‘]+[fs‘N- fs‘N‘D‘]’f[fe‘N‘ L 8 LV ol B (i M R [ g
t t L
”fm oy Yrus ~ Yy T Ysmy “ Yas
16 dg. o dqe Uiz, +
Re, § o Ubm -ulh v e F
08, fTiwD‘ Tsu Usiew T Vs gt H\NM u
g dq, e TR
6, u
émﬂmw W S, g oW )+
16 "' e Uiz, +
& - Dt Dt t- Dt t-Dtuy- e
Re, &, n'f)WD[ rMWNW +WRN TTLWD[ riWSW +W a
g o 2 'p 2 H
¢ ayt +Ul_ ©® al +UL O U
o, S ST e S T
1§ ¢ 5 & P 5l
R_(Ae t-Dt t-Dt t- Dt t-Dt UDpsz+
€ € E-a?’www%nﬁ‘g’w o 2
= 8 rP - 8 I’P -
8 9 a H
, t t t t . s
ngen'f Vautw = Vit ot Veuw = Vb O-H
A W d rT],W d =
1 eg rpdde pUde g Y
Re (:E t- D¢ t-Dt t-Dt t-Dt qPDpdqe+
0 gnt Dt VQNtW - VWWtW + n’twm VQNbW VWWbW H
g rpdg, rpdde s
t t t t t- Dt -t o Lo
gEJn\A,QN+Uf‘\N""\/v +U +U - UnWeW+UnWWW U UszWWt Dt—Dr dq DZ +
: ? A ’ e
ﬂ
2 P

5
e Drpdq.Dz, +(P,L+D‘ - P;D‘)Dr Dz

La source peut s’écrire:

S = b, +(PE™ - PE™ Jor Dz,

p="p
a

Et I'équation de discrétisation serait:

AV = AP+ AN + A + AW + AV + AL +b, +

+(P§,+Dt - P )DrpDZp

(3.18)
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Comme WF‘,;D‘ correspond alavitesse W al'interface e du volume typique (W.™), on peut

écrire I'équation donnant la vitesse W™ :

AW = AW + AQNG + AW + AZE™ + AW + AWE™ +b, +

(3.19)
+(P§,+Dt - PgD‘)Drpsz

3.7 Discrétisation deI’équation de conservation de la quantité de mouvement axiale

Cette équation exprimée en termes de contraintes visgueuses seécrit:

U™ 19 1P

L e TR VAD I SV VA VA WP I\ VAVAS R L
0 = o - (r )"‘ (VV )+ﬂ ~(V'V) 07 +
1 él q 1 * T .0
('t = g )¢
Re, & Tr° r )+r* ﬂq(qz)-'-ﬂz*(zz)g

Les composantes du tenseur des contraintes visqueuses, normales et tangentielles, sont:

C_._ 8TV U u — WS via v
ty,=t,=m &—+ Ofg=ty=m é—+5—0,t,=2m —
glr 1z g g1z r Yag iz

Chague terme de I’équation de conservation de la quantité de mouvement axiale est intégré
dans le volume de contréle décalé suivant la direction axiale (voir les figures (3.4.a) et
(3.4.b)).

i+l

Ilek) 4 I n_”,__ U(||I+lxk) dl’(l)

LK e VGG VLK
=T

Dr(i)| i

i-1,j,k) s 1 U(i-1,j+1,k) dr(i-1)

EMY >
4—i—V L
Dz(j-1) D) De(+l)

Figure 3.4.a: Lesfaces, dansle planr-z, des volumes finis décal és
suivant la direction axiae.
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\dz(J 1) i m i1

\ \ W(IJkl\\ Lw \N(l |+1kl)

k\ : V(' J 1K) ,‘\ = ‘:’(; Tk)_ ‘E Dg(k)
l [ BT ; i
),/ W(” LK) j W(IJ K) Wik
o/ e DZ(,) ,,,,,,,,,,, B <AZ(J+1) AAAAAAAA b >

Figure3.4.b : Lesfaces, dansle plan q -z, desvolumes finis décalés suivant la
direction axiae.
- Termetrangtoire:

a0 \tvﬂvt Dt d d d e3vt Dt 4vt +Vt Dt D d
— radr z= r z
Q0 Qy = g 2y

- Termes advectifs

ty
\

Q0 Qr
?QQ

ﬂ +Dt
- rUVi rdrdgdz =
r

19 t- Dt
rUV)( rdrdgdz- Q Q Q__ rUVi rdrdgdz =
rqr

e
Vy, - rS\/US\/VStv) (rnvugvD‘v,fvDt rSVUtSVD‘v;V'D‘)]qudzt

aéé%%(wr rdrdgdz = agé ﬂl { rdrdgdz-
aéé%%(w)t-urderz [2( Wt Vi ) (Wetv- uvet‘/-Dt ] W&D‘V‘;«'/D‘)] o

t-Dt

& e IR t &
QQQﬂZ(W)( rdrdqu—ZQQQE(W)(rdrdqdz—QQQE(W)( rdrdq dz

=[2 (v v - v )- (v v - v v, oy o,
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& W v

Dt
QQ Qge :TT—Zj rdrdq dz= (P,i‘”Dt - P%‘“Dt)rp Dr, Dap
é

Termesdiffusifs:

\eV \nV Dt \eV \n‘/ \tV Dt
QQ T rtrz)< rdrdqdzzggq%(rtrz* dr dg dz=

1+Dt 5u

r g Tz g‘ﬂr '
| Dt e 1Dt Dt g v U
g VO AV 0TS & o BV Ay 0T
e ckazy Sry u e C8vz; &mrg u yooe
;e e rzﬁsl é e ‘Zﬁs,p
e @Jt _Ut o) @Jt it d:l
: Conty ~ nby, = CUst ~ sb T ]
gz”fwrnvg dz = Zntwr%é a0
6 & Py
é t-Dt_ t-Dt t-Dt _y t- Dt @)
- Pnt, ~Ynp 2 i Yot "Ysn Ty o
e n"é dz I S’é dz HUNS
8 & Py
é t+Dt t+Dt @l € ag/ttDt t+Dt gl
] uﬁ.@ N, TR T _( o DB GRS,
b -, g, o P e e e
8 @ 6 @
Avec
m = dr, 1 __d
"Dy, Dy Dy Dy, MOy Dy Dp Dy
m My Mmom m o m; mom
m, =m =n(i,j+1Kk) : m, =i, j,k)
My =mi +1j+1k) , m, =i +1,j,k)
my =m(i- 1j+1k) , my =n(i - 1,j,k)

Ung, SUGLJ+LK) , Ug,, =UG-1j+1K), Uyp =U(G, j.K), Ugy, =UG-1],K)
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Vy, =V(i+1,j,k) Vg, =V(i,j.K), Vs, =V(i- 1 j,k)
My = r.(i) rs, = r.(i-1, dr, =dr(i- 1, dr, =dr(i)
Dr, =Dr(i +1) Dr, = Dr(i) Drg =Dr(i- 1)
19
*Terme=—It
r 1q toe)
& v 1 ﬂ R & W v ﬂ {*’Dt
——t rdrdgdz= —t drdgdz=
QQQrygl=] r79==QQQyql=] re
- ..t LD 50
ZQT\IQW ~ lgmt%mg + agﬂg “dr dq dz-
Tag &Wzg erfag o
v VTR Bawy T aqve X
Q ~ Q—gmt'm?g—i +g——i Tdrdgdz=
Ta g 8Tz g rag 4,
| Cmawg el w6 ” vl |
f on é;g—zz + ?—qi Y Eﬁ_ + ?_qi _U yDredz, =
i P P a’w &efz g P %‘M/b
é t o\t t t
éznt\/ éwve\ltv WRI - 2rn(M/ éwv\’\«ltv wyby _UDI’PdZt _
g 8 dz P 8 dz
g u@qutl-t\lu ) WFt‘I > rn(M/u éwv\’tw-ltg ) Vt\«lti\nl _UDI’det
g 8 dz P 8 dz
wt+Dt _ t+Dt fo) wt+Dt _ Vt+Dt fo)
onf - R iy dzDi- (2nf ™ - nf ™ uﬁydz{
(nt‘/ ni\/ 8 redqg . BPZt (thv mtw 8 reddg P i
Avec
dq, da, _ g, da,,
= + et = +
™ "Dq, , Do Dy, |, Do " ~bq, , D,  Dd,  Da,
m My, M M m My M My
m, =m =n(i,j+1Kk) m, =, j,k)
My =n(i,j+1k +1) m =nt,j,k+1)
My =m(i,j+1k- 1) my, =nt(i,j.k- 1)
dqg. = da(k) dg, =da(k- 1) re = rp(i)
Dge = Dok +1) Dg, = Da(k) e  Dg, =Dyk- 1)
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W,

Ve =V(,j,k+1) , Vp =V(,jk), Vy, =V(i,jk-1)

=W, j+Lk) , W, =W, j+Lk-1), W, , =W(i k-1, Wp =W(,],k)

NN i o v ﬂ "
—t rdrdgdz= EFZm—i drdgdz=

QQ Oyt~ q QQ of= |
[ 4+Dt v t+DtutVU

= 2efVo ¢ N &V o s
_{292”‘t EI u ‘?2 Dtgju# u er DreDap =
i 8 2 4, 8 2 Hmb
é wtmt VD6 a/HDt \VASL e V|
) LA R A(era ,” F—va Dr, Du,
§ ¢ b A Dz A
avec:
m,=m =ni,j+1k) o, m, =m = k)
Dz, = Dz(j+1) et Dz, = Dz(j)

Vi =V(i,j+1k) , Vg =V(i,j,k), Vg =V(i,j-1k)
Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la

forme standard :

ARV = AVE AV + AV + AN + AV + AV + S

Avec:
AN:dn—Reo(zm MOPRRE Amtem e
A mdompfond - m )RR Ay =dws i ) X
AT:dt:R%O(anv-nf;D‘)% pozib= o - e

3 rxDrpDa,dz, (3.20)

Ap=Ay +Ag+AL +A, +AL +A, +
2 Dt
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t Vt—Dt

N
Sy =gy TeDrpDaedz - —L-reDr,Dopdz, +

Y (e B [ 1 [ ey B [ P [ S
s ut. -ut ul, -ul, U

é
eont r Mty nyby -omr Suty u
1 e Th oy dz, s dz,
é t- Dt t- Dt t- Dt t- Dt qu dz‘ +
Re, 2 U U U -U
ng}t{/Dtl’ Nyty "‘”k,r Syty sy U
§ v dzt dz, H
e W, Wi, - Wap, U
ézn't\/ Q/ thv\/ W\/tv L'j
1 é Z,
Re, & wt wt Wt oW “Drpdzt '
0 %TLVDI Wity Wby mM/Dt wity ~ Mwby O
& dz, dz, i

+ (P,;+D‘ - PR )rpDrqup

On peut regrouper la source sousla forme:
se® =p, + (P - pe®)r br, D,

Et I'équation dediscrétisation serait:

t+Dt t+Dt (321)
+(PP - P )rpDrqup

Comme VFEV*D‘ correspond & la vitesse V a l'interface t du volume typique (V,™™), on peut
écrire I'équation donnant la vitesse V"™ :

t+Dt t+Dt (322)
+(PP - R )rpDrqup
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3.8 Discréisation del’équation del'énergie

Cette équation exprimée en termes de flux thermiques sécrit:

1T’ 1
Pstlevms 2 Lowmys Lymy-e
1t " (r ) r’ 1q (\N ) Mz (V )
1 é1 .U
Re, Pr, gr_* ﬂ (I’ Q) __(qq) ﬂZ* (qZ)H

1K./(Re,Pr,) dansle solide
%0 dans le fluide

avec G =

et les dengtés de flux thermiques sont:

. ‘HT \ K" qT LT
=- , =-— — et q =-K ——
q, i dq © 1 q 1z

L’>équation de I'énergie est discrétisée dans un volume de contréle typique, donc :
- Termetrangtoire

e3-|—t+Dt 4Tt +Tt Dt
rdr dgdz= D ‘:' Dr, Dg, Dz,
e a

entﬂT

Q00 5

- Termes advectifs

SLALT o £0411 ‘
ruT rdrdgdz=2 rUT rdrdgdz-
r 9qr * . QQQF Ir * .
LIl o { t] [ t- Dt t-DtI} _
Qr—ﬂr(rUT rdrdgdz= 2rUT - (ruT) |- [rUT) 7 - (rUT)] " Da Dz, =
t t- Dt
eae T +Te0 &, To+Todl é&e, , Ty+To0 &, To+Toa@ #
J|[ 287U N2 P3-GrU, P2 S%—é;rnun N2 PE GrU S% yDg,Dz,, =
T e g e e g e b
[ UN Tt +Tt] [ru Tt+TS]}Dq Dz, -
QE tD+ tD t-Dt tD
%”nuﬁai é rul u@j}mpmp
2 & 2 7
AVEC:

T, =TG+Lj,k) e T.=TGjk e  To=T(@-1jk)
U, =U(,j.k) e U .=U@i-1jKk)

r, =r.(i) et r,=r.(i-2
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SAE 11(VVT)(mrdrd dz ‘e‘n‘tll(WT)(trdrd dz-
$€£1ﬂ . .

0 rﬁ W caraqaz=plr), - ). for)® - 2o, oe
B Te*To . gy TotTu o &, Te T gy To+Twal i o
Fe 5 & & s é" 2 & %
:{[Wet TE +TP] BN TP +TW ]}Dr Dz, -
eE;DtTtDt TtDt? g/vvt\"D‘TFt’-Dt+TVt\/thDrpsz
Avec
Te =TG@,jk+) T, =T(,j,k) e Tw =T, j. k- 1)
W,=W(G k) et W, =W jk- 1)

enlq t+Dt
QOOE(VT)( rdrdgdz=

eodq t eodq t- Dt
ZQOO‘H_Z(VT r dr dg dz- QOO‘”—Z(VT)( rdrdg dz=
flvry: - - oy - 6= oo a, =
j[ Tr+Tp 0 Tp +Tg ) ) Tr+Tp 0 Tp +Tg ) Dti,J _
%Zg‘ e S a é?‘ o o iy {pDrPqu

B/tt TT +TP] B/ TP +TB ]}r Dr,Dqp, -

o a
Avec:
T, =T(@,j+1Kk) , T, =T(,j,k) , T, =T(,j- Lk)
V, =V(,j,k) et V, =V(,j- Lk)
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Termes diffusifs;

H

1'[ ent

e n
N\

QOO 5 () orcadz= QO O raorcacz=

LA BT "ddd PP O dqd
r ~dr zZ- wdr zZ=
QQQ fi ; QQQﬂrg w5
* ﬂT t+Dt n ﬂT ﬂT t+Dtd_|
Gork'-— 7 DoDz- GrK‘ o DqD e(ZK‘ KB
A <
N t+Dt t+Dt t+Dt t+Dt
o, - <+ T T2 (ke K;-D‘Ei;c’“m Oz,
f dr, Q, drg fg
Avec:
2dr 2dr
K, =——1 | K, =——35_
DrP +% DrP +%
K, K, Ko Kg
Ky=KG@i+Lik) . Ky =K(,jk Ks=K(i- 1jk)
dr, =dr(i) , dr, =dr(i -
Dr, =Dr(i +2) , Dr, = Dr(i) , Drg =Dr(i - 2)
r, =r.(i) et re=r.(i-
eodl _eot v
ngﬁ(% )r drdo dz-QQ%(oq)drdq dz
coc V2@ 1970 et 1 197" 0
2K'=—| Zdrdqdz- —| Tdrdgdz=
0005, & Tq| 99 QO0g ¢ 1 gg] ST
*® t+Dt t+|:)t'e t+0t £
ok T2 brpg, - Sk o 2T 3 o oy, = ok - ko2 T
r 1q r 19 3, r 19
I(ZKt KE DE%EQ- (2}(t - KER EC}ID Dz
T rP Ckle B " v dqW % P P
Avec
K, = 2dq, K, = 2dq,,
Do, DA Do, Do,
Ko Kg K, K,

‘u DgDz =
S

58



Chapitre3 Résolution numérique

Ke =K(,j,k+1), Ky =K(@,j k-1, Dge =Dq(k +1), Dg, = Da(k),
Dg,, =Da(k- 1), dg, =daq(k) et dq, =dq(k- 1)
e n t
Qc‘)‘ ﬂz(qz)rdrdq dz=
eoiqe o el o
GoK'— ~drdg dz- GK" P — Tdrdgdz=
QQQﬂ_zg z B . QQQﬂ_Zg E a
t
> t+Dt t+Dt A t+Dt ¢
o' 3 oD, - k1 3 roDroDgp = okt - KR v, r, D, =
& & A g i,

§ t+Dt _ T t+Dt 5 t+Dt _ Dt g
ok - K;-HPE_ (2K - KE&P%’JFPDPDQP
t dz 5 dz, ,%

Avec:

- 240z, =20z,
t_DZP+% ’ b_DZP+%

Ko K; Ko Kg
Ky =K(@i,j+1k) Kp =K(i,].k) ) Kg =K(i,j- 1k)
Dz, = Dz(j+1) , Dz, = Dz(j) : Dzg =Dz(j- 1)
dz, =dz(j) et dz, =dz(j- 1)

Terme de production d’énergie:

n et n et

c (‘N(‘)G*rdrdqdz =G g (N() rdrdqdz = G’ rpDrp Dg,Dzp

K )

Re, Pr,

Laproduction G” est une constante (G~ =

Les termes intégrés sont réarrangés dans une équation de discrétisation algébrique sous la

forme standard :
AeTe™ = ACTE™ + AT ™ + AT + ATE + AT + AT +8™ (3.29)
Avec:
r.0g, Dz r.0g, Dz
A, =dn=— 2 (oKt - ko) A =ds=— T (oki- Koe)n e
Re, Pr, dr, Re, Pr, dr,
Dr Dz Dr Dz
A.=de=— T [2Ki- KE®)e 2P A, =dw=—1 (oK - KLo)e P
ReO PrO r.que ReO PrO r.P(jqw
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r,Dr.D r,Dr.D
A, =dt= 1 (ZKE - K;-U)Lqp A, =db= 1 (ZKL' Kg“)Lqp
Re, Pr, dz, Re, Pr, dz,
r Dr_Dq, dz
AP:AN+AS+AE+AW+AT+AB+S$ (3.24)
4-|—t t- Dt
S =—Pr Ir Dy, Dz, - —r Dr Dz, +G'r, Dr Dz
_2[1p PP = oy P qup P P qup P
éE -I—ta+-|_ta a TtDt+Tta
ol e 2y (Tt+T)qu 2, +aJ frsey)- Brote sty pg o, +
2 & 2 4
éE -I—t D +-|_t u Fs <) Tt-a +Tt Dt
gl\/et Dt— W(TE+TP)lDr Dz, +éN (TP+TW) glvvtv'u—P L ‘LDf Dz, +
2 5 G 8 2

ém Tt Dt Tt D @ Tt Dt t-Dt dJ
i =V (Tt +Tt)l-r Dr qu+é/b(Tt +Tt) b at D Do,

t+Dt_4TFt) TFI’_D[ *
S —ﬁrpDrqupsz- DtrpDrqupsz+GrpDrqupsz

) N R A KRR S M R e U YN R

ou:

£t = U4 (T4 + T4 ).Da, Dz, , fLot= U;D[ (r5® +152) pg, Dz,
£ = UL(TS + T4 Do, Dz, , flPt = us ™ (re® + 752 D, Dz,
fL=WL(TL + Tt Jor Dz, , fro= W‘gm (rem 4752 )or e,
£ =W (T + T8 )or Dz, , fLDt :%;(T\‘A;D‘ +TE%)or Dz,
fL=VH{TL + T o Dg, , fl-0 :?(ﬂ D L T2 ) Dy, Dz

_D[:VtDt(TéDt_'_T ) mpDZp

fL = V(TS + T4 Jor, Dy, e f
3.9 Discréisation del’équation de continuité

L’équation de continuité est discrétisée dans un volume fini typique, donc :

n _e A
OQ ?_l (ru) +£M+ﬂurdrdqdz 0
rqr rfig 1z
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/e
[EE

t+Dt
(ru* r dr dg dz:(rnuﬁfDt - rsU?D‘)qu Dz,

Qs
o
i

SIE

t+Dt
Oné‘t :% rdrdgdz= 6Ne”D‘ - WVtV+D‘) Dr, Dz,
t+Dt

e
\

0005

Et on obtient |”’équation de continuité discrétisée:

rdrdgdz= (\/tt+Dt - Vb”D‘)rp Dr, Dq,,

(U™ - U™y, Dz, + W™ - W™ Jor, Dz, +

t+Dt t+Dt (325)
6/t -Vp )rpDrqup:O

3.10 Discrétisation des conditions aux limites

Les éguations de discrétisation des conditions aux limites sont écrites sous la méme forme
générale de I’équation de discrétisation et les coefficients (A, tel que I=P,N,S,E,W,T,B) des
variables dépendantes ains que les termes de source correspondants seront identifiés. 11y a
lieu de signaler que puisgue la procédure est identique pour I’ensemble des conditions on
I’explicitera seulement pour certaines conditions spécifiques, tandis que les autres conditions

seront directement données.

3.10.1 A ’entrée du tube: z=0

Le domaine numérique correspondant est : j=1, 1£i £ 1L , 1£ kE KL
Domaine fluide:

a) Pour la composante axide, par exemple, V(r*,q,O,t*):Z(l— 4r*2) elle doit vérifier
I'équation suivante
AL 1OV k)= AT (L VIR G+ 1 LK)+ AL L VIR - 1 gL k)

AL VIR k+ D+ ARG 5 VTG k- D)

(3.26)
AL VPG, LK)+ ASTGL L VIR - 1K)+
S, j, k)
Qui devradonc sécrire:
1AV = OV S+ 0RVEDHORVED + O/ + 0V + 21~ 4r2 (i)
Par identification les coefficients et le terme de source sont:
A:;Dt - 1
Aft\‘+Dt — AtS+Dt — AItE+Dt — A.tr+Dt — A:;Dt :O (327)

s = 2ft- 4xr2(i)]
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b) De méme pour les autres variables U, W et la température T, qui sont nulles & I'entrée,
les coefficients et les termes de source seraient:

A::Dt :1
A:\‘JrDt - AtS+Dt — A:;Dt - Atr+Dt — A:;Dt - O (328)
S"™ =0(pourU), Si™ =0 (pour W), S"* =0 (pour T)

3.10.2 A la sortiedu tube z=104.17

Domaine fluide:

\ U _w_9qv T
O£r £05 @ O£ Q£ 2p: ET—ZJI"—Z:"%—Z:%(KET—ZFO

Ces conditions sont discrétistes par des différences régressives. On présente cette

discrétisation pour la vitesse radiale qui est similaire a celles des autres composantes de la

vitesse:

U,k - UG, - 1K)
dz(JL- 1)

U(i,JL k) =U(,JL- 1Lk)

=0

Si la derniére équation est identifiée a la forme standard de I'équation de discrétisation, les
coefficients sont :
ARG, LK) =1, AT (L ILK) =1

AL ILK) = AU (L LK) = AV, LK) = AVPL I k) = AYP(LILLK) = 0 @-29)
S (i,JdL,k) =0

La condition sur la température: %(K%) =0 e discrétise autour de JL-1 selon les
z=L/Di
différences centrées al’ordre 2:
dz(JL-2) ’dz(JL- )
—r >
t
kI I _op S W} S S
Tz[ Tz, SRS
. 4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, »
Dz(JL-1)

TGILK) - TGIL-1K)  TGIL- 1K) - TG, - 2k) _

t b O
dz(JL - 1) dz(JL - 2)

Ky, dz(JL- 1) [T(i
K, dz(JL-2)" "’
Sachant que dans |a partie solide la conductivité est constante K = K, =K, =K donc

T(@,IL,k) =T(@,dL - LK) + JL-1k)- T(,dL - 2,k)]

. i Az - D v Ay Ty
T(i,JL,k) =T(,dL lk)+—dZ(JL_2)[T(|,JL 1k)- T(G,dL - 2,k)]
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La discrétisation temporelle du deuxiéme terme a droite de cette équation est approché par
I'approximation d'’Adam-Bashforth et on en déduit les différents coefficients:

ASPGL,ILK) =1, AL, LK) =1

AT (L ILK) = AP, IL k) = AL IL k) = ALPHGL IL k) = ARG, ILLK) =0
dz(JL - 1)
dz(JL - 2)

dz(JL - 1)
" dz(IL- 2)

S (i, JL k) =2 [T‘(i,JL- 1,k)- TH(i,dL- 2, k)] (3.30)

[T"D‘(i,JL- 1k)- TUP,JL - 2,k)]

Dans la partie fluide la conductivité en t est directement celle du noaud JL dors que celle &
I’interface b elle sera déduite par la moyenne harmonique entre les noauds JL-1 et JL-2.

ASGL,ILK) =1, AL, LK) =1

AT, I K) = AP, IL k) = AL IL k) = ALVPHGL IL k) = ARG, ILLK) =0
Kp dz(IL - 1)
K} dz(JL - 2)
K™ dz(dL- 1)
KS® dz(IL - 2)

S, jL,k) =2 [T‘(i,JL-J,k)-T‘(i,JL-2,k)]-

[T"D‘(i,JL- k) - TVP, L - 2,k)]

3.10.3 A laparoi
La condition thermique ala paroi est:

1T _(h+n)D

- K — LT
= |

r*=R0/Di KO r =Fe()/DI

En discrétisant selon des différences régressives, on obtient :

ASP(IL, k) =1+ (h +h)D; dr(IL- 1)

Ko cof
cof =2K(IL-1,j,k)[ - K(IL- 1 j,k)|" "
ASP(IL, k) =1 (3.31)

AL, j.k) = ACP(IL, 1. k) = AP (IL, LK) = AP (IL, LK) = A (IL, j,k) =0
S*P(IL, j,k) =0

3.10.4 Sur I’axedu conduit: r =0

(=1, 1£j£J , 1EKEKL)

Le probléme traité n’est pas axisymétrique, les gradients des variables ne sont pas nuls, ils

sont sSUpposés constants al'axe:
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PourO£q£ 2p et O£ Z £104.17

TaVo_ 1 awo_ 1 Vo & o
WIS W GG W &M s 5

Ladiscrétisation spatiae est celle des différences progressives.

a) Lacondition sur latempérature est: ‘|‘Tﬂr ﬁ: j ] =0 1) @) ro(3)
Une intégration autour du noeud 2 donne: 2@2 M,
m_Im —o ” °
Trf, Il l 2 3
TELK-TR1LK_TRiK-T@LK _, r (;) ”””” Dr(2) :(2)
dr(2) dr(D ¢ ‘

Ou dr(2)=r,(3-r,(2 et dr(l)=r,(2-r, ()
On peut donc en déduire latempérature au noeud 1 (sur I'axe) sous la forme:
T@ j,k) =(1+F)T(2,j,k)- FT(3,],k)
_Hh(@-r, @ (3.32)
1,3-1,(2)
Cette approximation est utilisée pour l'interpolation des températures al'axe. Les températures
interpolées seront imposées comme conditions aux limites a I'axe, mais avec la discrétisation
d'Adam-Bashforth pour les termes a droite de I'équation (3.32). Les coefficients de I'équation
de discrétisation de la condition al'axe sont:

AL (L) k) =1

ATk =AT @K =A@k =

. . - (3.33)
AV LK) = AP k) = AF =0
S (1, j,k) = 2| (1+F)T'(2 [,K) - FT(3,},K)|- 330
[(1+F)Tt'D‘(2,j,k)—FTt'D‘(B,j,k) '
b) Lacondition al'axe de lacomposante U est: lgﬂj =0
ir efr g,

Le maillage étant décalé suivant la direction radiale, I'intégration se fait entre les faces s=s, et

n=n, du le volume de contrdle décalé:

dr(l) dr(2)
).s u_kgjk u_fkg,j,k)

' 2
R(1)=r() )T r(3)=r(3)

MU

Wy
fir |,

fir |,

(e
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URB 5K -U(2 k) U2k -ULLK)_ 4

Dr(3) Dr(2)
oo Dr 3 =r.(3-r. (2 et Dr(2)=r.(2-r. Q)
On obtient :

I (2)- I (1)

U(L,j,k)=(1+F)U(2,j.k)- FU(3,j,k) avecF= G )

(3.35)

Les coefficients de I'éguation de discrétisation sont:

AL (Ljk) =1

ASEMIK) = AR (LK) =AEY (LK) = ALE @K =A@k =ASY =0 (3.36)
Sk =2[(1+ FUt@R k) - FU'GjK)|- [(1+Fut ™2,k - F U">3, ),k

c) La condition al'axe de lacomposante W  est: leé_j =0

TéT g,
L'intégration de cette éguation nous donne:

wp_w W(3j.k) - W(2,j,k)  W(2,5.K) -W(LjK)_

qr i |, dr(2) dr(1)

On déduit, donc :

WL, j,k) =(1+F W(2 j,k) - F W(, j,k)

F - r,(2-r, (@ (3.37)
-2

Les coefficients de |'équation de discrétisation sont:

ALY (L) k) =1

=0 b

n

AV IR = ALK ZAER LI F AL LI S AT LK = AT =0 (339)
SU (L, k) = 2(1T+F W (2, k) - FW! 3, },K)|- [(1+F WS> (2, j,k) - FW"™ (3, j,k)]

d) Lacondition al'axe dela composante V est: 18§ﬂ3 =0

TéTr g,
L'éguation de discrétisation est similaire a celle de la composante W, et ses coefficients sont:
AL (LK) =1
ANT @K =A@k =AY K) = AT L) K) = AT (LK) =AY =0 (3.39)

S (1, j,k) =2 (1+F V(2 j.k) - F VI3 j.K) |- [1+F V™ (2, §,k) - F VI3, ),K) |
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3.11 Equationsdela pression et de correction dela pression

La résolution des systemes d’éguations algébriques (3.14), (3.16) & (3.18) nécessite la
connaissance du champ de pression qui apparait dans les termes sources. Malheureusement,
ce champ est généralement inconnu. Une équation de discrétisation de la pression, a chaque
point du calcul, est nécessaire pour une estimation de la pression. Cette estimation doit étre
corrigée. L’ utilisation des équations de discrétisation des vitesses (3.14), (3.16) et (3.18) dans
I’équation de discrétisation de continuité permet I’obtention d’une équation de discrétisation
de la pression. On réécrit les équations de discrétisation des quantités de mouvement sous la

forme suivante:

6
] t+D¢ .
aAnbUnb +bu(|’J’k)
U:Dt — nb=1 +dn[P|;+Dt _ P,£‘+Dt] avec dn :M (340)

Ap Ap

6
é. 'A‘anr:tJ)rDt + b

w

WD = el +de[P|;+Dt - pé’fD‘] avec d, = DreDzp (3.41)
A, Ap
é’l6 AL Ve +b
nb ¥ nb v
Vtt+Dt — nb=t +dt[P,;+Dt - p:Dt] avec d, = % (3.42)
A, A,

On définit & ce niveau des pseudo vitesses U,V,W, sanslestermes de pression, telles que:

6
a AU +b,(i,j.k)

(D= b= (3.43)
Ap
6
R é. 'A‘anr:tJ;Dt + bw
WP = b=t (3.44)
Ap
é’s t+Dt
R a. Anbvnb + bv
/Dt = nb=t (3.45)
A

p

Les équations de quantité de mouvement peuvent sécrire en fonction des pseudo vitesses sous
laforme suivante :

Ut+Dt — 0 Dt danFt:rDl _ PSDJ (346)
WD =\ 2 +delP|;+Dt _ Pé+DtJ (3.47)
VD = ) D +dt|_P,§+Dt . PTt+DtJ (3.48)
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On peut exprimer les composantes du champ de vitesse sur les six faces telle que:
ute = 0:& +dn(Pr§+Dt ) P’£I+Dt)

uve = Ot;Dt +dS(PSt+Dt ) P|;+Dt)

WD = VAV:rDt +de(Pr§+Dt ) Pé+Dt)

WD = VAVVtV+|:x +d,, (P\xm ) P;+Dt)

VA \7tt+Dt + dt(Pri+Dt ) P_It-+Dt)

v :\A/;+Dt +db(Pé+|:x ) P;+Dt)

Sachant que |'éguation de discrétisation de continuité est:
(U™r, - U™ )DapDz, +(We ™ - Wy ™)Drp Dz +(V, ™ - Vy™)r, DroDg,,=0  (3.49)
et en remplacant les vitesses par leurs expressions précédentes qui introduisent le champ de

pression entre les faces du volume de contréle, on obtient I'éguation de pression discrétisée au

noeud typique P, qui sécrit dans saforme finde:

APP;Jth :ANPrErDt +ASPSt+Dt +AEPI;+Dt +AWP\;\7Dt +ATPTt+Dt +ABPé+Dt+Sp (3.50)

A=A HAGHA+ A FAHA,

Ay =r,dr,Dg, Dz, A=ty dr,Da, Dz, (3.51)
A =dq, Dr,Dz, A, =dq, Dr,Dz, (3.52)
A; =r1,Dr,Dg,pdz, A =r1,Dr,Dg,dz, (3.53)
s = |1, Ot 1, 00t opDz, + Wi - Weo PreDze +{Vg+o- Vsox , DroDae (3.54)

Les éguations de discrétisation du champ de vitesse et du champ de pression obtenues
dépendent I’une de I’autre. On ne peut tirer la pression sans la connaissance des vitesses (et
les pseudo-vitesses) ains que I’on ne peut tirer la vitesse sans connaitre la pression. On peut
comprendre qu’il faudrait des séquences successives d’estimation et de correction de la

vitesse et de la pression pour aboutir a un champ de pression et un champ de vitesses corrects.
Supposons que:

P=P+P et U=U+U, V=V-+V-, W=W-+W

U, V*, W+ sont |es vitesses estimées associées alapression estimée P

U, V', W sont les corrections des vitesses associées ala correction de pression corrigée P .

Les estimations des vitesses sont corrigées comme sulit:

Uk =Us"" " +de(Re+ot- Ryet) UL =Us ™ +d( R Pyt
Wi =We ™ +de( R ot- Prvex) Wi =W+ (R P
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\VASL: :Vt*HDt +dt(P§+Dt - Pt ) Vot :VGHD +db(plr31+Dt - pg+Dt)

L’introduction de ces nouvelles expressions des vitesses dans I’éguation de continuité
discrétisée permettront I'obtention d'une équation de discrétisation de la correction de pression
P avec des vitesses estimées: U+, V*, W-.

ApPEO=AL P HAGRIA LRI RO +A RO HAGR T 45,
A A HAGHA+ A FAHA,

AN = dn rn mpDZp AS :dS rS mpDZp (355)
A = deDroDzp A, = dw DroDz, (3.56)
AT :dt rpDrpD:]p AB:db rpDrpD:]p (357)
SU2 = [re Uzt 1, Ui+ DaeDzy +[ Wit ot Wt |DreDze +{V5t+2t- Vit Jr, DreDap (3.58)

3.12 Algorithmedecalcul SMPLER

Larésolution des systemes d’équations de discrétisation des champs de vitesse, de pression et
de la température suit I’algorithme SIMPLER (Semi-Implicit-Pressure-Linked-Equation-
Revised) [ patankar] qui est laformerévisée de laversion SIMPLE [ patankar]. Les

différentes étapes de cet algorithme sont les suivantes :
1/ Initialisation (estimation) d’un champ de vitesse.
2/ -Calcul des coefficients des équations de discrétisation des équations des quantités de

mouvement et des pseudovitesses 0,\7,\7V .

3/ -Utilisation des pseudo-vitesses calculées pour calculer la source de I’équation de la

pression .

- Calcul des coefficients de discrétisation de cette équation de pression.

- Résolution de I’équation de pression pour tirer la pression P.
4] - Considérer cette solution P comme éant une pression estimée P et calculer les vitesses
etiméesU", V' et W .
5/ - Utilisation de ces vitesses estimées U™, V' et W' pour calculer la source de I’équation de
correction de la pression.

- Résolution de I’équation de correction de la presson pour tirer la correction de pression
P.
6/ A I’aide de la pression corrigée P corriger les vitesses par le biais des équations de

correction des vitesses.
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7/ Résolution de I’ équation de discrétisation de I”énergie pour déterminer le champ des
températures.

8/ Vérification de la convergence des caculs (I’atteinte du régime permanent). On arréte les
caculs g ce régime est atteint et on stocke les résultats. Sinon, on revient a I’étape 2/ pour
effectuer un autre cycle en démarrant avec les vitesses caculées (corrigées) comme une
nouvelle estimation (ou initialisation). On continue cette procédure jusgu’a la convergence

descaculs.
3.13 Techniques numérique derésolution d'un systéme d'équations de discr étisation
On utilise la technique de balayage qui est une méthode de résolution itérative.

Pour une représentation convenable de I’agorithme, il est nécessaire d’utiliser une écriture

indicielle aux termes de I’ éguation générale :

Ap(i’ j’k)‘i,j,k = AN(i’ j’k)fi+l,j,k +As(i’ j’k)‘i—l,j,k +Ar(i’ j’k)fi,j+l,k +AB(i’ j’k)fi,j—l,k

+ AL 1 KF e+ A s+ S (00K) (3.59)

Le balayage est effectué séquentiellement suivant les trois directions.
Comme exemple, on prend le balayage suivant la direction radiale, et on suppose que les

valeurs de la variable f le long des deux autres directions z et g sont connues (par une

certaine initialisation). L'éguation (3.59) est réécrite:

af; =bf, +cf; +d, (3.60)
a = A(i,j.K)
b= A(,1.k)

3.61
G = As(ia j,k) ( :

di = A (L LK oai A (T RE i Al TR e + AT KE i+ S (7.K)
Le systéme d'équation (3.60) est tri diagonal et peut étre résolu avec l'algorithme classique
TDMA.

Le balayage suivant la direction z est similaire a celui du balayage suivant la direction radiae;
cependant le balayage suivant la direction azimutale implique I'utilisation de I'algorithme tri

diagond cyclique.
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Chapitre 4

Résultats et discussion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter et discuter les résultats du transfert thermique par
convection mixte, dans un conduit cylindrique horizontal en inconel de conductivité

thermique Ks = 20 W/m°K, la paroi de ce dernier est chauffée par une génération de chaleur

interne produite par I’effet de Joule égale & 5.26 10’W/m?® (pour une intensité du courant

électrique égale & 45 Ampéres), et 1.098 10°W/m? (pour une intensité du courant électrique

égale & 65 Amperes). Les résultats sont obtenus pour un nombre de Reynolds Rey = 606.85
(pour une vitesse moyenne égale & 7.2 10 m/s), un nombre de Prandtl Pro = 8.082 (celui de
I”eau distillée a une température égale & 15°C), un nombre de Grashof Gr = 2.44492 10° pour
I=45 Ampeéres et 5.1 10° pour 1=65 Ampéres et un rapport de conductivité thermique

(Solide/Fluide) K¢ = K¢ /K, =20/0.5893=33.94.
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4.2 L’écoulement secondaire

4.2.1 Lecasdel’intensité| = 45 Amperes (Gr = 244492.5)

Ce cas correspond a un nombre de Richardson égale a 0.6639. A |’entrée du conduit, le
mouvement transversal du fluide dans le plan (r* ,q) est nul. Aprés, ce mouvement devient

de plus en plus important & cause de I’effet de la convection naturelle. L’écoulement
transversal sera expliqgué comme suit: en une section donnée, le fluide chaud se déplace le
long de la paroi chaude du bas du tube (g =p) versle haut (g = 0) et redescend ensuite du
haut vers le bas loin de la paroi du conduit. Deux cellules contrarotatives identiques sont

créées par ce mouvement. Le plan verticae passant par les angles (q = 0)et(q =p) est un

plan de symétrie. La figure 4.1 représente une comparaison des écoulements secondaires des
résultats obtenus par les discrétisations spatiotemporelles d’ordre un et deux, & des positions
axiales arbitrairement choisies. On note la similarité qudlitative des résultats d’ordre un et

deux. Quantitativement, il y’a des petites différences : par exemple pour I’ordre un, la vitesse

azimutal atteigne une valeur maximale W* =3.57122 102 & Z* = 20.50846, r = 0.43750
et q=4.92659, aors que celle obtenue avec l’ordre deux est W' =3.5279 10° a

Z  =23.11271, r" =0.43750 &t q = 4.783789 .
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Figure4.1l: Evolution axiale del’écoulement secondaire.
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4.2.2 Lecasdel’intensité| = 65 Amperes (Gr = 510000.0)

Ce cas correspond a un nombre de Richardson égale & 1.38487. L'écoulement secondaire
(transversal) de ce cas est plus important que celui du cas précédent, cela est due a
I’augmentation de la poussée thermique qui induit ce mouvement. Comme le cas précédent, le
fluide chaud se déplace le long de la paroi chaude du bas du tube (q =p) verslehaut (q =0)
et redescend ensuite du haut vers le bas loin de la paroi du conduit, mais avec une vitesse
relativement plus grande. Le plan verticlle passant par les angles (q =0)et(q =p) est
toujours un plan de symétrie. La figure 4.2 représente une comparaison des écoulements
secondaires des résultats obtenus par les discrétisations spatiotemporelles d’ordre un et deux,
a des positions axiales arbitrairement choises. Qualitativement on note la similarité des
résultats d’ordre un et deux. Quantitativement, il y’a des petites différences: par exemple a
Z" =13.997840, r" =0.43750 et q = 4.92659, la vitesse azimutal maximale, obtenue avec

I’ordre un est: W =4.8657 102, aors que celle obtenue avec I’ordre deux est :

W' =4.9529 102 & Z" =17.253150, r" =0.43750 et q =4.783789 .
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4.3 L’écoulement axial
4.3.1 Lecasdel’intensité | = 45 Amperes (Gr = 244492.5)

A l’entréeZ” =0, I’écoulement est de type Poiseuille, la vitesse axiale maximale dans cette

section est au centre du conduit: V' =2 a r” =0. En séoignant de I'entrée, I’écoulement

axial est influencé par I'écoulement secondaire du fluide dans les plans(r*,q) et par la

variation de la viscosité en fonction de la température. En une section droite donnée, la vitesse
axiale maximale se localise sur le plan vertical qui passe par les angles (q =0)et(q =p);
mais elle est déplacée vers le bas du conduit par |'effet de I'écoulement secondaire descendant.
Autrement dit, le maximum de la vitesse axiale ne se localise pas a I'axe comme dans le cas
de la convection forcée. Un autre effet qui controle la distribution de la vitesse axiale est la
viscosité variable. Dans notre éude, |a viscosité de I'eau est une fonction de la température:
elle décroit avec I'augmentation de la température. En séoignant de I'entrée, en une section
droite donnée, en haut de la section droite, la température est relativement plus éevée et donc
le fluide est moins visqueux permettant I'augmentation du niveau de la vitesse axiale, dans
cette zone. En bas de la méme section, la température est relativement moins élevée et le
fluide est relativement plus visgueux (que celui en haut de la section), et ceci a tendance a
réduire le niveau de la vitesse axiale. Notant, qu'en une section droite donnée, I'augmentation
du niveau de la vitesse axiale dans une partie nécessite la diminution de ce niveau dans une
partie, pour assurer la constance du débit axial exigée par I'équation de continuité. Donc, en
une section droite donnée, |'écoulement secondaire a tendance a déplacer le niveau élevé de la
vitesse axiale vers le bas de la section; mais la viscosité variable a tendance a déplacer ce
niveau vers le haut de la méme section. Cette description est confirmée par nos résultats et

dans ce qui suit nous donnons des exemples.

Lafigure 4.3 illustre la comparaison des distributions de la vitesse axiale obtenues avec les

discrétisations numériques d’ordre un et d’ordre deux, a des positions axiales arbitrairement

choisies. Entre I’entrée et Z* = 25.0659, la position radiale de la vitesse axiale maximale se

déplace rapidement vers le bas, car I’écoulement secondaire est trés important dans cet

intervalle: & Z° = 25.0659, le maximum V" =1.8625 est situéa r’ =0.1625 et g =p pour

lPordreun, et V' =1.8553ar =0.1625 et q =p pour |’ordre deux. Dans cette zone axiale
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(entre I’entrée et Z™ = 25.0659) I'effet de I'écoulement secondaire domine celui de la viscosité
variable.

EntreZ” =25.0659 et la sortie (Z =104.17), I’écoulement secondaire est relativement
moins intense et I'effet de la viscosité variable prend de I'ampleur, ce qui explique le

déplacement graduel axial du maximum de lavitesse axiale vers le haut:

A Z" =51.1084, lemaximum V" =1.8424 est stuéa r =0.1375 et q =p pour I’ordre un,
et V' =1.8l141ar =0.1375et q =p pour I’ordre deux.
A Z" =104.17, lemaximum V' =1.8787 est situéar =0.0875 et q =p pour I’ordreun,

et V' =1.8539ar” =0.0875 et q =p pour I’ordre deux.

On note que le long du conduit, la vitesse axiale maximale obtenue avec I'ordre un est

relativement plus élevée que celle obtenue avec I’ ordre deux.

|=45 Ampéres (ordre 1) |=45 Ampéres (ordre 2)

Z7*=25.065906 Z*=25.065906
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Z*=77.150906

Z*=77.150906
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Z*=104.17 7*=104.17

Figure4.3: Comparaison desvitesses axiales.

4.3.2 Lecasdel’intensité | = 65 Amperes (Gr = 510000)

La description faite pour la distribution de la vitesse axiale, du cas avec l'intensité 1=45
Ampéres, est (qualitativement) valable pour le cas avec l'intensité 1I=65 Ampéres. La figure
4.4 représente une comparaison des distributions de la vitesse axiale obtenues avec les
discrétisations spatiotemporelles d’ordre un et deux, a des positions axiale arbitrairement
choisies.

Entre I’entrée et Z* = 25.0659, la position radiale de la vitesse axiale maximale se déplace

rapidement vers le bas, sous I'effet dominant de I’écoulement secondaire axialement plus

intense.

A Z" =25.0659, lemaximum V" =1.8832 est situéa r’ =0.2125 et q =p pour ’ordreun,,
etV =1.8534ar =0.2125etq =p pour I’ordre deux.

Entre Z" = 25.0659 et la sortie (Z* =104.17), I'écoulement secondaire est moins intense et

I'effet visqueux devient apparent.
AZ =51.1084, lemaximum V' =1.8774 est situéa r =0.1625 et g =p pour I’ordre un,

etV =1.8379ar =0.1625 et q =p pour |I’ordre deux.
AZ =104.17,lemaximum V' =1.8991 est situéar =0.1125 et q =p pour I’ordre un, et

V' =1.8698 ar” =0.0875 et q =p pour |’ordre deux.

On note auss, gque le long du conduit, la vitesse axiale maximale obtenue avec I’ordre un est

toujours relativement plus éevée que celle obtenue avec I’ ordre deux.
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Z*=104.17

Figure4.4: Comparaison desvitesses axiales.
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4.4 Lechamp destempératures
4.4.1 Lecasdel’intensité| = 45 Amperes (Gr = 244492.5)

La distribution de la température du fluide en I’absence de I’écoulement transversal, (cas de la
convection forcée) est axisymérique. Pour une section donnée, les isothermes sont des cercles
concentriques avec une température maximale sur la paroi et un minimale sur I’axe du cylindre.
La température de la paroi du conduit est uniforme pour chague section. Dans notre éude (cas
de la convection mixte), I’écoulement secondaire, induit par la poussée thermique, affecte la
distribution polaire de la température du fluide et de la paroi du conduit, en lui donnant une
variation angulaire considérable. Cette variation est expliquée comme suit: le fluide chaud prés
de la paroi du conduit se déplace vers le haut sous I’effet de I’écoulement transversal, le fluide
relativement froid redescend vers le bas au milieu du conduit, paralléement a I'axe vertical de
symétrie. Ce mouvement de I’écoulement secondaire est la cause de variation azimutale de la
température, en une section droite donnée. Cette variation azimutale de la température affecte la
distribution de la conductivité thermique variable dans notre éude (la conductivité thermique
croit avec la température). Auss, comme décrit précédemment, |'écoulement secondaire
(combiné a I'effet de la viscosité variable) modifie I'écoulement principal qui contréle la
distribution axiale de la température. Ces effets combinés nous donne une distribution spatiale
complexe de la température. Dans la figure 4.5, on compare les températures moyennes, des
sections droites du conduit, obtenues avec I’ordre un et deux. Il est clair que les résultats des
deux ordres sont difficiles a distinguer graphiquement (ils sont confondus). La température
axiale moyenne du fluide augmente d’une fagon linéaire monotone depuis I’entrée jusgu’a la

sortie, comme |'exige le chauffage continu du fluide le long du tube.
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Figure4.5: Evolution axiale de latempérature moyenne dimensionneledu fluide

(Casdel’intensité 1=45 Amperes).

Dansla figure 4.6, nous présentons les variations axiales de latempérature de la paroi, en haut

et en bas du conduit (A r” =0.5208 et q = 0 et p ), obtenues avec I’ordre un et I’ordre deux.
Latempérature et la position axiale sont présentées sous formes dimensionnelles. On note que
pourq =0, les résultats obtenus avec I’ordre un sont proches de ceux obtenus avec I’ordre
deux. Ce pendant pour q =p , les températures obtenues avec I’ordre deux sont plus élevées
que celles obtenues avec I’ordre un; cependant I'écart maximal de température ne dépasse pas
3°C.
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Figure 4.6: Variation axiale dela température dela paroi du conduit.

La figure 4.7 illustre la comparaison des isothermes obtenues avec les discrétisations d’ordre

un et d’ordre deux, a des positions axiale arbitrairement choisies. La température maximale
est en haut du conduit, ag =0, r’ = 0.5, latempérature minimale est dans la partie inférieure
du conduit &g =p . A Z" =12.04465, |la température minimale est située a r* = 0.1375. Le
minimum se déplace, pour I’ordreun, ar” =0.2625, r” =0.3125, r" =0.3125, r" =0.3375
et r’ =0.3625, pour les positions axialesZ” =25.0659, Z =38.0871, Z =51.1084,
Z =77.1509 et Z =104.17, respectivement. Pour I’ordre deux, & Z  =12.04465, la
température minimale est située & r° =0.1125. Le minimum se déplace & r  =0.2125,
r' =0.2625, r =03125, r =0.3375 et r =0.3375, pour les positions axiales
Z" =25.0659, Z" =38.0871, Z" =51.1084, Z" =77.1509 et Z" =104.17, respectivement.

Cette distribution de la température est expliquée par le fait que I'écoulement secondaire
déplace le fluide chaud vers le haut du conduit; auss le niveau de la vitesse axiale en bas du

conduit est relativement plus grand ce qui augmente le brassage axial en bas du conduit. Ceci
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expligue le fait qu'en une section droite donnée, le niveau de la température en bas du conduit
est relativement inférieur a celui en haut du conduit.
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Figure4.7: Comparaison desisother mes des sections droites
a des positions axiales arbitrairement choisies.
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4.4.2 Lecasdel’intensité| = 65 Amperes (Gr = 510000)
L augmentation de I’intensité du courant éectrique de 45 a 65 Ampéres augmente la

génération de chaleur de 5.26 10°'W/m® & 1.098 10°W/m?>. Le niveau des températures

dimensionnelles est plus élevé avec la génération de chaleur1.098 10°W/m?. Dans la figure

4.8, on compare les températures moyennes, des sections droites du conduit, obtenues avec
I’ordre un et deux. On note que les résultats des deux discrétisations sont confondus.
L augmentation de la température axiale moyenne du fluide est toujours linéaire depuis
I’entrée jusgu’a la sortie & cause du chauffage continu du fluide le long du conduit. Dans la
figure 4.9 nous comparons les variations axiales de la température de la paroi (en haut et en

bas du conduit) de I’ordre un et I’ordre deux avec ceux de I’expérience [21]. En haut du

conduit, r” = 0.5208 et g = 0; en bas du conduit, r” = 0.5208 et q =p . Latempérature et la
position axiale sont présentées sous formes dimensionnelles conformément & la référence
expé&rimentale. On voit que les résultats numériques sont |égérement supérieurs a ceux de
I'expérience. Ceci invite arevoir la condition thermique ala paroi extérieure du conduit. 1l est
possible que les pertes thermiques vers le milieu ambiant sont sous estimées dans I'éude
numérique; surtout celles de la convection naturelle. Avec des pertes thermiques plus
importantes, la température de la paroi se rapprochera de celle mesurée dans I'expérience.
Auss, il est remarquable que les résultats, obtenus avec I’ordre un, sont plus proches de ceux
de I’expérience, surtout en bas du conduit. Mais peut étre qu'avec des pertes thermiques
estimeées avec plus de précision, les résultats du second ordre seront un peu supérieurs et ceux
du premier ordre un peu inférieurs a ceux de |'expérience. Une autre cause des différences des
résultats peut étre la résolution du maillage numérique qui nécessite un affinage important
suivant les trois directions, mais cet affinage n'est pas possible avec nos moyens de calcul.
Finalement, les différences des résultats, numériques et expérimentaux, peuvent étres réduites

s on tiendra compte des incertitudes des mesures expérimentales (si disponibles).
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Figure4.8: Evolution axiale de la température moyenne dimensionnelle du fluide
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Figure4.9: Variation axiale de latempérature de la paroi du conduit.

Comparaison avec lesrésultats expérimentaux d’Abid (1=65 Ampere).
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La figure 4.10 représente une comparaison des isothermes (des sections droites) obtenues par

les discrétisations d’ordre un et deux, a des positions axiale arbitrairement choisies. La
température maximale est localisée en haut du conduit, 2 g =0, r =0.5, le minimum est
dans la partie inférieure du conduit, & g =p . A Z~ =12.04465, latempérature minimale est
Stuée & r =0.2125. Le minimum de la température se déplace (pour I’ordre un) &
r' =0.3125, r =0.3375, r =0.3375, r =0.3625 et r =0.3625, pour les positions
axidlesZ” =25.0659, Z =38.0871, Z =511084, Z =77.1509 e Z =104.17,
respectivement. Pour I’ordre deux, aZ" =12.04465, la température minimale est située a
r' =0.0625. Le minimum de la température se déplace a r” =0.1875, r =0.3125,
r'=0.3375, r =0.3625 e r =0.3625, pour les postions axialesZ" = 25.0659,
Z" =38.0871, Z' =51.1084, Z" =77.1509 et Z" =104.17, respectivement.

|=65 Ampéres (ordre 1) | =65 Ampéres (ordre 2)

7*=12.044656

Z*=12.044656
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Figure4.10: Lesisothermes des sectionsdroites

ades positions axiales arbitrairement choisies.

45 Lesnombresde Nussel

Pour chaque point a I’interface solide-fluide, le nombre de Nusselt local est défini par la

relation : (2.24). Comme il est présenté dans les figures 4.11, 4.12, 4.14 et 4.15, juste apres

I’entrée, la variation angulaire du nombre de Nussdlt local Nu(q,Z’) se manifeste de la

maniére suivant: le maximum se localise en bas du conduit (& g =p) et le minimum se

localise en haut du conduit (& q =0). Axialement, aprés une chute considérable prés de

I'entrée (convection naturelle encore faible),

le nombre de Nussdt locad augmente

considérablement jusqu'a la sortie (convection naturelle importante). Le niveau du nombre de

Nusselt local obtenu avec l'ordre un est supérieur a celui obtenu avec l'ordre deux;
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conformément aux niveaux des températures des parois. Ce constat et mieux illustré par la

variation du nombre de Nusselt axial illustrée dans lesfigures 4.13 et 4.16

Figure4.11: Nombrede Nussdt local & I’interface. Ordre 1. 1=45 Ampéres
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Figure 4.12: Nombrede Nussdlt local & I’interface. Ordre 2. 1=45 Ampéres.
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Figure4.13 Lesnombres de Nusselt axiaux. | =45 Amperes.
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Figure 4.14: Nombrede Nussdt local & I’interface. Ordre 1. 1=65 Ampéres.
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Figure 4.15 Nombre de Nussdt local a I’interface. Ordre 2. =65 Amperes
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Figure 4.16: Lesnombres de Nusselt axiaux. 1=65 Ampéres.
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Conclusion Générale

Ce travail de recherche est basé sur une simulation numérique de la convection mixte d’un
écoulement laminaire, tridimensionnelle dans un conduit cylindrique horizontal, chauffé par
une génération de chaleur interne produite par I’effet Joule dans toute |’épaisseur de la paroi
du conduit, les pertes thermiques radiatives et convectives avec le milieu ambiant sont prises
en compte. Nous avons considéré deux intensités dectriques de chauffage: 45 et 65 Ampéres,
qui correspondent aux deux nombres de Grashofs: Gr = 2444925 et 510000.0. Les autres
paramétres de contr6le sont fixés: Re=606.85, Pr = 8.082. L’objectif de notre étude est la
comparaison des résultats obtenus par les discrétisations numériques spatiotemporelles
d’ordre un et d’ordre deux.

L'écoulement transversal secondaire (dans les sections droites) est induit par la poussée
thermique (convection naturelle) le long du conduit. En chaque section droite, il est représenté
par deux cellules contrarotatives identiques, séparées par le plan vertical de symétrie. Les
centres de ces cellules se déplacent vers le bas le long de la direction axial. Qualitativement,
les écoulements secondaires des discrétisations, du premier et second ordre, sont similaires;
mais quantitativement les résultats sont un peux différents.

Les distributions spatiales tridimensionnelles de la température, obtenues avec les
discrétisations numérique du premier et second ordre, sont qualitativement similaires; mais
quantitativement leurs différences sont visibles, surtout en bas du conduit. Ces différences

quantitatives entrainent des différences plus considérables des nombres de Nusselt axiaux.
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Comparison between thefirst and the second order of numerical schemes discritisation:

application to a mixed convection phenomenon in a cylindrical duct

Abstract:

This study concerns the flow of a Newtonian and incompressible fluid in a horizontal
cylindrical duct uniformly heated a the wall. The associated heat transfer modes are mixed
convection in the fluid and conduction in the wall. Thermophysical fluid properties are
thermo-dependant. A three dimensional numerical simulation is conducted, The finite
volumes method with a second order scheme in time and space is adopted to resolve this
problem, Two different heating conditions are considered: strenght of electrical current of 45
an 65 Amperes which correspond to two various Graschof numbers: Gr=244492 and 510000.
The other control parameters such Reynolds and Prandtl numbers are fixed constant: Re=606
and Pr=8. The transversal secondary flow in a cross section is induced by a bouyancy effect
along the duct. In a cross straight section, two contra-rotative cells are observed. These rolls
are separated by the median vertical plane. The center of these rolls moves downward when
the axial coordinate increases. The major points of thiswork consist first at a qualitative and a
quantitative comparison between the results obtained by the firsg and the second order
schemes, then a comparison with experimental results is achieved. It is to be noted that,
qualitatively the first and the second order schemes give similar results but quantitatively the
results obtained by the first order scheme are closer to the experimental results. These
differences induce more important discrepancies of the axial Nusselt number.

Thisis dueto the fact that the second order scheme needs a more refined mesh than the first
order on one hand and on other hand in the experimental results the uncertainties and the heat
losses are not known. Taking into account these comments could reduce the difference

between the obtained results.

K ey —words: mixed convection, cylinder duct, laminar flow, conjugate heat transfer,

numerical simulation, finite volume
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COMPARAISON DES SCHEMAS NUMERIQUE DE DISCRETISATION DES PREMIERS ET SECOND
ORDRE : APPLICATION A LA CONVECTION MIXTE DANS UN CONDUIT CYLINDRIQUE

Résume :

Ce travail se rapporte sur I’étude d’un écoulement dans conduit cylindrique horizontale
chauffé uniformément dans laquelle circule un fluide newtonien et incompressible .Les modes
de transferts associés sont la convection mixte générée dans le fluide et la conduction
thermique dans le solide. Les propriétés physiques du fluide, la viscosité et la conductivité
thermique sont thermo dépendantes. On assiste dans ce travail a une simulation numérique
tridimensionnelle, la résolution numérique adoptée est la méthode des volumes finis avec une
précision du second ordre en temps et en espace. Nous avons considéré deux intensités
électriquesde chauffage: 45 et 65 Amperes, qui correspondent aux deux nombres de
Grashofs: Gr = 2444925 et 510000.0. Les autres parametres de contrble sont fixés:
Re=606.85, Pr = 8.082.I'étude a montré I'existence d’un 'écoulement transversal secondaire
(dans les sections droites) qu’est induit par la poussée thermique (convection naturelle) le
long du conduit. En chaque section droite, il est représenté par deux cellules contrarotatives
identiques, séparées par le plan vertical de symétrie. Les centres de ces cellules se déplacent
vers le bas le long de la direction axial .Les points majeurs de ce travail consistent & réaliser
une comparaison qualitative et quantitative des résultats de simulation numérique d’ordre un
et d’ordre deux et ensuite effectuer une comparaison avec des résultats expérimentaux. Il a
été congaté que quaitativement, les résultats du premier ordre et du second ordre sont
similaires par contre quantativement les résultats du premier ordre sont plus proches des
résultats expérimentaux que ceux obtenus avec un schéma du second ordre. Ces différences

quantitatives entrainent des différences plus considérables des nombres de Nusselt axiaux.

Ceci nous invite a dire que peut étre la résolution numérique au second ordre nécessite un
affinage important du maillage et que les pertes thermiques ainsi que les incertitudes des

mesures expérimental es pourraient réduire I”écart entre les résultats.

Mots clés: convection mixte, conduit cylindrique, écoulement laminaire, transfert thermique

conjugué, simulation numérique, volume fini



