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Introduction générale

Cette these de Doctorat se compose de deux parties distinctes, bien que s’inscrivant
toutes deux dans le domaine de la gravitation et de la cosmologie. La premiére partie sera
consacrée & 1’étude de Deffet de lentille gravitationnelle & grande échelle, tandis que la
seconde partie traitera des problémes liés & quelques solutions stationnaires des équations
d’Einstein-Maxwell.

La cosmologie moderne a vu le jour en 1917, lorsque Einstein commenga & réfléchir aux
conséquences de sa théorie de la relativité générale, en introduisant la fameuse constante
cosmologique dans I"Univers qu’il considérait statique dans son ensemble [I]. Suite & la
découverte de la récession apparente des galaxies par Hubble en 1929 [2], il est désormais
établi que "Univers est plutot dynamique en expansion. Le fait que ce soit la relativité
générale qui soit pertinente pour décrire 1’évolution de I’Univers provient de ce que la
gravitation est la seule interaction effective a grande échelle.

Comme il est bien connu, la déflexion de la lumiére et le temps de retard figurent
parmi les principales prédictions de la relativité générale. A 'occasion d’une éclipse totale
du Soleil en 1919, Eddington avait expérimentalement confirmé que la lumiére est attirée
gravitationnellement & proximité du soleil avant d’arriver sur Terre [3]. En mesurant avec
une grande précision ’angle de déflexion, le résultat était en accord parfait avec ce que
prévoit la relativité générale. En conséquence, cette lumiére parcourt un trajet plus long
que ce qu’elle ferait en I'absence du soleil. Ceci se traduit par un temps de retard baptisé

“effet Shapiro”, du nom de celui qui I’avait découvert en 1964 [4], et I’avait observé en 1968



entre la Terre et Mercure en enregistrant un retard de 120 microsecondes [5]. Dans ce cas,
on dit que le soleil, ou toute autre étoile, agit comme une micro-lentille gravitationnelle.

Quant aux grandes structures de I'Univers, tels que les galaxies (ou amas de galaxies),
il s’agit de l'effet de lentille gravitationnelle fort (strong lensing) ou faible (weak lensing).
Dans cette thése, c’est 'effet de lentille gravitationnelle fort qui nous intéresse. La lumiére
provenant des sources d’arriére-plan est fortement déviée par le corps massif, modifiant ainsi
la maniére dont ces sources sont vues depuis la Terre et pouvant donner lieu & I’apparition
d’images multiples, a 'exemple des systémes lentille-quasar G2237+0305 (appelé croix
d’Einstein) et SDSS J1004+4112. Le nombre et la forme de ces images dépendent de la
géomeétrie du corps massif ainsi que de la position de la source par apport a la ligne de visée
(axe observateur-corps massif). En outre, d’aprés les mesures observationnelles, le temps
de retard induit entre les différentes images peut s’étaler sur plusieurs années.

L’enjeu principal de cette premiére partie de thése est I'étude de l'effet de lentille
gravitationnelle fort dans le cadre du modéle non statique d’Einstein-Straus (Swiss-cheese
model) [6], et ensuite la confrontation des résultats obtenus aux données observationnelles.
Le choix de ce modeéle est essentiellement motivé par le fait qu’il soit applicable aussi
bien & grande échelle qu’a petite échelle. Autrement dit, c’est un modéle sophistiqué qui
tient compte a la fois de 'expansion de I'Univers & 1’échelle galactique et du fait que
les petites échelles, telles que les échelles planétaire et atomique, ne sont pas affectées
par la dite expansion. Ce modele résulte du raccordement de la métrique non statique
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW en abrégé) a l’extérieur d’une vacuole
(sphére de Schiicking) avec la métrique statique de Kottler (ou Schwarzschild-de Sitter) a
I'intérieur de celle-ci. L’effet de lentille gravitationnelle ne se produit qu’a l'intérieur de la
vacuole.

Une deuxiéme motivation pour cet intérét est la grande polémique concernant la dé-
pendance ou non de la déflexion de la lumiére en la constante cosmologique. Avant les

travaux de Rindler et d’Ishak, ’avis général des cosmologues était que 'angle de déflexion



de la lumiére passant au voisinage d’une masse statique a symétrie sphérique est indé-
pendant de la constante cosmologique [8, 9, 10, 1], 12}, 13| [14]. Cette croyance est basée
sur I’argument que la constante cosmologique disparait accidentellement de 1’équation de
la géodésique pour des particules non massives. En septembre 2007, Rindler et Ishak ont
corrigé cette croyance en soulignant qu’il ne suffisait pas de considérer uniquement 1’équa-
tion de la géodésique, mais que la métrique elle-méme doit aussi étre prise en compte [15].
Le point de vue de Rindler et d’Ishak n’a pas été unanimement accepté. Il s’en est suivi
une large controverse autour de la question de savoir si la constante cosmologique modifie
ou non la courbure de la lumiére. On répondra a cette question dans le cadre du modéle
d’Einstein-Straus.

Dans le chapitre un, on commencera par dériver la métrique de Kottler dont on fera
usage pour extraire les équations du mouvement des photons, puis on mettra tout en ceuvre
pour arriver & ’expression de ’angle de déflexion totale que doit subir un photon lors de
son passage prés d’un corps massif. C’est ici qu’on se penchera sur la question de savoir
si cette déflexion sera affectée par la présence de la constante cosmologique. Dans toute la
suite de cette partie de thése, on s’intéressera tout particulierement & une situation typique
de deux photons (deux images de la source) émis par une source, 'un aprés l'autre, déviés
par une lentille et enfin regus sur Terre sous des angles de réception bien connus. Sur la
base de quelques hypothéses simplificatrices relatives au modeéle de Kottler, on déterminera
des expressions analytiques pour la déflexion des deux photons ainsi que pour le temps de
retard de I'un par apport a lautre. En fait, le systéme lentille-quasar SDSS J1004+44112,
évoqué plus haut, constitue un cas d’école pour estimer la masse de la lentille, la déflexion
et le temps de retard. On terminera ce chapitre par appliquer nos résultats a ce systéme-la.
Ce chapitre sera congu avec 'idée d’exploiter ses résultats pour le modéle d’Einstein-Straus.

Le chapitre deux sera dédié au modéle de FLRW. Faute d’utiliser tous ses éléments, on se
contentera de rappeler ceux dont on aura besoin pour la suite. Ces éléments sont essentiels

et bien connus dans le modéle standard de cosmologie ACDM (cosmological constant-cold



dark matter). On parlera du principe cosmologique, de la métrique isotrope et homogene,
de I'équation de Friedmann ainsi que de la propagation des photons. L’intégration des
premier et deuxiéme chapitres sera également faite dans le but de rendre le manuscrit
autosuffisant.

Apreés, on sera en mesure d’aborder I’étude de la déflexion de la lumiére et du temps
de retard dans le cadre du modeéle d’Einstein-Straus en renoncant & toutes les hypothéses
simplificatrices adoptées dans le modeéle de Kottler & I’exception de I’hypothése de sphéri-
cité. Nous avons en fait trois variantes pour la métrique d’Einstein-Straus (6 variantes si
on prend en considération une constante cosmologique nulle), qui correspondent aux trois
variantes de la métrique FLRW: Cas d’une courbure spatiale nulle (espace plat), d’une cour-
bure spatiale positive (sphére) et d’une courbure spatiale négative (pseudospheére). Nous
nous limiterons toutefois ici & examiner successivement le cas plat puis le cas sphérique
seulement. Les deux cas sont proches de la réalité et intéressent beaucoup la communauté
des cosmologues.

Le cas plat sera examiné dans le chapitre trois. On commencera par raccorder la mé-
trique de FLRW plate avec la métrique de Kottler, afin de construire la métrique d’Einstein-
Straus plate. Ensuite, comme ce sont les conditions finales sur Terre qui sont données, on
intégrera a reculons et partiellement les géodésiques de la lumiére, de la Terre jusqu’a la
vacuole, & l'intérieur de la vacuole puis de la vacuole jusqu’a la source. A ce stade, dans
un premier temps, on fera usage de la géométrie d’Euclide pour arriver & nos fins. Dans
un deuxiéme temps, on développera, pour traiter le méme probléme, une seconde méthode
générale, basée uniquement sur l'intégration des équations différentielles. Bien entendu,
cette méthode nous servira pour les modeles non plats. Vu la complexité du modéle, il
pourrait s’avérer difficile d’établir une expression analytique pour le temps de retard. Pour
cela, on présentera deux méthodes, une méthode de calcul direct, et une méthode que I'on
nommera “méthode de calcul par différence”. Cette derniére fonctionnera plus fiablement

et permettra d’aboutir & une expression semi-analytique. La contribution de la constante



cosmologique & la déflexion de la lumiére et au temps de retard sera également investi-
guée dans les deux versions du modéle. Comme a 'accoutumée, & la fin de ce chapitre,
on concrétisera les résultats obtenus par une application au systéme lentille-quasar SDSS
J1004+4112, tout en les comparant aux résultats du modele de Kottler.

Par analogie avec ce qui précéde, on abordera dans le chapitre quatre I’étude de la
déflexion de la lumiére et du temps de retard dans le cadre du méme modeéle mais en
considérant une courbure spatiale positive. La métrique d’Einstein-Straus sphérique sera
obtenue en raccordant la métrique de FLRW sphérique avec celle de Kottler. Ici, seule
la mise en ceuvre de la méthode d’intégration des équations différentielles, développée au
troisiéme chapitre, sera pertinente. En particulier, une étude suivant les valeurs du facteur
d’échelle sur Terre pourrait étre envisagée en vue de comparer les résultats au cas plat
et mettre ’accent sur l'effet de la courbure de I’espace. Ceci sera mis en évidence lors de
I’application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112 a la fin de ce chapitre.

La seconde partie de cette thése répond & un autre probléme intitulé, génération et
interprétation de solutions stationnaires en théorie d’Einstein-Maxwell, et comporte deux
volets. Le premier volet, relevant de la physique mathématique, concerne une extension de la
méthode de génération de solutions en rotation par transformation finie de Geroch. L’objet
du second volet portera sur une étude détaillée des propriétés géométriques et physiques
d’une solution particuliére des équations d’Einstein-Maxwell, la solution de Brill.

Les équations d’Einstein-Maxwell & quatre dimensions dans le cas stationnaire ad-
mettent le groupe SU(2, 1) comme groupe de symétrie [16] [I7]. Au moyen des transforma-
tions du groupe SU(2,1), des solutions monopolaires asymptotiquement minkowskiennes
peuvent étre reliées entre elles, telles que la génération de la solution électriquement char-
gée de Reissner Nordstrom [I8), 19, 20] & partir de la solution électriquement neutre de
Schwarzschild [21]. Cependant, les méme transformations ne permettent pas toutes seules
de retrouver des solutions monopolaire-dipolaires, telles que celle de Kerr, a partir des so-

lutions monopolaires, telles que celle de Schwarzschild. Cela est en partie imputable au fait



que la solution de Schwarzschild est & symétrie sphérique avec un seul vecteur de Killing
0O, alors que celle de Kerr est seulement & symétrie axiale avec deux vecteurs de Killing 0y
et &p qui commutent entre eux.

En 1972, Geroch a montré qu’on peut combiner & linfini des transformations infi-
nitésimales du groupe SU(2,1), associé¢ a la réduction dimensionnelle par rapport & un
vecteur de Killing donné, avec des transformations linéaires infinitésimales dans ’espace
a deux dimensions engendré par 0y et J, [23]. Inspiré du travail de Geroch, Clément a
mis au point, en 1998, une méthode afin de générer des solutions en rotation a partir des
solutions statiques [24]. Cette méthode consiste a appliquer a une solution initiale sta-
tique asymptotiquement minkowskienne la combinaison d’une transformation particuliére
IT du groupe SU(2,1), d’une transformation linéaire de coordonnées R & un parameétre
Q) agissant sur une solution intermédiaire non asymptotiquement minkowskienne, puis de
la transformation inverse de II. Le caractére asymptotiquement minkowskien est préservé
par cette combinaison de transformations. Cette combinaison étant un cas particulier des
transformations de Geroch.

Au chapitre cing, aprés avoir introduit la méthode de Killing, on présentera succinc-
tement, la réduction des équations couplées d’Einstein-Maxwell stationnaires & un modéle
sigma autogravitant a trois dimensions, équivalentes aux équations aux dérivées partielles
intégrables pour les potentiels complexes d’Ernst [25] 26].

Au chapitre six, on rappellera la méthode de génération de solutions en rotation susmen-
tionnée. Ensuite, on cherchera a généraliser cette méthode en composant la transformation
IT de SU(2, 1) initialement utilisée avec une dualité continue électromagnétique, c’est-a-dire
une rotation d’un angle o dans le plan complexe des E + iB. Le but est de savoir si les
solutions en rotation ainsi générées dépendent effectivement du parameétre a. Si oui, cette
généralisation aurait pu avoir des applications fructueuses.

La solution de Brill, obtenue en 1964 [27], est la solution de Reissner-Nordstrom en pré-

sence du parameétre NUT (RN-NUT en abrégé) découvert par Newman, Unti, et Tamburino
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en 1963 [28]. C’est la solution stationnaire asymptotiquement minkowskienne a symétrie
sphérique la plus générale des équations d’Einstein-Maxwell. Elle dépend de quatre pa-
rametres correspondant aux charges électrique, magnétique, graviélectrique (ou masse), et
gravimagnétique (ou charge NUT). Si la somme des carrés des charges électrique et magné-
tique est suffisamment grande et si de plus la charge NUT n’est pas nulle, ’espace-temps de
RN-NUT ne présente pas d’horizons ni de singularités, a ’exception de la corde de Misner
qui correspond & une singularité de coordonnée, et posséde une topologie du type wormhole
(trou de ver) avec deux régions distinctes a l'infini de genre espace. En raison de problémes
d’interprétation liés a 'existence de cette corde de Misner (analogue gravitationnel de la
corde de Dirac), cette solution a été peu étudiée dans le cas général, et ce uniquement dans
le cas ou elle présente des horizons. Les espaces-temps du type wormhole ont fait I’objet de
nombreuses recherches théoriques, mais on considére généralement que cette topologie ne
peut étre supportée que par une source de matiére exotique (ne respectant pas la condition
d’énergie positive). L’existence théorique de la solution wormhole RN-NUT constitue donc
un contre-exemple qui mérite d’étre étudié de fagon plus approfondie.

Dans le chapitre sept, on commencera par donner la forme de la métrique de RN-NUT
et rappeler ses principales propriétés, la charge NUT et la corde de Misner. On discutera
brievement sa régularité et sa topologie du type trou noir et du type wormhole. Ensuite,
on intégrera partiellement les équations de la géodésique en faisant recours a la méthode
des vecteurs de Killing.

Dans le chapitre huit, on analysera les géodésiques de genre temps et de genre lumiére
dans ’espace-temps de RN-NUT. Une question d’un intérét physique fondamental se pose
a ce propos: Ces géodésiques sont-elles complétes? Si oui, la solution est réguliére. Pour
répondre & cette question, on s’attachera a résoudre les équations du mouvement angulaire.
Ensuite, on discutera le mouvement temporel puis le mouvement radial (les orbites com-
pletes): Etats liés, états de diffusion (réflexion et transmission). La déviation géodésique

dans cet espace-temps y sera également étudiée.
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Etant donné qu’on traite avec une solution chargée, il est naturel de considérer aussi
le mouvement d’une particule d’épreuve chargée sous I'action de la force de Lorentz. On
commencera au chapitre neuf par intégrer les équations du mouvement de la particule char-
gée, en suivant le méme raisonnement que pour la particule neutre. Ensuite, on considérera
uniquement la version magnétique de masse nulle de la solution RN-NUT afin d’examiner
les orbites circulaires.

Une région d’espace-temps de RN-NUT contient des courbes fermées de genre temps
(closed timelike curves CTCs), que I'on associe généralement a la possibilité de violations
de causalité. Cette question fera I'objet du dernier chapitre dix, que 'on étudiera dans le
cas magnétique de masse nulle.

Nous cléturerons cette thése par une conclusion générale contenant quelques perspec-

tives.
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Premiére partie

Déflexion de la lumiére et temps

de retard a I’échelle cosmologique
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Chapitre 1

Modeéle de Kottler

Le champ gravitationnel créé par des distributions de masse a symétrie sphérique est
d’une tres grande importance en cosmologie. Notons qu’il existe un équivalent du théoréme
de Gauss en relativité générale: Le champ gravitationnel a 'extérieur d’une distribution
de masse & symétrie sphérique ne dépend que de la masse totale et non du détail de la
distribution de masse. Il se trouve d’ailleurs que la toute premiére solution des équations
d’Einstein dans le vide obtenue par Karl Schwarzschild en 1916 [21], juste quelques semaines
aprés la publication de la théorie de la relativité générale par Albert Einstein, correspond
au cas statique avec symétrie sphérique.

En présence de la constante cosmologique, la métrique de Schwarschild est remplacée
par celle de Kottler [7], qui se réduit a celle de de Sitter [29] dans un espace-temps vide, ce
qui motive I’appellation métrique de Schwarschild-de Sitter également utilisée pour désigner
la métrique de Kottler. En fait, nous verrons par la suite que ’étude d’une telle métrique
conduit & un univers fini avec un rayon de l'ordre de \/3/71& Comme l'intuition le suggére,
un A positif atténue effet de la gravitation a travers I'angle de déflexion et le temps de

retard.
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1.1 Forme d’une métrique statique a symétrie sphérique

Commengons d’abord par déterminer la forme la plus générale d’'une métrique statique
isotrope a l'extérieur d’une distribution de masse & symeétrie sphérique, c’est-a-dire dans
une région ot le tenseur énergie-impulsion est nul, 7}, = 0.

On peut toujours trouver un systéme de coordonnées quasi-minkowskien de telle ma-

niére que ’élément de ligne prenne la forme suivante
dr? = F(r)dt?> — C(r)dF - dF — D(r)(7 - d7)*> — 2E(r)dt(7 - dF), (1.1)

ou

r=||71]. (1.2)

En se plagant dans le systéme de coordonnées sphériques (7,6, ¢) associé au systéme

de coordonnées quasi-cartésiennes (z,y, z)

x = rsinf cos p,
y = rsinfsin g,

z =rcosb, (1.3)
’élément de ligne dr? peut s’écrire sous la forme
dr? = F(r)dt* — D(r)r2dr? — C(r)(dr® + r?dQ?*) — 2E(r)dtdr, (1.4)

avec

d0? = df* + sin® Odp?. (1.5)
Faisons le choix d’un nouveau temps t' li¢ & ¢ par la relation
t'=t+ ®(r), (1.6)
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ce qui correspond & une resynchronisation des horloges, avec ® une fonction arbitraire de

r. L’élément de ligne dr? s’écrit alors

dd dd
dr®> = F(r)dt? + (F(r)d + 2E(r)r) . dr® — D(r)r?dr?
r r

—C(r)(dr* +r?dQ?) — 2 <F(7“)C§f + E(r)r) dt'dr. (1.7)

Choisissons ® de telle maniére a faire disparaitre le terme en dt'dr. Nous avons

d®  rE(r)
dr — F(r)’ (18)
et dr? se simplifie alors en
dr® = F(r)dt” — G(r)dr® — C(r)(dr? + r?dQ?), (1.9)

avec

r 2
G(r) =12 <D(r) + i((g) ) . (1.10)

Introduisons maintenant une nouvelle coordonnée radiale définie par

2 =r2C(r). (1.11)
Il s’ensuit que .
rdC “r'dr’
=(=-— 1.12
d?“ <2 dT‘ + C(T)) r ) ( )
et dr? prend alors la forme
dr® = B(r')dt? — A(r')dr'? — r2dQ2, (1.13)
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avec

B(') = F(r), A(')= <1+ gg:;) <1+ 25;;55) - (1.14)

En réappelant dans un but de commodité ' et 7’ t et r respectivement, ((1.13]) peut s’écrire

comine

dr? = B(r)dt* — A(r)dr? — r2dQ>. (1.15)

L’expression (|1.15)) est appelée forme standard d’une métrique statique & symétrie sphé-
rique. Il s’agit maintenant d’obtenir les fonctions de r, A(r) et B(r), en appliquant les
équations d’Einstein, ce qui déterminera complétement la métrique de Schwarschild-de

Sitter.

1.2 Meétrique de Kottler

Nous souhaitons déterminer la forme d’une métrique statique isotrope a l'extérieur

d’une distribution de masse a symétrie sphérique, en présence de la constante cosmologique

A.

En comparant ([1.15)) a
ds? = — g, (v)dxtdz”, (1.16)

on déduit les composantes non nulles du tenseur métrique dans le systéme de coordonnées

(t,r,0,0)

gt = —B(T), Grr = A(T), goo = 727 gﬁ,Dﬁ,D = T2 Sin2 0. (117)

Déterminons les fonctions A(r) et B(r) en appliquant les équations d’Einstein, qui

prennent, en présence de la constante cosmologique A, la forme générale
1
R, — §g,wR —Ag = —87G1Ty,, (1.18)

ou G, R,,, R et T, désignent respectivement la constante universelle de la gravitation
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(ou constante de Newton), le tenseur de Ricci, le scalaire de Ricci et le tenseur énergie-
impulsion. A I'extérieur de la source, 7}, = 0, les équations d’Einstein (.18 se réduisent
alors a

Rul/ = _Aguu- (119)

Si A # 0, cette équation est incompatible avec ’hypothése d’un espace-temps plat a I'infini.
En effet pour une métrique de Minkowski R, = 0, ce qui impliquerait A = 0. Le tenseur
de Ricci s’exprime en termes des symboles de Christoffel F;}V comime
A
_ 01“#/\ 8F//>v

N oz

A A
+T0,1, — I,1%,. (1.20)

Donc, on doit calculer au préalable les symboles de Christoffel I‘;)V, qui ont pour expression

A1) 0 0
A _ 97 em 9pv  OGuw
L = 2 <8x” T ur T Bar ) ’ (1.21)

ol g est le tenseur métrique inverse, qui est diagonal comme 1’est le tenseur métrique,
9" ==1/B(r), g7 =1/A@r), ¢ =1/r% g* =1/(r?sin®0). (1.22)

On obtient alors, pour les symboles de Christoffel non nuls, les expressions suivantes

t t B,(T) s B/(T) r A/(T)
Ft?" = FTt = oD/ N\ Ftt = AN rr = b
2B(r) 2A(r) 2A(r)
r T .
60 = CA(r)’ Top = ~A(r) sin?f, I7y=Tg, =1/r,
I, =—sinfcosd, T¥,=T% =1/r, Tj =T =cotd. (1.23)

Les seules composantes non nulles du tenseur de Ricci sont les composantes diagonales, qui
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ont comme expressions

2A(r)  4A(r) \A(r)  B(r) rA(r)’
_B"(r) B'(r) (A'(r) B'(r)\ Ar)
Ry = QB(T) 4B(r) <A(T) + B(’I”)) TA(T)7
_ 1 T A(r)  B'(r)\ _
o0 =3 ~ 2400 <A(r) B(r)) L
Ry, = Rgpsin? 0, (1.24)
ou ' = d/dr. Par conséquent, les équations d’Einstein s’écrivent
B'(r) B'(r) (A'(r) B(r)\ Br) _
2A(r)  4A(r) <A r) + B(r)) + rA(r) —AB(r), (1.25)
B'(r) B'(r) (A(r)  B(r)\ A@r)
2B(r)  4B(r) (A(r) + B@«)) TA() —AA(r), (1.26)
! r (A) B\ . _
A(r)  2A(r) (A(r) B B(m) —1=—Ar% (1.27)

Remarquons que les composantes 060 et pp des équations d’Einstein sont identiques. Ceci

est une conséquence de la symétrie sphérique. En combinant les composantes tt et rr des

équations d’Einstein, ((1.25)) et (1.26]), on obtient

Ry By _ 1 (X)) B\ _,
B(r) A rA(r)<A(T)+B(T)> A—A=0. (1.28)
D’ou
A(r)B(r) = K, (1.29)

ou K est une constante a déterminer. L’équation (1.27)) se réduit alors a

dir[rB(r)] = K(1— Ar?). (1.30)
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D’ou, par intégration,
s A

B(r)=K (1 - 37«2) : (1.31)

ou s est une deuxiéme constante & déterminer. Pour r suffisamment petit B devient

B(r)~ K (1 - f) . (1.32)

r

Il nous reste maintenant & déterminer les constantes K et s. Pour cela, considérons la limite
d’un champ faible, statique, créé par une distribution de masse non relativiste, auquel cas

on a la relation suivante (on peut se référer a [30])

ou ¢ est le potentiel gravitationnel de Newton qui, & une distance r suffisamment petite

du centre de la distribution de masse & symétrie sphérique, est donné par

M
=

¢ = (1.34)

En comparant a ([1.33]), le résultat obtenu dans I'approximation pour un champ faible, il
vient que

K=1, s=2GM, (1.35)
ce qui détermine complétement la métrique de Kottler qui prend alors la forme

2GM A,
-5

ds*> = B(r)dt> — B(r)~'dr* —r?dQ* B(r)=1- . 3

(1.36)

Il est facile de voir que la métrique de Kottler présente, en plus de la singularité r = s =
2GM (rayon de Schwarzschild), pour r suffisamment petit, une deuxiéme singularité de
coordonnées, en 7 = /3/A, pour r suffisamment grand. En outre, I’équation l} avec

un A positif donne lieu, méme en 'absence de masse, a une accélération radiale Ar/3, tres
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petite dans la mesure ot A est faible, de I'ordre de 1072 m~2 [31].
Nous allons étudier dans le cadre de la solution de Kottler I'effet de la constante cosmo-
logique sur la déflexion de la lumiére ainsi que sur le temps de retard pour une distribution

de masse & symétrie sphérique.

1.3 Géodésiques des photons dans un champ de Kottler

En vertu de I'isotropie, le mouvement se fait dans un plan, qu’on peut prendre comme

le plan équatorial, § = 7/2. L’équation ((1.36)) se simplifie alors en

2GM A,
r 37‘.

dr? = B(r)dt* — B(r)"'dr? —r?d¢?®, B(r)=1-— (1.37)

Puisque l'intervalle d’espace-temps pour un photon est de genre lumiére, dr2 = 0, on
doit utiliser un parameétre affine autre que 7. Notons p un tel paramétre. Les équations de
la géodésique s’écrivent alors

i+ Ty, it =0, (1.38)

ou " = d/dp. En utilisant les expressions des symboles de Christoffel, (1.23]), on obtient

. B'(r) .. B

i+ 50 f =0, (1.39)
i+ %B(r)B’(r) T % l;((:)) i —rB(r)$* =0, (1.40)
¢+%f¢:0. (1.41)

En divisant (1.39) et (1.41) par i et ¢ respectivement et sachant que B'(r) = B(r)/r, on

arrive a

d . d 1
—Int = —1In—— 1.42
dp " " dp By (142)
d d 1
—Ing=—1n—. 1.43
dp ny dp h2 (1.43)



Par intégration, chacune des équations (1.42)) et (1.43]) donne une constante du mouvement.
L’une des deux constantes, celle résultant de I'intégration de ((1.42)), pourrait étre absorbée

dans une redéfinition du parametre affine p. Redéfinissons p de telle maniére que la solution

de ([1.42) soit
t=1/B(r). (1.44)

L’équation ([1.43)) s’intégre alors pour donner
o= J/r?, (1.45)

avec J une constante du mouvement ayant l'interprétation d’un moment angulaire par unité
de masse. En substituant les expressions de ¢ et ¢ dans I’équation ((1.40)) et en multipliant
par 27/ B(r), il vient que

ou encore

d 72 J? 1

il . __— ) =o. 1.4

i <B<r>+r2 B(r)) 0 (147)
D’ou

2 g
B T B = P .

avec E une troisieme constante du mouvement & déterminer, jouant le role d’une énergie

par unité de masse. De ([1.48)), on tire une expression pour 72,

2 2,2

7 =1—B(r)(E+ J°/r?). (1.49)
A Daide des expressions de et de ¢, dr? peut s’exprimer en termes de dp? comme

dr? = E dp°. (1.50)
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Pour un photon dr? = 0, et par conséquent E doit s’annuler,
E=0. (1.51)
L’équation se simplifie alors en
7 =++/1—J2B(r)/r. (1.52)
En faisant usage des expressions de 7 et ¢, on peut obtenir une expression pour dr/dyp,

dr 7 [ 2
= = = 4r4/— — B(r). 1.53

L’expression de dr/dyp, (1.53|), doit s’annuler au péri-lens, r = rp (distance d’approche

minimale du photon), ce qui donne

J=rp/\/B(rp). (1.54)

En substituant dans I’équation ([1.53|), on obtient I’expression

1 2 2GM
r r

dans laquelle la constante cosmologique s’élimine accidentellement.
De la méme maniére, en faisant maintenant usage des expressions de t et 7, et compte

tenu de l'expression de J, on obtient une expression pour dt/dr,

; 1 B 2 2GM
ety 1 =B —7?;\/1— ¢ (”’+ z ) (1.56)
T rp T r+rp
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1.4 Contribution de la constante cosmologique a la déflexion

des photons dans un champ de Kottler

Dans le but de comprendre la nature de I’énergie sombre, qui serait responsable de
I'expansion accélérée de I"Univers [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39], il est intéressant d’étudier
le role de la constante cosmologique.

Jusqu’a tout récemment la croyance générale était que la constante cosmologique n’a
pas d’effet sur la déflexion de la lumiére par une distribution de masse & symétrie sphé-
rique. Cette croyance a comme origine le fait que la constante cosmologique disparait dans
I’équation de la trajectoire ¢(r). Rindler et Ishak [I5] ont corrigé cette croyance générale:
La constante cosmologique a un effet sur la déflexion de la lumiére par une distribution de
masse M a symétrie sphérique. Le travail de Rindler et Ishak a été fait dans le cadre des

hypothéses suivantes:

1. La terre et la source sont au repos par rapport a la lentille.

2. Les masses de la terre et de la source sont négligeables par rapport a la masse de la

lentille.

Dans ce qui suit, nous allons étudier ’effet de la constante cosmologique sur la courbure
) . . e C . s
d’un rayon lumineux, lors de son passage a proximité d’une distribution de masse a symétrie

sphérique.

1.4.1 Géométrie de ’espace-temps de Kottler et équation du mouvement

Avant d’aller plus loin, considérons un espace euclidien a trois dimensions. Dans les

coordonnées cylindriques, 1’élément de ligne au carré di? s’écrit

di? = dz* + dr® + r2dy?. (1.57)
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Considérons maintenant une surface a deux dimensions & symétrie cylindrique z = z(r)

plongée dans l’espace euclidien a trois dimensions. L’élément de ligne di? s’écrit alors

2
dl? = [(fli) +1

Compte tenu de ([1.36]), la métrique spatiale de Kottler pour un mouvement restreint dans

dr® 4 r2dp?. (1.58)

le plan équatorial, § = 7/2, se simplifie en

2GM A )\
dl2:<1— ¢ —37‘2> dr® + rldg?. (1.59)

Au voisinage de la distribution de masse oi Ar? < GM/r, dI? est approximé par la

métrique spatiale de Schwarzschild

2GM\ !
di? ~ <1 — ) dr? + rde?. (1.60)
r
En comparant a ((1.58)), on obtient
2GM

=+ _. 1.61
dz dr VeI (1.61)

Cette derniére équation s’intégre, pour donner
2(r)? = 8GM (r — 2GM), (1.62)

avec le choix d’une constante d’intégration de telle maniére que z s’annule en r = 2GM.
C’est I’équation de le paraboloide de Flamm. Loin de la distribution de masse ot GM /r <

Ar?, la métrique spatiale (1.59)) est approximée par la métrique spatiale de de Sitter

A _1
di? = <1 — 3r2> dr® + r2dy?. (1.63)
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En comparant a ((1.58), on en déduit que

A 2
dz = + dr ﬁ (1.64)

qui s’intégre grace a un changement de variable approprié pour donner
2, .2 _
24+ 1" =3/A, (1.65)

avec le choix d’une constante d’intégration de telle maniére que z s’annule en 7 = 1/3/A.
C’est ’équation d’une sphére de rayon \/3/7/\

En faisant le changement de variable r = 1/z dans l’expression , qui reste la
méme aussi bien pour Kottler que pour Schwarzschild, on obtient, aprés dérivation par
rapport & ¢, une équation orbitale pour la trajectoire du photon, dans laquelle la constante
cosmologique est éliminée,

j;f’; + 2z =3GMz> (1.66)
Ce résultat donne a penser que la constante cosmologique, en dépit de sa présence dans la
métrique de Kottler, n’a pas d’effet sur la déflexion de la lumiére. Ce fut ’argument avancé
par plusieurs auteurs [8] [9} 10} [1T), 12}, T3], 14]. Néanmoins, nous allons montrer que malgré
I’absence de A dans la constante cosmologique influe sur la déflexion de la lumiére,
la raison étant que c’est la métrique qui détermine les observations réelles qui peuvent étre
effectuées.

Le membre de droite de I’équation (1.66|) est une petite correction relativiste. Par

exemple, pour une trajectoire a ’extérieur du Soleil ou frolant le Soleil, nous avons

=22 < 2 06, (1.67)

ou s et Rg sont respectivement les rayons de Schwarzschild et du Soleil. A I'ordre zéro,
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I’équation (|1.66) admet comme solution

(1.68)

Cette équation représente un rayon lumineux non dévié par le champ gravitationnel, avec b

le paramétre d’impact indiqué sur la Fig.[I-1] En introduisant cette solution dans I’équation

(1.66]), il vient

d’z 3GM
— =—[1 - 2 1.
47 T g 1 eos20)]; (1.69)
qui admet pour solution
1 GM
z=_= 27b2[3 + cos(2¢p)]. (1.70)

On rappelle que la solution d’une équation du type

—2 +x = g A; cos(w;p) (1.71)
l 2 i 1 7 9 .
est
x 1 COS @ + 2 S111 + E 1 22 COS(CL),L'QD). ( . 2)

En combinant les deux solutions, on obtient au premier ordre de la perturbation

1 sing GM
- = —_— 20)]. 1.
S = T gy 13+ cos(29)] (1.73)

En faisant tendre r vers l'infini ce qui correspond a faire tendre ¢ vers une valeur ¢, tres
petite, on obtient

0oy = —2GM /b (1.74)

L’angle de déflexion totale dans le cas de Schwarzschild est alors

Ap = 2| ~ 4GM/b. (1.75)
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Cependant, I’expression n’est plus valable dans ’espace-temps de Kottler dans lequel
le rayon r est toujours inférieur a la singularité \/3/7A
On peut se convaincre facilement que la distance d’approche minimale r = rp corres-
pond & ¢ = 7/2. Donc
1 1 GM

1.4.2 déflexion de la lumiére

Afin de calculer 'angle de déflexion, on utilise la formule invariante pour le cosinus d’un

angle entre deux directions de coordonnées d et § comme le montre la Fig. [15],
gijd's’
Voisdd\ [ gi6' 6

ot les g, correspondent, dans notre cas, a la métrique spatiale ((1.59)). Nous avons alors

cosp = (1.77)

_ 2GM A L\
grr=B(r) ! = (1 - 37’2> o =17 (1.78)

Dérivons maintenant ([1.73|) par rapport a ¢ pour obtenir

- b

dr oM
dp b

sin(2¢) — cos go] = A(r, ). (1.79)

Donc, nous avons, sachant que d est la direction de 'orbite et § la direction de la coordonnée

(¢ = const,

d
d = (drdyp) = (d;,1) dp, dp <0, (1.80)

0 = (6r,0)=(1,0)or. (1.81)
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En substituant dans (1.77]), on obtient

14 B(r)r? <d‘P>2] o , (1.82)

cos ) = e

ou bien

tanty = \/B(r)r

dy
— . 1.
dr ’ (1.83)

singp = b/r

Fig. 1-1 Le graphe de I'équation ((1.73)) sur le plan équatorial. La moiti¢ de I'angle de déviation
est 1 — ¢ = ¢ [15].

L’angle de déflexion totale est défini par
Ap =2e=2(1p) — o). (1.84)
Dans le cas ou ¢ = 0, on obtient successivement & partir des équations (|1.73]) et (1.79))
b2
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et

b3
Al = QGME (1.86)

(MY _A (Y
b 24 \ GM

Cette formule est trés importante en Cosmologie. Elle donne ’angle de déflexion totale que

Il s’ensuit que

4GM
Ap =2y = —

. . (1.87)

subit un photon lors de son passage prés d’'un objet massif, dans le cas ou la source et
I’observateur sont loin de cet objet. Dans I'espace de Schwarzschild, il suffit, pour obtenir
cet angle, de faire tendre r vers l'infini dans 1’équation , ce qui n’est pas permis
dans l'espace de Kottler, puisque comme on ’a dit r ne peut pas excéder la valeur de
I’horizon \/3/7A La seule valeur caractéristique de r dans ce cas est celle qui correspond
A = 0,7 = b?/2GM. Pour les autres valeurs, il n’y a pas une déflexion significative
supplémentaire., Il est clair que pour A = 0, 'angle de déflexion totale dans le cas de
Schwarzschild, d’aprés ’expression , est bien atteint au premier ordre (on rappelle ici
que b est relié a rp par la relation et 'angle de déflexion de Schwarzschild a la méme
expression a l'ordre le plus bas en termes de b ou de 7p). Comme prévu, d’aprés , un
A positif diminue I'angle de déflexion et s’oppose de ce fait a la gravitation.

Bien entendu, la contribution de la constante cosmologique A sur la déflexion de la
lumiére est trés faible. On sait d’aprés les observations que la valeur mesurée de A est de
I'ordre de 107°2 m—2. Pour cette valeur de A, le rapport des deux termes dans le membre
de droite de , pour un rayon lumineux frélant le Soleil, est de 'ordre de 1028,

En conclusion nous avons montré que lorsque la géométrie de I’espace-temps de Kottler
est prise en compte, la constante cosmologique A contribue effectivement a la déflexion de

la lumiére.
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1.5 Temps de retard dans un champ de Kottler

Le biangle est 'un des plus belles caractéristiques de la géométrie riemannienne. Le
premier biangle a été observé par 1. I. Shapiro en 1968 [5]. Ses vertex sont la Terre et
Mercure, avec un temps de voyage 7 de 10 mins environ, et un temps de retard de 120 us,
pour un photon rasant le Soleil. Ici nous nous intéressons a un biangle d’ordre cosmologique,
7 ~ 1010 ans.

La présence d’une masse déforme la géométrie & son voisinage, et les rayons lumineux
répondent a cette déformation en se courbant d’autant plus qu’ils passent & proximité de
cette masse. Ce phénoméne, qui a comme origine le couplage entre matiére et courbure,
constitue un excellent test de la théorie d’Einstein.

Dans cette section, nous allons faire usage des équations et pour étudier la
déflexion que subissent deux photons lors de leur passage & proximité d’une masse sphérique
L (lentille) et le temps de retard que met 'un des photon par rapport a 'autre. Ces deux
photons proviennent d’une source S supposée distante de rg du centre de L, et arrivent sur
Terre E supposée distante de rp du centre de L (Fig. . En général, deux photons, qui
suivent des trajectoires différentes, n’arrivent pas en méme temps sur Terre. On notera ag
et oy les angles que font les deux photons a leur réception sur Terre avec ’axe lentille-Terre
et ag et o les angles qu'ils font & leur émission par la source avec I’axe lentille-source.
Soit rp et r' respectivement les distances d’approche minimales des photons ag et oy
de la lentille, désignés sous le nom des péri-lens. On se limitera & des cas ou rp est trés
petit devant rg et rg rp/rg < 1, rp/rs < 1, conditions réalisées en pratique dans les
expériences de déflexion de la lumiére.

Choisissons I’axe polaire du systéme de coordonnées sphériques (7, 6, ¢) de telle maniére
que la Terre soit caractérisée par ¢ = ¢ = m. La Terre aussi bien que la source font partie
de la trajectoire du photon (respectivement points de départ et d’arrivée) et sont par
conséquent également contenues dans le plan équatorial § = w/2 et donc caractérisées par

(r,o) = (rs,¢g) pour la source et (r,¢) = (rg, pp = ™) pour la Terre.
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Fig. 1-2 Deux rayons lumineux émis par une source S et courbés sous l'effet gravitationnel
d’une distribution de masse sphérique isolée, la lentille L, et regus sur Terre E sous les angles ag
et o/

L’expressions de dp/dr est donnée par ((1.55]),

1 2 2G M
do_ 1 = - f1- GM (rp ) (1.88)
dr u(r) % Tp r r+rp

Etant donné que 'angle ¢ augmente lorsque le photon ar du chemin du haut se rapproche

de la lentille de rg a rp (dy/dr < 0), ainsi que lorsqu’il s’éloigne de rp & rg (dp/dr > 0),
l'intégrale du membre de droite de (1.88) le long de la trajectoire peut ainsi étre scindée

comme suit, pour donner ’angle total que fait le photon de la source jusqu’a la Terre,

W@S:/T:Eucz:)nL/;Sui:). (1.89)

En faisant usage des intégrales

dz .
—— = arcsin gz
/\/1—22 ’
d
= ViR

dz 1—=z
/(z TVI—22 Vi+2 (1:90)
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avec z = rp/r, le calcul de (1.89)) donne au premier ordre dans le rapport du rayon de
Schwarzschild au péri-lens 2GM /rp

r r GM r2 [rg —r
— g — arcsin = — arcsin — + —— ——54— £ Py
TE rs Tp g TR+ TP
T%; rs —rp
e Y el I (1.91)
s TS+ rp
Pour le chemin du bas dy/dr est positif sur le trajet de rg & 7, et est négatif sur le trajet

de 7> & rg. Il en résulte alors que

, TE  dr /Ts dr
= 1.92
s / () " Sy, Wy (192
P

P

qui donne au premier ordre en 2GM /r)

/ / 12 /
LT LT GM T TE—T
— g ~ arcsin L + arcsin £ — — 1- 24 | =—FL+
rE rs s

e rE+ 1
r2 rg —r

\/ —§+\/Sf°>. (1.93)
Ty rs+7p

Les angles de coordonnées g, €}, €s et € sont définis par

tanep = rpldp/dr(rg)| = rg/u(rg),
tan ey = rg|dy’ /dr(rg)| = rg/u (rE),
tanes = rglde/dr(rs)| = rs/u(rs),

tan ey = rg|dy’ /dr(rs)| = rs/u/(rs). (1.94)

Si nous nous limitons au cas ol les angles de coordonnées sont trés petits devant 'unité,
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quelques secondes d’arc (~ 107%), nous avons & I’ordre le plus bas

ep ~taneg = rp/u(rp) ~ (r5/rs — 1)_1/2 ~7rp/TE = YE,

1)—1/2

€y ~taney = rp/u(rp) ~ (1% /r3 — ~ rp/TE =Yg,

es ~ taneg = rg/u(rs) ~ (rk/rd — 1) Y2 ~ rp/rg = yg,

e ~ tanég = rg/u'(rg) ~ (rZ/r3 —1)7Y2 ~ 0l frg = o, (1.95)
Il s’ensuit que
x=rp/rp ~eg/€p, Tp~eprp, rp~eprE. (1.96)

Déterminons maintenant les relations qui lient les angles de coordonnées €g, €}, €5 et
€. aux angles physiques ', ag et oy respectivement, en faisant usage de 1’expression
S gles physiques ag, oy, ag et g respectivement, aisa age de p

(1.83)) obtenue dans la sous-section précédente [1.4.2]

ap ~tanag = rgy/B(re) /u(ry) ~ e 1—Ar2/3,

oy ~ tan o'y = rp\/B(re) /v (rg) ~ €y 1—Ar2/3,

ag ~ tanag = rg\/B(rs)/u(rs) ~ es 1—Ar2/3,

oy = tan oy = 751/ B(rs) /u'(rs) = g1 /1 — Ar2/3, (1.97)

ol on a négligé les termes d’ordre 2GM /rg et 2GM /rg. 1l s’ensuit que
r~ap/dy, rp~aprp/\/1—Ar%/3, rp~adyre/\/1—Ar%/3. (1.98)

Nous pouvons alors simplifier davantage les expressions de pg et ¢d, en utilisant (1.95) et
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(1.97)), ce qui donne

e AGM /1 — Ar% /3 14
—pg > + —eg(l+rp/rs) ~+ —ag re/rs ,
€BTE aprE N
4GM /1 — Ar%/3 1
BT Ly LETEITS (4 gg)

ApTE 1—Ar%/3

4G M
€pTE

—QOigz —f—ElE(l—l-T‘E/Ts):—

Etant donné que les deux photons partent du méme point, la source, on doit avoir pg = ¢'.

D’ou une relation entre rg, rg, ag, o/, A et M,

AGM (1 — Ar%/3)

1 ~ . 1.100
+re/rs aEdyTE ( )

Par conséquent, la masse qui donne 'égalité ¢ g = ¢y est donnée par

/
apdpre(l+re/rs)
M ~ , 1.101
4G(1 — Ar%/3) ( )
et
1

~ LETEITS (o), (1.102)

s = gl BT
\/1—Ar%/3

L’objectif maintenant est de calculer le temps de retard propre que met le photon ag

par rapport a o, [40],

At =/ B(rg)At= v/ B(rp)[(te — ts) — (tp — ts)], (1.103)

ou tg, thy, ts et t'y sont les temps de réception et d’émission des photons ag et op.

L’expression de dt/dr est donnée par ([1.56)),

e _ 1 v B0 Tk [ 2GM (rp v
P Y ) 7"2\/1 ) o
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Pour le chemin du haut dt/dr est négatif sur la partie de la trajectoire de g & rp et est
positif sur la partie de la trajectoire de rp & rg. C’est également le cas pour le chemin du
bas: dt/dr est négatif de rg a r» et est positif de rf» & rg. Ceci nous permet d’écrire les

temps de trajet des deux photons comme

; ; /TE dr +/TS dr
E—ls = RN N\
rp 0(r)  Jrp v(r)
TE  dr TS dr
th —ty = / / ) 1.105
vots = v T, v (1.105)
P P

Le temps de retard du photon du haut par rapport au photon du bas est défini par

At = (tp—ts)— (tp —ts)
S L) L)

Déterminons d’abord le temps qui s’écoule pendant la propagation du photon ag de

rp & rg. Une intégration au premier ordre en 6 = 2GM /rp donne

R e s B S

p o(r) rp B(r)y/1 — 7«2 /r2 ror+rp

) 1)
~ rp\/B(rp) <IE1 + §IE2 + §IE3 + 5IE4> ; (1.107)

ou les intégrales Ig1, Igo, Ig3 et Ipy4 sont définies par

! d 1 A1 —y?
IE1:/ ( J = arctanh | — LD ) (1.108)

v (12 = M)V —92 A1 22 yp | 1=\

1 2
ydy 1 1 —yg

Ipo= / = arctanh , (1.109)
up (P = A)V1I—92 V122 L=\
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1 dy
Ipz = 5 >
ve Y2 (1+y)v/1—y
2
1 . (14 VI= N 1-3) =222 )

= In +

X
2(1-2%) | /1- A2 €3, — N A1 — A2

yE_)\l#—\/l—)\Q\/l—y%—k)\yE 2w/1—y,23

: (1.110)
YET AL 4 /1 =221 — 42 — Mg 1-ym
et
1 y3dy
IE4 - 2 2\2 2
ye (Y2 — A7)V 11—y
1 92— A2 1— g2 V31— vk
= tanh E 42 , 1.111
21—\ \ 1 T T e e (L111)

avec y =rp/r, yg =rp/rg > X\, A = \/JWTP < 1.

Le méme raisonnement que pour chemin du haut méne dans le cas du chemin du bas a
des expressions analogues, & condition que y, yg et A soient respectivement remplacés par
Y =rl/r, Y =1p/rE et N = /A/37.

Pour évaluer ¢tg — ty, on doit soustraire des nombres gigantesques qui sont presque
identiques. En développant séparément les quatre intégrales, on obtient aprés un long

calcul [40]

TE TE
/ dr / I Ay + GM Ay + GMAgs + 2GMAp,, (1.112)

o)y V)

avec

Mgt = rov/Bp) Len — v/ B Iy

-1 1- A 1-a? A
GM <a: 5 Ve~ )\xarctanhy—E—S 4;: arctanhy}g), (1.113)

1
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Apy = /B(rp)Igs —\/B(r'p) Igg ~ —Inuz, (1.114)
Ag3 VB(rp) Igs — \/ B(r’p) I3

1—=x

2

A — A
arctanh — + Inz — 6—— arctanh —, (1.115)
A YE 2 YE

AE4 = \/B(TP)IE4—\/B(T'/P)IIEZI’L’—IH.I, (1116)

12

et x =7rp/rh. Dol

TE TE 1 _ 2 —2 _ 1
/ dr / fiir ~GM <$yE — 352 arctalrlhi - 21nac) . (1117)
e R 5 O ve

De méme, en répétant la méme procédure, on obtient pour tg — t's ’expression suivante

rs rs 2 -2 _
/ i — / ,dir ~GM (Myg — 35x ! arctanhi — 21nx> , (1.118)
e 00y, V) 5 n s

avec ys = rp/rs. En faisant usage de ces deux derniéres expressions, le temps de retard

(1.106]) peut alors s’exprimer en termes de M, A, rg, rg, 7p et rp comme

2 _ .2 1 1 / 2 .2 2GM 2
At ~ P —Tp — 4+ — +4GMlnT—P—3TP ;P ¢ X
2 rg TS rp 87‘33 rp

\/E (arctanh <\/§rE) + arctanh <\/§rs> > (1.119)

En tenant compte de ([1.98]) et (1.100]), on obtient & partir de (1.119)) le temps propre

de retard (|1.103) en termes de A, rg, g, ap et o'y,

op ap oy 16

WY T | | R

ou la masse M est donnée par ((1.101]). Donc, si on se donne a priori les valeurs de A, rg,

/ / (=t 4yl
AT ~ 2GM 1—1;7~2E{21n%+(%_‘”3> ll_wx
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Fig. 1-3 Images multiples du quasar SDSS J100444112. SDSS (Sloan Digital Sky Survey).

rs, ap et a/y, on pourrait calculer le temps propre de retard du photon o par rapport au
photon o/y. L’angle de déflexion —pg et le temps de retard s’annulent, comme prévu, dans

le cas ol ap = oy, pour des raisons de symétrie. Dans la limite A = 0 (cas de Schwarschild),

le temps de retard ((1.120]) se réduit a

/ / 3 2
At~ 2GM [zlno‘E+ (O‘E—O‘,E) (1—(”54””5))} (1.121)
aE ap Qg 16rgrs

1.5.1 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+44112

La Fig. montre cing points pratiquement identiques, qui présentent, par analyse
spectroscopique, la méme luminosité et le méme spectre électromagnétique, avec zg = 1.734
comme red-shift. Il s’agit de cinq mirages d’'un méme quasar qui se trouve en réalité a des
millions d’années-lumiére au-dela d’un amas de galaxies. Cet amas de galaxies, visible via

les rayons X & z;, = 0.68 comme red-shift, a servi dans ce cas de lentille gravitationnelle
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(indiqué par une croix au centre de I'image) [41], 42} 43], 44], 45]. On s’intéresse uniquement
aux images C et D, avec o'y = 10" £10% et ap = 5" £10% respectivement, qui présentent
en vérité un effet de lentille gravitationnel fort (strong lensing), un temps de retard de
AT > 7.7 ans comme limite inférieure [44]. On suppose que 'amas de galaxies est sphérique,
malgré le fait que la présence de cing images implique forcément que ’amas de galaxies ne
I’est pas.

Pour des raisons numériques, on utilise un systéme d’unités ot les temps sont mesurés
en astrosecondes (as), les distances en astrométres (am) et les masses en astrogrammes

(ag) avec

las =4.34-10'7s = 13.8 Gyr,
lam = 1.30 - 10%° m = 4221 Mpc,

lag = 6.99 - 10° kg = 3.52 - 10*! M. (1.122)
Dans ce systéme d’unités, on a
c=1lamas ', 8rG =1lam®as 2ag™!, Hy=1las !, (1.123)

ou Hy est la constante de Hubble.

Utilisons le modéle ACDM plat avec A = 0.77 - 3am ™2 £20% pour convertir respec-
tivement les redshifts z;, et zg en distances d’aire d;, = rg et dg par rapport a la Terre
(la méthode de calcul est présentée dans le deuxiéme et troisiéme chapitre (sections et

3-2)), en utilisant I’ Ansétze [40]

dg = —ELXTS (1.124)

1—Ar2/3

On détermine alors la masse de 'amas de galaxies a I'aide de 'expression ((1.101]) pour

les valeurs maximales ‘4, centrales ‘+0’ et minimales ‘—’ de la constante cosmologique et
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des angles ap et oy.

Une fois que la masse M est déterminée, on calcule I’angle polaire de coordonnée ¢gq et
le temps de retard du photon o par rapport au photon o, en utilisant respectivement
les expressions et . On a aussi étudié le cas de schwarzschild qui correspond

a une constante cosmologique nulle (A = 0). Les résultats sont consignés dans les tableaux

LI L2 L3 et L4

Les résultats obtenus peuvent étre résumés comme suit

3.26- 1083 Mo < M < 7.02- 108 M,
8.82" < —pg < 17.69",

13.19 ans < A7t < 29.00 ans, (1.125)
en présence de la constante cosmologique et

2.28 - 1013 My < M < 3.41- 10" M,
8.30" < —pg < 15.41”,

10.60 ans < At < 19.58 ans, (1.126)

en I’absence de la constante cosmologique.

On s’attend a ce que la constante cosmologique atténue l'effet de la gravitation mais,
d’apreés les résultats obtenus, on constate qu'une augmentation de A de 20% augmente
langle de déflexion —pg de 4% environ. Cela s’explique, entre autres, par le fait que cette
variation entraine en contrepartie une augmentation importante de 20% environ de la masse

ajustée de I’amas de galaxies. Par ailleurs, la valeur moyenne de la masse,
M =4.831312 . 10" Mo, (1.127)
est bien compatible avec la valeur observée M = 5.0710 - 10'3M, [Tl 42], tandis qu’en

41



I’absence de la constante cosmologique (modéle de Schwarzschild), elle ne 'est pas. En
outre, les valeurs obtenues pour le temps de retard sont compatibles avec la limite inférieure

observationnelle AT > 7.7 [44].

oy £10% + + + +0 | £0 | £0 — — —
ap +10% + +0 - + +0 - + +0 —
M[108Mg] || 7.02 | 638 | 5.75 | 6.38 | 5.80 | 5.22 | 575 | 5.22 | 4.70
—pgl"] 14.97 | 16.33 | 17.69 | 12.25 | 13.61 | 14.97 | 9.53 | 10.89 | 12.25
| Ar[ans] [ 27.30 [ 28.31 | 29.00 | 21.35 | 22.56 | 23.47 [ 15.79 [ 17.17 | 18.27 |

Tab. 1.1 Valeur maximale de A : A = 0.77 - 3 am™2 + 20%.

oy £10% + + + +0 | £0 | =£0 — — —
ap £ 10% + | £0 — + | £0 | - + 0 | -
M[108Mg] || 5.64 | 513 | 4.62 | 513 | 4.67 | 420 | 4.62 | 4.20 | 3.78
—¢s"] 14.30 | 15.60 | 16.90 | 11.70 | 13.00 | 14.30 | 9.10 [ 10.40 | 11.70
| Arfans] [ 24.76 | 25.70 | 26.34 [ 19.35 | 20.46 | 21.30 | 14.31 [ 15.56 | 16.57 |

Tab. 1.2 Valeur centrale de A : A = 0.77 -3 am 2.

oy £10% + + + +0 | £0 | =£0 — — —
ap +10% + | %0 — + | +0 | - + | 0 [ -
M[108Mg] || 4.85 | 4.41 | 3.97 | 441 | 4.01 | 3.61 | 3.97 | 3.61 | 3.26
—psl"] 13.87 | 15.13 | 16.39 | 11.35 [ 12.61 | 13.87 | 8.82 [ 10.09 | 11.35
| Arfans] [ 22.84]23.71 [ 24.32 [ 17.85 | 18.88 | 19.66 | 13.19 | 14.35 | 15.29 |

Tab. 1.3 Valeur minimale de A : A = 0.77 -3 am~2 — 20%.
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oy £10% + + + +0 | £0 | 0 — — —
ap £ 10% + +0 — + +0 - + +0 -
M[10BMg] || 3.41 | 3.10 | 279 | 3.10 | 2.81 | 2.53 | 2.79 | 2.53 | 2.28
—pg["] 13.04 | 14.22 | 15.41 | 10.67 | 11.85 | 13.04 | 8.30 | 9.48 | 10.67
| Ar[ans] [ 18.37 [ 19.08 | 19.58 [ 14.35 | 15.18 | 15.82 | 10.60 | 11.54 [ 12.30 |

Tab. 1.4 A=0.
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Chapitre 2

Modeéle de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) en

Cosmologie

La cosmologie concerne ’étude des grandes structures de I’Univers, de leurs lois, de leurs
origines et de leurs évolutions, ainsi que des modeéles qui en permettent la compréhension.
Puisque les propriétés de I'espace-temps sont déterminées, d’aprés la relativité générale, par
son contenu matériel, la difficulté de construire un modéle cosmologique consiste & trouver
la structure riemannienne compatible avec le contenu de I’Univers dans son ensemble et

avec les phénomeénes physiques qui s’y déroulent.

2.1 Principe cosmologique

La plupart des modeéles utilisés en cosmologie font I’hypothése d’un espace homogéne
et isotrope.
Précisons la signification de I’homogénéité et de I'isotropie. Par homogénéité, on entend

que tous les points de I'espace jouent le méme role. Autrement dit, il n’existe pas de point
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privilégié. Par isotropie, on entend que toutes les directions autour de tout point de ’espace
sont équivalentes. On peut montrer qu’en vérité I'isotropie ainsi définie (isotropie autour
de chaque point) entraine ’homogénéité.

On dit des modeéles qui font 'hypothése d'un espace homogene et isotrope qu’ils sa-
tisfont au principe cosmologique. Le principe cosmologique implique de fortes contraintes
sur la métrique d’espace-temps. On peut montrer qu’il existe un systéme de coordonnées,
dites coordonnées comobiles, de telle maniére que les dix composantes indépendantes du
tenseur métrique se réduisent a une seule fonction de ¢ (¢ désignant la coordonnée tempo-
relle) a(t), appelée facteur d’échelle, avec un paramétre discret. Plus précisément, on peut
toujours pour un Univers satisfaisant au principe cosmologique, faire le choix d’un systéme
de coordonnées (t,7,0, ) de telle maniére que le carré de l'intervalle d’espace-temps ds?

prenne la forme

ds* = dt* — a(t)* dr® + 72d0? (2.1)
1 — kr? ’ ’
ou
d0? = df* + sin® 0dyp?, (2.2)

avec l'indice discret k pouvant prendre les valeurs +1, 0 et —1, qui correspondent respecti-
vement & une sphére, & un espace euclidien et a une pseudo-sphére, tous a trois dimensions.

Si on fait le choix d’une nouvelle coordonnée radiale x liée a r via

siny k=+1
r=%x)=4{ x k=0 (2.3)

sinhy k=-1

alors I’élément de ligne (2.1)) peut étre réécrit comme

ds? = dt* — a(t)*[dx® + B(x)%dQ?). (2.4)
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2.2 Equation de Friedmann

La seule fonction inconnue dans (2.1)) ou (2.4) est le facteur d’échelle a(t), qui peut étre

déterminé par application des équations d’Einstein
1
Ry — §R9;w = —81GT,u, (2:5)

en l’absence de la constante cosmologique A, et

1
Ry, — §g,wR — Agy = —87GT ), (2.6)

en présence de la constante cosmologique A. Les équations d’Einstein ([2.5)) et (2.6)) peuvent

étre respectivement réécrites comme

1
R, = —81G (TW - 2gWT/<‘) ) (2.7)
et
1
R,w/ = — 871G (Tuy — 5 QW/T){\> - Aguu- (28)

Ceci nous ameéne au calcul du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, lesquels
requiérent & leur tour le calcul des symboles de Christoffel I" /);,, qui s’expriment en fonction
du tenseur métrique g,,, et du tenseur métrique inverse gh*, .

A partir de , on peut tirer les composantes du tenseur métrique dans le systéme

de coordonnées (t,r,0, ¢)
g =—1, g =0a>/(1—kr?), geg = a*r?, gy, = a’r*sin?0, (2.9)

et du tenseur métrique inverse, qui sont ici immédiates, vu que le tenseur métrique est
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diagonal
gt=-1, ¢"=(1- kr2)/a2, g% = 1/(@27“2)7 g¥¥ = 1/(a27"2 sin? 0). (2.10)
Le calcul des symboles de Christoffel donne pour les composantes non nulles

It =aa/(1—kr?), T4 =aam?, FfW: aasr? sin? 6,

I, =T7, =a/a, Thy=—r(l—kr?), [,=-r(l- kr?) sin? 6,
Ffe = Fa&t = at/a, Ff@ = FZT: 1/r, F&,z —sinf cos b,

I, =T{L=a/a, Tf, =T7.=1/r, Iy =T7=cotd, (2.11)

ou l'indice ¢ désigne la dérivation par rapport au temps. En utilisant ’expression du tenseur

de Ricci ((1.20)), on obtient

Rtt = 3att/a, Rm« = —(aatt + 2@? + 2]43)/(1 - ]{2T2),

Rog= —r*(aay + 2a? 4+ 2k), Ryp= —r*sin®0(aay + 247 +2k).  (2.12)
Le scalaire de courbure R se calcule par contraction du tenseur de Ricci R,
R=¢""R,,, (2.13)
ce qui donne, en utilisant les expressions des composantes du tenseur de Ricci,
R = —6(aga +ai +k)/a*. (2.14)

Pour écrire les équations d’Einstein, on a également besoin d’une forme pour le ten-
seur énergie-impulsion. On modélise généralement 1’Univers par un fluide parfait dont les

molécules sont les galaxies ou les amas de galaxies. La forme générale du tenseur énergie-
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impulsion 7}, d'un fluide parfait avec densité p et pression p est donnée par

T = (p+p2)UUy + pgpuvs (2.15)

ou U, désigne la 4-vitesse du fluide. Vu qu’on travaille dans un systéme de coordonnées

comobiles, seule la composante temporelle de U,, est non nulle

Uu(Uy,0,0,0). (2.16)
Comme
U, U" = —1, (2.17)
et vu que le tenseur métrique est diagonal avec g* = —1, on a
U2 =1. (2.18)

Comme U; est obligatoirement positif, on a
U, = 1. (2.19)

Il est & remarquer que nous obtenons deux équations indépendantes qui correspondent

aux composantes tt et rr du tenseur de Ricci, et qui s’écrivent respectivement comme
2 1 2
a; — §<87TGp—|- N)a* = —k, (2.20)

et
2aa 4 a? + (87Gp — N)a? = —k. (2.21)

Du fait de I'isotropie de I’espace, (2.8]) produit la méme équation (2.21)) pour p =v = 6 et

pour u = v = . Ces équations ont été obtenues par Friedmann en 1922 dans le cas d’une
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pression nulle p = 0 [46], puis généralisées pour une pression non nulle par Lemaitre en

1927 [47]. En prenant la différence des deux équations (2.20)) et (2.21)) on obtient

At e A
22 = 2.22
L= 3+ g (2:22)

Cette équation nous permet de voir que pour A négligeable, dans un univers a contenu
matériel, c’est-a-dire tel que p + 3p > 0, 'expansion est décélérée. Il reste a résoudre le
probléme de la dépendance de la pression en la densité. Pour cela, il nous faut encore
une équation d’état p = p(p), ce qui suppose une forme particuliére de matiére dominant
I’Univers, autrement dit, la connaissance des diverses formes possibles d’énergie dans 1’Uni-
vers. En prenant une combinaison linéaire particuliére des équations et (les
équations et sont multipliées respectivement par —3 et 1), on obtient

2
ay  aj k
— — = — —= +47G(p+p) =0. 2.23
a a?  a? (p+p) ( )

La dérivation de (2.20)) par rapport au temps nous donne
a¢ [ Qg CLt2 k
ArGp, =3 (L 2L _ 2 ), (2.24)
a
En combinant (2.23)) et (2.24)), on obtient ’équation de conservation
at
pt+35(p+p) = 0. (2.25)

C’est bel et bien le résultat que donne la composante temporelle de I’équation de conser-

vation du tenseur énergie-impulsion,

o1+
_ kv _
D" =T v Qv

+ DU TP 4T THP = (). (2.26)
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L’équation ([2.25)) est équivalente a

d 3 d 3 _
dt(pa )+pdta =0. (2.27)

Si ’Univers est dominé par la matiére non relativiste, p < p, (2.27) méne alors a
pox 1/a3. (2.28)

Pour un univers dominé par la matiére relativiste tel que les photons, p = p/3, (rayonne-
ment du corps noir), (2.27) meéne a

pox1/al, (2.29)

Pour un univers dominé par 1’énergie du vide, la densité p serait indépendante du temps

et (2.25) donnerait alors
p=—p. (2.30)

2.3 Propagation des photons dans le modéle de FLRW

Ici, nous considérons les trajectoires des photons qui voyagent de galaxies lointaines vers
nous, a l'origine. Ce probléme est particuliérement simple car on doit seulement imposer
ds? = 0. Considérons un photon émis a (t, x, 6, ¢) puis détecté a I’origine (¢, xo = 0, 0o, )
sur Terre. Ceci implique que tg > t. Prenons le cas d’un chemin radial, ce qui signifie que

0 = 6y et ¢ = y. L’équation (2.4)) se réduit alors a

0 = ds* = dt* — a(t)?dx?, (2.31)
ce qui donne
dx 1
— =4+——. 2.32
dt a(t) (2:32)



Comme le photon se rapproche du détecteur, dx est forcément négatif et on doit choisir
parmi les deux possibilités (2.32)) celle avec un signe moins. Donc,
dx 1

& e (2.33)

En intégrant (2.33]), on obtient

x(t)=/toac(ii)7 (2.34)

ou x(t) représente la distance géodésique du photon entre le point d’émission et 'origine
sur Terre. Si on est en possession de l'expression de a(t), on peut alors évaluer x(¢) pour
un instant donné ¢. Pour des galaxies émettrice et réceptrice suffisamment proches de telle

maniére qu’on puisse négliger la variation de a(t) entre I'instant d’émission et I'instant de

réception du photon, (2.34)) se simplifie en
apX = to — t, (2.35)

qui dit simplement que le temps de vol est égal & la distance parcourue par un photon,
dans un systéme d’unités ol ¢ vaut 1.

La relation (2.34) permet également d’accéder au décalage spectral. Considérons un
premier photon émis a l'instant ¢ par une galaxie ou un amas de galaxie et recu sur Terre &
I'instant ty. Considérons un deuxiéme photon émis a l'instant ¢t + 1 /v o v est la fréquence
du rayonnement a I’émission. Ce deuxiéme photon sera regu sur Terre & un instant o+ 1/vg
avec g la fréquence a la réception. Comme la distance géodésique est la méme pour les

deux photons, nous avons

to gt tot1/vo gt tdt to gt tot1/vo gy
x(t)z/ 2/ z/ +/ +/ —. (2.36)
¢ a(t) +1p alt) 1w at) Jeoalt) Sy a(t)
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En négligeant la variation de a(t) sur les intervalles (¢t,¢+1/v) et (tg, to+1/v0), on obtient

v/vy = ap/a, (2.37)
ou, comme les fréquences et les longueurs d’onde sont inversement proportionnelles,

Xo/A = ap/a. (2.38)

Le décalage spectral z est défini comme

1+2=X/\ (2.39)
Do,

1+ z=ao/a. (2.40)

Si z > 0, on parle de décalage spectral vers le rouge ou redshift et si z < 0, on parle de
décalage spectral vers le bleu ou blueshift.

Pour obtenir y en fonction du décalage spectral z, on fait le changement de variables

dt = da/a; dans (2.34]). On obtient alors

x(Z)Z/ao di, (2.41)

a0 qay
14z

o a; est donné par 1’équation de Friedmann (2.20]). Cette expression (2.41)) est utile car
c’est le décalage spectral d’une galaxie qui est observé et non pas l'instant d’émission du

photon.
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Chapitre 3

Modéle d’Einstein-Straus a
courbure spatiale nulle (cas plat

k= 0)

Quand on étudie les petites régions de I’Univers, on ne peut pas utiliser ’hypothése de
la distribution isotrope et homogéne de la matiére. La métrique dans une telle région, dans
laquelle il y a une perturbation dans la distribution de matiére, differe de la métrique de
FLRW . Le plus connu des modeles construits pour ces régions est celui d’Einstein-
Straus [6] et aussi les modeles caractérisés par la métrique de McVittie [48, 49]. Dans
de tels modeles, les galaxies ou les amas de galaxies (lentille) seront représentés par une
condensation de matiére plongée dans un fluide parfait. Le modéle d’Einstein-Straus est
plus adapté a I’étude d’une seule condensation & symétrie sphérique placée au centre d’une
spheére vide régie par la solution de Kottler. C’est un modeéle & vacuole. La vacuole étant
immergée dans un fluide parfait décrit par la métrique de FLRW.

Le modeéle d’Einstein-Straus permet de s’affranchir des hypothéses utilisées par Rindler

et Ishak [52] On permet a 'observateur et a la source de se déplacer par rapport a la lentille
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et les masses des autres amas de galaxies sont incluses sous forme d’une poussiére isotrope
et homogeéne. La métrique d’Einstein-Straus est une solution des équations d’Einstein qui
raccorde la solution de Kottler & I'intérieur du rayon de Schiicking [50] avec la solution de
FLRW a l'extérieur.

On se limitera dans ce chapitre & la métrique de FLRW en présence de la constante
cosmologique, dans le cas plat, k = 0. Commengons par redémontrer le résultat de Schiicker
[51] concernant le Jacobien de la transformation de passage des coordonnées de Friedmann

aux coordonnées de Schwarzschild.

3.1 Raccordement de la solution de FLRW avec la solution

de Kottler

Désignons par (T,r,0, ) les coordonnées de Schwarzschild et par (¢, x, 8, ) les coor-
données de Friedmann. Les éléments de ligne de la métrique de Kottler et de la métrique

de FLRW s’écrivent alors respectivement comme

2GM A,
- - 1
— -3 (3.1)

ds? = B(r)dT? — B(r)"'dr? — r2d0?, B(r) =1
et
ds? = dt* — a(t)*(dx® + x2d0?), (3.2)

ou le facteur d’échelle a(t) est fourni par ’équation de Friedmann (2.20) pour un espace
plat (k = 0) qui, dans les unités (1.122)) out 871G = 1am>®as~2ag~! (1.123)), se simplifie en

da p+A
E =a T, (33)

pour un Univers en expansion (da/dt > 0).

Dans un univers dominé par la matiére non relativiste, p < p, nous avons la relation
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(2.28), p o< 1/a3, qui nous permet d’écrire
pa®/3 = pyal 3 = A, (3.4)

ol A est une constante. L’équation de Friedmann devient alors

da A A
i fla) =1/ - + gaz. (3.5)

Utilisons la définition de la constante de Hubble

Hy = 0 (3.6)
ag

ce qui nous permet d’obtenir dans le systéme d’unités choisi ot Hy=1las™! ,
at(0) = ao. (3.7)

En remplagant ce résultat dans ’équation de Friedmann pour t = 0, on trouve
po=3—-A, A=(1-A/3)a. (3.8)

Les deux solutions de Kottler et de FLRW sont raccordées sur la sphére de Schiicking

caractérisée par un rayon constant X g.pi»

rsehi(T) = a(t)Xsenis T < TSchiis X = XSchii- (3.9)

La masse centrale M doit étre égale a la densité de la poussiére multipliée par le volume
de la sphére de Schiicking

4
M = g”rgchup = 4w AX i (3.10)
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D’ou on tire une expression pour le rayon de Schiicking X g.niis

A \1/3
XSchii = (47TA> . (3.11)

Il est utile de définir Bgepy; et Cgepi respectivement comme

A A
Bschis = B(rscni) =1 — (a + 3a2> Xehiis (3.12)

et

Cschii = V1 — Bsenii- (3.13)

Nous allons partir des coordonnées de Friedmann (¢, x) et faire deux transformations
de coordonnées successives: (t,x) — (a,x) — (b,r). Nous allons également partir des coor-
données de Schwarzschild (7', r) et faire une transformation de coordonnées: (7,7) — (b,r).
Autrement dit, nous allons passer des coordonnées de Friedmann (¢,x) et de Schwarz-
schild (7', r) au systéme de coordonnées (b, r), ce qui nous permettra de raccorder les deux
solutions de Friedmann et de Kottler.

La métrique de FLRW ([3.2)) s’écrit dans le systéme de coordonnées (a, x) comme

— a’dx? — a®x*dQ?. (3.14)

Faisons un deuxiéme changement de systéme de coordonnées (a,x) — (b,r) de telle

maniére que le facteur devant dQ? se réduise a r?

a=o(b,r), x=1r/®(0b,r), (3.15)

avec la condition aux limites, qu’en le rayon de Schiicking, ’ancienne coordonnée de temps
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coincide avec la nouvelle coordonnée de temps

a=b= (I)(b7 bXSchi),)' (316)

Dans le systéme de coordonnées (b, r) la métrique de FLRW ([3.14)) s’écrit alors comme

ds®> = —gb db* — gff; er — 2gf dbdr — r?d0?
2 2 2
_ (9% dv? — _r0®\" % o2 dr2
ob C’ d Or Ci \ or
oL r o 1 0® 2402
+2o- [ <1 @ 87“) o or } dbdr — r2dQ?, (3.17)

avec

Cy = /AT + AD2/3. (3.18)

On veut que la métrique 1) soit diagonale, c’est-a-dire 915« =0, ce qui donne

o® r C} A A\
T —___ I B =1-(Z=4+= . 3.19
o oB <<1>3+3>r (3.19)
L’élément de ligne ds? se simplifie alors en
0P
ds* = <8b> e Lay? — Edr r2dQ2. (3.20)

En dérivant ® par rapport a b, et compte tenu de (3.16[), on obtient en x = X gcni

0P

o) _ 0%
ab

- (3.21)
Schii or

1
XSchii = 1 -
Schii BSchil

Considérons maintenant la solution de Kottler et faisons un changement de coordon-
nées: (T,r) — (b,r) avec

© — o). (3.22)
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Nous pouvons écrire la métrique de Kottler (3.1) dans le systéme de coordonnées (b, 7,6, @)

comine

ds?

— ggg av? — ngr dr? — r2d0?

BV (b)%db* — B~ dr? — r2dQ2. (3.23)

C’est dans ce systéme de coordonnées, (b,r,0, ), qu'on raccorde de maniére continue les

deux solutions de FLRW et de Kottler sur la sphére de Schiicking,

F K F K
9bb| Schii — gbb‘schu’ gTT'Schu' = gTT‘Schii' (3.24)

On peut facilement montrer que

Csenii

Bil|gephi = Bscniis:  Ctilgeni = . (3.25)

XSchii

La relation (3.24]) implique alors que

X Schii
U(h) = —=222 3.26
®) BscniCsenii (3.26)

En faisant un usage répété de la dérivée d’une fonction composée, on obtient

o _ovov o o _oow
OT  Oa O0b 0T’ Or 0Oa Or’
Ox Ox ob  ox 1 r 0P

Ao __ = (3.27)

or ~ ob T’ or @ @2 or’

En faisant x = x g4 dans (3.27)), on obtient le Jacobiende la transformation de coordon-
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nées (1,r) — (t, x) sur la sphére de Schiicking,

ou sous forme matricielle

ot _ ot _ Csenii
T |gens  Olsens  Bseni’
Ix _ Csena 0x 1
or Schii B a ’ or Schii B aBSchil’

1 . CSchii

BSchil
~ Cscnii 1
a aBschi;

(3.28)

(3.29)

Le Jacobien de la transformation inverse (¢, x) — (7, r) n’est autre que 'inverse de la

matrice (3.29)), dont le calcul donne

Do,

1 CSchﬁ

BSchi'L B.S'chﬁ

Csehii a
oT 1 oT Csehi
gL _ R Yy ’
Ot \guni  Bschi  OX|geny  BSchii
or or
5 = Cschiiy, 5| =

Schii X Schii

(3.30)

(3.31)

Pour comparer la coordonnée temporelle de Friedmann ¢, & celle de Schwarzschild T',

en X = Xgehii, 0N considere la courbe paramétrée T' = p, avec r = bX gopi, 0 = 7/2 et ¢ = 0.

Sa 4-vitesse est

or _
ap

or

Op b dT |sy; dp

L,

dr db dr

5

1
XSchiiW 1 = BschiiCsehiis

9

(3.32)



dans les coordonnées de Schwarzschild et

o _ o ar | ot dr Cschii

op ~ oT dp or - b BscriCschii = Bschiis

Op  OT [gepy dp " Or | goni dp Bgenii Schii™~ Sch Sch

dx _ Ox ar | ox dr Cschii 1

dp T |gepi AP OT|gepa AP ASchii * aBsen o (3.33)

dans les coordonnées de Friedmann. On en déduit la relation

dt
dT

_dt dp

= — £ = Boua (3.34)
Sehii  dp dT’ o

On peut remarquer que le raccordement des solutions de FLRW et de Kottler n’est

possible que si

1. Les deux solutions de FLRW et de Kottler correspondent a la méme constante cos-

mologique A.

2. Si nous voulons interpréter la masse centrale comme la masse d’'un amas de galaxie,
M ~ 10" My, il faut alors satisfaire & une hiérarchie pour les échelles de longueur, le
rayon de Schwarzschild s =~ 1079 am, le rayon typique d'un amas 7.y ster ™ 103 am,
le rayon de Schiicking rgehi ~ 1073 am, la distance typique entre amas Dgyster =~

1073 am et le rayon de de Sitter rqg ~ 1 am,

8 < Tepuster < TSehii < Deuster,  TSehii < TdS- (335)

3.2 (Géodésiques et déflexion de la lumiére

Comme ce sont les conditions finales sur Terre qui sont connues, il semble plus pratique
de considérer deux photons qui sont émis par une source S a différents instants tg # t's,
suivent des trajectoires différentes et sont regus sur Terre E simultanément & tp = t;
avec des angles ap et o/y. Comme le montre la Fig. ces deux photons, durant leur

propagation dans ’espace-temps plat de Friedmann, pénétrent dans la sphére de Schiicking
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(vacuole), aux instants tgepys €t t's,.,, g respectivement, ot ils sont déviés par une lentille L &
des distances d’approche minimales 7p et 7 (péri-lens) respectivement, qui sont beaucoup
plus grandes que le rayon de Schwarzschild (s = 2G M), puis quittent la sphere de Schiicking
aux instants tschur €t tg.,,p respectivement. Dans le cas concret auquel on appliquera
notre calcul, & savoir le systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112, le rapport du rayon
de Schwarzschild 2GM /rp au péri-lens est de 1'ordre de 1072, ce qui fait que les termes
d’ordre supérieur peuvent étre stirement négligés.

Les géodésiques seront intégrées par morceaux: Pour la solution plate de FLRW avec
une constante cosmologique A = 0.77 - 3 am~2420% et densité de poussiére py = 3 — A
, et pour la solution de Kottler. Elles seront raccordées sur la sphére de Schiicking
en utilisant le Jacobien et le Jacobien inverse calculés précédemment. On déterminera le
facteur d’échelle a(t) analytiquement a partir de 1’équation de Friedmann , qui peut

se réécrire comme

dt = d—z f(a) =/AJa+ Aa?/3. (3.36)

L’intégration de cette derniére avec la condition finale sur Terre t(a = ag) = 0 se fait
facilement pour donner l’expression du temps cosmique t(a) (la fonction inverse du facteur

d’échelle)
2 (a/ag)*

A
t(a) = 3\/§ (arcsinh \/ﬁ — arctanh 3). (3.37)

En inversant (3.37]), on obtient I'expression du facteur d’échelle

3 V3 a3 [A /A
= —_—— 1 /3 — J—
a(t) = agp (A 1) sinh 5\ 3 t 4+ arctanh 5| (3.38)

I1 vaut la peine de noter que ceci est équivalent a déterminer a(t) a partir de I’équation du

second ordre (2.21])
2aay + a? = Aa?, (3.39)

avec les deux conditions finales ag et a:(0) = ag (3.7).
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Dans la limite A = 0, les solutions ¢(a) et a(t) se réduisent a

t(a) = g [(;))3/2 - 1] , (3.40)

a(t) = ao <;’ L+ 1)2/3. (3.41)

Ce sont les méme résultats qu’on obtient en faisant A = 0 dans .

Ceci d’une part. D’autre part, les géodésiques de Friedmann sont facilement intégrables
vu que les photons suivent des lignes droites dans les coordonnées polaires (x, 6, ¢). Dans
la solution de Kottler, les géodésiques sont intégrées analytiquement au premier ordre en

le rapport du rayon de Schwarzschild au péri-lens 2GM /rp.

v XSchii

tschil |/

photon D fschas

ap  Ischie . ”TSchiiS ™ x
hoton C ' ~—Schiit
p tSehiiEs S

Fig. 3-1 Deux rayons lumineux déviés sous 'effet de la gravitation & I'intérieur de la sphére de
Schiicking.

La distance géodésique x(t) est fournie par intégration numérique de I’équation radiale
, dx/dt = —1/a(t), ot a est donné par I'expression . Il convient de noter que
I’équation (2.33)) peut étre résolue analytiquement pour donner une fonction hypergéo-
métrique. Comme a(t) est une fonction positive du temps, ceci garantit que la distance
géodésique x(t) est une fonction décroissante du temps, avec son inverse noté t(x).

En prenant l'origine des distances en la position de la Terre x(tg = 0) = 0, les distances
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géodésiques Terre-lentille x; et Terre-source xg sont données par

0 0
dt dt
= — = — 3.42
XL %tL a(t)v Xs 1155 a(t)v ( )
ott les temps %7, = t(%ay) et %tg = t(%ag) sont calculés en fonction des facteurs d’échelle %ay,

et ag qui sont & leur tour calculés en utilisant la définition du redshift (2.40)), 1+ 2z = ag/a,

OCLL . ag 0(15 . aq
142’ 14 zg

(3.43)

Ainsi x;, et xg seront calculés respectivement pour des valeurs données de zy, et zg. Ces
résultats sont équivalents a .

Puisque ce sont les conditions finales qui sont données, on intégrera a reculons dans le
temps, dt, dI' et dp seront alors négatifs, avec p un parameétre affine.

Avant d’aller plus loin, intégrons ’équation de Friedmann de la Terre jusqu’a la source
sans déflexion [5I]. Prenons 'origine, x = 0, en la lentille et définissons le plan contenant

la Terre, la lentille et la source par # = 7/2. Notre condition finale (sur Terre) en p = 0 est

tZO, X=X, ¥Y=T,

: 1
i=1 %=—, ¢=0. (3.44)

ag

Notons que pour obtenir les conditions finales y = 1/ap et ¢ = 0, on utilise le fait que la

métrique de FLRW dans le plan § = 7/2 se réduit a
2/a® = % + 2% (3.45)

En utilisant la définition du redshift , 1+ z = ap/a, ainsi que les expressions ,
et celle du rayon de Schiicking , en adoptant comme valeur de la masse M =
5-10'3M, on obtient les résultats consignés dans le Tab. oll on a pris, sans perte de
généralité, ag = 1 am et utilisé le systéme d’unités . Notons que %y 1.5 est la distance
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lentille-source et est donnée par %y L, = Xs — Xr- Sion veut maintenant prendre 'origine

Terre, X1, | XSchii Lentille | Xgenii Source, OXL,S
z 0 0.68 1.734
Ot[as] | O —0.4556 | —0.4566 | —0.4576 | —0.7372
X 0.5905 0.0017 0 0.0017 0.5942

Tab. 3.1 Cas sans déflexion avec la lentille comme origine des distances.

Terre OXE,Schu'E Lentille, xr, OXE,Schu'S Source, g
z 0 0.68 1.734
Otfas] | 0 —0.4556 —0.4566 —0.4576 | —0.7372
X 0 0.5888 0.5905 0.5922 1.1847

Tab. 3.2 Cas sans déflexion avec la Terre comme origine des distances.

des x sur Terre, il suffit de translater les valeurs de Y, et on obtient le Tab.

3.2.1 Géodésiques de la lumiére entre la sphére de Schiicking et la Terre

Intégrons maintenant la trajectoire du photon ap entre la Terre et la sphére de Schii-

cking en utilisant les symboles de Christoffel (2.11)) de la métrique de FLRW dans le plan

0=m/2,

On obtient alors les équations des géodésiques (|1.38)

Ft

X
I's

XX

X

=T%,=a/a,

Y _ e _
I, =Tg= at/a,

t 2
= aag, r =aagx , ry, = -—X
P pp

[
FXSO_

t+ aa; (3 + x2¢%) =0,

. ag .. .
x+2;t><—xw2 =0,

. ag. X
90+2<tt+x>g0
a X

p = 0.

e =1/x

On note qu’ici il n’est pas nécessaire d’intégrer la deuxiéme équation.
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Pour définir les conditions finales en p = 0, nous utilisons le fait que I'angle de coor-

donnée arctan|x¢/x| coincide avec I'angle physique ag,

ap = arctan|y@/x|.

(3.50)

On note que les conditions finales pour x et ¢ sont obtenues immédiatement en faisant usage

de I'équation (3.45)) et de la définition (3.50)), en retenant les expressions qui correspondent

a un signe positif car dans cette région y et ¢ augmentent au fur et & mesure que ¢ (ou p)

augmente,

t= 07 X = XL» Y=,

. . COS OF . sinag

t=1, x= A :
ao aoXr

En remplacant (3.45)) dans I’équation (3.47)), et sachant que a; = @/ t, on obtient

ilnt'—iln1
dp S dp a

qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales (3.51)), pour donner

t =ap/a(t).
En remplagant dans ([3.49)), on obtient
d lng d ) 1
o=
dp 4 dp ™ a?x?’

ul s’intégre, en tenant compte des conditions finales, pour donner
b )

aoX p .
Y="5"755 Xp= XLSIMAag.
a=x
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En remplacant  par son expression, (3.53), dans (3.47)), il vient que
a? = ap/ /X2 + X292 (3.56)

En remplacant a? par son expression (3.56) dans (3.55) et en tenant compte du fait que x

et o sont positivement proportionnels, il vient que

dp = fj;’;f;), g(x) = /1= x3/X% (3.57)

ul s’intégre, en tenant compte des conditions finales, pour donner
) )

¢ = 7 — arcsin Xp ag, (3.58)
X
ou
Xp
= —. 3.59
X sin(p — ag) (3:59)

L’instant tg.p;E ou le photon ap sort de la sphére de Schiicking en se dirigeant vers la

Terre est donné par

tsehir =t(XE,schin) (3.60)

O X, schip st la distance entre le point de sortie de la sphere de Schiicking du photon

ag, et la Terre. On peut facilement montrer que cette distance s’écrit en termes de x;j,

XSchii €6 Pscnip comme

XE,schis = X(tschir) = \/X% + XZenis T 2 XL X Sehii COS ©Schiip (3.61)

avec (|3.58])

Vgeniip = ™ — arcsin +ag. (3.62)

XSchii

En remplagant X g g.5;p Par son expression dans (3.60]), on déduit tscup par résolution
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numérique de ’équation ([2.33)), ce qui nous permet de calculer la 4-vitesse du photon a la
sortie de la sphére de Schiicking compte tenu de (3.53)), (3.55)) et (3.57)),

: ao . aogSchii . aoXp
tschiis = —,  XSchiE = —3 » PSchiE = T3 (3.63)
ASchilE; 4Schik SchiiE

avec gschic = 9(Xschii) €6 TSchiB = ASchiBX Sehii-

On définit v comme le plus petit angle physique entre la direction du photon et la
direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de Schiicking,
PSchiiE

XSchii
XSchiiE

Ypp = arctan =T — QPgehiip + ¢E = arcsin (3.64)

X Schii

Pour intégrer la trajectoire du photon o/ pour le chemin du bas, on suit la méme
démarche que précédemment. Seules les conditions finales different avec 7 remplacé par

—7 et ap remplacé par —a/g,

tZO, X = XL» Y= -,

/ : /
. COS S1n &
_ s E o E
t=1, x=—-—"- ¢=—"".

3.65
ao apXrp, ( )

Avec les conditions finales ci-dessus, les équations de la géodésique (3.47)), (3.48]) et (3.49)

s’intégrent en
/

!/
t:%, Qp:—%, go:—ﬂ'—i-aI“CSiHXYP—O/E, (3.66)
avec
Xp = X1, sinalg. (3.67)
On en tire
B Xp
x=——2P (3.68)

sin(p + o)

L’instant t., . ot le photon o/, sort de la sphere de Schiicking en se dirigeant vers la

67



Terre est donné par

tsenir = X E.Sehiir); (3.69)

oll Xb, senip €t la distance entre la Terre et le point de sortie du photon o/, de la sphére

de Schiicking,

XE.Senie = X(tsenin) = \/X2E,L + XZenis T 2 XLXSehii €OS Plgopiim (3.70)
avec
X/
Osenip = —T + arcsin —~L— — a/p. (3.71)
XSchii

On verra ci-dessus que le temps t',.p peut se calculer en termes de tgepip via une
expression analytique approchée. Dans approximation ap < 1 et o/y < 1, les distances

XE,schiE €0 X5 senup Peuvent s’écrire comme

XL
XE,Schie ~ (XL = XSehii) <1 +3 a2E> ,
XSchii

XL
XE.SchiE ~ (XL — XSechii) <1 t3 04/1%) : (3.72)
X Schii

D’autre part, nous avons grace a la relation (2.33), dy/dt = —1/a,

t

XgE,Schu'E — XE,SchilE = —/ ~ 2 e (3.73)

teap O(1) aSchiiE ’

car le facteur d’échelle a ne varie de maniére significative que sur des intervalles de temps

cosmologiques. En utilisant (3.72)), on obtient

1 XL(XL — XSchii
tschiE — tsehim = 5 USchiiE L1 = Xseni) @3 — ap). (3.74)
X Schii

Connaissant la valeur de tgepip & partir de (3.60), on peut déduire la valeur de ti .5

de cette expression approchée. Le membre de droite de (3.74]) est clairement positif pour
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o'y > o, ce qui signifie que le photon du chemin du bas quitte la vacuole avant celui du
chemin du haut.

La 4-vitesse du photon o5 au point de sortie de la sphére de Schiicking est

/ !
; ao . 09 schii . agX
/ _ / _ chii / _ P
Useniie = =7  XSchiiE = ;3  $PSchilE = 3 (3.75)
SchiiE Schiik SchiiE

/ ! _ 12 2 / !
avec Yoo = 9 (Xschi) = \ 1= XP/X%cni € Tsehiir = OsenipXSchii-

On définit de méme 7%, comme le plus petit angle physique entre la direction du
photon o5 et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére

de Schiicking,

./ /
Vep = arctan Xschﬁw =T+ @pup + Qg = arcsin Xp_ (3.76)
SchilE XSchii

On peut déterminer les temps tgchir €t ty,,;p autrement, sans utiliser la géométrie
d’Euclide (espace plat) pour calculer la distance x g gcpip- C'est de cette méthode qu’on
fera usage au chapitre suivant ou la géomeétrie de 1’espace est non plate (courbe). De (3.59)),

on a
({ij——awd@, (3.77)
sin“(¢ — ag)

En remplagant (3.59) et (3.77) dans la métrique de Friedmann,

dx = —Xxp

dt )’ 2 25 2

— ) =X (3.78)
on obtient

dt d

a_ _ Xp% (3.79)

a sin?(¢ —ag)’

ol on a tenu compte du fait que pour la trajectoire du haut ¢ augmente au cours du temps.
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Par intégration de I’équation (3.79)), on trouve

0 dt
; —~~ — XE,SchiE

SchilE a(t)
= XP/ )
Pgenprp S (¢ —ag)

= Xp [cot ap — cot (arcsin Xp ﬂ
XSchii

= \/X% - X%D - \/chhu - XQP’ (3.80)

ol on a remplacé Yg.,up Par son expression (3.62) et exprimé l'angle aug en termes de xp

et x; (3.55). L’équation obtenue (3.80)) peut nous fournir le temps tschip par intégration

numérique du membre de gauche. En suivant la méme démarche que précédemment, on

/
trouve pour le temps ¢ SchiiE

0
dt

/ — N = XIE,SchiiE = \/X% - X’zg - \/XQSCM - X/I%' (3.81)
t, a(t)

SchuE

Dans I'approximation ap < 1 et oy < 1, les expressions (3.80) et (3.81)) se simplifient aux
expressions déja obtenues, ((3.72]),

[ s - o (14 520, (3.52)

SchiiE a(t 2XSchﬁ
0 dt XL
| = s (14 5 a2). (3.83)
tehiE X Schii

oll on a remplacé et X’» par leurs expressions respectives (3.55)) et (3.67)).
P Xp €t Xp P p P

Nous obtenons, en utilisant le Jacobien inverse (3.31)) ainsi que 'expression de vy, la

4-vitesse au point de sortie du photon ag de la sphére de Schiicking dans les coordonnées
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de Schwarzschild,

Toonin — or founis + or K = aol + CschiiEgSchii
o ot SchilE o dx SchilE Sehilk aschiik Bschiik ’
. or . or . Csehie + gSchii
TSchiiE = Fo tschiE + o XSehiip = G0——— =, (3.84)
ot SchilE ox SchilE aSchi.E

avec Csehie = Csenii(tschir) et Bsenire = Bscni(tsenir) (3-12)).
On définit vy comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon
ag et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon ar de la sphére de

Schiicking. Compte tenu des expressions de yrg et rschap on a

Xp
X schii(Cschiie + 9Schii)

PSchilE
T'SchiE —
TSchiiE

YK E = arctan = arctan (3.85)

La 4-vitesse au point de sortie du photon o/; de la sphére de Schiicking dans les coor-

données de Schwarzschild est

! / ! /
Al _or i n or Y 1+ CsninYsehi
SchiE = 5y SchiB T 5 XSchiE = A0~ B )
SchiE SchiiE AschiE Pschik
orl ) orl e
./ _ ! ) _ Schi Schii
TSchiE = 37 tsehie T I XSchiie = @0 / ; (3.86)
SchilE X | SchiiE AschiE

avec Cyopip = Csehi(tsenin) €t Bsanin = Bsehi(tsenir) (3-12).
On définit v} comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon
o/p et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de

Schiicking. On montre que

/

-/
VYkp = arctan TschaE'w = arctan ol Xp —. (3.87)
TSchilEE Xschi(Csenie + Iseni)
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3.2.2 Géodésiques de la lumiére a l’'intérieur de la sphére de Schiicking

Pour intégrer la trajectoire du photon ap a l'intérieur de la sphére de Schiicking nous
avons besoin des symboles de Christoffel de la métrique de Kottler dans le plan 0 = 7/2,

déja calculés dans le premier chapitre ([1.23)),

B'(r)
=10 =17 = —~7~ T = B(r)B'(r)/2
Tr rT rr 2B(T‘) 9 TT (T) (T)/ )

Iy, =T%, = 1/r, I, —rB(r). (3.88)

Il en découle les méme équations de la géodésique ((1.39)), (1.40]) et (1.41) (en remplagant ¢
par T')

. B(r) .
T+ B(r) Tr =0,
1 . 1 B'(r)
i + ~B(r)B'(r)T? — = 2 —rB(r)¢* =
r + 2 (7") (T) 2 B(T) r r (T)()D 07
2
b+ rp=0, (3.89)

qui s’intégrent partiellement pour donner des expressions analogues a ((1.44)), (1.45)), (1.52),

(L.56) et @55,

1 r =4+ 77‘% B(T) . rp

B(r) 2 B(rp) * " 12/B(rp)

T = (3.90)
ou rp est le péri-lens, distance d’approche minimale du photon ag. Ce péri-lens peut étre
approximé par

TP = TSchilE sin’yKE — GM, (391)

qui s’obtient en développant le petit angle de coordonnée 7y p (3.85) au premier ordre

en le rapport de rayon de Schwarzschild au péri-lens 2GM/rp (~ 107°), en utilisant les

expressions de 7 et de ¢ ([3.90)).
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Nous avons une expression identique a (1.88)),

do—+ 04 —r\/ —1\/ QGM —+ i > (3.92)
u(r) 3, r+rp

qui peut étre utilisée pour déterminer ’angle que fait le photon ag du point d’entrée dans

la vacuole au point de sortie. En effet, I'intégrale du membre de droite de (3.92)) peut se
décomposer en deux intégrales, sachant que dp/dr est positif sur le trajet de rp & rschup

et est négatif de rgepis & 7p,

TSchiE d?" /TSchiiS drr
BB 6g = — + — 3.93
PSchiiE — YSchiiS /T . W ( ) - » ( r) ( )

L’expression précédente s’intégre facilement, en utilisant les intégrales ((1.90f), pour donner

au premier ordre en 2GM /rp

+ arcsin
T SchiiE T'SchiiS rp

77 TSchitE —TP TSchiiS —TP
P \/ Schii \/ SchiS ’ (394)
TSchuS TSchiiE+TP TSchiis +TP

ol Ygpip €St donné par (3.62). Remarquons que pour calculer 'angle ¢g.ug nOus avons

PSchiis = PSchiip — T+ arcsin

besoin de déterminer rg.piig, ce qui revient & déterminer le facteur d’échelle ageqpig au point
d’entrée dans la vacuole et donc déterminer le temps tgqnis de Friedmann.

Nous avons également une expression identique & ((1.104)) (en remplagant ¢ par T'),

d 2 M
ar =+ or) = \/ 7’;’\/ GM (rp T > (3.95)
v(r) TP r r r4+rp

Pour déterminer le temps de trajet du photon ar du point d’entrée dans la vacuole au

point de sortie, nous utilisons le fait que dT'/dr est négatif de rschus & rp, et est positif

sur le trajet de 7p & rgepap, (la méme remarque vaut également pour le chemin du bas:

73



dT'/dr est positif sur le trajet de rjp & ry .5, €t est négatif de 7., ¢ & 7). Il s’ensuit que

I'intégrale du membre de droite de (3.95) se décompose comme suit

r(tschik) r(tschis)
Tschiie — Tschis = / o) + / o)’ (3.96)
Tp rp
On peut dériver une autre expression pour ce temps de trajet Tscpiur — Tschis en utilisant

B-34),

LSchilE dt ( )
Tschik — Tschis = / —_—. 3.97
o o tSchiis Bsehi(t)
En combinant (3.96]) et (3.97)), en sachant que 7(tschi) = a(tschi) X sehii, O0 Obtient
tschiB (¢ altschis)Xsehii (] a(tschiB)Xsehii
/ _/ T:/ ar (3.98)
tsenas DSchii(t)  Jrp o(r) oy o(r)

On ajuste alors numériquement la valeur de tg.piis de telle maniére & assurer I’égalité des
deux membres de la relation précédente, en utilisant bien entendu la solution exacte pour
le facteur d’échelle, (3.38)), et 'expression approchée pour le péri-lens rp, (3.91)).

De méme, pour le photon o, le péri-lens s’écrit a 'ordre 2GM /r’, comme
o = Tpap SN Yy — GM. (3.99)

Pour déterminer I’angle que fait le photon o/, du point d’entrée dans la vacuole au point
de sortie, nous suivons le méme raisonnement que pour le photon ag, en faisant usage de
I'expression (3.92)) et en tenant compte du fait que dy/dr est positif sur le trajet de ri g

a r'p et est négatif de rp & 7, 5. Il vient que

,,{S‘chil d T{S'ch’iis d
var / r (3.100)

/ —_ / . = —_—
PSchiis — PSchilE / ) W/(r) . w' (1) )

p

ou la fonction u/(r) est définie par une expression analogue a (3.92)) & condition que rp soit
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remplacé par rlp,

d 2 °0GM (T}
Wiry=+2 = p | o= ey T ) (3.101)
dp 5 p r r+rp

Nous obtenons alors au premier ordre en 2GM /1,

/ / 12
T T GM r
Ooonis =~ Psenip + 7 — arcsin —L— — arcsin —L— + ; 1——5 P4
rSchuE rSchuS Tp TSchiEE
12 / / / /
r Tapim—T Ta.pso—T
P SchiE P SchiiS P
1— 7 + 7 o + T, | (3.102)
Schi.S SchuE P Schi.S P
Le temps t,;.¢ est déterminé en combinant les deux équations
, T /r(tgchﬂE) dr n /r(tlschu's) dr (3 103)
SchiiE — 4 SchiiS — RN ) .
s vl(r) s ,U,<T)
o o
SchuE dt
/ / _
Tsenie — T sehis = / B (3.104)
Lschiis! Sehii (%)

qui s’obtiennent respectivement en faisant usage de (| et de , ou la fonction v'(r)

est définie par une expression analogue a (3.95)) & condition que rp soit remplacé par r'p,

dr B(r) 5 2GM r
L e S Ay S O e 1
V) = +57 VB r2 \/ Fan r@D)’ (3.105)

ce qui donne

tsenup dt a(tsepus)XSchi d a(tschip)XSchii d
/ _/ o :/ - (3.106)
v Bscni(t) " v'(r) r, v'(r)

SchiiS P

Le temps tlschus est déterminé numériquement en ajustant sa valeur de telle maniére a
assurer 1’égalité précédente.

Le temps t',;¢ peut également étre calculé en termes de tgepis via une expression
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analytique approchée. Pour cela, on procéde comme suit: On a, en utilisant ((3.34]),

tschii .. _
T schie — T 'senir = / WE__dt | tschib ~ Usenip
chu - - I
o Vo BSchin(t) Bsehiip

tSchii i
Schas (¢ ~ LSchiis — th'chilS’ (3.107)

Bsenii(t) Bschiis

/ _
T schis — T 'seniig = /
tSchﬂS

ol on a utilisé le fait que le Bg.,y; ne varie de maniére significative que sur des échelles de

temps cosmologiques avec Bgchis = Bschii(tschnis). On en déduit que

tSchiE — tseni tSchiiS — tseni

/ ! ~ chu SchuFE chu SchuS

T schie — T senie — (T schis — T 'schig) =~ HE — e (3.108)
Bschiie Bschiis

L’expression (3.103]) peut étre décomposée selon

T, T/ /TSC}L’UE d/r- n /TSC}LUS dr /TSC}L’UE d/r- n /TSC}L'&S d/r
Schie — 1 schis = = —y — - |-
o B (O Y A () ronim V) S 0(7)

Sec

(3.109)
On peut écrire

TSchilE  (y _ TSchilE — TiqchuE 3.110
A T , (3.110)

T SchiE
TSRS dr TSehiS — Teniig 111
dr_ s | (3.111)
r{S‘ch'ilS v (T) USChUS

en utilisant toujours le fait que v’(r)~! ne varie de maniére appréciable que sur des échelles
cosmologiques avec Vg ip = V' (TSchiie) €t Vgupug = V' (scnis). Ceci d’une part. D’autre

part, nous avons, en intégrant 1’équation de Friedmann

lschiiE
ASchilE — afgchﬁE = // f(a) dt ~ fSchilE(tSChilE_ t{S‘chi'LE)’
7“LSch'Zi,E

tSchiis
aSchiS — USehig = / f(a)dt ~ fschis(tschis — tsenis)s (3.112)
tgchus

avec fsehar = f(aschir) €t fschis = f(aschis). Alors les expressions (3.110) et (3.111]) se
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transforment, sachant que r = axg.pi, €1

!
"SehiB dr Xgeny y ;
= fsenir(tsenip— tschi)s
i,

SchuE U/(T) U{S’@hijE

TSchis dr i
/ — Asehi g Schiv (Esehiis — tSehiis)- (3.113)
T

SchiiS v’ (T) U/SchiiS

En substituant dans (3.109)), puis en faisant la différence avec (3.96)), on obtient compte
tenu du résultat (3.108]),

! !
tschil — tsenap _ tSchis —tsenis _ [ SchiiEXSchil(

tsehi— tsenip) +
B .. B .. vl chu SchiE
SchiE SchuS SchilE

JSchiSX Schii
PO (tschiis — Usenis) T

ATy, (3.114)

avec

TSchiiE dr,« TSchiiS d/r' TSchiiE dT' TSchiiS drr
ATK:/ -l-/ —_ — / +/ . 3.115
o R Sy ( PR S I PRIy (3.115)

P

On peut interpréter 'intégrale ATk comme la différence des temps de trajet entre le photon
ap et un photon imaginaire partant du méme point que le photon ag, rschis, dévié par
la lentille au péri-lens r}; et enfin arrivant au méme point que le photon ag, rsenar. Cette
intégrale peut étre calculée & partir d’une intégrale quasiment identique & une intégrale

intervenant dans I'expression du temps de retard dans le cadre de la métrique de Kottler

(1.119)). II suffit de remplacer dans (|1.119) rg par rs.pig €t s par rsehis, ce qui donne

2 _ .2 1 1 / 2G M 2.2 .2
ATy ~ 2P n aGM I g (2EMNTE e
/2
2 TSchiilE  TSchiiS rp rp 8rp

\/i arctanh (\/?TschﬁE> + arctanh <\/ grgchqw)] . (3.116)
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On tire de (3.114)) Pexpression de t's,: ¢ — tSchiiss

fSchiiEX Schii 1
ATk + < c,u Sehh _ (tsehie — tsonig)
VS chiiE Bschiie

JSchiSX Schii + 1

VSohins Bschiis

tSchiis — tSchiis = (3.117)

Ainsi, la connaissance de tgqpis permet de déduire t/SchijS ol tgehiE — t{S’ch'u' p est donné
par . Il convient aussi de remarquer que le photon du chemin du bas pénétre dans
la vacuole apreés celui du chemin du haut, mais quitte la vacuole le premier. Certes, cela
est da au fait que le photon du chemin du haut subit plus fortement 'effet gravitationnel
puisqu’il passe le plus pres de la lentille (rp < 7) comme montré sur la Fig. [3-1

La 4-vitesse au point d’entrée du photon dans la sphére de Schiicking est définie en

coordonnées de Schwarzschild, d’aprés 'expression ([3.90)), comme

. 1 ) % Bschiis . rp
T SehiiS = 75— TSchiis = —{|1 = 5,  Pschiis == (3.118)
Bschiis "Senis B(rp) TSenisV B(rp)

oll on a retenu le signe moins pour la vitesse radiale rg.45, puisque dans cette région r
diminue au cours du temps lorsque le photon ag se rapproche de la lentille et le signe
plus pour la vitesse angulaire ¢ g9 Puisque ’angle ¢ croit avec le temps. En utilisant le

Jacobien (3.28)), la 4-vitesse s’écrit dans les coordonnées de Friedmann comme

ot

. ot )
o T schiis + = T'SchiiS

SchiiS O | sehiis

1 15 Bschiis
= 3 1+CSchiiS\/1_ o éu ;
SchiiS TSchiis (rp)

. ox . ox )
XSchiS = A T schis + == T'SchiiS
T | geniis O | senins

-1 2 Ba.
- - <Cschus + \/1 - TPSCh“S) : (3.119)

aschiis Bschis "Senis B(TP)

tSchiis =
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Pour le photon oy, la 4-vitesse au point d’entrée dans la sphére de Schiicking est

12 ! !
Tl = — fgh..sz_\/l_% Poopig = ———P
chil ! ) chi 12 1\’ chu 2 7\’
B ehis Tenins B(p) enins vV B(Tp)

(3.120)
en coordonnées de Schwarzschild ot les signes moins viennent du fait que r et ¢ décroissent
au cours du temps lorsque le photon se rapproche de la lentille. Cette 4-vitesse s’écrit dans

les coordonnées de Friedmann, grace au Jacobien (3.28), comme

tSehis = g; ;chﬁs TS enis + g: ,SCWS MSchiis
= 3 . clhil.S' (1 + Ceniis \/ 1- Téii%"&‘;) ;
XSchis = g; /SchﬁS T'Senis + gx /Schus Sehis
B ai@chus_];{schus (C/SCMS i \/1 - réiigggi)) . (3.121)

On définit au point d’entrée dans la sphére de Schiicking l'angle vg comme le plus

petit angle physique entre la direction du photon ag et la direction dirigée vers la lentille,

Yrg = arctan |Xgcmi ?Schus
X SchiiS
-1
B i r2 B .
— arctan | — BDSchis Cscnis + \/1 — 21’&  (3.122)
rseras V/Bre) "SehisB(rp)

On définit au point d’entrée dans la sphere de Schiicking I’angle 7},¢ comme le plus
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petit angle physique entre la direction du photon oy, et la direction dirigée vers la lentille,

]
Yps = arctan |Xgen <p;9 chiiS
XSchiiS
-1
7,/ Bl . 74/2 B/ .
= arctan % C./S'ch’ils + 1-— QP—SEI—L(?L?’) . (3123)
T'Schiis () TSehis L\T'p

3.2.3 Géodésiques de la lumiére entre la source et la sphére de Schiicking

Ici, on s’intéresse a la région qui contient la source. Dans le triangle formé par la source,

la lentille et le point d’entrée dans la sphére de Schiicking, nous avons la relation

sinas sin(m — vpg)

, (3.124)
X Schii XL,S
ou xp, g est la distance géodésique entre la lentille et la source, approximée par
XL,S = Xs — XL (3.125)

du fait que I'angle de déflexion —pg est de 'ordre de quelques secondes d’arc (=~ 107°).
Ceci d’une part. D’autre part, comme il est bien connu, la somme des angles d’un triangle

vaut m. Il en résulte que

as =95~ PSchis T VFS- (3.126)

En reportant dans (3.124]), on obtient une expression pour l'angle ¢g,

XL,S

P = Pschig T arcsin

En procédant de maniére similaire & celle utilisée pour obtenir l’expression de ¢g, on

obtient pour ¢y 'expression

s

- S111

¥s = Psehis — arcsinxsc”;—svm + Vs (3.128)
Lv
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On peut aussi déterminer l'angle ¢ g autrement sans utiliser des propriétés de la géo-
métrie d’Euclide (espace plat). Cette technique de calcul nous servira plus tard pour les
modeéles non plats. On intégre de fagon analogue a la partie Terre-sphére de Schiicking les

deux équations de la géodésique

t+ aar(x® + x*2¢%) = 0, (3.129)

P42 <Cgt+§‘<> 0 =0, (3.130)

entre la sphére de Schiicking et la source, avec les conditions finales au point d’entrée dans

la sphére de Schiicking,

U =18chiiS, X = XSchiiy P = PSchiis>

t=1schis, X = XSchis> P = PSchiiS (3.131)

ot le temps tgepig s'obtient par intégration numérique de 'équation (3.98)), fscnis, ¢ SchiiS
et Pgenig sont donneés par (3.119), (3.94) et (3.118) respectivement. En remplagant ((3.45])

dans 1’équation (3.129)), avec a; = a/t, on obtient

t/t=—a/a, (3.132)
ou encore
d . d 1
—Int=—1In-—. 3.133
dp o dp t a ( )
D’ou, par intégration de (3.133)),
t=F/a, (3.134)
avec F une constante définie par
. G.Schii 1% Bschiis
E = ischisaschis = oo | 1+ Csenisy |1 — 1ot ) (3.135)
Bschiis T&ehisB(TP)
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ol on a tenu compte des conditions finales (3.131]). L’équation (3.130)) peut s’écrire comme

L <“ n X> , (3.136)
& @’ X
ou encore
d d. 1
L= S 1
m np= & a2X2 (3.137)

L’équation (3.137)) s’intégre, en tenant compte des conditions finales (3.131]), pour donner

J
a2y

p=——s, (3.138)

avec J une constante définie par
J = QsenisTaenis = P/ B(rp). (3.139)
En remplacant ¢ par son expression, , dans , on trouve
a® = E/\/2 + x2¢2. (3.140)
En reportant ce résultat dans ’expression , il vient que

1— (J;E> go:—‘]/—EX, (3.141)

ol on a tenu compte du fait que la distance géodésique x diminue au fur et & mesure que

I’angle ¢ augmente. L’équation ([3.141)) peut s’écrire aussi comme

dp _ dJ/E [ [ J/E
il / (3.142)
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En tenant compte des conditions finales (3.131)), I’équation (|3.142)) s’intégre en
. J/E
¥ = PSchiiS + arcsin ; -7 (3143)

avec v une constante donnée par

J/E
v = arcsin / . (3.144)
XSchii

Par conséquent, ’angle ¢4 est donné par I’expression

. J/E
Ps = Psehis T arcsin JIE . (3.145)
XL,S

On peut facilement vérifier que les deux expressions de ¢g, (3.127) et (3.145)), sont équiva-

lentes,

J/E = XgeniSinvps, V= Vrs- (3.146)

Pour intégrer la trajectoire du chemin du bas, on suit le méme raisonnement que pour

le chemin du haut. Seules les conditions finales different avec J remplacé par —.J',

! /
U="1g5chiis) X = XSchiiv P = PSchiis»

t =toonis, X = Xschiis) P = Pschiss- (3.147)
On trouve
. J! J /B
t= E,/aa o= _CLTXQ’ ¥ = SOISchilS — arcsin / + 7/7 (3.148)
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avec F', J' et v/ des constantes définies par

/ 12 /
B — / _ A5chiis 14" 1— P Bsenis
= UschiisASchiis = 1r SchiiS N =Y )

B his Tfsgchus B(rp
J' = =P enisTeenis = rp// B(rp),
J'/E'
7/ = arcsin / . (3.149)
X Schii

D’ou, Pexpression de ¢,

J'|E'
P5 = Pching — arcsin / + 7/, (3.150)
XL,S
qui est équivalente & (3.128]),
J'/E" = Xgeni sinVps ¥ = Vps- (3.151)

Les angles g et ¢ doivent étre égaux du fait que les deux photons sont émis par la
méme source. Parmi tous les paramétres intervenant dans le calcul de ces angles, 1’égalité
s = g ne peut étre assurée que pour une valeur particuliére de la masse, comme nous
allons voir dans la prochaine section. Une fois la masse correcte déterminée, nous pourrons

passer au calcul du temps de retard.

3.2.3.1 Temps de retard

Dans cette partie, on cherche & calculer le temps de retard, c’est-a-dire & déterminer la

différence des temps de vol des photons o et o/ définie par

At = (tp —ts) — (tp — ts) =g — ts, (3.152)

ol on a tenu compte du fait que les deux photons arrivent sur Terre au méme instant,

te =ty = 0. Ceci est équivalent & déterminer les temps d’émission tg et t'y des deux
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photons afg et oy,

ts = t(Xs.schis)s  ts = t(X5.5chis) (3.153)

par intégration de 1’équation (2.33)), dx/dt = —1/a, avec les conditions

X(tsehis) = 0, X(tsenas) = 0, (3.154)

OU X g Schiis €t X's sening Sont respectivement les distances entre la source et chacun des points

d’entrée dans la sphére de Schiicking. On peut démontrer que ces distances s’écrivent en

/
termes de X1, g, X§chiis PSchiS s Psehigs €t ¢g comme

Xs,schiis = X(ts) = \/X%,s + Xenii = 2XL,5XSchii COS(Pschiis — Ps):

Xs,seiis = X(ts) = /X35 Vi = 2X1.5X5ehis COS(Plepis — ¥5)-  (3:155)

Le temps t'q peut se calculer en termes de tg via une expression analytique approchée.
Pour cela, on procéde comme suit: Dans Papproximation ¢g.i5—¢s < 1 et |@pis—@s| <K

1 (=~ 1072), les distances XS, Schiis €t X's sening Peuvent s’écrire comme

1 (Pgenis — ©s)*
XS,Schiis =~ XL,8 — XSchii T 3 = —3
XSehii — XL,S
1 (Vg — (PS)Z
XS,Schiis 2 XL,5 ~ XSchii + 3 Schiif Too | (3.156)
XSehii — XL,S

Ceci d’une part. D’autre part, nous avons grace a la relation (2.33)), dx/dt = —1/a,

/ st /ts dt /t’s dt
XS,Schiis = — —_— = = “o
o tschiis a(t) t a(t) tSchiis a(t)

’
S

ts dt
XS, Schiis = —/ a(t) (3.157)
tSchiLS
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D’ou

tseniis dt ts dt te o q— tgens te —t
— — Schiis — LSchiiS s —ls
st*,schus XS,SchiiS / /t o~ 2C = ) (3.158)

tschiis a(t) s a(t) N aSchiiS ags

ol on a utilisé le fait que a ne varie de facon significative que sur des échelles de temps
cosmologiques avec as = a(tg). Par conséquent, on obtient, compte tenu de (3.156), 'ex-

pression du temps de retard du photon «g par rapport au photon o/,

2 2
t/SChﬁS_ tschis . 1(90/5'0}“15 - 905’) - (@SchijS - 905) (3‘159)

At =ty —tg~ag
-1 -1
aSchiS 2 Xschii ~ XL,S ’

ol ty i — tSchis est donné par (3.117).

Comme attendu, on peut facilement vérifier que si ap = o5, 'angle de déflexion —pg
et le temps de retard s’annulent pour des raisons de symétrie.

Comme précédemment, on peut déterminer les temps tg et t's en procédant de maniére

différente, sans utiliser les propriétés de la géométrie d’Euclide (3.155)). De (3.143) on tire

? ~Ql
I’expression de ¥,

J/E
X=———. 3.160
sin(p —7) (3160
D’otu, par dérivation de (3.160)), I’expression
dv = ,iwd (3.161)
X= Esin(p — ) > '
En remplagant (3.160) et (3.161)) dans (3.78]), on obtient
dt d
a  Esin®(¢—7)

ol on a tenu compte que pour la trajectoire du haut ¢ augmente au cours du temps. On
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trouve par intégration de 1’équation (|3.162]),

tschiis (Jt
/ — = X&,5chiiS
t

s a
J PSchiiS d(p
E g, sin(p — )

J
= E[Cot(ws — ) — cot(@senis — V)]

- \/X%,S — (J/E)? — \/X?S'chﬂ — (J/E)?, (3.163)

ol on a remplacé l'angle ¢g et la constante v par leurs expressions, (3.145)) et (3.144). On

remarque que comme prévu, on a obtenu un résultat similaire a (3.80) a condition que
X1 et xp soient respectivement remplacés par xp, g et J /E. Le méme raisonnement donne

pour le chemin du bas

tsehis dt
/ = XS.Sehis = \/X%,S — (J'/E")? - \/X%chu = (J'/E) (3.164)

!
tS

Finalement, les équations obtenues (3.163)) et (3.164]) nous fournissent respectivement les

temps tg et ts par intégration numérique de chacun des deux membres de gauche.

Dans Papproximation ¢g.is — @5 < 1 et @i — ©s| <1 (= 107%), on a

2
(J/B)? =~ (W> , (3.165)
Xschii — XL,S
2
, —
(J'/E)? ~ (W) : (3.166)
XSchii — XL,S
Do,
fsenis d 1 (Pgenis — ¥s)’
;2XL,S—XSchu+§ T -1
ts XSchi — XL,S
tenis dt 1 (4,0/ o @5)2
/ — 2 X1s ~ Xseni o1 (3.167)
s a XSchii ~ XL,5
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qui sont les mémes formules déja obtenues .

En résumé, le photon du chemin du haut, aprés avoir été le premier émis par la source
ty >tg , pénétre également en premier dans la vacuole t'g . ¢ > tscniis , mais
il en sort le dernier tgchur > tgpup (3-74) de telle maniére a arriver sur Terre en méme

temps que le photon du chemin du bas tg =t} = 0.

3.3 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

On termine ce chapitre par appliquer nos résultats au systéme lentille-quasar SDSS

J1004 + 4112 caractérisé par
a=5"+10%, o =10"+10%, =2;=0.68, z5=1.734. (3.168)

Les distances Terre-Lentille x; et Terre-Source xg sont calculées & partir de avec
A=0.77-3 am—? + 20%.

Comme nous 'avons déja dit plus haut, on fait varier la masse de 'amas de galaxie
M jusqu’a ce que I'égalité g = ¢/ soit satisfaite, pour les valeurs maximale ‘+’, centrale
‘+£0’ et minimale ‘—’ de la constante cosmologique ainsi que pour les angles o et oy, avec
le choix, sans perte de généralité, d’une valeur ag = 1am. On a de plus traité le cas d’une
constante cosmologique nulle, A = 0. Les résultats sont consignés dans les tableaux [3.3]
B, B et B

Une fois que I’angle polaire de coordonnée g et la masse M appropriée sont déterminés,
on calcule le temps de retard du photon ap par rapport au photon o'y, en utilisant la

méthode de calcul par différence.
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On peut résumer les résultats obtenus comme suit

1.46 - 103 M, < M < 2.20- 1013 M,
6.32" < —pg < 13.74",

6.59 ans < At < 12.76 ans, (3.169)
en présence de la constante cosmologique et

1.36 - 10 Mg, < M < 2.03- 103 M,
8.30" < —pg < 15.42",

6.04 ans < At < 11.29 ans, (3.170)

en ’absence de la constante cosmologique.

La méthode du calcul par différence nous a permis d’obtenir des temps de retard conce-
vables dont la variation en fonction de A est monotone, comme on le voit directement sur
les tableaux. Cependant cette propriété n’est pas respectée si on utilise la méthode du
calcul direct.

Maintenant, comme on peut s’y attendre, une augmentation de A de 20% diminue
langle de déflexion —pg de 8% environ, puisque, contrairement au modele de Kottler,
cette variation ne fait qu’augmenter ou diminuer la masse de ’amas de galaxies de 1%
environ. Ceci est en accord avec l'affirmation de Rindler et Ishak [I5] [52]. Mais, en méme
temps, la valeur de la masse est presque trois fois plus petite que la masse observationnelle

et celle obtenue dans le modeéle de Kottler (1.127)),

M =1.811032 . 10" M. (3.171)

Les valeurs obtenues de I’angle de déflexion et du temps de retard sont également petites

devant celles du modeéle de Kottler, mais nos prédictions pour le temps de retard sont
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toujours compatibles avec la limite inférieure observationnelle A7 > 7.7 [44].
I1 vaut la peine de mentionner ici le résultat de Kawano et Oguri Atcp < 10.14 ans [45]
obtenu dans un modeéle qui tient compte de la non-sphéricité de la lentille pour inclure les

images A et B mais avec une constante cosmologique nulle.

ap £ 10% + + | + | 0 | £0 | 40 - - -
oy £ 10% + | 0] - + | 40| - + 0 | -
M[10BMg] [ 2.18 [1.98 | 1.78 | 1.98 [ 1.80 | 1.62 | 1.78 | 1.62 | 1.46
—ps["] 9.94 [8.13]6.3210.84 [9.03 723 | 11.74 [ 9.93 | 8.13

| Atfans] [ 11.80 | 9.17 | 6.74 | 12.34 [ 9.75 | 7.37 [ 12.76 | 10.24 | 7.90 |

Tab. 3.3 Valeur maximale de A : A = 0.77 - 3 am™2 + 20%.

ap £ 10% + + | + | 0 | £0 | £0 - - -
oy £10% + | £0 | — + | £0 | — + +0 —
M[105Mg] || 2.20 [ 2.00 | 1.80 | 2.00 [ 1.82 | 1.64 | 1.80 | 1.64 | 1.48
—ps["] 10.97 [ 8.98 | 6.98 | 11.97 | 9.97 | 7.98 | 12.96 | 10.97 | 8.97

| Atfans]  [[11.75]9.14 [ 6.72 | 12.27 [ 9.71 | 7.34 | 12.67 | 10.18 | 7.87 |

Tab. 3.4 Valeur centrale de A : A = 0.77 -3 am 2.

ap £10% + [+ [ + [0 ] x0 [£0 ] - - -
oy £10% + +0 | — + +0 — + +0 —
M[10™M] [ 218 [1.98 [ 1.78 [ 1.98 [ 1.80 [1.62 ] 1.78 [ 1.62 | 1.46
—psl"] 11.63 [ 9.51 | 7.40 | 12.68 [ 10.57 | 8.46 [ 13.74 [ 11.63 | 9.51

| Atfans] [ 11.52 | 8.96 | 6.59 [ 12.02 | 9.52 | 7.20 | 12.40 | 9.97 | 7.71 |

Tab. 3.5 Valeur minimale de A : A = 0.77 -3 am~2 — 20%.
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ap £ 10% + + + +0 | 0 | +0 — — —
oy £ 10% + | 0 | — + | 0 | - + 0 | -
M[108My) || 203 | 1.84 | 1.66 | 1.84 | 1.68 | 1.51 | 1.66 | 1.51 | 1.36
—psl"] 13.05 | 10.67 | 8.30 | 14.23 | 11.86 | 9.49 | 15.42 | 13.05 | 10.67
| Atfans]  [[10.52 ] 8.19 [ 6.04 [ 10.97 | 8.70 | 6.59 | 11.29 | 9.10 | 7.05 |

Tab. 3.6 A =0.
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Chapitre 4

Modéle d’Einstein-Straus a

courbure spatiale positive (cas

sphérique k£ = 1)

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre au modeéle d’Einstein-Straus en présence
d’une constante cosmologique mais en considérant cette fois-ci une courbure spatiale posi-
tive, k = 1, pour la métrique de FLRW. Commencons par raccorder les métriques de FLRW
et de Kottler sur la sphére de Schiicking en calculant le Jacobien de la transformation des

coordonnées de Friedmann aux coordonnées de Schwarzschild.

4.1 Raccordement de la solution de FLRW avec la solution

de Kottler

La métrique de Kottler en coordonnées (7', 7,6, ¢) (3.1)

2GM A

r 3

ds? = B(r)dT? — B(r) ‘dr?* — r?dQ?, B(r)=1- (4.1)
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s’applique a l'intérieur d’une vacuole de rayon rg.p;(7") centrée autour d’une distribution

de masse M a symétrie sphérique (la lentille) avec
T < TSchii- (4.2)
La métrique de FLRW en coordonnées (¢, x, 6, ¢) pour un espace sphérique (k = 1) (2.4)
ds® = dt? — a(t)*(dx? + sin® xdQ?), (4.3)
décrit la géométrie de I'espace-temps a l'extérieur de la vacuole,

X > X Schii (4'4)

ou le facteur d’échelle a(t) est déterminé par intégration numérique de I’équation de Fried-

mann
Z—j:f(a), f(a):\/f—i-/;(ﬂ—k, (4.5)

avec A une constante donnée par (3.4))
A=pd® /3= pyay/3, (4.6)

pour un univers dominé par la matiére non relativiste.

Dans le systéme d’unités (1.122) ou Hy vaut 1as ' (1.123)), on a toujours les relations
Hy = a(0)/ag (3.6]) et a;(0) = ag (3.7)). Il s’ensuit, d’apres (4.5]), que

po=3—A+30, Qo=kay?=ay?, A= (1-A/3)a}+ kao, (4.7)

ou les parameétres 2y et ag représentent respectivement la densité de courbure actuelle de
I’espace et le facteur d’échelle actuel.

On raccorde la métrique de Kottler (4.1]) a la métrique de Friedmann (4.3]) sur le rayon
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constant de Schiicking,

rschil(T) = a(t) sin X gepi- (4.8)

La masse M s’exprime en termes du rayon de Schiicking, compte tenu de (4.6)) et (4.8)),

comme
4 3 .3
M = S7rgenip = AT A SN Xgonii (4.9)
qui donne
. MO\ /3
X Schii = arcsin <477A) (4.10)
Dongc, on a sur la sphére de Schiicking
A A i
Bschi = B(rgeni) =1 — <a + 3a2> sin® X geni- (4.11)

Pour raccorder les deux solutions, on procéde de maniére similaire au cas plat. On va
passer des coordonnées de Friedmann (¢, x) et de Schwarzschild (7', 7) au nouveau systéme
de coordonnées (b, 7).

Reéécrivons d’abord la métrique de FLRW dans le systéme de coordonnées (a, x),

da?

f(a)?

ds®> =

— a?dx? — a*sin® xdQ2. (4.12)

2 2

On transforme le facteur a

(@, x) = (b,7),

sin? x devant d? en r? sous le changement de coordonnées

a=®(b,r), siny=r/®(b,r), (4.13)

avec la condition aux limites, qu’en le rayon de Schiicking, ’ancienne coordonnée de temps

coincide avec la nouvelle coordonnée de temps,

a=">b=®(b,bsin xg.pi)- (4.14)
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La métrique de FLRW devient alors

ds® = —gpdb® — gl dr® — 2 g} dbdr — r*dQ?
2 2 2 2
— 83 11 1 db? — R 1_187(1) _ 1 87(1) dr?
ob C? 1—r2/®2 32 1—r2/®2 ® or CE \ or
0 17 r Od 1 09
2— | ——— (1— = —— | + =5 = | dbdr — r?dQ? 4.15
AT [1—7‘2/@2@( <I>87“>+C’12 07“} e (4.15)

avec

A A
= —_ P2 —
Ci=y\g+t32 -1 (4.16)

On veut que le terme mixte soit nul (métrique diagonale), c’est-a-dire que gf; = 0. Ceci se

0 r C? A AN
_— = = = — B :1_ S a o . 4'1
o o B <<I>3+3>T (4.17)

traduit par

La métrique de FLRW prend alors la forme

1 09\* B 1
2 1 2 2 2 2

En dérivant (4.14]) par rapport a b, on obtient en x = xg.pi

0P

co8” X genii
—— —— o 4.19
5% (4.19)

Schii

SN X genii =

0P
67” Schii BSchu

Considérons maintenant la solution de Kottler (4.1). Passons des coordonnées (7', 7)

aux coordonnées (b, ) en posant
ar

— =T, (4.20)

La métrique de Kottler se réécrit alors en coordonnées (b, 7,0, p) comme

ds* = —gfy db® — gl dr® — r?dQ?

— BU(b)2d — %er 2402, (4.21)
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Raccordons maintenant les deux solutions de FLRW (4.18)) et de Kottler (4.21)) dans

ce systéme de coordonnées, (b,r,0,¢), de maniére continue sur la sphére de Schiicking et

pour des temps arbitraires. Ceci est équivalent a écrire

F _ K F _ K
bl senis = Iob | seni>  Irrlseni = Irr| e (4.22)
On peut montrer facilement que
Cschii
B . = Bseni, C b= 4.23
1 ’Schu Schiis 1 |Schu tan X Sehi ’ ( )
ol on définit Cg.py comme
B ..
Csehii = |1 — —pot—. (4.24)
COS® X Schii
11 résulte des relations (4.22)) que
SIN X Schii
U(h) = . 4.25
®) Bseni(b)Cseni () (425)
Un usage répété de la dérivée d’une fonction composée donne
o _oovor o ouoe
OT  0a 0b 0T’ Or Oa Or’
Ox _ox0b ox_ 1 (1 ro® (4.26)
OT  obOT’' Or cosy \® ®20r )" '

D’ou le Jacobien de la transformation de coordonnées (7',7) — (¢, x) en le rayon de Schii-

cking X = Xgchiis

ot = COS X Sehi ot - _ Cschii COS X schii

T | gei O | geng Bschi

Ix __ Cschicos Xsenii  OX|  _ €O Xsenii (4.27)
T | §enii a " O |geni aBschi
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ou sous forme matricielle

~ Clschii COS Xgehii

COS X Schii Bseni
chi 4.28
~ Cschii €08 X gehii COS X Schii (4.28)
a aBschi;

Le Jacobien de la transformation inverse (¢,

(4.28]), c’est-a-dire par

X) — (T, r) est donné par I'inverse de la matrice

COS X Schii aC'schii COS X Schii
Bgenii Bgenii , (4.29)
Cschii COS X Sehii Q@ COS X Schij
ou, en explicitant,

or _ cosXsehi 0T | _ aClschii COS X sehi
Ot | seni Bschi OX | senii Bschii
or or
a7 = CSchii COS XSchiiy 7o = @ COS X Schij- (4.30)
ot Schii o 8x Schii o

Pour comparer le temps de Friedmann ¢ au temps de Kottler T" sur la sphére de Schii-

cking X = Xgenii» On considére la courbe paramétrée, T = p, 7 = bsin xg.p; (0 = 7/2 et

¢ = 0). Sa 4-vitesse est doonée dans les coordonnées de Schwarzschild par

dr dr dr db dr 1
o - = T — i c—— 1 = Bgopni Cooni 4.31
dp ’ dp db dT Sehi dp SN X Schii (b) Schi'“ Schiis ( )
et dans les coordonnées de Friedmann par
a0t dTl’ n ot dr
dp or Schii dp or Schii dp
= €08 Xgenii " 1 — 2o €08 Xsenis BschiCsehii
Schi
_ BSchﬁ (4 32)
COS X Schii ’
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i _ ox| AT o dr
dp OT [sepi AP 07| gepis AP
Cschii COS X Schii
= — ] o AScht B O
a COS X Schii + aBsenii Schit'™~ Schii
= 0. (4.33)
Finalement, on déduit la relation
dt _dt dp _ Bgcni

i - = ot (4.34)
dT'|gepy  dp dT cOS Xgenii

qui permet de passer du temps de Friedmann au temps de Schwarzschild et inversement.

4.2 Géodésiques et déflexion de la lumiére

En présence de la constante cosmologique et d’une courbure spatiale non nulle, des
solutions analytiques exactes de ’équation de Friedmann pour le temps cosmique
t(a) peuvent étre obtenues en termes des intégrales elliptiques de deuxiéme et de troisiéme
espece dont la fonction inverse, le facteur d’échelle a(t), n’est pas connue. Néanmoins, on
peut alternativement procéder a une résolution numérique. Nous allons donc déterminer le
facteur d’échelle a(t) par intégration numérique de I’équation de Friedmann avec la condi-
tion finale a(t = 0) = aop. Nous utiliserons toujours la valeur de la constante cosmologique
A =0.77-3 am ~2 £+ 20% et la densité de poussiére Po=3—A+ 3a52.

Afin de déterminer les distances géodésiques Terre-lentille x; et Terre-source xg, on

doit également résoudre numériquement 1’équation radiale ([2.33])

dt
dx = @ (4.35)

Mais, le membre de droite de cette équation dépend de la solution a(t) de ’équation

de Friedmann qui n’est pas connue. On peut contourner ce probléme en introduisant la
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fonction f(a) via I’équation de Friedmann dt = da/f(a) (4.5)),

% da
x(z) = /ao af(a)’ (4.36)

142z

ot nous avons utilisé¢ la formule du redshift 1 + z = ag/a et pris l'origine x(z = 0) = 0 sur

Terre. Ainsi x, et xg sont donnés respectivement par

w=x) = [ 2rm xs=xtes) = [ (1.37)

ag
1+2zp, 1+zg

Comme ce sont les conditions finales & ’arrivée sur Terre qui sont données, on intégrera
les géodésiques a reculons dans le temps. On déterminera d’abord tgqpiup et t{S’chil 5> buis

tsehiis €t tis.pug pour calculer Pangle ¢g et finalement tg et 'y pour le calcul du temps de

retard (Fig. [4-1).

photon D

photon C

Fig. 4-1 Les trajectoires des deux photons sont déviées par la courbure spatiale a I’extérieur de
la vacuole.

4.2.1 Géodésiques de la lumiére entre la sphére de Schiicking et la Terre

Dans cette région, la trajectoire du photon est régie par la métrique de FLRW pour

un espace courbe (4.3). Les symboles Christoffel non nuls correspondants dans le plan

99



équatorial § = /2 sont (2.11))

It = aay, I’fw =aasin?y, TX

x 5= —sinxcosx,

F?X = Fxt: (Lt/Cl, ka

. e e —
X to=To=at/a, TY,=TF = cotx.

Les équations de la géodésique s’écrivent alors

£+ aa,(X* + sin® x $*) =0,
X + Zﬁt'j( — siny cos x¢? = 0,
a

©+2 (%i—kcotx;'() p=0.

(4.38)

(4.39)
(4.40)

(4.41)

On note qu’ici que comme le cas plat, il n’est pas nécessaire d’intégrer la deuxiéme équation.

Le photon du chemin du haut ag arrivera sur Terre avec les conditions finales (p = 0)

tZO, X = XL» p =T,
1 . cot xr, tanag

i:]-a X: y Y=
ap\/1 + cos? x tan2 ap apy/1 + cos? x tan ap

)

ol on a utilisé le fait que ’angle physique ag coincide avec I’angle de coordonnée

dp
dr(rg)

= arctan

ap = arctan |Tg ,

E

tan x Lf
X
ainsi que lexpression de la métrique de FLRW pour un photon (ds = 0),

t2/a® = x* + sin® x¢°.

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Il convient de noter que pour déterminer ces conditions finales, on a tenu compte du fait

que Y et ¢ entre la Terre et la sphére de Schiicking sont des fonctions croissantes du temps

t.
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En utilisant (4.44)), I'équation (4.39) se réduit a

. 1
ilntzihﬂf7

4.4
dp dp a (4.4)

qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales (4.42)), pour donner

t = ag/al(t).

(4.46)
L’équation (4.41)) peut se réécrire comme
d d 1
—Ing=—1In—-——, 4.47
dp v dp  a?sin?y (447)
qui s’intégre, en tenant compte des conditions finales (4.42)), pour donner
aoXp
a? sin” x
ol X p est une constante définie par
cos Xz, sin xy tanag
Xp = 5 5 . (449)
\/1 + cos® x, tan® ag
L’expression (4.44) devient, en utilisant 1’expression de £ (4.46]),
ap/a® = /X2 + sin? x¢2. (4.50)

En substituant ce dernier résultat dans I’expression de ¢ (4.48)), on obtient, sachant que y
entre la Terre et la sphére de Schiicking croit avec ¢,

d
dyp = Xp X

102 ) (451)
sin® x /1—X%3/Sin2X
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qui se simplifie, en posant
Xp cot x

g = XPOVX (4.52)
Z/1 = X%
en
dx
dp = ———. 4.53
Y (4.53)
Donc, compte tenu des conditions finales (4.42)), 'intégration de (4.53)) donne
t
¢ = m — arcsin XPEORX B, (4.54)
2/1— X%D
ol [ est une constante définie par
— arcsin X2ELXL cot XL (4.55)
£/1— XP
D’ou

PSchitE =T — arCSln
v /11— XP

Dans le cas plat, la distance parcourue par le photon entre le point de sortie de la
vacuole et le point d’arrivée sur Terre, notée par xp gepip (OU ng’ Senip)s €st calculée au
moyen de certaines propriétés de la géométrie Euclidienne qui ne sont plus valables dans
un espace courbe, ou les distances géodésiques ne sont plus des lignes droites (Fig. |4-1)). La
méme remarque vaut pour la distance parcourue par le photon entre la source et son point
d’entrée dans la vacuole (Xg gchis €t X's senis)- Pour cette raison, nous avons développé
une méthode basée uniquement sur les équations différentielles, qui reste valable aussi bien
pour un espace plat que pour un space courbe (ou pseudo-courbe).

Maintenant, nous allons établir I’équation qui relie la variable x au facteur d’échelle a.
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Nous avons d’apres (4.44) (ou (4.50)) 1'équation

dt
— = /dx? + sin? xdp? 4.57
. Vx+smx<p, (4.57)

qui se transforme, compte tenu de 1’équation de Friedmann (4.5)) et de I’expression (4.51)),

a??a) = gc(b;), 9(x) = /1= x3/sin’x, (4.58)

sachant que x entre la Terre et la sphére de Schiicking augmente au cours du temps. Cette

en

derniére équation se simplifie encore, en utilisant le changement de variable

cos Y

T = ——, (4.59)
1-— X%;.
en
da dz
= — , 4.60
W@ Vi-a o)
qui s’intégre en
ag da
/ — arcsin —oXSchii _yyoip S OXL (4.61)
aSchiE af A /1 — XP /1 — X%D

On détermine la valeur de agepip par intégration numérique du membre de gauche de

(4.61)) et ensuite la valeur de tg.pzp par intégration numérique de ’équation de Friedmann

(4.5)), c’est-a-~dire

ASchiE dCL
tSchiiE = / . (4.62)
w  fla)

Nous rappelons qu’une équation reliant la variable ¢ au temps peut étre établie de la
méme maniére que précédemment et sert a déduire la valeur de tg.n;r en utilisant I’angle
polaire au point de sortie de la vacuole .

La 4-vitesse du photon a la sortie de la sphére de Schiicking, compte tenu de ,
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ot (T3, est

: ao . a09gSchii . aoX p
tschiE = s XSchiE = —3  +  PSchiE — 3 ; (4.63)
ASchik ASchiE TSchiiE

en coordonnées de Friedmann avec gschii = 9(Xsenii) €6 TSchiE = ASchik SIN X genii- Cette

4-vitesse s’écrit, grace au Jacobien inverse (4.30)), en coordonnées de Schwarzschild comme

or

. oT
TSchu’E = E

tsehim + EM

XSchiiE
SchuE

1 +Cschirgschii

b
aschiEBschik

. or
tsehiE + I
X |SchiiE

SchuE

= Q0 COS X 5chii (4.64)
or

TSchiE = a5 X SchiiE

SchuE

= a9 COS Xsuni SchiiE + 9Schi : (465)

ASchilE

avec Cschie = Csenii(tschir) (4-24) et Bsenie = Bsenii(tsenie) (4.11).
On définit x5 comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon
ap et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de

Schiicking,

XA Cschik + gsehii)
COS X Schii SN X Sehii

PSchiiE
TSchilE——
T'SchilE

YK E = arctan = arctan

(4.66)

Pour intégrer la trajectoire du photon oz, on suit le méme raisonnement que pour la
trajectoire du photon ap. Les conditions finales sur Terre sont obtenues en remplacant

par —7 et ap par —a/g,

t:o7 X=X, $=—T,

. 1 t t !
i=1, %= o= XL (4.67)

agp \/1 + cos? x, tan? o/ agp \/1 + cos? x, tan? o/
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ce qui permet d’intégrer les équations de la géodésique (4.39) et (4.41]) pour obtenir

!
i a0 . aoXp

", cot
o) T asmty P T Taresin APEEX g (4.68)

,/1—X’]%

ol X et 3’ sont des constantes définies par

cos x7 sin 7 tan o ", cot
Xp = XL WXL E_ B = arcsin Xp R XL XL. (4.69)
\/1+COS2XLtan2a/E 1—x3
D’ou,
", cot -
Osenip = —™ + arcsin Xp O0% XSchii. _ B (4.70)

2
1-x%
De méme, I'équation qui relie la variable y au facteur d’échelle a s’obtient en faisant

usage des solutions ), I’équation de Friedmann et -,

da dx

af(@) " g (Xseni) 900 = \/m’ (4.71)

qui s’intégre, en utilisant le méme changement de variable (4.59)), pour donner

a0 da 0s

/ = arcsin —oXSehil _pyeqin OO XL (4.72)
a.’S’chﬂE af \/ XP

On détermine la valeur de al,;, par intégration numérique du membre de gauche de

(4.72)), puis la valeur de ti ;. par intégration numérique de I’équation de Friedmann

&3,

USchip da
t, chii — / — <. 473
SchuE o f(a) ( )

Cependant, on peut procéder de maniére différente sans calcul numérique supplémen-
taire, comme dans le cas plat, pour obtenir le temps t% ;- La méthode consiste a dé-

terminer tiS’chiiE par différence avec tgqnig via une expression analytique approchée. Les
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équations (4.61)) et (4.72) peuvent se réécrire respectivement comme

0
dt
= i 4.74
/tschu‘E a(t) XE,SchiE> ( )
O dt
/ —~ = X, Schiif (4.75)
th'chﬁ,E a(t) ’
avec
cos
XE.SchilE = arcsin 08 X Schii — arcsin ——==— XL , (4.76)
\/7 M
P
cos
XE.Schiip = arcsin COBXSehii _ gyegin — XL (4.77)
L= X3 R

En combinant (4.74]) et (4.75)), on trouve

tschiE  Jt
! —
XE,SchiiE — XE,SchiE = /

tSchﬂE

~ tSchilE - t:S‘chuE : (4.78)
a(t) ASchiiE

ol on a utilisé le fait que le facteur d’échelle a ne varie de maniére significative que sur des
échelles de temps cosmologiques. Une approximation plausible pourrait étre faite dans la
limite ou les péri-lens sont treés petits devant 'unité, xp < 1 et x» < 1 (de l'ordre de 106

dans notre cas). On obtient au deuxiéme ordre en xp et X, compte tenu des expressions

de X schir €t de X genim: et 7

—_

XE.SchiiE — XE.Schiib ™ §(COt Xsenii — €Ot X2)(XP — XP)- (4.79)

Ceci d’une part. D’autre part, dans 'approximation ap < 1 et o/ < 1, on a, en combinant

les expressions de xp et x'p, et (| -,

X = xp = cos” x sin® x (o — o). (4.80)
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En remplacant X;% — X%D par son expression (4.80)) dans (4.79)), on obtient

[ .2 2 2
XE.SchiE — XE,SchilE = 5 €0S” Xy s X1 (cot Xgeni — cot xp) (o — af)  (4.81)
1 o sinxgpsin(xXy — Xseni) ;1 2
~ Cos op —an). 4.82
9 XL SI X S ( E E) ( )
D’ou alors, d’apres (4.78)),
sin x 7, sin(X 7, — X.Sehii
tgc}m'E — tiS'chiiE >~ —ASchilE COS2 XL L ( L Schu) (a'E2 — Oz2E) (483)

2 SN X gepii

Donc, la donnée de la valeur de tgqpig, , permet de déduire la valeur de tg . &
partir de cette expression approchée. Si o, > ap, le photon du chemin du bas quitte
la vacuole avant celui du chemin du haut, comme dans le cas plat. La valeur du facteur
d’échelle en ts ;. Asnip = (s up), se calcule par intégration numérique de 1'équation
(4.73).

La 4-vitesse du photon a la sortie de la sphére de Schiicking compte tenu de est

/ /
] Qo Y _ A095chii .7 _ GoXp
tSehiie = T XSchiE = ;o 0 PSehiE = T (4.84)
SchiF ASehiE TSchiiE

en coordonnées de Friedmann avec g5, = ' (Xsenii) €6 Tsenir = Csenip SN Xseni- Cette

4-vitesse s’écrit, grace au Jacobien inverse (4.30)), en coordonnées de Schwarzschild comme

/

or

) r oT
Tschie = "

Lsenim T 5=

o X | seniike
14+CL (e

= agCOoSs XSchil 7 SC%EQSChu y (485)

AschiE

! or

iiS'ch?)E + P

-/
XSchiiE

SchuE

/
SchuE
!

or

./ -/
TSchiik = at XSchiiE

SchiuE SchiuE
Coenip + g/Schij’ (4.86)

!
AschiE

= agCOS X gchii

ave¢ Cyepup = Cseni(tsenap) (-24) et Bgup = Bseni(Usepap) (4-11).
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On définit v comme le plus petit angle de coordonnée entre la direction du photon

Y

“ap” et la direction dirigée vers la lentille en le point de sortie du photon de la sphére de
Schiicking,
A Ol dgle )L
Yk g = arctan|rs nug L,SCME = arctanXP( Schiilhl _ Iseni) . (4.87)
SchilE COS X Schii S X Schii

4.2.2 Géodésiques de la lumiére a I’intérieur de la sphére de Schiicking

A Tintérieur de la spheére de Schiicking, ou s’applique la métrique de Kottler, nous
n’irons pas plus loin dans des détails menant aux mémes résultats déja discutés au chapitre
précédent dans le cas plat. Ce que nous allons faire, c’est calculer les facteurs d’échelle
aschiis €t @g.pug, Puis leurs temps correspondants tgehus et ty.,;g aux points d’entrée
dans la sphére de Schiicking en prenant en considération les conditions finales aux points
de sortie de la sphére de Schiicking qui sont maintenant entiérement déterminées. Les
expressions utilisées sont trés proches de celles obtenues dans le cas plat, au point que
méme certaines d’entre-elles préservent la méme forme a ’exception de celles qui dérivent
de la relation entre le temps de Schwarzschild et celui de Friedmann .

Les équations partiellement intégrées de la géodésique, dans I'espace-temps de Kottler,

ont la méme forme que dans le cas plat (3.90)),

1 b B0) e
T = , P=4y /1L L = 4.88
B(r) 2 B(re) ¥ 2Blr) (4.88)
ou rp est le péri-lens et est donné par une expression approchée analogue a (3.91]),
rp X TSchip SN Y p — GM. (4.89)

Le temps de trajet du photon ag a l'intérieur de la vacuole, du point d’entrée au point
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de sortie, peut étre obtenu en utilisant I’équation bien connue ([3.95)

d 2 M
ar =+ v(r) = \/ r{j\/ G LR ) (4.90)
v(r) TP r r r4+rp

qui résulte immédiatement de 'élimination du parameétre affine entre T et 7 (4.88). L’inté-

grale du membre de droite de (4.90) peut étre divisée en deux intégrales, étant donné que

r décroit au cours du temps de rschis & rp alors qu’il croit de rp & rsehiE,

TSchiE dr,« /TSch'iLS dzr» (4 91)
T

Tschiie — Tschivs = / o) + o)’
rp P

ol TSehiE €6 Tsehis sont reliés & agenip €t & agenig respectivement, par la condition de
raccordement (4.8)).
Une autre expression pour ce temps de trajet peut étre obtenue en utilisant la relation

entre le temps de Schwarzschild et celui de Friedmann (4.34)),

tSchiE dt
Tschie — TSchiis = COS X Sehii B 1) (4.92)
tSchiis Sehii(t)
qui est équivalente &
aschiiE d(l ( )
Tschiie — Tschiis = COS X Schii / YRV 4.93
o o e aschiiS BSchu(a)f(a)

car dt = da/ f(a). Il s’ensuit de et (1.93) que

/’aSchﬂE Sin X gchi dr aSchiiS SN X gchi dr aSchiiE da ( )
— —I-/ —— = COS Xg h--/ —_—, (494
rp U(T) rp ’U(T) e aSchiiS BSChu(a’)f(a’>

ce qui nous permet d’obtenir agqp;s par intégration numérique. Il faut ensuite intégrer

numériquement 1’équation de Friedmann pour obtenir tg.pis,

aSchiiS da
tSchiis = / . (4.95)
w  fla)
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En suivant le méme raisonnement que pour la trajectoire du photon ag, on obtient
pour la trajectoire du photon o/ des formules similaires. Le temps tl,; ¢ est déterminé

par intégration numérique de ’équation de Friedmann,

OSchis da
Voo :/ —_— (4.96)
Schi.S a0 f(a)

ou le facteur d’échelle al,,;¢ est fourni en résolvant numériquement I’équation

/alschuE SinXsehi /a,schas Sin Xgehi Tsehim da (4 97)
+ = COS X Schii / — .
v v'(r) e v'(r) S Jor. . Bseni(a)f(a)’

ou la fonction v/(r) est définie par une expression analogue & (4.90]) a condition que rp soit

remplacé par rp, qui est donné par une expression approchée analogue a ((3.99)),
o~ Tpup SNV p — GM. (4.98)

Cependant, nous pouvons éviter de calculer numériquement t', . ¢ en suivant la méme
méthode d’approximation décrite au chapitre précédent dans le cas plat. Le temps t'y g
pourrait étre déterminé par différence avec tgqpi5 via une expression analytique approchée.
D’abord, grace a la relation entre le temps de Schwarzschild T et le temps de Friedmann
t , on peut exprimer la différence des temps de trajet des deux photons a l'intérieur

de la vacuole comme

, , tSchiE dt
Tschie — Tschis — (Tscnir — Tsenis) = €OSXsehii / Booi(d)
tschim SChﬁ(t)

tschiis dt
— COS X Schii / Y
tsehiis BSCh“(t)
/
tSchu'E - tSchilE
Bschie

12

COS X Schii

— COS X Schii Bsoniis
chu
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ol nous avons utilisé le fait que Bg.,; ne varie sensiblement que sur des intervalles de
temps cosmologiques avec Bgenins = Bsehi(tschis). Nous pouvons également utiliser (4.90)

pour écrire cette différence de temps de trajet comme

TSchiE dr /TSchilS drr (4 100)
T

SchiE SchiiS ( SchilE SchuS) K+ U/(fr) Lo U’(T)7

!
TSchiiE

oll nous avons décomposé les intégrales pour produire I'expression suivante

TSchtE d T'SchiS d TSchtE d TSchiiS d
ATK:/ r—i-/ R / ,T+/ ) @0
e V() e 0(r) v, () S V()

Le résultat de cette intégrale est analogue a celui obtenu dans le chapitre précédent (3.116)),

2 2 / 2,2 2
— 1 1 2GM —
ATg =~ 2 TP< + >—|—4GM1nTP— < ) Rl
2 TSchiE  TSchiiS TP TP 8r'5

\/i arctanh (\/?T’SchﬁE> + arctanh <\/§T§C}m5>] s (4.102)

qui est presque identique & une expression déja impliquée dans le calcul du temps de retard

dans le cadre de la solution Kottler & condition que rg et rg soient remplacés respectivement

par rschik €t rsehas (L119).

De plus, comme nous travaillons sur des échelles de longueur et de temps plus petites

que les échelles cosmologiques,

chi . ! chii . /

TSeMiE dr - TSchiiE ~ Tschiip TSeniS dr - rsehis — Tsehis (4.103)
" U'(T‘) - Uig il ’ " v’(r) - vig hiiS ’ )
SchiE chu SchiiS chu
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et, en utilisant ’équation de Friedmann,

/ ! *
TSchiiE — TSchiiE  — (aschie — aSchu'E) SIN X Schii
. !
>~ fSchiB SN X geni(tSchiiE — tsenir)s (4.104)
/ . / :
TSchiiS — TSchiS — (aschiis — aSchilS) S X Schi;
. !
>~ fschiis SIN Xgenii(Eschiis — tsenig)s (4.105)

avec V' schiip = V' (Tschil)s Vsenis = V' (schiis)s fenie = F(@senin) et fsenis = f(@senis)-

En utilisant ceci avec (4.102)), (4.100) et (4.99)), nous obtenons donc

fSchiiE SIN Xgehi  COS XSehii
ATk + < - =8 — 7 L) (tsehie — tenip)
VsehiiE Schi.E

fSchiis SIN X geni 4 998 Xschii
USehiis Bschiis

tSchiss — tSchiis (4.106)

Ainsi, la connaissance de tgqhis permet de déduire tfg ching Sachant que tgcpip — tfg chiip €St
donné par . La méme remarque que pour le cas plat vaut ici pour le cas courbe:
Malgré que le photon du chemin du haut précéde celui du chemin du bas pour arriver a la
vacuole, le photon du chemin du bas sort de la vacuole le premier, puisque le photon du
chemin du haut subit plus fortement l'effet gravitationnel (rp < %) comme montré sur la
Fig. [d-1]

On doit également calculer les angles Qg nig €t @lopig ainsi que les 4-vitesses avec
lesquels les deux photons pénétrent dans la vacuole, dont on a besoin pour la section

suivante. Il faudrait utiliser 1’équation bien connue (3.92))

dr r2 M [(rp r
dp =+—— = — —14/1— — 4.1
v u(r)’ u(r) T\/r%, \/ Amrp ( r + r —I—rp)’ (4.107)

qui découle de (4.88]), ou la constante cosmologique disparait accidentellement. Etant donné

que 'angle ¢ augmente lorsque le photon du haut se rapproche ou s’éloigne de la lentille,
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I'intégrale du membre de droite de (4.107)) le long de la trajectoire peut étre décomposée

comme suit,

TSchi B d/r TSchiiS dr’n (4 108)
YSchitE — PSchiis = 3 —\ .
reuwl(r) e u(r)
et donne au premier ordre en 2GM /rp
. . Tp GM 7“123
Osehing =~ Psenip — T+ arcsin + arcsin — 1—— +
T'SchiiE T'SchiiS rp TSchiiEE

2
r TSchiE —T TSchis —7T
1= - +\/ Sehub P+\/S‘Z"“SP ; (4.109)
TSchiis TSchiE TTP TSchas +7rp

ol Qg pip €St donné par (4.56). De la méme maniére, on obtient pour la trajectoire du bas,

/ / 12
. r . T GM T
‘Plschﬁs ~ SDiS'chiiE + 7 — arcsin 7 P _ arcsin 7 P4 7 1— 7 P4
SchiuFE SchiiS P SchiuFE

12 / / ! !
r To pom —T Toroa —T

P SchuFE P SchiS P

\/1— e | B e R | el B (4.110)

SchiS SchiE/ P SchiiS P

ol Ygepip est donné par (4.70). Compte tenu de (4.88)), les deux 4-vitesse des photons ag

et o/ aux points d’entrée dans la vacuole sont respectivement

- 1 ) 7% BSchiis . rp
T scnis = 3 , Tsehis = (|1 = 50w Pgepis = 5 e (4.111)
SchiiS T&enisB(rp) TSenis V B(TP)
et
2

N B _w BB oy Th

chu ) chu 2 ’ chu, ’

B his Tenins B(1p) & sV B(rp)
(4.112)

en coordonnées de Schwarzschild, ol nous avons pris en compte le fait que r décroit au cours
du temps puisque les deux photons s’approchent de la lentille, tandis que ¢ croit au cours

du temps pour le photon ap et décroit pour le photon o, avec Cseniis = Csenii(tschis),
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CSeniis = Csenii(Usenig) (4-24), Bscnis = Bschi(tsenis) et Baepis = Bsehi(senns) (-11)).
Ces deux 4-vitesse se transforment, grace au Jacobien (4.27]), en coordonnées de Friedmann

en

. ot . ot )
tSchis = 9T T schiis + I TSchiiS
SchiiS T 1Schiis
2
COS X Schii TPBSChi),S
= —oASehi |14 Oy a1 — S ET0NUS 4.113
Bschiis ( o 2nisB(P) ( )
. ox . ox i
XSchii'S = A T schis + = T'SchiiS
o T | geniis Or | senins
2
— COS X Schii rpBschiis
— CPASi (o e [1 - S PTEAS 4.114
aschisBschis ( o 255 B(TP) ( )
pour la trajectoire du haut et,
: ot | : ot
oL = T o+ — P
SchiiS oT Seniis SchiS or SehiiS SchiS
12 D/
COS X Schij ' 5 BSenis
BSeniis ( o "Sehivs B(T'p)
8X / . 3)( /
./ / -/
XSchiis = am T seniis + - TSchiiS
o T |gopis ~™ o | senus ~°"
12 2/
— COS X Schii ' rpBsenis
= ASchi | o h.~5+\/1—20 : (4.116)
Tenis Bseniis ( o Senis B(rp)

pour la trajectoire du bas.

4.2.3 Géodésiques de la lumiére entre la source et la sphére de Schiicking

Encore une fois, dans cette région dans laquelle régne la métrique de Friedmann, nous
devons suivre la méme procédure que précédemment dans la sous-section On intégre

les géodésiques de Friedmann (4.39) et (4.41) pour le chemin du haut en tenant compte
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des conditions finales au point d’entrée dans la sphére de Schiicking,

t=1tschiiS, X = XSchii» P = PSchiiS»

t=1tsehis, X = XSeniis» P = PSchis-

Une combinaison appropriée de (4.44) et (4.39) permet d’obtenir

ilni—ilnl
dp Cdp a’

qui s’intégre en tenant compte des conditions finales (4.117)) pour donner

t=F/a,

avec E une constante définie par

Bschiis

2
. ASchiiS COS X Schii 15 Bschiis
E = tschisaschiis = 1+ Csehisy |/l — 5——— |-

T?S‘chijSB (rp)

L’équation (4.41)) se simplifie, en remplacant ¢ par son expression (4.119)), en

d1 ) d1 1
—Ing=—In——-5—,
dp v dp  a?sin®y

qui s’intégre compte tenu des conditions finales (4.117)) pour donner

J
a?sin? y’

ol la constante J est définie par

. 9 9 _
J = Q5chiisUschiis S XSchi = .
B(rp)
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En remplacant I'expression de ¢ (4.119) dans (4.44)), on obtient,
a? = E/\/%? + sin® x¢2. (4.124)
En substituant ce dernier résultat dans 'expression de ¢ (4.122)), on trouve,

(J/E)? . J/E .
1= sinQX v _sin2XX7 (4.125)

en tenant compte du fait que pour la trajectoire du haut x diminue au fur et & mesure que

© augmente. L’équation (4.125)) se réduit, en utilisant le changement de variable

oo (J/E)cotx (4.126)

V1= (J/E}?

dz

dp = ——, 4.127
Y (4.127)
qui par intégration, compte tenu des conditions finales (4.117]), donne
. (J/E)cotx
= ig + arcsin ——— — v, 4.128
¥ PSchiis 1— (J/E)2 Y ( )
avec la constante
J/E) cot i
v = arcsin I/ E) O Xsenis (4.129)
V1= (J/E)?
On en déduit alors ’expression de ’angle ¢g
(J/E) cot x5
= ig + arcsin —————— — v, 4.130
¥s = PSchiis 1= (J/E)? gl ( )

ou la distance géodésique x, g entre la lentille et la source est donnée par une expression

approchée analogue & (|3.125)),
XL, = Xs — XL> (4.131)
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du fait que I'angle de déflexion —pg est de I'ordre de quelques secondes d’arc (~ 107?).
Le méme raisonnement que pour le chemin du photon ag donne pour le chemin du

photon o/, 'expression

J'/E") cot
M_Ff}/, (4.132)

= o .o — arcsin
¥ = PSchis 1— (J/E)?

ou les constantes E’, J' et 4/ sont définies par

) Qo ;- o COS : BB i
B’ = ilgopiglsepig = - SoiS O0 XSehi (1 + Cleniss \/ L— PSC’W?) (4.133)

B s TgcmsB (r'p)
/
J = e 2= TP 4.134
PSchiiST SchiiS \/m ( )
! E/ t .
7/ = arcsin (J'/E) co XSchit, (4.135)
1—(J//E")?

Par conséquent, I'expression de l'angle ¢y est

(/) eotxps

=7 (4.136)

/ / .
¥s = PSchis — arcsin

En général, les angles ¢ et ¢'s ne sont pas égaux. Pour satisfaire a I'égalité pg = @5 qui
correspond au fait que les deux photons partent du méme point, la source, on ajuste la
masse M. En d’autres termes, on fait varier la masse M jusqu’a ce que les deux angles g
et ¢’y coincident. Une fois que la masse M appropriée et I'angle ¢4 sont déterminés, on
passe a la détermination du temps de retard.

4.2.3.1 Temps de retard

Le temps de retard du photon o par par rapport au photon o/, est défini par

At = (tp —ts) — (tp — ts) =g — ts, (4.137)
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avec tp = t); = 0. Donc, cela revient & déterminer les temps d’émission des deux photons,

ts et t'y. Pour ce faire, il faut d’abord calculer les distances parcourues par les photons

entre la source et leurs points d’entrée dans la vacuole, xg genis €t X,5, SchiiS”
Commengons par établir ’équation qui lie la variable x au facteur d’échelle a pour la

trajectoire du haut. L’équation (4.57)),

dt
— =/ dx2 + sin? xdp? 4.1
; \/X+s1nx<p, (4.138)

devient, en faisant usage de (4.125)) et en tenant compte du fait que x entre la source et la

spheére the Schiicking diminue au cours du temps ¢,

dt dx .
—_ = -, h — 1 — J E 2 Sln2 y 4139
, ) (x) \/ (J/E)?/sin” x (4.139)
qui est équivalent &
da dx
_ ] 4.140
af(a)  h(x) R

Cette équation se simplifie, grace au changement de variable

cos X

r=—=l—, (4.141)
V1= (J/E)?
en
da dx
= ) 4.142
af(a)  1—a? (4142
qui s’intégre facilement pour donner
aSchiiS .
/ da_ _ arcsin — S XSchii__ _ ypegin - COXLS (4.143)
ag af(a) 1—(J/E)? V1— (J/E)?

Comme prévu, ce résultat est similaire a (4.61)) & condition que x; et xp soient respective-
ment remplacés par x, ¢ et J/E. On détermine alors par intégration numérique la valeur

du facteur d’échelle a l'instant d’émission du photon ag et ensuite la valeur de tg par
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intégration numérique de I’équation de Friedmann ({4.5)),

5 da

tg = . (4.144)
a f(a)
De la méme maniére, on trouve pour le chemin du bas 1’équation
Usenis  da , COS X Sehii . COS X,8
= arcsin ————=2"— — arcsin —————, (4.145)
ol af(a) 1— (J'/E")? V1= (J'/E")?

qui permet de calculer numériquement la valeur du facteur d’échelle & l'instant d’émis-

sion du photon a’y et ensuite la valeur de t% par intégration numérique de I’équation de

Friedmann (4.5)),

/
, s da

5= Fa)

On peut également déterminer le temps t'y par différence via une expression analytique

(4.146)

approchée en termes du temps tg. Les équations (4.143)) et (4.145)) peuvent s’écrire comme

/tSchﬁS dt B (4 147)
ts a(t) - XS,SC]’LUS’ .
tsehis dt ,
N = i 4.148
/t’ a(t) XS,SchuS? ( )
S
avec
. COS X Schii . COS X, S
;g = arcsin ————=_"—=—= — arcsin ——, 4.149
XS,SchiiS = (J/E) = (/B ( )
- cos
X'&Schﬁs = arcsin _ COSXSchi_ _ arcsin XL.S (4.150)

1— (J'/E)? /1—(J’/E’)2'

En combinant (4.147) et (4.148)), on trouve

tsenus  dt ts dt th .o —taus ¢
~ USchiiS SchiiS S S
X5, 5chiis — X8,Schiis = / — - /t e o (4.151)

tschiis a(t) s a(t) B aSchiiS as ’
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ol on a utilisé le fait que le facteur d’échelle a ne varie de maniére significative que sur des

échelles de temps cosmologiques. Ceci d’une part. D’autre part, on a au deuxiéme ordre en

J/E et J'/E' (~107%), compte tenu des expressions de X gepup €t de XE.schip> (4149)
et (150,

(cot Xsenis — cot x1,5)[(J'/E)? — (J/E)?]. (4.152)

DN | =

/ ~Y
XS,SchiiS — XS,SchiiS =

Ceci d’une part. D’autre part, on a en combinant (4.130) et (4.136) dans la méme approxi-

mation,
(J//El)2 _ (J/E)2 ~ (‘P%chuS B c)05)2 - (‘PSchﬁS - QDS)Q (4 153)
B (cot Xseni — cot x1,5)? ’ '

Ol Vgenins — Ps €t |Psenig — gl sont de Pordre de 1072, En remplagant (J'/E’)? — (J/E)?
par son expression (4.153)) dans (4.152)), on obtient

1 (@senis = ¥5)° = (Psenis — ¥s)”
, SchiiS S SchiS S
o — Lo~ = . 4.154
XS,Schiis — XS, SchiiS = 5 COt XSenis — Ot X1, ( )
D’ou alors, d’apreés (4.151)), 'expression du temps de retard
o ta 1(0h ) o — 2 _ Lo — 2
At — tfg ity ~ag SchiiS SchiS 1 (SOSchuS (pS) (@Schus SOS) ) (4155)

aschiiS 2 €Ot X gehii — €Ot X1,8

En résumé, le photon du chemin du haut, aprés avoir été le premier émis par la source

tly > tg (4.155)), pénetre également en premier dans la vacuole t'g 6 > tseniis (4.106]), mais

il en sort le dernier tsenirp > s pup (4-83) de telle maniere & arriver sur Terre en méme

temps que le photon du chemin du bas tg =ty = 0.
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4.3 Application au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112

Dans cette derniére étape, nous appliquons nos résultats au systéme lentille-quasar

SDSS J1004+4112 caractérisé par
a=5"+10%, o =10"+£10%, =z, =068, z5=1.734. (4.156)

Les distances Terre-lentille x; et Terre-source xg sont calculées & partir de avec
A=0.77-3 am™? £ 20%.

On fait le choix d’une valeur ag = 5am pour le facteur d’échelle sur Terre et on ajuste
la masse M afin d’obtenir I'égalité ¢g = ¢, pour les valeurs maximale ‘4, centrale ‘+0’
et minimale ‘—’ de A ainsi que pour ag et o/;. Une fois que 'angle polaire de coordonnée
g et la masse M appropriée sont déterminés, on calcule le temps de retard du photon ag
par rapport au photon oz, en utilisant la méthode de calcul par différence. Les résultats
sont consignés dans les tableaux Le cas d’une constante cosmologique nulle,
A =0, a également été étudié Tab.

Les résultats obtenus peuvent étre résumés comme suit

1.43 103 M, < M < 2.16 - 1013 M, (4.157)
6.70" < —pg < 13.35", (4.158)
6.52ans < At < 12.44 ans, (4.159)

en présence de la constante cosmologique et

1.34- 1083 Mg < M < 2.00 - 103 M, (4.160)
8.27" < —pg < 15.36", (4.161)
5.95ans < At < 11.12ans, (4.162)
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en ’absence de la constante cosmologique.

Comme on le voit directement sur les tableaux, une constante cosmologique croissante
dans sa barre d’erreur entraine une diminution de l'angle de déflexion, en accord avec
I’affirmation de Rindler et Ishak.

Les tableaux et montrent comment la masse, 'angle de déflexion et le temps
de retard varient en fonction des différentes valeurs du facteur d’échelle actuel ag, en prenant
les valeurs centrales de A, ap et o/;. Contrairement au cas du modele d’Einstein-Straus
plat dans lequel les résultats restent les mémes quelle que soit la valeur du facteur d’échelle
actuel, les résultats obtenus dans le cas du modéle d’Einstein-Straus sphérique indiquent
que la masse, ’angle de déflexion et le temps de retard diminuent considérablement au fur
et & mesure que le facteur d’échelle actuel ag diminue au-dessous d’une valeur limite proche
de 7am (correspondant a une densité de courbure actuelle ko ~ 0.02), alors qu’au-dessus
de cette valeur limite, les résultats deviennent indépendants de ag et compatibles avec le
cas plat. Idem pour toutes les valeurs possibles de A, ag et o/ dans leurs barres d’erreur.
Il convient de noter que ni la valeur de ag ni celle de A ne peuvent faire coincider les angles

©gs, bien qu’elles aient un effet sur 'angle de déflexion et le temps de retard.

a=+10% + + |+ +0 [+0 [0 [ — N
o' +10% + +0 | — + +0 | — + +0 | —
M[10% M) [ 214 [1.95] 1.75 [ 1.95 [ 1.77 [ 1.59 [ 1.75 | 1.59 | 1.43
i 9.99 |8.17[6.35]10.89 | 9.08 | 7.26 | 11.80 | 9.99 | 8.17

| Atlans]  [[11.52 [ 8.95 | 6.58 [ 12.04 | 9.52 | 7.19 | 12.44 | 9.99 | 7.71 |

Tab. 4.1 Valeur maximale de A : A =0.77 -3 am™2 + 20%, ag = 5 am.

a+ 10% + + [+ T[40 [+0 [+0 |- — -
o' +10% + 0 |- [+ 0 |- [+ 0 | -
M[10%Mg) [ 216 [ 1.97 | 177 [ 1.97 | 1.79] 161|177 [1.61 |1.45
—og[] 10.95 [ 8.96 | 6.97 [ 11.95 | 9.96 | 7.97 [ 12.95 | 10.95 | 8.96

| Atlans]  [[11.47 [ 8.92 [ 6.56 | 11.98 | 9.48 | 7.17 [ 12.36 | 9.94 | 7.68 |

Tab. 4.2 Valeur centrale de A : A = 0.77 -3 am ™2, qp = 5 am.

122



a+10% - + |+ +0 [0 [0 [ - — —
a'+10% + +0 | — + +0 — + +0 —
M[10° M) [ 214 [1.95 [ 1.75 [ 1.95 [ 1.77 [1.59] 1.75 [ 1.59 [ 1.43
—pgl"] 11.59 | 9.48 | 7.38 | 12.64 | 10.54 | 8.43 | 13.70 | 11.59 | 9.48

| Atlans] [ 11.27 [8.77 | 6.46 [ 11.76 | 9.32 | 7.05]|12.13 | 9.75 | 7.55 |

Tab. 4.3 Valeur minimale de A : A =0.77 -3 am™2 — 20%, ag = 5 am.

a+10% + + + +0 +0 +0 | — — —

o/ +10% + +0 | - + +0 [ - |+ +0 |-

M[10"Mg) [ 2.00 [1.82 |1.64 [1.82 [1.65 |[1.49]1.64 [1.49 |1.34

i 12.99 | 10.63 | 8.27 | 14.18 | 11.81 | 9.45 | 15.36 | 12.99 | 10.63
| Atfans] ]| 10.36 | 8.07 [ 5.95 [ 10.80 | 8.57 |6.49 | 11.12 | 8.96 | 6.94 |

Tab. 4.4 A =0, ay =05 am.

| ao[am] [o1 [o3 Jos Jo7 1 |2 [3 [4 [5 [6 |
M[10"Mg] || 0.04 [ 0.29 [ 0.62 | 0.91 | 1.22 | 1.62 | 1.73 | 1.77 | 1.79 | 1.80
—psl'] 4.03 | 6.64 [ 8.05 | 8.82 [ 9.38 | 9.85 [ 9.93 [ 9.95 | 9.96 [ 9.96

| At[years] [ 0.17 [ 1.30 | 2.90 [ 4.40 [ 6.08 | 8.44 | 9.10 [ 9.36 [ 9.48 | 9.55 |

Tab. 4.5 A=0.77-3 am % ag = 5", oy = 10".

| ao[am] [7 [8 9 J1wo [11 [12 |15 [19 [30 [100 |
M[10"®Mg) || 1.80 | 1.81 | 1.81 | 1.81 | 1.81 | 1.82 | 1.82 [ 1.82 [ 1.82 | 1.82
—psl'] 9.97 1 9.97 [ 9.97 [ 9.97 [ 9.97 [ 9.97 | 9.97 [ 9.97 | 9.97 | 9.97

| At[years] [ 9.59 [ 9.62 [9.64]9.65]9.66 | 9.67 | 9.69 | 9.70 [ 9.71 [ 9.71 |

Tab. 4.6 A =0.77-3 am 2, ap =5", o/ = 10".
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Deuxiéme partie

Génération et interprétation de
solutions stationnaires en théorie

d’Einstein-Maxwell
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Chapitre 5

Les équations d’Einstein-Maxwell

dans le cas stationnaire

Dans la théorie de la relativité générale, une région de ’espace-temps contenant un
champ électromagnétique est régie par les équations d’Einstein-Maxwell. On dit qu’un
champ d’Einstein-Maxwell est stationnaire s’il existe un champ de vecteurs de Killing ¢, ()
de genre temps, ce qui permet d’avoir, par un choix judicieux du systéme de coordonnées,

des composantes g,,, du tenseur métrique indépendantes du temps.

5.1 Les équations d’Einstein-Maxwell & 4 dimensions

Les équations couplées de Maxwell (sans source) et d’Einstein peuvent étre dérivées de
Paction d’Einstein-Maxwell (en unités gravitationnelles, G = 1, pour la gravitation et en

unités de Gauss pour l’électromagnétisme)

1

S T

[ o VRl-R+ g4 By, 5.1)
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ou F),, est le tenseur antisymétrique champ électromagnétique,

Fun=D,A, — DA, = 0,A, —0,A,, (5.2)

ou D, est la dérivée covariante associée & la métrique,

D,A, = 0,A, — T, A, (5.3)
Le tenseur énergie-impulsion
2 68 1 1
o G ) o0

(ot Sy, est 'action matérielle) est de trace nulle, T' = ¢g"*T),, = 0. Il en résulte que les

équations d’Einstein-Maxwell s’écrivent

1
DL = =0 (VIal ™) =0, 55)
g
v 1% 1 lo
R =2 <FWF £ — O Fpo F” ) : (5.6)

5.2 Vecteurs de Killing

La méthode de Killing est une méthode rigoureuse pour la détermination des inva-
riances d’une métrique sous certaines symétries données. On dit qu'une métrique g, (x)

est invariante sous la transformation

ot — 2!, (5.7)
si
ox'* oz’ ,
Gpo(T) = wﬁguu(l‘ ). (5.8)
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Si on passe & la forme infinitésimale
ot — o't =2t + (), |e| <1, (5.9)
la condition d’invariance se réduit, au premier ordre en €, a
§10ugpo + Guo0p! + gpu0,8" = 0, (5.10)

avec 0, = 0/0x*, la dérivée partielle par rapport a la coordonnée z*. En utilisant ¢ u =

g€’ (5.10) se réécrit sous une forme covariante comme
D,&, + Dy, = 0. (5.11)

Les £" sont les composantes du vecteur de Killing associé a la transformation. Ce vecteur

de Killing permet de construire un champ vectoriel défini par 'opérateur dérivation

(@) Oy (5.12)

5.3 Reéduction des équations d’Einstein-Maxwell & 3 dimensions

Comme on ’a déja dit, I'espace-temps stationnaire admet un champ de vecteurs de
Killing £#(x) de genre temps,

€]° = gugte” <. (5.13)

Dans un tel espace-temps, le tenseur métrique se décompose en un scalaire d’espace ggg =
—f (potentiel gravi-électrique), un vecteur d’espace go; = — fw; (w; potentiel vecteur gravi-
magnétique appelé aussi champ vectoriel de Kaluza-Klein) et un tenseur d’espace g;; =

fflhij — fwiwj, avec 4, j = 1,2, 3 et les champs f, w; ainsi que la métrique réduite h;; sont
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exprimés en termes des coordonnées d’espace z'. La métrique s’écrit sous forme compacte
comme [53] [17]
ds? = — f(dt — w;dz")* + f~ hijda’da’. (5.14)

Cette décomposition est appelée aussi “réduction de Kaluza-Klein” par analogie avec la
réduction de 5 & 4 dimensions. Le champ électromagnétique se décompose aussi en un

champ électrique et un champs magnétique
E; = —Fp, B;=Fjy=e;F", (5.15)
qui, en ’absence de source matérielle (Tgté = 0), dérivent des potentiels scalaires v et u,
E=-Vv, B=Vu (5.16)

Donc

FiO = al"l), Fij = fh_1/2€ijk8ku. (517)

La composante vectorielle d’espace des équations d’Einstein, d’apres (5.6|), est

R} = 2Fy;F", (5.18)
ol le membre de gauche
R — —%f[V/\(fQV/\cU)]i, (5.19)
et le membre de droite
2Fp; FY = 2f(Vu A Vo)' = fIV A (uVv — vVu)]". (5.20)

Donc, I'équation ([5.18]) s’integre par

— th_1/2hij6jk18kwl + 2(udjv — voiu) = X, (5.21)
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ou x est le potentiel de twist. Notons que les potentiels scalaires f, x, v et u peuvent étre

regroupés en deux potentiels complexes, dits potentiels d’Ernst,
E=f—[WP+ix, ¥=v+iu. (5.22)

Les équations d’Einstein-Maxwell restantes se réduisent aux équations d’Ernst [25], 26]

fV2E =VE - (VE + 24*Vp), (5.23)

V%) =V - (VE + 20" V), (5.24)
1

f?Ri;(h) = Re FEGEG) T 2WE W) — 269 )| (5.25)

avec, i = 0, (i,7) = (ij + ji) /2. Les produits scalaires et le Laplacien sont calculés a partir

de la métrique réduite h;;.

5.4 La symétrie SU(2,1) du modéle sigma (Kinnersley)

Les équations d’Ernst (5.23]), (5.24)) et (5.25]) sont invariantes sous un ensemble de huit

transformations, (£,1) — (£’,1’), qui changent les potentiels d’Ernst sans modifier le
membre de gauche de , donc la métrique réduite h;; & trois dimensions. Ces trans-
formations engendrent le groupe SU(2,1) [16]. Certaines de ces transformations sont des
transformations de jauge généralisées (transformations de coordonnées ne modifiant pas
la métrique réduite h;; et transformations de jauge électromagnétiques), trois seulement
(symétries cachées) permettent d’engendrer une solution vraiment nouvelle & partir d’une
solution initiale donnée (e.g. la solution chargée de Reissner-Nordstrom a partir de la so-
lution neutre de Schwarzschild).

Une représentation plus simple a utiliser est la représentation de Kinnersley [54]. On
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introduit trois potentiels complexes, U, V et W, reliés aux potentiels d’Ernst par

Uv-w |4

E=ow YT uaw

(5.26)

conduisant &
U?+ V]2 = [W]?
U + W|?

f=Re&+[Y)? = (5.27)

La redondance de cette paramétrisation (trois potentiels complexes = six potentiels réels,
au lieu de quatre initialement) n’est qu’apparente, les potentiels de Kinnersley n’étant

définis par (5.26) qu’a une dilatation complexe
(U, V,W) = (U, V,W), (eC, (5.28)

prés. On montre alors que le groupe SU(2,1) a huit générateurs agit linéairement sur
le “spineur” (U, V, W), laissant la norme |U|?> + |V|? — [W|? et la métrique réduite do?

= h;jdx;dx; invariantes.
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Chapitre 6

Génération de solutions en

rotation

Notre étude dans ce chapitre concerne une extension de la méthode de génération de
solutions en rotation par transformation finie de Geroch [23], en introduisant un parameétre
supplémentaire « associé a la dualité électromagnétique. Nous voulons savoir si les solutions
en rotations ainsi générées dépendent de fagon significative du parameétre « (si par exemple
elles possédent un moment quadripolaire). Pour cela, nous allons traiter cette question dans

quelques espaces-temps, statique, non statique, neutre et non neutre.

6.1 La transformation finie de Geroch II'R(Q)1I,

Les transformations du groupe SU(2,1) ne permettent pas de relier directement une
solution statique, monopolaire (telle que la solution a symétrie sphérique de Schwarzschild)
a une solution en rotation uniforme, avec moment dipolaire (telle que la solution a symétrie
axiale de Kerr).

Cependant, le groupe de Geroch permet de combiner & l'infini des transformations

infinitésimales de SU(2,1) (associé a la réduction dimensionnelle par rapport a un vecteur
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de Killing donné) avec des transformations linéaires infinitésimales dans 'espace a deux
dimensions engendré par deux vecteurs de Killing d; et 0.

Une méthode permettant de générer une solution en rotation a partir d’une solution
statique a été formulée par Clément en 1998 [24]. Cette méthode combine une certaine
transformation IT de SU(2,1) avec une transformation de coordonnées R(2) (passage a
un repére tournant a la vitesse angulaire 2) agissant sur une solution intermédiaire non
asymptotiquement plate. L’application de la transformation inverse II™! va conduire & une
solution asymptotiquement plate. Cette combinaison de transformations I~ R (Q)II étant
un cas particulier des transformations de Geroch.

Si la solution initiale est asymptotiquement plate et monopolaire, donc asymptotique

a la solution de Schwarzschild,
ds® = —(1 — 2m/r)dt* + (1 — 2m/r) " tdr® + r2(d6* + sin® 0dy?), A =0, (6.1)

ou les potentiels d’Ernst sont de la forme (5.26) avec U = r/m — 1,V =0et W =1, la

transformation
U— -V

I:¢ v-U (6.2)
W —-Ww

donne une solution non asymptotiquement plate (chapeautée), plus précisément asympto-

tique a la solution de Bertotti-Robinson,

dz? dy?
2—-1 1-—92

ds? = m? (xz — 1)d7’2 — —(1- y2)dg02 , A= madrT, (6.3)

avec 7 = mflt, x =r/m—1 et y=cosf. Ensuite, le passage au repére tournant défini par

R(Q) : dp = d¢’ + Qdt, (6.4)
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préserve toujours le caractére asymptotiquement Bertotti-Robinson de la solution obtenue
(pour une solution initiale électrostatique, le passage a ce repére tournant induit un champ
magnétique). L’application de la transformation inverse II™! permet d’obtenir & la fin une
solution asymptotiquement plate avec en général un moment dipolaire magnétique et un
moment dipolaire gravimagnétique, c’est-a-dire un moment angulaire.

Nous allons généraliser cette méthode en considérant une famille de transformations a
un paramétre a, IR (Q)IL,, et ainsi établir les formes les plus générales des potentiels
d’Ernst de la solution en rotation.

Commencons dans une premiére étape par la transformation linéaire complexe

U— —eV
o : 8 V—eiay (6.5)
W —-Ww

qui transforme, en utilisant ([5.26)), les potentiels d’Ernst (€, ) d’une métrique initiale don-
née (asymptotiquement plate) en (f’ , 1,2)) d’une métrique chapeautée (non asymptotiquement

plate) via les expressions suivantes ([5.26))

1-— 2¢i . . 1
E + 2e'*Y zp:AVA:e*m;g (6.6)

g U=W_
S U+W 1 — & - 2eiw)p’ U+W 1— & —2eiq)’

|

avec une métrique réduite invariante,

hij = h” (67)

Pour illustrer la procédure a suivre, prenons la forme générale d’une métrique station-

naire axisymétrique écrite en coordonnées de Weyl (x!, 22, ¢),

d8® = = f(dt — &dp)® + [ (Vpnda™da" + p*di”), (6.8)
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avec

Gzt = (2!, 2?)de, P’ =0, mn=12 (6.9)

Les coordonnées cylindriques (z! = p, 22 = z,¢) que nous allons travailler avec sont un cas
particulier des coordonnées de Weyl. Les fonctions de la métrique f 1) et w {D sont

calculés & partir des potentiels € et 1%,

f = Re&+|yf (6.10)
Ot = —pf2Im(Op€ + 20" Om1)), (6.11)

avec
Om = ’y_l/zwmne”pﬁp. (6.12)

Dans une deuxiéme étape, appliquons sur la solution “chapeautée” la transformation de
coordonnées R (|6.4]) qui permet de passer & un repére tournant a la vitesse €. La métrique
se transforme en une nouvelle métrique (qui est toujours non asymptotiquement plate)

avec les fonctions [24]

fr=Fl1—00)? —2p*f 7, (6.13)
(14 Q0" f = (1-Q0)f, (6.14)
P = ms A =0 (6.15)

Les composantes transformées correspondantes du champ électromagnétique sont
Fro = Fmo +QFp3,  Fp3 = Fns, (6.16)

ce qui donne, en faisant usage des relations (5.17)), le potentiel d’Ernst

Ot = O’ + 01t = [(1 — QD) + iQpf 2 Dyn] ). (6.17)
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Cette équation (6.17) s’intégre pour donner
U = (1—Qd) +iQ0, (6.18)

ou le potentiel dual d’Ernst (Ab (qui s’obtient aussi par intégration de la deuxiéme équation

d’Ernst (5.24)) est défini par
Om® = pf L0t — O, (6.19)
En utilisant les expressions de f’ et de 17[)’ , on en déduit la partie réelle de & ,
Reé’ = f' = |0/[2 = (1 — Q)2 Re € — 20(1 — Q) Im($*9) — Q2(2F 1 + [32).  (6.20)
On trouve, apres calcul (Annexe , pour la partie imaginaire de ol I’expression
Imé& = (1 - Q)2 Im € + 29[ + (1 — QD) Re(¢* )], (6.21)
ou la nouvelle fonction Q est reliée au potentiel dual d’Ernst F ,
OmF = pf " LOmE — i€, (6.22)
par
OmG = (1 — Q&) Re O (F + 2) + QIm[p? f2(0mE /2 + 0*Oph) — ¢* O] (6.23)
Il s’ensuit que 'expression du potentiel & prend la forme suivante
E = (1—-Qu)2E — (P2 f 1 +|8)?) + 2iQ[G + (1 — Q@)P*¢]. (6.24)
Dans une troisiéme étape, nous allons appliquer la transformation inverse II ;! pour
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transformer les potentiels d’Ernst (£7,¢) en (£,1') d’une solution finale asymptotiquement

plate, via les expressions suivantes

1— & — 2ty : 1+¢&
£ = ——e‘b, W S b (6.25)
1— &+ 2¢i) 1 — & + 2eieq)

6.2 Solution initiale non statique et neutre

Nous allons montrer dans ce qui suit que pour une solution initiale non statique (ou
statique) et électriquement neutre, le paramétre o n’a pas d’effet sur la solution finale.

Une solution non statique (f,w # 0) et neutre (¢» = 0) est caractérisée par
E=f+ix, (6.26)
ou le potentiel de twist x est défini par
Omx = —f2p L Opw. (6.27)
La transformation II, donne les nouveaux potentiels (12), & ),
E=—1, ¢p=e,, (6.28)
ol 1}0 ne dépend pas du parameétre « et est donné par

bo = ——. (6.29)

D’otu on tire les nouvelles fonctions de la métrique ( f, w) indépendantes du paramétre «,

f=fo=l? -1, &=, (6.30)
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avec wg donné par

o = —2f5 2p T (Y 0miby)- (6.31)

Le potentiel dual 1D ne dépend pas non plus de « tandis que gAb {i n’en dépend que

trivialement par une transformation de dualité électromagnétique,
F = —ilg, ¢=e ", (6.32)

ol ¢y est défini par

8ma)() = pf()_lém{bo - i{boam@o- (6.33)

Le passage a un repére en rotation, par application de la transformation R (6.4)), trans-

forme, d’aprés 1' et 1) les fonctions de la métrique ( f, W) en

P = f5 = fol(1 — Qao)? — Q202 f52], (6.34)
@o(1 — Qo) + Qp2fy2
(1 — Qo) — 022 f5

N
w

W) = (6.35)

qui sont indépendants du paramétre «. Les potentiels d’Ernst (fb, & ) se sont transformes,

dapres (B.15) et (6:24), en

A~

U = e, P = (1 — Q) 1 + 10, (6.36)
& =& =—(1- Qo) — LP(p*fo ' + |dol?) + 2iQ[G + (1 — Qo) Y], (6.37)

ol le potentiel & est indépendant du parameétre « et la fonction G 1) est donnée par

am(j = (1 - Qfi’O)‘amz + QIm(p2f0_21%3m{b0 - &E‘Sam(%o) (6-38)
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La transformation finale II ! (6.25) donne les potentiels d’Ernst de la solution finale

1— &) — 2y}
1— &+ 205

1+ &)

g = —
1— &+ 29

Y = e (6.39)
On remarque que le potentiel £ est indépendant du paramétre o tandis que le potentiel v’
n’en dépend que trivialement par une transformation de dualité électromagnétique. Il vaut
aussi la peine de noter que la nouvelle solution n’est pas neutre, mais on peut toujours
éliminer la charge électrique par une transformation appropriée (e.g. dans le cas de la
solution initiale statique de type Schwarzschild, I’élimination de la charge électrique se fait

par le biais d’une dilatation du temps conduisant & une solution finale en rotation de type

Kerr [24]).

6.3 Solution initiale non statique et non neutre

Toutes les solutions connues explicitement des équations d’Einstein-Maxwell dépendent
seulement de deux potentiels. Nous allons supposer de plus que les potentiels d’Ernst
complexes sont liés linéairement, £ = £(1), ce qui est le cas de beaucoup de solutions
connues. Dans le cas général, on ne peut rien dire, les formules étant trop compliquées.

Nous allons montrer, contrairement & la solution électriquement neutre, que pour une
solution initiale non neutre la solution finale dépend effectivement du parameétre «. Dans
le cas particulier de la solution non statique de Kerr-Newman, I'effet de ce parameétre se
présente sous forme d’une charge gravimagnétique NUT (Newman, Unti et Tamburino).

Les potentiels d’Ernst correspondant & une métrique non statique (f, w # 0) et non
neutre (¢ # 0) sont

E=f—|W+ix, ¢ =uv+iu (6.40)

Nous allons nous intéresser a une classe de solutions dépendant d’un potentiel complexe
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lié linéairement au potentiel £ par la relation (telle que £(c0) =1 et 1)(0c0) = 0)
E=1-2ky, (6.41)

ou k = e"|k| est un parameétre complexe.

La transformation II,, donne
Y =e"Npy, &€ =1—2\k = const, (6.42)
ou 12)0 (indépendant de «) et A sont donnés par
Yo=¢ ' —k, Al=k—eo (6.43)

On en tire

F=IM*fo, Re€E=|APA—k?), Imé&=x=—2/k|N?sin(a—n), &=\ 2o,

(6.44)
ol fo et Wo ne dépendent pas de a et sont définis par
fo=F1017% dmbo = ~20f5 > Tm(d§0miby). (6.45)
Le calcul des potentiels duals et donne
b =e NG, F=—i| A2k, (6.46)
ol (ESO ne dépend pas de « et est défini par
Omo = plo Omtbo — WoOmo- (6.47)

Le passage & un repére en rotation, R (6.4)), donne pour les fonctions de la métrique les
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expressions

F' =P fol(1 = 2a@0)* = 307572, (6.48)
o = |)\‘—2 LDO - Q)\(d}% — p2f(;2) (649)
(1 — Qio)2 — V32 f; 2
otll, dans un but de commodité, on a posé
Oy = QN2 (6.50)
La métrique réduite ~, ., (6.15) dépend de «,
’%rm = [(1 - Q)\('DO)2 - Q§p2f(;2]7mnv (651)

mais seulement par une renormalisation du parameétre Q (2 — ). Les potentiels d’Ernst

(6.18) et (6.24]) prennent les formes suivantes

~

P = Ne (1 — Qadvo)tbg + i), (6.52)

E = (1 — @0)%E — NP2 fo + [dol?) + 2N G + (1 — Qado)dodo),  (6.53)
avec (6.23])

OmG = (1 = Qa@0)dm [z — 2|kl o sin(e — )] + Q0 Tm (G + p° fo *V50mtby).  (6.54)

Contrairement aux résultats obtenus précédemment dans le cas de la solution neutre, il est
A remarquer ici que le parametre o apparait explicitement, & I'occasion des termes en A
, dans les expressions des potentiels {b’ et &' Ensuite, la solution finale que nous allons
obtenir par application de la transformation inverse IT;! va aussi dépendre du paramétre

Q.
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6.3.1 Application a la solution de Kerr-Newman

Les potentiels d’Ernst qui correspondent a la solution de Kerr-Newman en coordonnées

sphéroidales prolates sont donnés par

p(pr —iqy) +m pw(px —iqy) +m
avec
pw=m?—e* q=a/u, p+q¢ =1, (6.56)

ot a = J/m est le moment angulaire par unité de masse. Donc, les potentiels d’Ernst 1 et

& sont liés linéairement par (6.41]) avec
kE=m/e. (6.57)

Les coordonnées sphéroidales prolates sont reliées aux coordonnées canoniques de Weyl et

aux coordonnées de Boyer-Lindquist (7, 6) par
P’ =p?p*(a® = 1)1 - %), z=ppry, ppr=r—m, y=-coso. (6.58)

On en tire les expressions des fonctions de la métrique

12 F(z,y) L a1—y?)

2
) = e’ —2m(upx +m)|, 6.59
(ppr +m)? + p2q?y? pF (z,y) [ (v ) (6.39)

ol on a défini la fonction F(x,y) comme

F(z,y) =p’z” + ¢*y* — 1. (6.60)
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Le calcul des 7,,,, de la métrique réduite donne

_ WPF(z,y) _ WF(z,y)
Y11= 21 Y22 = -2

La transformation II, donne (6.42)), (6.44) et (6.46)),

= e_ia)\{bo, E=1-— 2 m /e,
F=1Pfo, o=,
¢=e Ny, F = —i|]A| 2,

avec

Yo = plpz —iqy)/e,  fo=pPF(x,y)/e.
Le calcul de wy 1' et (?)0 1j donne aprés intégration

1— 2
o 21—y

p(z? — 1)y +igz(1 — y?)

¢o = —(ey + ihgwo) = —ep

wo )
pF (z,y) F(z,y)

(6.61)

(6.62)
(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

Le passage & un repére en rotation R (/6.4]) donne les nouvelles fonctions de la métrique

(6.48) et (6.49),
q(1—y?

“/:/\QQF/ 2 A/:)\—22

ou on a défini cette fois-ci une fonction F'(z,y) par
F'(a,y) = p®a® + %% - 1,
avec les nouveaux parameétres

p12 _ B—2p2’ q12 _ 5—2(1 + l/)2q2, p12 +ql2 _ 1’

p? =’ BP=p"+1+v)¢ v=eW/a
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Les nouveaux 7, ... de la métrique (6.15) dépendent du parametre « et sont donnés par

Fl(z,y)
Yonn = 67 Fla.y) ™ (6.71)
D’ou les composantes non nulles,
12 1/ 12 1/
P o i G2 ) R R T 0 C2Y)
= = 6.72
711 2-1 Y22 1— yg ( )
Le nouveau potentiel d’Ernst est (6.52)
W = e TNy — QA Pey) = e M (p'x — ig'y) e (6.73)

La partie réelle du potentiel & peut s’exprimer en termes de la partie réelle de & et est
constante,

Ref' = f' — [i]> = B*Re € = —u|AP/e?. (6.74)

La partie imaginaire du potentiel g 1’ est
Im & = 2N —k(1 — Q&) sina + N [G — (1 — o)z}, (6.75)
ot la fonction G est donnée par ,
OmG = (1 — D3@0)Om (2 — 2kg sin @) + Q0 Im(dgIm @5 + 2 fo 250m i) (6.76)

Le calcul du deuxiéme terme de cette derniére, en tenant compte des expressions de 1, de

fo 7 de ¢ et de wo (6.66), donne

Im(gboam{ba + pzfoizr(zjaam'&o) = —20mWo. (677)
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Il s’ensuit que la fonction G s’intégre facilement pour donner
G = (1 — Q@) [k (1 — Qdp) sin v + 2] + const . (6.78)

En reportant dans 1) on obtient pour la partie imaginaire du potentiel constant £
une valeur constante arbitraire qu’on peut choisir égale & la partie imaginaire du potentiel

constant & ,

Im& =Imé = —2k|A\%sina. (6.79)
D’ou
E' = —20(a+ €%y /2) = — |\ (12 /€ + 2iksin a). (6.80)

Les potentiels d’Ernst obtenus, tous calculs faits, par application de la transformation

finale TI;* (6.25) sont ceux de la solution de Kerr-Newman-NUT [55],

o W Pw—igy) — (m' — m’)’ W = ¢ +ig (6.81)
1

W (p'e —iq'y) + (m' —in’) (P’ —iq'y) + (m' —in')’

ou €, g', m' et n’ sont respectivement les nouvelles charges électrique, magnétique, gra-
viélectrique (ou masse) et gravimagnétique (ou charge NUT) exprimées en fonction des

anciennes charges électrique et graviélectrique par

¢ =e+eQa+ QN 2/2)(kcosa— 1), ¢ =mQ(a+ QA 72/2) sin a,(6.82)

m' =m+ eQa+ QA 2/2)(k — cosa), n' =eQ(a+ 2QN72/2)sina, (6.83)
ou le parameétre « intervient dans toutes ces expressions avec ((6.43))
A 72 = (k — cosa)? + sin? a. (6.84)

On peut montrer facilement que les charges électrique, magnétique et gravimagnétique
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ainsi que la masse m’ sont liées par les relations
Ml2 — m12 + n/2 o 6/2 o 9/2’ (685)

(m' —m)2+n? = (e —e)? + ¢ (6.86)
On en tire les parties réelle et imaginaire de &',

M/Z(p/2x2 + q/2y2) _ (m/Q 4 n/2)

Re&' = , 6.87
(W' +m')? + (Wa'y +n')? (057
2 (n'p'x — m'q'y)
X/ = Imé&' = 175 AY o AVA (6'88)
(W'p'z +m')? + (w'q'y +n')
La fonction de la métrique f’ est
f/ — IU’IQF/($7 y) (6 89)
(w'p'z +m')? + (Wa'y + n')* '

La fonction de la métrique w’ est donnée par

Omw’ = —pf' "2 Im (O & + 20" Ot)). (6.90)

Le comportement asymptotique des potentiels d’Ernst au voisinage de I'infini est le suivant

[ QQ 0 /
g 12— oim! —in) (ate A),;OS LA (6.91)
T T
/ -/ QQ 0 /
W o~ & :lg Ll +ig) @) cosO (6.92)

72 )

avec u'p'x = upr =1 —m' et v =r+m’ —m.

Notons que cette méthode de génération de solutions par application de la transfor-
mation combinée IR (Q)II est exploitée a la base pour générer des solutions en rotation
a partir des solutions statiques [24]. Bien qu'il existe d’autres transformations pour géné-

rer des solutions avec une charge NUT, la transformation généralisée & un parameétre «,
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I, 'R(Q)I,, constitue une nouvelle méthode pour la génération de solutions NUT & partir

des solutions non neutres.
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Chapitre 7

La solution de

Reissner-Nordstrom-NUT

La solution stationnaire & symétrie sphérique la plus générale est celle de Brill obte-
nue en 1964 [27], qui dépond de quatre parametres correspondant aux charges électrique,
magnétique, graviélectrique (ou masse) et gravimagnétique (ou NUT). Cette solution se
réduit & celle de Reissner-Nordstrom dyonique en ’absence de la charge NUT et a celle
de Taub-NUT [560] 28] en I’absence des charges électrique et magnétique, ce qui motive
lappellation métrique de Reissner-Nordstrom-NUT (en abrégé RN-NUT).

En labsence du moment angulaire a = 0 (¢ = 0), la solution de Kerr-Newman-NUT
coincide avec celle de Reissner-Nordstrom-NUT. Donc, les potentiels d’Ernst de la
solution de RN-NUT s’écrivent (en éliminant pour simplifier la notation ’)

e+1ig
r—in’

g:r—2m—|—in7 b=

r—1in

(7.1)
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D’ou la solution de RN-NUT

ds* = — f(r)[dt — w(0)de]* + f(r)"tdr? + (r* + n?)(d6? + sin® 0dp?®),  (7.2)

A= (r)[dt — w(B)dy), (7.3)

ol A est le potentiel électromagnétique associé, avec

r—m)? + b2
f(r)= (7'2—1—)71—;6’ w() =2n(cosd +C), P(r)=—+ 55— (7.4)

ou C est une constante d’intégration et
¥V =—p2=e>+¢>—m?-—n’ (7.5)

Dans ce qui suit, on examine de facon approfondie les propriétés géométriques et phy-
siques de la solution de RN-NUT, dans le cas ot celle-ci ne présente pas d’horizons mais a

¢

une topologie du type “wormhole” (trou de ver) avec deux régions distinctes a l'infini de
genre espace, et montrer qu’elle est réguliere (géodésiques complétes) et que le wormhole
RN-NUT est bien traversable. Concernant les courbes fermées de genre temps (CTC) qui
sont possibles dans le cas d’une solution avec une charge NUT, et qui pourraient conduire

a des violations de la causalité, on montre que le mouvement d’une particule en chute libre

est causale aussi bien pour une particule neutre que pour une particule chargée (venant de

linfini).

7.1 Charge gravimagnétique et corde de Misner

Le terme croisé en dtdy proportionnel a la charge NUT n de la métrique (7.2]) présente
une singularité connue sous le nom de corde de Misner [57], analogue gravitationnel a la
corde de Dirac dans le cas du monopole magnétique qui a été postulé par Dirac en 1931

[58] dans le cadre de la théorie classique de I’électromagnétisme.
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Dirac est parti de la remarque que les équations de Maxwell prennent des formes sy-

métriques pour les deux champs électrique et magnétique,

. R . . . 9FE
V-E=pp, VAE=2", V-B=0, VAB=py+

ey (7.6)

Dans le vide (p = 0, j = 0) ces équations, en utilisant les unités egpg = ¢ 2 = 1, deviennent
symétriques dans ’échange E < B. Dirac a donc proposé que, par analogie avec le champ
coulombien, il pourrait exister une charge magnétique g ponctuelle comme I’électron, donc
un seul pole (contrairement & un aimant qui posséde deux poles opposés), qui génére un
champ magnétique radial B=— gr—37. En intégrant en coordonnées sphériques 1’équation

B=VA ff, on obtient le potentiel vecteur
A, = —g(cosf+C). (7.7)

Ce potentiel est singulier sur le demi-axe des z négatifs (le demi-axe 6 = 1) pour C' = —1
ou sur le demi-axe des z positifs (le demi-axe §# = 0) pour C' = 1. Pour d’autres valeurs de
C (e.g. C =0), il y a deux singularités. Ces (ou ce) demi-axes sont la corde de Dirac qui
relie le monopole magnétique a 'infini.

Il en est de méme pour le champ de Kaluza-Klein (), analogue au potentiel vecteur
magnétique ff(a‘:’) Pour C = —1, la singularité au pole nord § = 0 est absente tandis
que la singularité au pole sud en 6 = w disparait sous la transformation de coordonnées
t — t' = t—4nyp. Etant donné que la coordonnée ¢ est périodique avec Ay = 27, alors pour
faire disparaitre la singularité, Misner a proposé d’imposer la périodicité de la coordonnée
temporelle [57] avec la période At = 87n (on peut suivre le méme raisonnement pour
C = 1). Néanmoins, cette condition pose des problémes! Premiérement, elle donne lieu a
Papparition des courbes fermées de genre temps (CTC) (voir chapitre partout dans
I’espace-temps et deuxiémement, la continuation analytique, dans le cas du trou noir, a

travers les deux horizons ne peut pas étre réalisée.

149



Une deuxiéme interprétation alternative, afin de rendre la corde de Misner inobservable,
était d’abandonner 1'idée de la condition de périodicité de la coordonnée temporelle et
considérer la corde de Misner comme une source matérielle singuliere du moment angulaire
(une sorte de défaut topologique). Ce point de vue a été suggéré par Bonnor et autres
[59, [60, 61]. Etant donné que cette singularité (corde de Misner) est toujours présente, on
croyait [62] que les géodésiques s’arrétent sur les axes polaires et que ’espace-temps de ce
fait n’est pas géodésiquement complet.

En raison de problémes d’interprétation liés a ’existence de cette corde, la solution de
RN-NUT a été peu étudiée dans le cas général, et ce uniquement dans le cas ot elle présente
des horizons. Pourtant, si cette charge NUT n’est pas nulle, 'espace-temps de RN-NUT
ne présente pas de singularité (a l'exception de la corde de Misner qui correspond & une
singularité de coordonnées). Nous verrons plus loin qu’il est géodésiquement complet. Si
de plus la somme des carrés des charges électrique et magnétique est suffisamment grande,

cet espace-temps ne présente pas non plus d’horizon.

7.2 Reégularité, trous noirs et wormholes

7.2.1 Reégularité

Nous allons nous intéresser aux trous noirs et wormholes (leurs définitions seront don-
nées dans les prochaines sous-sections et [7.2.3)) en présence du parametre NUT, plus
précisément dans un espace-temps caractérisé par la métrique de RN-NUT. Remarquons
tout d’abord que contrairement a la solution de Schwarzschild (ou RN) la solution de RN-

NUT, pour une charge NUT non nulle n # 0, n’a pas de singularité centrale en r = 0. En
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effet, le calcul direct du scalaire de Kretschmann révele que

8e' L ®
(r2+n2)*  (r2+n?)
2mr((e”? — 6n?)rt — 10(e”? — 2n*)nr? + (5¢/2 — 6n?)nt] +

RMP Ry po 5 {(m? = n?)[r® — 15n%r* 4+ 1502 — nb) —

e?[(e”? — 10n?)rt — 2(3¢”? — 10n?)nr? 4 (&2 — 2n%)n1]}, (7.8)

qui, en 7 = 0, prend une valeur finie,

8et + 48[(e? — n?)? — m2n?|

nd

RMYPP R pe = , (7.9)

ol nous avons posé

e? =% 4 g2 (7.10)

En raison de ’absence de la singularité centrale, la solution de RN-NUT peut étre considérée

comme une régularisation de la solution RN.

7.2.2 Trou noir

Un trou noir est une région de ’espace-temps ot la gravité est si forte que rien ne peut
s’en échapper par un certain horizon appelé “horizon des événements”. Dans le cas du trou
noir de Schwarzschild, I'horizon des événements est donné par les zéros de la composante
gt de la métrique de Schwarzschild et correspond donc a la surface r = 2m (rayon
de Schwarzschild). Donc nous avons deux régions distinctes et déconnectées causalement,
la région r > 2m ou les particules peuvent aller jusqu’a l'infini et la région r < 2m ou les
particules sont piégées quelle que soit leur direction d’émission.

Dans le cas de la solution de RN-NUT, pour b? < 0 (m? + n? > €% + ¢?), donc p? > 0,

le potentiel gravitationnel newtonien

T*m2* 2
—gn=[f(r)= W? (7.11)
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a deux zéros, donc le trou noir de RN-NUT a (& I'instar du trou noir de RN) deux horizons
extérieur et intérieur en 7L = m £ p. Pour v = 0 (m? + n? = €% + ¢?) le trou noir de

RN-NUT a (a l'instar du trou noir de RN extréme) un double horizon en r4 = m.

7.2.3 ‘Wormbhole

Un wormhole est une région de ’espace-temps sous forme d’un cou (une gorge) cylin-
drique reliant deux nappes asymptotiquement plates symétriques et distinctes. Le wormhole
est dit traversable [63] si un observateur peut passer sans probléme d’une nappe a lautre.
En particulier, espace-temps doit étre géodésiquement complet. Morris et Thorne [63]
ont montré que ces wormholes ne peuvent étre supportés que par une source de matiére

exotique ne respectant pas la condition d’énergie positive. e.g. le wormhole d’Ellis [64]
ds? = —dt® + dr? + (r* + n?)(d6? + sin? 0dp?), (7.12)

qui est une solution des équations d’Einstein avec un champ scalaire fantome.

En revanche, D'existence théorique de la solution wormhole RN-NUT constitue un
contre-exemple qui mérite d’étre étudié. En effet, elle est soutenue par un champ de Max-
well qui ne requiert pas la présence d’une matiére exotique.

Pour b2 > 0 (m? + n? < €? + ¢?), donc

(r —m)2 + b2
r2 4+ n2

—gu=f(r)= >0, (7.13)

la solution de RN-NUT décrit un wormhole (lorentzien) reliant deux régions asymptotiques
(r — #00) par un cou de surface minimum égale & 47n? en r = 0. Remarquons le cas pour
f(r) =0 (m = 0, b®> = n?) ou la métrique ressemble & celle d’Ellis (7.12)) et aussi le cas

n? = 0 o la solution de RN-NUT se réduit & la solution de RN avec une singularité nue.
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7.3 Equations de la géodésique: Intégrales premiéres

Les équations de la géodésique s’écrivent
Y N e
it 4 Iy, ati” =0, (7.14)

ol nous avons noté * = d/dr et 7 un paramtre affine. Donc, on doit calculer au préalable

les symboles de Christoffel Ff;,, (Annexe [B)) qui ont pour expression

A1) 0 0
A _ 97 em 9pv  OGuw
L = 2 (83:” T ur T Bar ) ’ (7.15)

ou g (Annexe sont les composantes contravariantes de la métrique inverse de RN-NUT

(7.2). I1 s’ensuit que les équations des géodésiques (7.14) s’écrivent [65]

- fE—wp) rip  cosBp  nf(i—wp)d

P — VTP 49 — =0 7.16
we f T +n? sin (r?2 4+ n?)sinf . (7.16)

. f(r)f(i—‘ﬂ@)Q Jéf 02 1 win2p002)

r + 2’/" 2f r (9 +sin 990 ) - 07 (717)

0+2'I"T +nf( WQD)SIH 2 —Sin0C089§b2 :O, (718)

r2 + n?
. Y cos00p  nf(i —wp)d
AR P + n? sin 6 (r2 4+ n?)sinf 0 (7.19)

Ces équations sont les méme équations obtenues en faisant usage des équations de Lagrange

d oL oL
2= 7.20
dr 9z Ozt 7 (7.20)
ou L est le lagrangien défini par
1 (ds\?> 1
= — _— = — v i 21
L 2(d7'> 5 Iur 2", (7.21)
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c’est-a-dire
2L = —f(r)[t — w(@)@)? + f(r) "2 + (12 4+ n?)(6% + sin? 042). (7.22)

Remarquons qu’ici t et ¢ sont des variables cycliques (0L/0t = 0L/9¢ = 0) déterminant

chacune d’elle une intégrale premiere issue de I’équation (7.20). La premiere équation est

d

SO - w(0)2]} =0, (7.23)

qui s’intégre par

f)lf—w(®)¢] = E, (7.24)
ol F est une constante d’intégration jouant le role d’une énergie par unité de masse. La
deuxiéme équation est

%[%E cos § + (r? +n?)sin? 6] = 0, (7.25)

ot nous avons utilisé ([7.24]). L’intégration de cette équation donne

L.(6)

- ma L.(0)=J, —2nEcosb, (7.26)

ou J, est une deuxiéme constante d’intégration choisie comme la composante suivant 1’axe
des z du moment angulaire total J lié au moment orbital L que nous allons discuter dans la
section suivante. Le résultat (7.24)) nous permet de réécrire I’équation ((7.18)), apres avoir

multiplié par 72 + n?, comme

ali[(r2 +n2)0] = (r? + n?) sin 0 cos 0p? — 2nE sin . (7.27)
-
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On peut choisir le paramétre affine 7 tel que

or— (%Y _. (7.28)
S \dr) 7 '

au long de la géodésique avec € = —1, 0 ou 1, respectivement pour des géodésiques de genre

temps, de genre lumiére ou de genre espace. On en déduit immédiatement 1’équation,

7;2_E2

Y r? 4+ n2)(0% + sin? 0p?) = e. .
) + (r7 +n7) (07 +sin” 097) = € (7.29)

Nous allons maintenant relier, en utilisant la méthode de Killing, les variables angulaires
entre elles par une relation précise, ce qui permet de les éliminer de I’équation ((7.29)) et

ainsi établir une équation radiale s’écrivant uniquement en fonction de r et ses dérivées.

7.4 Vecteurs de Killing et variables angulaires

La métrique de RN-NUT admet quatre vecteurs de Killing, un vecteur £(¢) (invariance
dans le temps) associé aux translations temporelles et trois vecteurs £(z), £(y) et &(z)
(invariance dans I'espace) associés respectivement aux rotations autour des axes oz, oy et
oz générant le groupe O(3) qui caractérise la symétrie sphérique. Ces vecteurs de Killing

sont donnés (sans démonstration) par £(t) = £#(x)0, (5.12)),

£(t) =0 (7.30)
&(x) = _2n(1 + Ziiog 9) COSSO&: — sin pdy — cot 0 cos Y0, (7.31)
E(y) = (A Z;O; 2 Sm@at + cos @0y — cot 0 sin p0,,, (7.32)
£(z) = 2nC0O; + O,. (7.33)
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Les trois vecteurs de Killing de genre espace obéissent aux relations de commutations

suivantes

€(x),EW)] = &(2),  [€(y),&(2)] = &(x),  [6(2),€(x)] = £(y)- (7.34)

Ces trois invariances sous le groupe des rotations O(3) conduisent & la conservation du
moment angulaire total J dont ses composantes sont, tous calculs faits, données par J; =

0 — PV
§huy, avec uy = g1,

Je = —(r? + n?)(sin @f + cos O sin 6 cos ) + 2nsin b cos O E, (7.35)
Jy = (1% + n?)(cos pf — cos Osin 0 sin ) + 2nsin sin 9 F, (7.36)
J. = (r? + n?)sin® 0 + 2nE cos 6. (7.37)

Il est facile de voir, d’apreés les expressions (|7.35), (7.36)) et (7.37)), que le moment angulaire

total J peut s’exprimer comme la somme des deux vecteurs, le moment angulaire orbital

L et le moment angulaire de spin S ,

-

J=L+38S. (7.38)

Le moment angulaire orbital L (par unité de masse) est défini par sa formule usuelle &

condition que 72 soit remplacé par 2 + n?,

_ (2 2\ A A
L= (r"+n")f AT, (7.39)
ou 7 est le vecteur unitaire en coordonnées sphériques,

—

7 = 7/r = (sinf cos ¢, sin § sin ¢, cos §), (7.40)
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avec les composantes

Ly = —(r? + n?)(sin 0 + cos 0 sin 6 cos o), (7.41)
Ly = (r* 4+ n?)(cos pf — cos O sin O sin pip), (7.42)
L. = (r* + n?)sin? 6¢, (7.43)

a partir desquelles on calcule le carré du moment angulaire orbital 2,
P=L=L2+L2+L2=(r"+n?)?%@* +sin? 0%). (7.44)
Le moment angulaire de spin S est perpendiculaire au moment angulaire orbital et est

défini par

—

S = 2nE?, (7.45)

avec ses composantes

Sz = 2nsinf cos pF,
Sy = 2nsinfsin L,

S, =2nFE cosb, (7.46)

et
S? =82+ 82+ 8% =4n’E>. (7.47)

On en deduit le carré du moment angulaire total

JE= Tt = JR+ IR+ JE =1+ An?ER (7.48)
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Donc [? défini par (7.44) est constant. Il découle de l'orthogonalité des deux moments
angulaires L et S la relation

J-7=2nE, (7.49)

ou encore

Jzsinf cos ¢ + Jysinfsinp + J, cos 0 = 2nk, (7.50)

qui signifie que le mouvement de la particule, projeté sur une sphére r = const, se fait sur

un cercle (parallele) dont I’axe est dirigé suivant J et dont la colatitude 1 est donnée par
cosn=2nE/J, (J=|J]). (7.51)

En Iabsence de la charge NUT (n? = 0), le mouvement a lieu dans le plan équatorial
n = 7/2 (cas de la solution de RN ou de Schwarzschild).
En particulier, si J n'a qu’une composante J, (J, = J, = 0), '’équation |i devient

cos =2nE/J,. (7.52)

Reportons le résultat (7.52)) dans ([7.26]), ce denier se simplifie a

. J2
Q=

= . 7.53
7“2 +n2 ( )

Ces deux équations ([7.53) et (7.52)) décrivent le comportement des variables angulaires
dans le cas ou J est dirigé suivant I’axe des z.
Insérons maintenant le résultat ((7.44]) dans I’équation (7.29)), nous obtenons 1’équation

radiale

P2+ f(r) (lZ 5> = E2. (7.54)

r24+n2
Remarquons que cette équation est identique & ’équation du mouvement radial pour la

métrique ([7.2)) en l'absence du terme w(f). En particulier, pour f(r) = 1, elle décrit le
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mouvement radial dans la géométrie d’Ellis (7.12)).
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Chapitre 8

Analyse du mouvement géodésique

Notre but ici est de montrer que toutes les géodésiques, y compris celles qui impactent
la corde de Misner sont complétes et que cette corde n’est qu’apparente (transparente).
8.1 Mouvement angulaire

Supposons connue la solution 7(7) de 1’équation radiale (7.54)), une solution 6(7) de
I'équation (7.44)) pourrait étre construite aprés avoir éliminé ¢ par son expression ([7.26]).

Ensuite, cette solution sera utilisée pour obtenir la solution ¢(7) de I’équation ((7.26)).

Remplagons ¢ par son expression ((7.26]) dans (7.44]), nous obtenons

o> L?
— ) =1 = 8.1
<d)\> sin? 6 (8.1)
ol nous avons défini un nouveau parameétre A\ par

dr = [r(1)% 4+ n?d\. (8.2)

Posons

& = cosb, (8.3)
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ceci permet de réécrire (8.1) comme

2
<£) = —J*C +AnEJE+ 17— J2 >0, (8.4)

ol nous avons remplacé L, par son expression ([7.26]) et utilisé . Supposons que J # 0
(J = 0 implique d’apreés que | = E = 0) et résolvons 1’équation . Le membre
de droite de est une équation de second degré dont le discriminant réduit D est
non-négatif,

D=1J, >0, (8.5)

ol nous avons défini

Ji=024 =0 J2 (8.6)

Les deux points de rebroussement 64 (zéros du membre de droite de ({8.4])) sont
cosfr =&, =J 2(2nEJ. £ 1J)). (8.7)

L’équation (8.4]) peut étre mise sous la forme

dg

= +JdA, (8.8)
VIR — (6 — B2
et s’intégre facilement, en utilisant
dx
——— = —arccosz, 8.9
/ V1— a2 (8.9)
pour donner [62]
cosO(\) = € = J22nEJ, + 1J1 cos(JN)], (8.10)

avec une constante d’intégration additive au paramétre A\ dépendant des valeurs initiales

de 0 et A\. On remarque que les deux points de rebroussement 61 de I’équation ({8.4]) définis
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par (8.7) correspondent & cos(J\) = £1 (A =kn/J et k € Z).
Vu que les constantes du mouvement intervenant dans (8.10]) sont reliées par une dé-

composition orthogonale de J? 1) il est plus commode de les formuler en termes des
angles i (7.51)) et v tels que

2nE = Jcosn, 1= Jsinn,

J,=Jcosy, J| =Jsiny, (8.11)

avec

0<n<nw/2, 0<o¢<m. (8.12)

Alors I'équation (8.10)) s’exprime en termes des angles 1 et 1) comme suit
cos §(\) = cos ) cosn + sin ¢ sinn cos(JA), (8.13)
et les deux points de rebroussement (8.7)) comme

cosfy = cos(y F 1), (8.14)
qui s’écrivent explicitement comme

0, v—mn, Y=>n 0 — v+n, Yv+n<nw . (8.15)

n—1, N> 2t =Y —n, Y4+n=>mw

Il s’ensuit que la trajectoire traverse la corde de Misner périodiquement en cosf+ = +1
seulement si

Yp=n (J.=2nE, J =1 (8.16)

ou

b=m—n (J.=-2E, J =1I). (8.17)
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Les seules trajectoires qui peuvent passer par les deux branches de la corde de Misner

(0 =0 et 7) sont celles avec
Yv=n=w/2 (J,=E=0, J=J, =1, (8.18)
ce qui donne, compte tenu de et ,
t=¢p=0. (8.19)

La trajectoire peut aussi rester sur la corde de Misner en 8 = 0 ou 7 si et sont
satisfaites par n =0 ou 7 (J = |J;| = 2nE).

Passons maintenant a la détermination de la solution ¢(\). L’équation se réécrit,
compte tenu de ,

dp 1 < J, —2nkE J, +2nE ) ’ (8.20)

dhx 2\ 1—cosf(N) * 1+ cosO(N)

ou cos @(\) est donné par (8.10). En substituant cos§(\) par son expression (8.13]) (équi-
valente & (8.10])), nous pouvons réécrire encore (8.20]) sous la forme

dp= ( o_ o ) Jd\/2 (8.21)

1+ o2 tan?(J)\/2) 1 + 0% tan?(JA/2) ) cos?(JN/2)’
avec
oo = cos 1 & cosn _ 2J(J, +2nE) ’ (8.22)
1+cos(p—n) (J,£2nE)2+ (1£J))?
ce qui permet de l'intégrer facilement, en utilisant 'intégrale
d
/1+ch2 = arctanz, (8.23)
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pour avoir [62]

@ — @y = arctan[o_ tan(J\/2)] + arctan|[oy tan(JA\/2)], (8.24)

ol ¢y est une constante d’intégration dépendant des valeurs initiales de ¢ et A. Cette

derniére équation se simplifie &

2sinntan(JA/2)
sin(n — 1) — sin(n + ) tan?(JA/2)’

© — py = arctan (8.25)

c’est-a-dire
Jlsin(J\)
IJ,cos(JN) —2nEJ, "

© — py = arctan (8.26)

Cette solution se réduit, pour des trajectoires traversant la branche nord de la corde de

Misner (8.16), a

© — ¢ = arctan W, (8.27)
avec
©1 = po — sgntan(JA/2)7/2. (8.28)

L’équation (8.27)) peut se réécrire aprés un certain calcul sous la forme, compte tenu de

(8.10) avec J, = 2nE et J| =1,

sin(p — ;) = M. (8.29)

l
Ce résultat est en accord avec ([7.49)) qui devient dans ce cas
Jycosp + Jysinp = 2nE tan(0/2), (8.30)

ce qui donne par identification

Jp = —lsingy, J, =lcosyy. (8.31)
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Une formule similaire & est appliquée dans le cas de la branche sud de la corde de
Misner en remplagant n par m —n et JA par JA —m du fait que les poles nord et sud
sont traversés, selon 'expression (8.10]), respectivement pour A = 2kw/J et A = 2(k+1)7/J
avec k € Z.

Quand le parametre A varie sur une période, e.g. A € [—7/J, w/J],’argument de 'arctan
du premier ou du second terme de varie de —oo & 400 pour J, + 2nE > 0, de +00
a —oo pour J, + 2nFE < 0 et est strictement nul pour J, + 2nFE = 0. Il en résulte que la

variation de ¢ sur une période est
Ay = 7[sgn(J, — 2nE) + sgn(J, + 2nE)]. (8.32)

Cela signifie que pour J2 > 4n2E? (|Ayp| = 27) le paralléle C tourne autour de la corde de
Misner (6 = 0 ou 7), pour J2 < 4n?E? (|Ap| = 0) C ne tourne pas autour de la corde de
Misner et pour J, = £2nFE (|Agp| = ) C passe par 'un des deux poles nord ou sud comme
indiqué plus haut.

Les deux points de rebroussement coincident si ¥ = 0 ou n = 0. Cela entraine

deux cas possibles,

1. ¥ = 0 ou m: Le vecteur constant J est aligné avec 'axe des z, 0 =71 ou w—rn,
Y — o =EJA. (8.33)

2. n = 0: Le moment angulaire orbital s’annule, [ = 0, et le mouvement est purement
radial, 8 = 1,

© — g =0. (8.34)
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8.2 Mouvement temporel

Pour déterminer la solution temporelle ¢(7), nous allons intégrer, comme auparavant,
léquation ([7.24]) par rapport au parameétre A, en utilisant (8.2)) et en éliminant ¢ par
son expression ([7.26]). Nous voyons que la solution générale peut se décomposer en deux

solutions radiale et angulaire (en 0) telles que
E) = () + t(N), (8.35)

avec t,(A) et tg(\) respectivement définis par

dt, Er2 + n?

o= (8.36)
dtg (cosO + C)(J, — 2nE cos )

& _ 9 ) :
dX " sin? (8:37)

La solution de 1’équation (8.36)) dépend de la solution r(7) qu’on suppose, comme pour le
mouvement angulaire, connue. On s’intéresse ici a intégrer 1’équation (8.37) qui peut étre

mise sous la forme

5—471 E—I—n[

(C+1)(J.—2nE) (C—-1)(J.+ QnE)]

1 —cosf(N) 1+ cosO(N) (8:38)

avec cos@(A) donné par (8.10). Le méme raisonnement que celui suivi pour obtenir la

solution ¢(A) (8.24) donne pour la solution tg(A) dans lintervalle —w/J < A < «/.J [62],
JA JA
to(N) =2n [2nEX 4 (C + 1) arctan | o_ tan -5 )t (C —1)arctan | o4 tan 5 )|
(8.39)

avec o4 donné par (8.22). On en déduit la variation de tg sur une période 27w /J de A,

Aty = 2mn[d4nE/J 4+ (C + D)sgn(J, — 2nE) + (C — 1)sgn(J, + 2nE)]. (8.40)
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Ainsi, dans le cas ot le paralléle ne tourne pas autour de la corde de Misner pour J? <

An?E?, Aty est négatif et est indépendant de C,
Aty = —4mn(J — 2nE)/J = —4mn(1 — cosn). (8.41)

Dans la limite ou les paralléles se contractent dans un point, [ =0 (J = 2nE ou n = 0), le

mouvement devient purement radial et la contribution angulaire s’annule.

8.3 Les orbites complétes

Dans cette section, nous allons étudier qualitativement le mouvement radial des géodé-
siques de genre temps et de genre lumiére, en prenant certains cas particuliers simplifiant la
géométrie du wormholes (b > 0). Des solutions exactes r(7) de I’équation radiale peuvent

s’obtenir en termes de la fonction elliptique de Weierstrass [62].

8.3.1 Le potentiel radial
Réécrivons I'équation radiale (7.54]) sous une forme familiére comme
dr\?
— =F 42
(%) +vtn =, (8.42)

ou

E' =F*+¢ (8.43)

est 1’énergie non-relativiste effective et U(r) est le potentiel effectif,

12 2mr —e? +2n%  ,(r—m)? + b?
U(T) = f(’l") (7‘2—1—712 — 5) +e=c ',"2 T n2 + l (7"2 T n2)2 . (844)
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Sa dérivée peut étre présentée généralement comme

P4(’l°)

U’(T) = m,

(8.45)
ol Py(r) est un polynome de quatrieme degré ayant, selon les valeurs relatives des quatre
parameétres m, n, e et g, deux ou quatre racines réelles. Il se réduit dans le cas d’une masse
nulle (m = 0) ou d’une géodésique de genre lumiere (¢ = 0) a un polynoéme d’ordre trois

avec une ou trois racines réelles.

8.3.2 Géodésiques de genre temps

Dans le cas d’une géodésique de genre temps (¢ = —1), pour une masse non nulle
(m # 0) le potentiel est asymétrique sous la réflexion r — —r. Nous allons supposer m > 0
qui correspond a une masse positive du point de vue d’un observateur situé & r = +oo
et une masse négative du point de vue d’un observateur situé & r = —oo. A l'infini en
r = Fo00, le potentiel s’annule mais change de signe pour m > 0. Il est négatif pour
r positivement grand et est positif pour r négativement grand, autrement dit, sa dérivée
s’annule au moins en deux points. Le potentiel admet un maximum en r; et un minimum
en ro avec 11 < 0 < ro correspondant respectivement aux positions d’équilibre instable
et stable, ainsi qu’éventuellement deux autres extrema, maximum en rg et minimum en
rqy > 0 avec ro < rg < ry4 correspondant respectivement aux positions d’équilibre instable
et stable, comme illustrés sur les Figs. [B-1] et [8-2] Le cas avec seulement deux extrema est
représenté sur la Fig. |8-3

Dans le cas particulier d'un moment orbital nul (I = 0) qui correspond & une trajectoire

radiale, le potentiel se réduit a

2mr — e + 2n?
Ulr)=f)-1=———F5 "5 (8.46)

possédant deux extrema, un maximum positif Upnax = U— en 7 = r_ et un minimum négatif
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Fig. 8-1 Potentiel avec quatre extrema pour n =1, m = 0.4, | = 2.8, et b = 0.3. Le minimum &
r = 16.23395 n’est pas visible & cette échelle et est représenté séparément sur la Fig.

0.04 T

0.02 1+

0.00 t t t t

-0.02 1+

Fig. 8-2 Forme du puits de potentiel non-relativiste en r = 16.23395 de la Fig. avec une
résolution plus élevée.
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Fig. 8-3 Potentiel avec deux extrema pour n =m =1[=1et b =0.3.

Umin = U4 en r = r,, donnés par

Vet — 4n2p? B €2 —2n2 4+ et — 4n2h2

ry =
r3 +n2

Ur=7F s (8.47)

2m

qui correspondent respectivement aux positions d’équilibre stable et instable (Fig. [8-4)).
Nous constatons que la courbe de ce potentiel ressemble a celle déja obtenue pour un
moment orbital non nul (I # 0) (Fig. 8-3).

Dans le cas du wormhole sans masse (m = 0), le potentiel devient symétrique sous la

réflexion r — —r,
2(r? +0%) + (b — n?)(r? + n?)
(r2 +n?2)2 ’

U(r) = (8.48)

admettant soit un seul extremum en r = 0, minimum ou maximum (Figs. et ,

l2b2 + (b2 o n2)n2

U(0) , (8.49)
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Fig. 8-4 Potentiel avec deux extrema pour I =0, n =1, m=0.4 et b = 0.5.

soit trois extrema, un minimum en r = 0 et deux maxima positifs en r = r1 (Fig. 8-7)),

(12 = n? 4 b?)? \/nQ(n2 —b2) + 12(n2 — 202)
e e —— =4 .
sous la condition
v’ <n? -0 <12 (8.51)
ou bien
2 2 2 2 n* — b? 2 2 2

Nous aurons des états de diffusion (réflexion ou transmission) ou des états liés suivant les
valeurs de E’ que peut posséder la particule par rapport aux valeurs minimale et maximale
du potentiel, Ui, et Unax. Dans le cas de figure oul il n’y a qu’un seul maximum en r; et

un seul minimum en ry, une particule d’énergie effective telle que

Umin = U(’r’g) <E <0
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Fig. 8-5 Potentiel du wormhole sans masse m =0 avecn =1, b=0.4 et [ = 0.3.

Fig. 8-6 Potentiel du wormhole sans masse m =0 avecn =1,b=12et [ =0.3.
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Fig. 8-7 Potentiel du wormhole sans masse m =0 avecn =1,b=03et [ = 1.4.

se trouve placée dans un puits de potentiel autour de r = ry et oscille entre deux points de

rebroussement (deux spheres). C’est un état lié. Si

0 < B < Upax = U(ra), (8.53)

la particule venant de r = +oo est réfléchie vers r = 400 par la barriére de potentiel Upyax

qui I’empéche d’approcher r = r1, mais si

E' > Upnax, (8.54)

la particule a une énergie suffisante pour franchir cette barriére et partir vers r = —oo

(transmission).
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8.3.2.1 Diffusion

Avant de procéder aux calculs, remplagons dans I’équation (8.42) 7 par A qui lui est

relié par (8.2)). Il en résulte la relation

) = oy drEl —5 (8.55)

Nous ne considérons ici que le cas d’une particule venant de r = +oc.
Dans le cas de la réflexion (0 < E' < Upax), la particule est réfléchie en le point de

rebroussement r = rg tel que

U(ro) = E'. (8.56)

Il s’ensuit que la variation totale du paramétre A est

+oo dr
Advet = 2 / . (8.57)
o (r24n2)\/E' —U(r)

Dans le cas de la transmission de —oo a +00, la variation totale du parameétre A est

too dr
Adirans = / , (8.58)
—so (r24+n?)\/E' —U(r)

avec

E' > Ely = Upax. (8.59)

Définissons le paramétre d’impact a par sa formule usuelle
a=1/VE" (8.60)

La section efficace de transmission est donnée par

9 ml?
0 —_— .
Umax

(8.61)

Otrans = TTQ
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L’évaluation analytique des intégrales et s’avére trés compliquée dans le cas
général, mais nous allons nous limiter & deux cas limites: La limite non-relativiste (ou
newtonienne) et la limite d’une charge NUT petite.

a) Commencons par la “limite non relativiste” qui s’obtient en prenant m = 0 avec

b2 =n? donc f(r) =1, et E' < 1. Dans cette limite, le potentiel (8.44)) se simplifie &

U(r) = 7‘2:—2712 (8.62)
conduisant, en prenant en considération et , a
ré =a® —n? (8.63)
Ce potentiel posséde un seul maximum en 7 = 0, qui est
Umax = U(0) = 12/n?. (8.64)
Dans le cas de la réflexion, l'intégrale se fait analytiquement pour donner
Bhuen = \/% r:oo V(2 + ni;(ﬂ ) - %K (Z) ’ (8.65)

ou K est une intégrale elliptique compléte de premiére espéce. Dans le cas ¢ = 0 (8.33) ou
le vecteur moment angulaire total J est dirigé suivant ’axe des z, la variation angulaire

totale de ¢ correspondante est

2 VE'
A%éﬂ = JA)\réﬂ ~ SIWK < 9 cot 9) s (866)

ol nous avons fait usage des relations (8.11) et supposé¢ F ~ 1 (F’ < 1). Sil = 2ntan

est maintenu fixe dans la limite non-relativiste £’ — 0, ce qui correspond d’apres (8.60)) a
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un parametre d’impact a grand, le résultat (8.66) se réduit, en utilisant K (0) = 7/2, a
Apren = JANea =~ 7/ sin 6. (8.67)

Mais, si nous prenons la limite £/ — 0 en fixant le parameétre d’impact a a Pordre de
n, 'angle 6 tend vers zéro et la particule d’épreuve tourne autour de l’axe polaire de
nombreuses fois avant d’étre diffusée vers I'infini.

Dans le cas de la transmission & travers le wormhole, de la condition , compte

tenu de (8.64)), nous en tirons
a < ay=n. (8.68)

Donc, I’évaluation de I'intégrale (8.58]) donne

2 Foo dr 2 (a>'

AN rans — ~ — - K
‘ VE' Jo \/(r2 +n2)(r?2 + n? — a?) nVE'

(8.69)

n

Si le vecteur J est aligné avec axe des z 1' on aura, en utilisant &~ 1 et 1} une

colatitude

aVE'
o~ (8.70)

trés petite. Ainsi, la particule effectue un nombre de tours grand mais fini,

4 a
A(pt]rans = JANgans ﬁK <ﬁ> . (8.71)
En effet, le nombre de tours effectués pour une trajectoire radiale, [ = 0 (a = 0), s’avére

trés grand,
A(Ptrams ~ 1
2r VE

Ce résultat (8.72)), qui n’a pas de sens pour une particule d’épreuve ponctuelle, résulte de

(8.72)

la conservation du moment angulaire total (7.38) qui se réduit dans ce cas (L = 0) au
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moment angulaire de spin S,

—

J=25, (8.73)

et peut étre interprété en considérant un petit objet solide étendu. Cela signifie, par
exemple, qu’une balle de tennis de rayon petit devant le rayon n de la gorge du worm-
hole va se déplacer en ligne droite de —oo & 400 & travers ce wormholes en pivotant de

facon a effectuer E’ ~1/2 tours a une vitesse angulaire valant

de J 2n
P R R g A (8.74)
qui atteint une valeur maximale en r = 0,
Pmax == 2/n. (8.75)

b) Traitons maintenant le cas de la “limite d’une charge NUT petite”, définie par
n? < m? et n? < b2, donc b2 +m? ~ ¢2. Dans cette limite, le potentiel (8.44) et sa dérivée

peuvent étre approximés respectivement par

N —2mr3 + (€2 + 1?)r? — 2ml?r + 2

U(r) ~ CETHE , (8.76)
1N 2r[mr3 + (e + 1?)r? + 3ml?r — 21%¢7?

si [ # 0. Evidemment, le potentiel admet un maximum relatif en r = 0,

, 2e?/nt si 140
B} = Uppax = U(0) =~ : (8.78)
e?/n? si 1=0

et ce maximum est absolu car

Unax — U(r) > 0. (8.79)

On se propose d’étudier le cas de la réflexion seulement dans la limite E/ — 0 avec a
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fixé, qui correspond & une trajectoire radiale vu que [, dans cette limite, devient négligeable,

[ = aV E'. Nous avons alors, de |i

o2mr — e'?

/ ~J
qui s’annule (8.56|) pour
6/2
~ 8.81
"o 2m ( )
L’évaluation de l'intégrale (8.57)) donne alors
Foo 24/2 1
A)\réﬂﬁ\/2/m/ dr = 3 /m 4K R 1_1"70
0 \/(T2 + 712)(7" - TO) (TO + TL2)1/ \ﬁ ""g + n?
(8.82)

qui peut étre approximé par

Adeg ~ 2vV2 (”) . Vr (1+ n > (8.83)

mro 2rg mro 1 67'(2)

Nous aurons, si nous retenons que le terme d’ordre 1 en n,
Ao =~ 21 /€. (8.84)

Ainsi, dans le cas oun J est aligné avec I'axe des z 1) nous trouvons un résultat petit

mais non nul,

o2 2w e’

ou .J est approximé par 2n.
Passons maintenant & la transmission a travers la gorge du wormhole, qui se produit

dans le cas extréme relativiste puisque Ej) devient grand d’apres (8.78) ot E/ > E{ = Umax
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(8.59)), & partir duquel nous utilisons (8.78) (I # 0) pour tirer,
a<n?/e. (8.86)

Ceci d’une part. D’autre part, la colatitude, dans le cas 1 = 0 (8.33)) ou le vecteur moment

angulaire total J est dirigé suivant I’axe des z, est donnée approximativement par

a
tanf ~ —. .
an o (8.87)
Alors
tanf < —— (8.88)
5" :

Ainsi, nous pouvons procéder, dans cette limite relativiste extréme, a ’approximation sui-

vante
212

Ejnt , a‘e
s = 1l— 555 8.89
(12 4+ n?)? (12 +n?)? (8.89)

Finalement, nous obtenons, aprés évaluation de I'intégrale (8.58)),

E' -U(r)~FE —

4dn 2ae’
A ~ ————K —— |- 8.90
Ptrans \/m < 7’L2 + ae’) ( )

Ce résultat se réduit, pour un paramétre d’impact trés petit (8.86) a < n?/e’, c’est-a-dire

pour un moment angulaire fini [ = avV E’, &
A@trans ~ 27. (891)

Nous remarquons que ce résultat est aussi en accord avec I’hypothése d’un petit objet
solide étendu en mouvement radial (I = 0) a travers le wormhole de —oo & 400 mais avec

une énergie extréme relativiste. Cet objet effectue autour lui-méme exactement un tour et
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atteint sa vitesse angulaire maximale en r = 0,
Pmax = 2V E" /n. (8.92)

8.3.2.2 Mouvement fini (états liés)

Dans le cas ou le potentiel admet quatre extrema, nous distinguons, d’aprés les Figs.
et deux types de puits de potentiel, relativiste et non relativiste (ou newtonien),

correspondant respectivement aux minima en 7y et r4 avec
|Unin| = [U(r2)| > |Upin| = |U(r4)], (8.93)
ainsi que deux barriéres de potentiel correspondant aux maxima en 71 et r3 avec
Unax = U (11) > Ul = U(r3). (8.94)

Il en résulte deux types d’état lié (orbites oscillant entre deux points de rebroussement),

relativiste autour de r9 se produisant lorsque
Unin < E' < U] ., (8.95)

correspondant aux particules de hautes énergies, et non relativiste autour de r4 se produi-
sant lorsque

Ui, < E' <0, (8.96)

correspondant aux particules de faibles énergies, ainsi que deux types d’orbites stables,

relativiste en ro d’énergie ' = Up,n et non-relativiste en r4 d’énergie E' = U;ﬂin ~ 0.
Cette étude des états liés comporte, entre autres, le cas de figure avec seulement deux

extrema (Fig. , comme nous l'avons déja indiqué au premier paragraphe de cette sous-

section (absence des extrema en r3 et r4). Donc, nous avons un seul type d’orbites circulaires
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relativistes oscillant entre deux points de rebroussement autour de ro d’énergie telle que
Unin < E’ < 0, ainsi qu’un seul type d’orbite stable relativiste en ro d’énergie E' = Upyiy.

Comme nous ’avons déja constaté, la méme situation pour un moment orbital non nul
(I # 0) avec seulement deux extrema, se présente également pour un moment orbital nul
(I =0) avec deux extrema . Nous obtenons ainsi pour l'orbite circulaire en r

/6/4 — 4n2p2

2 _ /! _ —
E>=1+4FE, =14U;=f(r)=1- T

: (8.97)

qui est évidemment positif pour 5> > 0. A cette position d’équilibre stable, la vitesse

angulaire a laquelle un petit objet tourne sur lui-méme est donnée par

1/2
) Jy 2nE, 2n Vet — 4n2p? /
L R T R R R 1= r2 4+ n2 ’ (8.98)
+ + + +
Ces valeurs se réduisent dans la limite d’'une charge NUT petite aux
e'? m? b . 2bm?2n
T U+2—ef27 E+ﬁg P~ s (8.99)

Le cas particulier d’'un wormhole sans masse réduit le potentiel en une forme symétrique
donnée par (8.48). Ici, nous avons deux situations. La premiére correspond aux orbites
circulaires d’énergie Ej, = U(0) (8.49) au niveau de la gorge du wormhole,

(12 + n2)p?

E2=1+Ey=1+U(0) = —

(8.100)

Ces orbites sont stables (Fig. [8-5) ou instables (Fig. , suivant que le signe de U(0)
est négatif (puits de potentiel) ou positif (barriére de potentiel). Il existe aussi des orbites
oscillant entre deux points de rebroussement dans le puits de potentiel d’énergie telle que
U(0) < E' < 0. Dans la deuxiéme situation, le puits de potentiel au niveau de la gorge du

wormhole U(0) se trouve placé entre deux barriéres de potentiel symétriques U(r+) (8.50),
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au niveau desquelles, existent des orbites circulaires instables d’énergie E'y, = U(ry),

(12 4 7’L2 _ b2)2

PL=14 U0 = S )

(8.101)

En particulier, si b2 = 0 (e’? = m? 4 n?), le potentiel admet un minimum absolu
en 79 = m = Ve —nZ, U(m) = —1 < U(r), correspondant aux orbites circulaires stables
d’énergie Ej = U(m),

E2=14U(m)=0. (8.102)

Il s’ensuit que dans la limite b?> < m?2, il existe des orbites circulaires stables en ry =~

m — b%/2m, avec
(l2 +6’2)l)2

Ul(rg) = o -1, (8.103)
une énergie et une vitesse angulaire propre
2 2\12
9 N (I*+€*)b R
E§ —1+U(ro)_T, @o—w_eﬁ. (8.104)

8.3.3 Géodésiques de genre lumiére

Pour un chemin du photon, le potentiel (8.44]) est défini positif et est de la forme

o (r —m)? + b2

U(r)=1 W,

(8.105)

admettant un ou trois extrema (Figs. et et qui s’annule dans le cas du mouvement
radial (I = 0). Ici, nous allons limiter notre étude au cas d’une masse nulle (m = 0)
réduisant le potentiel en une forme symétrique,

_ 2 r2 4+ b2

U(r) m,

(8.106)
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Fig. 8-8 Potentiel pour un photon avec b=0.8, n =1, m = 0.3 et | = 2.3.

Il Il
T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
T

Fig. 8-9 Potentiel pour un photon avec b=0.2, n =1, m =03 et [ = 2.3.
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caractérisée soit par trois extrema (Fig. [8-10)), un minimum en r = 0,

Upmin = U(0) = 10? /n?, (8.107)
et deux maxima en r = r4,
l2
Umax = U(T':t) = m > Umin = U(O), rL+ = + 7’L2 — 2b2, (8108)
sous la condition
n? > 2b%, (8.109)

soit par un seul maximum en r = 0 (Fig. [8-11)),
Umax = U(0) = I°b*/n?, (8.110)
sous la condition
n? < 2b%. (8.111)

Dans le premier cas, il existe une orbite circulaire stable au niveau de la gorge du wormhole
enr = 0 (une sphére de rayon n et de surface égale 4 47n?) et des orbites circulaires instables
en r = ry tandis que dans le deuxiéme cas 'orbite circulaire en en r = 0 devient instable.

Considérons d’abord le cas de figure ou il y a qu'un seul maximum en r = 0. Dans le

cas de la réflexion (8.53)), ou nous avons d’apres (8.60)) et (8.110)
a? > nt/b?,  n? <20 (8.112)

(8.57)) s’intégre pour donner

2 +eo dr 2
Aol = — = K -2, 8.113
CVE e R aVE ( a2> o
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Fig. 8-10 Potentiel pour une masse

pour la Fig.

nulle m = 0 avec les mémes valeurs des parameétres prises

Fig. 8-11 Potentiel pour une masse nulle m = 0 avec les mémes valeurs des paramétres prises

pour la Fig. [8-§|
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ou g (8.56) et « sont définis par,

2 2
L R Y (8.114)

Par conséquent, nous trouvons dans le cas ot J (J2 = (4n?+a?)E’) n’a qu'une composante

. §39),

Apyeg = JANen = (8.115)

a2

2\/4n2+a2K( _7"8)
R — )

Dans le cas de figure ou il y a trois extrema, (8.108)), la réflexion se produit lorsque U(0) <
E' < U(ry), ce qui donne, en utilisant (8.60)),

4(n? —v?) < a® < n?/b%,  n? > 2% (8.116)

Ensuite, I'intégration de (8.57)) donne

2 +o0 dr 2 o
A - Kl J1-2%). (8117
" VE V2 =12 — (2 —1d)]  roVE ( > ( )

Dans le cas ot J n’a qu’une composante .J,, nous obtenons alors

To 7"(2)

2‘/4 2 2 2
Apgeg = 0 T8 e K( 1-2 ) (8.118)

Le résultat (8.115)) se réduit dans la limite non relativiste b = n? (o = a) &

4 2
Aprg =21/1+ 2 K(a) (8.119)

ou encore, en utilisant les relation (8.11]),

Apyn = 2 K (Cow> : (8.120)

sin 6 2
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avec, d’apres (8.112)),
tanf > 1/2  (a >n). (8.121)

Examinons maintenant la transmission dans le cas ou le potentiel admet un seul maxi-

mum. L’expression (8.58) s’intégre pour donner

2 +oo dr 2 e
Adprans = T Tormer r()\/ﬁK (Té) , (8.122)
avec
P2 = n? o ;r a2, (8.123)
et, d’apres et ,
a? < n*/b%. (8.124)

Dans le cas o J n’a qu’une composante .J,, nous obtenons

2v/4n2 2
Agptrans = JANpans = @K ( a> ) (8-125)

/ "
To

qui donne dans la limite non relativiste b? = n?

4n? + a2 a
AQotrans = JANyans = 2 n2 — g2 K (m) ) (8'126)

qui se réduit pour un paramétre d’impact trés petit (8.112)) &

2 cot 0
Ay,  —.=—K 8.127
(ptranb COSQ < 9 > ) ( )
avec
tanf < 1/2 (a<n). (8.128)

De méme, pour les photons, on montre qu’il existe, dans la limite b2 < m?2, des orbites
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circulaires stables en r¢g ~ m, d’énergie

12p?
= a4

E? (8.129)

e

8.4 Deéviation géodésique

La courbure de ’espace-temps se manifeste par la déviation d’une géodésique par rap-
port & une autre géodésique voisine (accélération relative). Considérons deux géodésiques
x#(7) et 2'*(7) infiniment voisines reliées entre elles par le vecteur séparation géodésique
infinitésimal dz*,

2 (1) = (1) + d2H (7). (8.130)

L’évolution de dz* entre les deux géodésiques, ce que 'on appelle la déviation géodésique,
est régie par ’équation de la déviation géodésique qui s’exprime en termes des composantes

du tenseur de Riemann comme [66), [63]

D25zt
§iik = Tj = —R*, uldzVu’, (8.131)

ou 0% désigne la 4-accélération relative ou accélération de marée et u = &#. Par souci de
simplicité, on ne discutera que les géodésiques radiales (I = 0) dans deux cas limites: La

limite non relativiste et la limite d’une charge NUT petite.

8.4.1 Forces de marée gravitationnelles et traversabilité

Ayant connu I’équation de la déviation géodésique (8.131f), nous somme en mesure
d’étudier qualitativement les accélérations de marée gravitationnelles que subit un obser-
vateur en chute libre a travers le wormhole. Pour une séparation §z purement spatiale entre

deux points voisins de cet observateur dans son référentiel propre, nous avons

u, 0" =0 8.132
i ’
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ol uy, = guu”. Pour calculer les accélérations relatives longitudinale d7, transversale 66 et
azimutale 0, on utilise le fait que pour une géodésique radiale la 4-vitesse n’a que deux

composantes non nulles, { = E/f et 7 = \/E2 — f (§ = 0, ¢ = 0). Remarquons d’abord
que l'équation (8.132)) se réduit a

(910t + G109t + gpprdr = 0, (8.133)

ce qui donne, en utilisant les composantes du tenseur métrique,

B2 f

0t — wdp = Bf

or. (8.134)

Ce résultat va nous permettre d’éliminer ¢ de I’équation de la déviation géodésique (8.131))

pour obtenir

(f = D@r? —n?) + dmr
_ 1
(r2 + n2)? g S
(50 = —(RetgttQ + R9T0T7'.2)59
r(r—m) — (r? —n?)f
_ 50 1
(r2 4+ n?)? 7 (5150
8p = —(R%, 42+ R,,i%)dp
r(r—m)— (r? —n?)f
R o

ol les composantes non nulles du tenseur de Riemann qui correspondent a la métrique RN-
NUT sont présentées dans I’Annexe [B] Il en découle qu’au niveau de la gorge du wormhole

en r = 0, on obtient

€2 — 2?2 . e —n e —n

5#(0) = —— =57, 50(0) = — 50, 5p(0) = — 5. (8.138)
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Si €2 > 2n?, Iobservateur sera donc étiré dans la direction radiale et compressé dans
la direction transversale. La méme situation se produit dans la limite d’'une charge NUT

petite mais les forces de marée deviennent trop importantes,
Fradiale = Ftransverse = 6/2/n4- (8139)

Si n? < e? < 2n?, il sera compressé dans les deux directions.
Dans la limite non relativiste f(r) = 1 (m = 0, €/> = 2n?), 'observateur ne subit qu’une

force de compression transversale,

50 S

67(0) = 0, w@:—ﬁ,awm:—f. (8.140)

En effet, on sais que dans cette limite, I’'objet étendu ne subit qu'une accélération de marée
centrifuge puisqu’il tombe & travers le wormhole avec une vitesse radiale constante 7 = E
et une vitesse angulaire donnée par (8.74)),

_de o 2n

T S (8.141)

w(r)

Dans un espace plat, cette accélération serait donnée en coordonnées cylindriques (p, 2)
par

4n?
. 2 ~
p=—-w(z)p =~ T e n2>2p, (8.142)

ol nous avons supposé que le mouvement radial s’effectue suivant 1'axe des z (r = z) (le
rayon de l'objet doit étre petit devant le rayon de la gorge du wormhole n), donc en r = 0,
p/p = —4/n?. Dans le cas du wormhole de Brill, I'’équation montre que le signe est
correct, mais le facteur numérique doit étre divisé par 4. Si nous prenons, comme dans la
référence [63], la valeur p = 2m pour le rayon de l'objet et |p| = 9.8ms~! ('accélération

terrestre) comme ordre de grandeur d’une accélération supportable, nous trouvons donc au
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niveau de la gorge en r =0

Pligy~ 2

~Logg, (8.143)
P n

Il en découle une estimation pour la charge NUT n ~ 0.5s qui correspond a un rayon

n ~ 1.5 x 108m de la gorge d’un wormhole qui peut étre traversé confortablement.
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Chapitre 9

Mouvement d’une particule

chargée

9.1 Généralités

Le mouvement non géodésique d’une particule massive chargée de masse m,. et de charge

électrique e. dans ’espace-temps de RN-NUT est décrit par le lagrangien
L= L i A it = 9.1
= 59" + kALY, K =ec/me, (9.1)

ou le 4-potentiel électromagnétique A, n’a que deux composantes non nulles, A; = ®(r) et

A, = —®(r)w(f) (7.3). Le lagrangien devient
2L = —f(r)[t — w(@)gb]2 + 26®(r)[t — w()Pp] + f(?")_lf"2 + (r* + n2)(92 + sin? 9§02). (9.2)

Les variables t et ¢ sont des variables cycliques (0L/0t = 0L/0p = 0) permettant d’avoir,
par application de (7.20)), deux intégrales premiéres. La premiére équation correspondante
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atest
d

Tl = w(0)¢] = r®(r)} =0, (9.3)
qui s’intégre pour donner

F[E—w(@)p] = E+ kd(r), (9.4)

ol F est une constante jouant le réle d’'une énergie par unité de masse. La deuxiéme
équation correspondante a ¢ est
d 2 2\ 2
—[2nE cos 0 + (r* + n”)sin“ 0p] = 0, (9.5)
-
ol nous avons utilisé (9.4) pour éliminer le terme k®(r). L’intégration de cette équation

donne
. J:—2nFEcosf

~ (r2+n?)sin?6’ (9.6)
ol la constante J, est interprétée comme la composante suivant I’axe des z du moment an-
gulaire total J par unité de masse. L’équation de Lagrange correspondante a la composante
0 est

di[(r2 +n2)0] = (r? + n?) cos 0 sin 0p? — 2nE sin 0, (9.7)
-

oll nous avons également utilisé pour éliminer le terme k®(r). Donc, les équations du
mouvement angulaires sont les mémes que pour une particule neutre tandis que I’équation
ne differe de que par le terme k®(r). Ainsi, pour obtenir I’équation radiale, il
suffit de remplacer la constante E dans (avec € = —1 pour une particule massive)

par £+ k®(r) (9.4),

l2
2 + f(r) (M + 1) =E&(r)?, E(r)=E+ r®(r). (9.8)

Idem pour la solution ¢(7) du mouvement temporel qui, en intégrant (9.4) aprés avoir

remplacé par , se décompose en deux composantes radiale et angulaire t(\) = ¢,(\) +
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to(A). On doit juste rajouter le terme k®(r) a I'énergie E dans la partie radiale (8.36)) tout

en gardant la méme partie angulaire (8.37)),

dt,  E(r)(r? +n?)

ﬁ = W, 5(7’) =F + K,(I), (99)
dty  (cosf + C)(J, —2nE cos0)
L = n — . (9.10)

Donc, la partie angulaire (9.10|) s’intégre de la méme fagon que pour la particule neutre

pour donner (|8.39))

A A
to(N) = 2n |2nEX + (C + 1) arctan <a_ tan J2> + (C — 1) arctan <a+ tan J)} )

2
(9.11)
avec o4 donné par (8.22)) ainsi que (8.40)
Aty = 2mn[d4nE/J 4+ (C + D)sgn(J, — 2nE) + (C — 1)sgn(J, + 2nE)). (9.12)

sur une période 27/.J de A.

Revenons maintenant & I’équation radiale . Celle-ci peut étre mise sous la forme
2+ W(r) =0, (9.13)

ol nous avons défini le potentiel effectif

2
W(r) = f(r) (7’23—712 + 1) —&(r)2 (9.14)

Ce potentiel peut étre réécrit comme
W(r) = —[E = Vi(r)][E - V_(r)], (9.15)
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ol nous avons cette fois-ci introduit le potentiel V3. défini par

12
Vi(r) = —k®(r) £+ \/f(r) <T2 T 1), (9.16)
auquel cas, pour une particule au repos 72 = 0, E = V, et la quantité £(r) est égale a
Pénergie cinétique qui doit étre strictement positive (on rappelle que f > 0 partout pour

le wormhole),

l2

E(r) = B+ r®(r) = \/ﬁ + f(r) <M + 1) > 0. (9.17)

Il s’ensuit que E > V_ toujours et le mouvement de la particule correspond & £ > V. Il
est aussi a noter que les conditions d’existence des orbites circulaires W (r) = W/(r) = 0
correspondent aux conditions V(1) = E et V] (r) = 0 qui ne contiennent pas des énergies
négatives. Donc, nous pouvons considérer V., comme un potentiel radial effectif convenable

pour I’étude des orbites circulaires.

9.2 Orbites circulaires dans le cas magnétique de masse nulle

Ne sachant pas effectuer le calcul dans le cas général, nous nous placerons dans le cas
particulier d’une solution de RN-NUT sans masse, avec seulement une charge magnétique
et une charge NUT,

m=0, e=0. (9.18)

Les fonctions f(r) et ®(r) de la solution de RN-NUT se réduisent aux

”+g°—1 gri—1
= P(r)== 9.19
fr) === e =15, (9.19)
ol nous avons posé
F=r/n, g=g/n. (9.20)
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Notons aussi que les potentiels Vi (r) et W(r) deviennent symétriques sous la réflexion
r — —r. Pour plus de clarté, nous traiterons d’abord le cas particulier —gy; = f = 1, et

nous généraliserons ensuite.
2

9.2.1 Mouvement dans le cas V> =n

Ce cas implique que f =1 et que la charge magnétique est reliée & la charge NUT par
g=V2n, (9.21)

et que les fonctions f(r) et ®(r) (9.19)) se réduisent aux

f(r)=1, &)= L (1 — T22+1> : (9.22)

En conséquence, le potentiel Vi (r) (9.16) devient

—K 2 12 -
V+(T)_\/§<1_T2+1)+ erl, l=1/n. (9.23)

Pour k > 0, équation V{(r) = 0 admet une seule racine en 7 = 0 correspondant & un

seul maximum,

Vi(0) = k/V2+ VI2+1, (9.24)

telle que montrée sur la Fig. avec V (0) > Vi (00) = 1 — k/v/2. Ainsi, une particule de
charge positive venant de I'infini sera transmise a travers le wormhole ou réfléchie par la
barriére de potentiel suivant que son énergie est F > V,(0) ou Vy(0c0) < E < V1 (0) et, au
niveau de la gorge du wormhole en r = 0, les orbites circulaires d’énergie totale E =V, (0)

et d’énergie cinétique

E0)=VI2+1, (9.25)

196



Fig. 9-1 Potentiel pour une particule de charge positive, K = v/2, avec g = /2, n =1, et [ =0,
2, 3.1, 4.3 (de bas en haut).

sont instables.
Pour x < 0, nous distinguons trois courbes différentes de V, correspondant aux trois
domaines de variation du moment orbital [, comme illustrés sur la Fig. Le premier

domaine est

I? < 2V2|kl, (9.26)

auquel cas la courbe admet un seul minimum V4 (0) en r = 0 (V4(0) < Vi (o0)). Donc,
une particule de charge négative soit elle est transmise a travers le wormhole si £ >
Vi(oo) = 1+ |k|/v/?2, soit elle oscille entre deux points de rebroussement (état li¢) si
Vi(0) < E < V4 (00). Dans ce cas, il existe des orbites circulaires stables en = 0. Dans le

deuxiéme domaine

2v2lk| < B < 2v2s] (V1+262 + V2In]) (9.27)

la courbe admet, en plus du minimum V4 (0) en r = 0, deux autres maxima symétriques,
V(T)_\@|/‘C| E_F}_i_l (928)
U 8k2 2 12)7 '
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Fig. 9-2 Potentiel pour une particule de charge négative, Kk = —/2, avec les mémes valeurs des
paramétres représentés sur la Fig.

en

B 8k2]2

D’apres la Fig. nous aurons des états de diffusion pour E > Vi (r4) (transmission)
et Vi(oo) < E < Vi(ry) (réflexion pour r > ri), et des états liés d’énergie telle que
Vi(0) < E < Vi(ry) (r— < r < ry). Dans ce cas, les orbites circulaires en 7 = 0 sont

stables tandis que celles en 71 sont instables avec une énergie totale

12

E=V,.(rs) = V2|x| <W+;+;> (9.30)

et une énergie cinétique
12

A (9.31)

E(ry) =FE+kP(ry) =

Finalement, dans le domaine

2 > 2v/2|x| (\/1+52+\/§|ﬁ|>, (9.32)
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les deux extrema en r = ri disparaissent et le minimum V,(0) en r = 0 devient un
maximum. Donc, le mouvement de la particule chargée, dans ce domaine, est analogue a

celui déja étudié pour k > 0.

9.2.2 Mouvement dans le cas général

Afin d’étudier le mouvement dans ce cas, il s’est avéré plus facile de travailler directe-
ment avec le potentiel W (r) dans lequel la discussion des orbites circulaires dépend de la

nature des points stationnaires de 1’équation
W(r)=W'(r) =0, (9.33)

a savoir s’ils sont des minima ou maxima. Le potentiel (9.14)) peut étre mis sous la forme

—A B

W(T)Z(F2+1)2+f2+1_

C, 7=r/n, (9.34)

ou nous avons remplacé E(r), f(r) et ®(r) par leurs expressions et (9.19) et posé
A=r?G— (G -2)’, B=DP+3>—2+2k§E,, C=FE3:—-1, (9.35)

avec

Ey=&(x)=FE+kKg/2, g=g/n. (9.36)

Nous pouvons invoquer sans perte de généralité la conjugaison de charge pour supposer
g > 0, oul le signe de kg devient le signe de x.

L’équation W' (r) = 0 admet deux racines, r = 0 et
Dans la suite, nous étudions les orbites circulaires successivement en 7 = 0 puis en 7 = r4.
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9.2.2.1 Orbites circulaires avec » =0

Le potentiel en r = 0 est donné par
W(0) = (g° = D(* +1) - £(0)*, (9.38)

avec

E=£(0)+kg/2. (9.39)

Remarquons tout d’abord que dans le cas du trou noir ou du trou noir extréme g < n
(—n? < b2 < 0), le point r = 0 n’est non plus stationnaire, puisqu’alors W (0) = (g% —
(2 +1)—&£(0)2 <0.

Dans le cas du wormhole g > n (b? > 0), I'équation W (0) = 0 est équivalente &
E0) =g - 1VI2+1. (9.40)
L’orbite correspondante sera stable (minimum) ou instable (maximum), suivant que le signe

de la dérivée seconde du potentiel,

24— B 14+2(g%2—2)2+ g% — 2+ 2kg
wi(o) =224 _ o1 +2(g" - 2)]l +2g + /195(0)7

- (9.41)

sera positif ou négatif. Il est clair que W”(0) < 0,si k > 0 et g > V2n, donnant lieu & une
orbite instable (pour g = v/2n, nous retrouvons bien le résultat £(0) = \/ﬁ )
Une étude détaillée, selon la variation du moment orbital [ par rapport au signe de et
de g — v/2n, pourrait étre effectuée afin de définir les conditions d’existence des orbites
stable et instable. Mais, en général, pour qu’il y ait une orbite stable, il faut que le moment

orbital et le rapport charge sur masse satisfassent a 'inégalité

9 o\2 .y 22
s 129 257?(}0[) g -2 (9.42)
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Il en résulte que si x > 0, il faut que g < v/2n (Fig. . Evidemment, I'inégalité inverse

ac @10)

9 o\T2 . =2
< 1E20 2@?803 g =2 (9.43)

correspond & une orbite instable.

9.2.2.2 Orbites circulaires avec r = r4

L’équation W (ry) =0 est
B% = 4AC, (9.44)

ou encore
432 = 2PE2 + 4kg(I> + g% — 2)Eo + [I7 — (g° — 2)]2 + 4K%5% = 0. (9.45)
Il faut évidemment que le discriminant de ,
A = 4[% — (g% — 2))%A, (9.46)

soit positif ou nul pour que les racines soient réelles. Ce discriminent n’est positif ou nul
que si A > 0, c’est-a-~dire que

G°k? > (5% - 2)1% (9.47)

Ainsi, compte tenu de (9.44)), la condition d’existence des deux extrema en r4 (9.37)) s’écrit

maintenant 0 < C' < A, ou encore
1< Ef <1+ A (9.48)
Il en résulte que W(oo) = —C = 1 — E2 < W(ry) = 0. Cela signifie que les extrema en

ri, s’ils existent, ne seront que des maxima correspondant aux orbites circulaires instables
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Fig. 9-3 Potentiel pour une particule de charge positive, K = v/2, avec ¢ = /1.1 et les mémes
valeurs des parameétres représentés sur la Fig.

(comme dans le cas f = 1). En effet, le calcul de W”(rL) donne un résultat négatif,

873 A

W/l - =z

(9.49)

Ceci est en accord avec le fait que 1’équation li n’est pas satisfaite si k > 0 et g > /2n,
qui donne lieu, d’apres (9.41)) ou , & un maximum en r = 0.

Nous déterminerons la condition nécessaire et suffisante d’existence des orbites circu-

laires instables en 7 = 1 au niveau de I'annexe [C]
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)

Fig. 9-4 Potentiel pour une particule de charge négative, x = —v/2, avec les mémes valeurs des
parameétres représentés sur la Fig. [9-3
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Chapitre 10

Le probléme de la causalité

10.1 Introduction

La causalité est un principe selon lequel 'effet ne peut pas précéder la cause, en d’autres
termes, une séquence d’événements successifs se produisent intuitivement suivant un ordre
chronologique croissant At > 0 (fleche du temps). La solution de Godel [67] des équa-
tions d’Einstein décrivant un univers en rotation, fut la premiére & violer ce principe car
permettant mathématiquement l'existence des courbes fermées de genre temps (closed ti-
melike curves CTCs), en ce sens qu’un observateur qui suit une trajectoire le long de cette
courbe répete sa durée de vie encore et encore indéfiniment, ouvrant ainsi la possibilité
a cet observateur de remonter dans son propre passé (voyage dans le temps). Certaines
solutions des équations d’Einstein permettent également ’apparition des CTCs dans une
région de I'espace-temps délimitée par un horizon appelé horizon de Cauchy (la limite entre
cette région ou les CTCs peuvent exister et le reste de ’espace-temps causal) mais, il a été
montré que la condition d’énergie faible moyenne et les effets des fluctuations quantiques
empéchent leur formation, une idée que Stephen Hawking a qualifiée de conjecture de pro-
tection chronologique [68]: Les lois de la physique ne permettent pas 'apparition de courbes

fermées de genre temps.
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D’autres solutions stationnaires des équations d’Einstein-Maxwell possédant des CTCs
sont la solution de Taub-NUT [56, 28] et son extension électromagnétique, la solution de
Reissner-Nordstrom-NUT (ou Brill). Celles-ci, comme nous I’avons indiqué a la section
sont caractérisées par une ou deux singularités de la corde de Misner qui peuvent
étre supprimées si le temps est identifié avec une période proportionnelle & la charge NUT
[57] entrainant ainsi la création des CTCs partout dans l’espace-temps. Meme si nous ne
supposons pas cette périodicité (point de vue que nous avons adopté ici), il existe toujours

des CTCs dans une region voisine de la corde de Misner.

10.2 Absence de géodésiques fermées de genre temps ou de

genre lumiére

Une géodésique fermée est un chemin sur lequel un observateur peut voyager et retour-
ner, durant un laps de temps finie du parameétre affine 7 (ou \), & ’événement qui coincide
avec son point de départ, autrement dit, toutes les coordonnées reprennent les mémes va-
leurs (modulo 27 pour 'angle azimutal). Donc, le périmétre d’une géodésique fermée doit
étre un multiple entier de la période A\ = 27/J du mouvement angulaire. Notre but ici
est d’abord de montrer que ces géodésiques fermées n’existent pas dans I'espace-temps de
RN-NUT dans le cas |C| < 1, aussi bien pour les particules massives (¢ = —1) que pour
les photons (e = 0).

L’équation du mouvement radial nous permet d’obtenir, & partir de la contribu-
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tion radiale (8.36)),

dt, _ ETZ +n?
dX f(r)
_ l2—5(r2+n2)+ 1 dr 2
N E Ef(r)(r2+n?) \dX
S 12— e(r? +n?)
- E
12 — en?
> 10.1
> L= (10.1)
qui est une borne inférieure strictement positive (¢ = —1, 0). On obtient, pour une variation
de t, au cours d’une période 27/J de A,
12 — en?
At, > 2r————. 10.2
r = 4T EJ ( )
Pour |C| < 1, on peut écrire a partir de la contribution angulaire (8.40]),
2nE
Aty > 4mn <T} - 1> : (10.3)
Cette borne inférieure est négative ou nulle car J > 2nE. Donc,
J—2nE —en?/J
At = Aty + Aty > 200" — /g (10.4)
Pour les géodésiques de genre temps (¢ = —1), ce résultat est évidemment défini positif.

Pour les géodésiques de genre lumiére (¢ = 0), ce résultat ne s’annule que si J = 2nE
(I =0), ce qui donne Aty > 0, et dt,./d)\ > 0 (et donc aussi At,) car dans ce cas dr/d\ > 0
. Ainsi, la borne inférieure négative de la partie angulaire est compensée par
la borne inférieure positive de la partie radiale. Nous déduisons alors que pour |C| < 1,
toutes les géodésiques de genre temps ou de genre lumiére sont causales (dirigées vers le

futur).
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Examinons maintenant le cas ou |C| > 1 pour des géodésiques de genre lumiere. D’apres
la sous-section [8.3.3] deux situations, avec m = 0, peuvent conduire & des orbites circulaires
stables correspondant au minimum du potentiel Upin = 1202 / n* > 0en r =0, ou instables
correspondant aux maxima du potentiel Upax = [2/4(n? — b?) en r = +£v/n2 —2b2 (ou
Upax = 1202 /n4 dans le cas ou le potentiel admet un seul maximum en r = 0). Dans la

premiére situation, nous avons, en tenant compte de (8.36|) et (7.54)),

dt E I’FE n‘E
2 < = 10.5
dA U(r) = Unin b2’ ( )

ce qui donne pour une période A\ = 27/J,

n*E

At, < 2w 57

J>2mE (1#0),

qui est une borne supérieure strictement positive. D’autre part, la contribution angulaire

(8.40)) se réduit a
2nk
Aty = 4mn (T} - \C|> <0, (10.6)

aussi bien pour les orbites traversant la branche sud de la corde de Misner C' > 1 (J,
< —2nF) que pour les orbites traversant la branche nord de la corde de Misner C' < —1

(J, > 2nE). Il s’ensuit que

2nk n?
At §47TTL |:J (1+4b2> - |C’|:| 5

ou encore, en utilisant le fait que J > 2nFE,

n2

On voit sur ce résultat que si la borne supérieure est strictement positive, 1 < |C] <

1+ n2/4b%, les deux contributions angulaire négative (10.6]) et radiale positive peuvent se
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compenser pour donner At = 0 et donc une géodésique fermée de genre lumiére. Cependant,
pour |C| > 1+ n?/4b?, cette borne supérieure devient nulle ou négative donnant lieu &
des géodésiques de genre lumiére non causales dirigée vers le passé. Nous concluons que
si |C] est assez grand, il y a toujours des géodésiques fermées de genre lumiére dans tout
espace-temps de RN-NUT donné, et pour toute valeur donnée de |C| > 1, il y a des espaces-
temps de RN-NUT avec des géodésiques fermées de genre lumiére. Cette conclusion s’étend

également au cas des géodésiques fermées de genre temps.

10.3 Lignes d’univers fermées d’une particule chargée dans

le cas magnétique de masse nulle

Cette section vise a étudier la causalité des lignes d’univers des particules chargées, dont
on a examiné leur mouvement dans le chapitre précédent [9] dans la solution particuliére de
RN-NUT sans masse et sans charge électrique, m = 0et e =0 . Nous allons voir que le
mouvement circulaire d’une particule chargée peut étre acausal. Puis nous montrerons dans
la sous-section que les lignes d’univers d’une particule chargée possédent néanmoins
une propriété de causalité faible. Dans ce cas, la contribution radiale sur une période
AX = 27/J d’un mouvement circulaire est donnée par

E(r)f(r)~1(r* +n?)
7 ,

At, =27 (10.8)

qui est positif comme dans le cas d’une particule neutre en vertue de (9.17)). D’autre part,
nous avons toujours affaire a lexpression (10.3|) obtenue dans le cas |C| < 1, vu que la

contribution angulaire est la méme aussi bien pour une particule chargée que pour une

particule neutre (8.40)). Il vient que

fr) () +1) +4E — 27

At(r) > 2mn )
J

(10.9)
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ot nous avons défini J = J/n. Evidemment, le signe de la borne inférieure de At(r) (10.9))

ne dépend que du signe du numérateur. Posons

N(r) = [f(r) @) +1) +4E)* — 4.7

= fr)PEEP(P + 1) +8Ef(r)TE(r) (7 + 1) — 4P, (10.10)

otl nous avons utilisé J? = [2 4+ 4E2. Sachant que J > 2F, At(r) est positif si N(r) est

positif.

10.3.1 Mouvement dans le cas b* = n?

Concentrons-nous dans un premier temps sur le cas b? = n? déja étudié dans la sous-
section c’est-a-dire, ¢ = v/2n et f = 1. Pour une orbite circulaire au niveau de la
gorge du wormhole en r = 0, 'expression (10.9)) se réduit, compte tenu de (9.25)), a

AE —2J _
A(0) > 220 &Y +j S0 = VP L (10.11)
L’expressions de E (9.24]),
E=V(0)=r/V2+ VI +1, (10.12)

permet de réduire ((10.10)) en
N(0) =5 +1) +4V26 V12 + 1+ 4, (10.13)

qui peut étre réécrit comme

N(O):5(\/Z2+1—7+> (\/Z2+1—7,), yi:—mm(u 1—222>. (10.14)
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Il est clair que N(0) est strictement positif si £ > 0, qui, d’aprés la sous-section
correspond a une orbite circulaire instable. Si k < 0, A(0) n’est négatif ou nul que si le

moment orbital vérifie 'inégalité

P<yr -1, |k > 7 ~ 1.591, (10.15)
ot le domaine de valeurs permises de x est déterminé par la condition v, > 1 puisque 12>0.
Notons ici que 7_ < 1 quelque soit la valeur de x dans le domaine |k| > 4/5/2 ~ 1.581.

Les lignes d’univers acausales correspondantes sont stables, comme nous pouvons le voir

en comparant (10.13) (A(0) < 0) a (9.41)),
n*W"(0) > 3(*+3), g=V2. (10.16)

Concernant les orbites circulaires instables en r = r1 du deuxiéme domaine ((9.27)),

nous trouvons ~
E(re)(72 +1)+4E —2J

At(ry) > 2mn 7 )

(10.17)

ou 4, E(ry) et E sont donnés respectivement par (9.29)), (9.31) et (9.30). Apres calcul de
N (ry), le numérateur de ((10.17)) se révele strictement positif,

Z?l +2(12 4+ 4)(I* — 8K?)

N(re) = E(re)*(FL+1)* +8BE(ry) (72 +1) — 4P = 8k T — 822

(10.18)
(positif d’apres (9.27))). Donc, les lignes d’univers instables correspondantes sont causales.

10.3.2 Mouvement dans le cas général

Etudions le signe de N/(r) dans le cas général on la charge magnétique g peut prendre
toutes les valeurs possibles, pour les orbites circulaires en » = 0 puis en r = ri, déja

discutés dans la sous-section [0.2.2]
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10.3.2.1 Orbites circulaires avec r =0

Nous savons d’apres la sous-section [9.2.2 que le point 7 = 0 n’est stationnaire que dans

le cas du wormhole g > n (b > 0). Dans ce cas, compte tenu de (9.40), (10.9) devient

At(0) > 27mf(0)_15(0)_+ 1B 2] fO)=0*/n?=3*>-1, £(0)=+g>—-1VI2+1.

J )
(10.19)
En reportant 'expression de E (9.39) dans (10.10]), nous trouvons
1+4f(0 g =
N(O):;f()(l?+1)+4 "R 144, (10.20)
£(0) VI(0)

qui peut étre ramenée & la forme

N(0) = LEAO) (VE+1-90) (VE+1-7), (10.21)

£(0)
vy = f"i Vf{é)o) (1 +4/1— w> : (10.22)

Cela posé, il est a remarquer que si £ > 0, N(0) est défini positif, comme dans le cas
particulier g = v/2n (f = 1), et alors At(0) > 0. Cela signifie que les lignes d’univers r = 0
stable (n < g < ﬁn) |D ou instable 1} correspondantes sont causales. Maintenant,

si k < 0, N(0) n’est négatif ou nul que si le moment orbital satisfait a 'inégalité

> 1+8/(0) > v2 (10.23)

- 4gVr0) g

(avec égalité pour g = 3/2v/2 (f(0) = 1/8)), ot nous avons déterminé le domaine de valeurs

PS’)&—_L ”%’

permises de x par la condition v, > 0 car 12 > 1 et tenu compte du fait que, comme dans
le cas f =1, v_ < 1 quelque soit la valeur de « dans le domaine |x| > /1 4+ 4f(0)/g. Pour
g = V/2, nous retrouvons le méme résultat (10.15). Compte tenu de (10.21) (A(0) < 0) et

211



(9-41),
n?W”(0) > 3[2+1+2(G* - 1)] >0

(10.24)

(qui redonne le résultat (10.16) pour g = \/i), ce qui signifie que les lignes d’univers

acausales satisfaisant ((10.23)) sont stables.

10.3.2.2 Orbites circulaires avec r = r4

L’expression ((10.9)) est

At(ry) > 2mf(7"i)15(7"i)(f%+ 1) +4F — 2J’

qui, en faisant usage des expressions de f(ry), de E(ry) (C.8]) et de h (C.7)),

R

=2 72
214
fre) = 72 +1

=2 =2 1
’ E(Ti) - h’a 2= {ri +g

= S5—5—— >0,
L +1 A4+ +1

se simplifie en B
h=Y(F3 +1) +4E —2J
7 .

At(ry) > 2mn

L’expression de ((10.10)) également se simplifie en

E
724+ 1)% + 8—(771 +1) — 4%,

Nirs) = 5 :

7l
ou encore en utilisant 'expression de E (C.9)),

(2 + 2)h? + g2

=210 TJ

4h, ’
(2+ )h? + g?

= (72 +1) — 42,

N(ry) = %(Fi +1)2 42
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Pour étudier le signe de N (r+), remplacons d’abord [? par son expression tirée de (C.6)),

1-hr)(FL+1)+5° -2

72
l 2

(10.31)

Nous obtenons

4+P)h2+g> -2
h2

1 5 2 g° —
N(re) = 5L +1)" +2 12

- (FL4+1)—4

. (10.32)
Simplifions maintenant, en faisant usage de I’expression de h (10.26]), N'(r) peut finalement

se mettre sous la forme

7L +2g%7 +3
h2

N(ry) = +2(1% + 3)72 + 6,

qui est évidemment définie positive. Cela veut dire que le numérateur de (10.25)) est stric-
tement positif et donc At(ry) > 0. Pour g = v/2n, nous retrouvons bien les résultats 1)
et (10.18) ou h est donné par (C.2)), h = 2v/2|k|/I?. Donc, les lignes d’univers instables en

r = r4+ sont causales.

10.3.3 Propriété de causalité faible

Nous venons de voir que certaines lignes d’univers d’une particule d’épreuve chargée,
correspondant & des orbites circulaires stables, sont acausales. Mais ces possibles viola-
tions de causalité sont-elles observables? Dans une telle expérience de pensée, la particule
d’épreuve est envoyée par un observateur situé a grande distance de la cible (ici la gorge du
wormhole, c¢’est-a-dire la sphére minimale en r = 0). Cet observateur pourrait voir une vio-
lation de causalité si la particule lui revenait instantanément, ou pire, avant d’étre partie.
Autrement dit, nous pouvons énoncer un principe de causalité faible:

Les espaces-temps avec des courbes fermées de genre temps ne conduisent pas a des

violations observables de causalité, si aucune ligne d’univers suivie par une particule chargée
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venant de I'infini ne peut se refermer ou s’intersecter (c¢’est-a-dire repasser par le méme point
d’espace-temps).
Montrons maintenant que les lignes d’univers suivies par une particule chargée revenant

a son point de départ r; respectent la causalité faible. La variation totale du parameétre A,

m dr
AN =2 / , (10.33)
ro (12 +n?)/—W(r)

(ou g est le point de rebroussement avec W(rg) = 0) devrait étre un multiple entier de la
période 27 /J. Durant cette période, la contribution angulaire négative Aty est donnée par
(10.3)). Pour r; suffisamment grand par rapport au rayon n de la gorge du wormhole, cette
contribution négative sera facilement compensée par la contribution radiale positive qui
est proportionnelle & la distance entre rg et r1 (dt,/d)\ ~ Egr?). Cependant, cet argument
ne tient pas si le point de rebroussement ro est proche de rmax (W' (r9) =~ 0) puisqu’alors
la contribution angulaire négative devient trés grande et la particule chargée effectue un
grand nombre de tours avant d’étre diffusée vers I'infini. Donc, des violations de causalité
ne pourraient apparaitre dans le mouvement d’une particule venant de 'infini que si son
énergie initiale était telle qu’elle pouvait approcher de prés une orbite circulaire instable
acausale.

Mais nous avons vu, aussi bien dans le cas particulier b> = n? que dans le cas général, que
les seules orbites circulaires (correspondant & des lignes d’univers fermées pour lesquelles

le laps de temps At peut s’annuler ou devenir négatif) ou le mouvement est acausal sont

stables ((10.16]) et (10.24))), donc situées au fond d’un puits de potentiel et inaccessibles

depuis linfini. 11 en résulte que (dans le cas magnétique de masse nulle) le mouvement

d’une particule chargée ne peut jamais conduire & des violations observables de causalité.
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Conclusion générale

Cette thése de Doctorat comporte deux ensembles de travaux de recherche réalisés
dans le cadre de la gravitation et la cosmologie. Il s’agit dans le premier ensemble de
travaux d’une étude de la déflexion de la lumiére et du temps de retard dans le cadre
de deux modeles cosmologiques: Le modele statique de Kottler (ou de Schwarzschild-de
Sitter) et le modeéle non statique d’Einstein-Straus en présence d’'une courbure spatiale
nulle et positive. Le second ensemble de travaux a trait aux solutions stationnaires des
équations d’Einstein-Maxwell et est divisé en deux thémes: Généralisation de la méthode
de génération de solutions en rotation par transformation finie de Geroch et étude des
propriétés géométriques et physiques de la solution de Reissner-Nordstrom-NUT dans le
cas ou celle-ci a une topologie du type wormhole sans horizons.

La constante cosmologique semble, de prime abord, ne pas avoir d’effet sur la déflexion
de la lumieére, du fait qu’elle se trouve éliminée de I’équation orbitale. Rindler et Ishak
ont remis en cause cette croyance généralement admise jusqu’alors: Il faut tenir compte
également de la métrique de Kottler elle-méme dans le calcul de I’angle de déflexion. Une
fois qu’elle est prise en compte, une relation entre I’angle de coordonnée et ’angle physique
s’est mise en place pour réintroduire la constante cosmologique. Il est dés lors conclu qu’une
constante cosmologique positive diminue effectivement 1’angle de déflexion de la lumiére.

Dans le chapitre un, on a d’abord di reprendre les calculs de Rindler et d’Ishak apres
avoir intégré les équations de la géodésique dans le plan équatorial. La raison étant que

la relation entre I’angle de coordonnée et I'angle physique est indispensable pour la suite.
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Ensuite, on s’est focalisé sur ’étude de l'effet de lentille gravitationnelle fort causé par un
amas de galaxies L sur deux photons (deux images) émis par une source S, typiquement
un quasar, située en arriére plan. Les deux photons suivent des trajectoires différentes et
arrivent sur Terre E sous des angles physiques observés ag et oy aprés avoir été courbés par
I’amas de galaxies. L’'usage du modéle statique de Kottler suppose, en sus de la sphéricité
de la lentille, deux autres hypothéses simplificatrices: La terre et la source sont considérées
comme immobiles par rapport a la lentille et toutes les autres masses, y compris celles
de la Terre et de la source, sont négligées a ’exception de la masse de la lentille. Dans
le cadre de ces hypothéses, on a intégré, au premier ordre dans le rapport du rayon de
Schwarzschild au péri-lens, les deux équations de la géodésique, pour 'angle ¢(r) et pour
le temps t(r), de la source jusqu’a la Terre. Des expressions analytiques pour l’angle de
déflexion —pg et pour le temps de retard A7 sont subséquemment déterminées en faisant
usage de la relation entre I’angle de coordonnée et ’angle physique. Cependant, I’application
au systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112 nécessite la détermination des distances de
coordonnée lentille-Terre rg et lentille-source rg. On était alors dans 'obligation de faire
appel, d’'une part, & un élément externe a la solution de Kottler faisant partie du modéle
dynamique standard de cosmologie ACDM plat, pour convertir les redshifts de la lentille
zr, et de la source zg en distances d’aire, et d’autre part, & un ansitze pour relier ces
distances d’aire aux distances de coordonnée. En particulier, la masse estimée de ’amas
de galaxies, compte tenu des barres d’erreur de la constante cosmologique A et des angles
agp et oy, concorde bien avec la masse observée. Mais en revanche, I'incertitude sur cette
masse ne permet pas de vérifier le résultat de Rindler et Ishak. En 'occurrence, des valeurs
pour le temps de retard ont été obtenues allant de 13.2 & 29 ans. Toute cette étude n’est
vraiment pas nouvelle. Elle avait déja été faite auparavant par Schiicker dans ses travaux
précurseurs.
Un modele plus approprié a I’étude de U'effet de lentille gravitationnelle est celui d’Einstein-

Straus qui combine la métrique homogeéne et isotrope de FLRW régnant a 'extérieur de
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la spheére de Schiicking avec la métrique de Kottler a I'intérieur de celle-ci. Le phénomeéne
de lentille gravitationnelle ne se produit qu’a l'intérieur de la sphére de Schiicking, ce qui
permet, entre autres, d’expliquer le fait que ’expansion de I’Univers observée & 1’échelle
des galaxies et des amas de galaxies n’est pas visible & 1’échelle planétaire ni & 1’échelle ato-
mique. Ce modéle permet de s’affranchir de nombre d’hypothéses adoptées par le modeéle
de Kottler. Seule ’hypothése de sphéricité, qui est difficilement contournable, est mainte-
nue. On permet & la Terre et a la source de se mouvoir par rapport a 'amas de galaxie
(la lentille), les masses des autres amas sont incluses sous forme d’une poussiére isotrope
et homogene (principalement en matiére noire CDM) et la Terre aussi bien que la source
sont prises comobiles par rapport & la poussiére.

Avant d’entreprendre le raccordement des deux métriques, on s’est trouvé alors dans
I’obligation de faire, au chapitre deux, un détour sur la solution de FLRW. La métrique
de FLRW dérive du principe cosmologique qui stipule qu’il n’existe pas de direction privi-
légiée et que tous les points d’espace sont équivalents. Ce principe est tellement fort que
la métrique déterminée dans le cas général se réduit a une seule fonction dépendant uni-
quement de la coordonnée temporelle ¢, appelée facteur d’échelle a(t) et déterminée via
I’équation de Friedmann, ainsi que d’un indice discret k& pouvant prendre trois valeurs 0,
+1, et —1, qui correspondent respectivement aux espaces plat (courbure spatiale nulle),
sphérique (courbure spatiale positive) et pseudosphérique (courbure spatiale négative).

On s’est limité a considérer successivement le modeéle d’Einstein-Straus avec une cour-
bure spatiale nulle au chapitre trois et le modéle d’Einstein-Straus avec une courbure
spatiale positive au chapitre quatre. Le raccordement des métriques de FLRW (plate et
sphérique) et de Kottler sur la sphére de Schiicking, s’est fait au début de chaque chapitre.
Ce raccordement, permet, via le Jacobien de la transformation des coordonnées de Fried-
mann aux coordonnées de Schwarzschild, d’avoir a notre disposition une relation entre les
temps de Friedmann ¢ et celui de Schwarzschild T'.

Dans le cas plat, on a accessoirement utilisé, pour tout le processus de calcul, une so-
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lution exacte de ’équation de Friedmann, a savoir le temps cosmique t(a) et sa fonction
inverse, le facteur d’échelle a(t). Dans un premier temps, on a employé des éléments de la
géométrie d’Euclide pour intégrer les géodésiques de type FLRW plat. Dans un deuxiéme
temps, on a facultativement employé une seconde méthode exhaustive, méthode des équa-
tions différentielles, et retrouvé des résultats strictement identiques, ce qui montre la fiabi-
lité de la méthode. C’est de cette méthode dont on s’est servie pour effectuer le calcul de
la déflexion de la lumiére et du temps de retard dans le cas sphérique. Mais ici, & défaut
de connaitre une solution analytique exacte pour le facteur d’échelle a(t), on a procédé a
la résolution numérique de I’équation de Friedmann.

Comme ce sont les conditions finales sur Terre qui sont données, on a procédé a l'in-
tégration des géodésiques des deux photons & reculons, en synchronisant d’abord leurs
arrivées sur Terre. On a intégré les géodésiques de type FLRW entre la Terre et la spheére
de Schiicking pour obtenir les conditions initiales de type FLRW & la sortie de la sphére de
Schiicking du coté de la Terre. Gréace a la relation de raccordement obtenue au préalable,
on a converti ces conditions en conditions finales de type Kottler pour intégrer les géodé-
siques de type Kottler & I'intérieur de la sphére de Schiicking. On a obtenu les conditions
initiales de type Kottler a I’entrée de la sphére de Schiicking du coté de la source, qu’on a
converties, grace a la relation de raccordement, en conditions finales de type FLRW pour
intégrer les géodésiques de type FLRW entre la sphére de Schiicking et la source. On a
finalement obtenu les conditions initiales de type FLRW sur la source, entre autres ’angle
de déflexion —pg et les temps d’émission des deux photons tg et t' qui importent pour le
calcul du temps de retard At = t'y — tg. Nous avons baptisé cette méthode “méthode de
calcul direct” car I'intégration des géodésiques des deux photons se fait séparément. Néan-
moins, on a pu établir une expression semi-analytique approchée pour le temps de retard,
en employant une seconde méthode plus fiable qu’on a dénommeée “méthode de calcul par
différence”, ot on a seulement besoin d’intégrer les géodésiques de 'un des deux photons

et d’une certaine expression intervenant dans le calcul du temps de retard dans le modéle
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de Kottler. La fiabilité de cette méthode s’explique par la dépendance monotone de At en
la constante cosmologique A.

En appliquant nos résultats au méme systéme lentille-quasar SDSS J1004+4112, I'incer-
titude sur la masse de 'amas de galaxies est minimisée de fagon considérable (1% environ)
aussi bien dans le cas plat que dans le cas sphérique du modele d’Einstein-Straus (avec
ap = Ham), ce qui, a la différence du modele de Kottler, permet d’avoir des résultats en
accord avec l'affirmation de Rindler et d’Ishak selon laquelle une constante cosmologique
positive atténue la déflexion de la lumiére. Cependant, les valeurs estimées de la masse
ne sont pas compatibles avec la masse observée. Il est & noter aussi que pour le temps de
retard, les valeurs estimées sont petites devant celles du modéle de Kottler, allant de 6.6 &
12.8 ans pour le cas plat [69].

Une étude suivant les valeurs du facteur d’échelle actuel ag, dans le cadre du modeéle
d’Einstein-Straus sphérique, a permis de voir ’écart par rapport au modéle d’Einstein-
Straus plat [70]. Les résultats obtenus montrent que la déflexion de la lumiére et le temps
de retard diminuent considérablement lorsque le facteur d’échelle actuel devient de plus en
plus petit devant une valeur limite de 9.1 x 1026 m (correspondant 4 une densité de courbure
actuelle Qo ~ 0.02) environ. Cela va a ’encontre du modéle d’Einstein-Straus plat auquel
cas ag peut étre fixé & n’importe quelle valeur sans perte de généralité. La méme remarque
vaut pour la masse de I’'amas de galaxies. Cette dépendance en ag provient du terme de la
densité de courbure dans I’équation de Friedmann qui s’annule dans le cas d’un espace plat
(k = 0). Néanmoins, au-dessus de cette valeur limite (59 < 0.02), l'effet de ag diminue de
plus en plus jusqu’a s’annuler et les résultats coincident parfaitement avec ceux du modéle
d’Einstein-Straus plat.

Cette étude permettra aussi de conclure si les données observationnelles pourraient
éventuellement discriminer les éventualités plate et sphérique.

Enfin, le sujet traité dans la premiére partie de cette thése propose plusieurs pistes pour

de futurs travaux de recherche:
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1. Généraliser le calcul de la déflexion de la lumiére et du temps de retard en incluant le
cas d’une courbure négative (k = —1). Ici, on s’attend a ce que la valeur du facteur
d’échelle actuel ait également un effet sur la déflexion de la lumiére et le temps de

retard dans le cadre du modele d’Einstein-Straus avec une courbure négative.
2. Appliquer les résultats & d’autres systémes lentille-quasar.

3. Inclure la solution de Kottler intérieure dans laquelle les photons pourraient traverser

la distribution de masse [71].

Concernant le second ensemble de travaux, le premier théme lié & la génération de solu-
tions en rotation est étudié dans le chapitre six. L’inclusion du nouveau paramétre o dans
la transformation II appartenant au groupe de symétrie SU(2, 1) complique singuliérement
les calculs formels dans le cadre du formalisme d’Ernst, qui ont pu permettre d’aboutir
A une expression implicite générale de la solution en rotation, qui présente un intérét sur
le plan de la physique mathématique. Cette expression a permis de montrer que ce nou-
veau parameétre n’a pas d’effet dans le cas ou la solution initiale est électriquement neutre.
Dans le seul autre cas ou les calculs explicites peuvent étre menés & bout, celui ou les po-
tentiels complexes gravitationnel et électromagnétique sont reliés linéairement, la solution
finale dépend bien de ce parameétre a. Dans le cas des solutions de type Kerr-Newman
ou Reissner-Nordstrom, l'effet de ce paramétre se présente sous forme d’une charge NUT,
d’ott 'on reconnait les solutions de Kerr-Newman-NUT ou de Reissner-Nordstrom-NUT.
Cependant, ces travaux semblent montrer que cette généralisation ne serait qu’apparente,
en ce sens que les solutions obtenues seraient seulement des transformées par SU(2,1) des
solutions générées par la méthode primitive.

Le second théme est consacré a ’exploration approfondie de la solution de Reissner-
Nordstrom avec une charge NUT dans le cas ot elle posséde une topologie du type wormhole
sans singularités (singularité nue) ni horizon. En raison de cette charge gravimagnétique,
cette solution est singuliére le long d’une corde dite “corde de Misner” (singularité de

coordonnée), a l'instar du monopole magnétique de Dirac. Ce probléme a fait 'objet de
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nombreux travaux de recherche, notamment celui de Misner qui a suggéré d’imposer la
condition de la périodicité du temps afin de rendre cette singularité inobservable [57].
Cependant, cette condition entraine, entre autres, ’apparition des courbes fermées de genre
temps (CTCs) partout dans I’espace-temps de RN-NUT. La persistance de cette singularité
est a l’origine de ’opinion, longtemps répandue, que les espaces-temps avec une charge NUT
sont géodésiquement incomplets.

Dans le chapitre sept, on s’est attelé a 'intégration et la séparation des équations de la
géodésique, apreés avoir rappelé les principales propriétés de la solution de RN-NUT.

Au chapitre huit, lors de I’étude du mouvement géodésique, il est montré, sans suppo-
ser la périodicité du temps, que toutes les géodésiques, y compris celles qui impactent la
corde de Misner, sont complétes, soulignant le fait que I’espace-temps de RN-NUT est bien
géodeésiquement complet [72] [73]. On a également étudié la déviation géodésique dans cet
espace-temps.

Dans le chapitre neuf, on s’est proposé d’analyser le mouvement d’une particule d’épreuve
chargée dans 'espace-temps de RN-NUT. Pour intégrer les équations du mouvement, on a
procédé de la méme facon que pour une particule d’épreuve neutre et il se trouve que la
partie angulaire est identique. Ensuite, on a déterminé les orbites circulaires puis discuté
leur stabilité dans le cas magnétique de masse nulle.

Enfin, un autre probléme majeur des solutions avec une charge NUT est I’existence des
courbes fermées de genres temps (CTCs) qui pourraient violer le principe de la causalité. On
s’est attaqué a ce probléme, dans le dernier chapitre dix. En s’appuyant sur les résultats des
chapitres précédents, on est parvenu a montrer que le mouvement d’une particule neutre en
chute libre est nécessairement causal [72] [73]. De méme, on est arrivé a la méme conclusion
pour une particule chargée venant de 'infini dans le cas magnétique de masse nulle de
lespace-temps RN-NUT [74].

Ce second ensemble de travaux indique naturellement de nouvelles directions de re-

cherche:
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1. Examen de la question de la causalité dans ’espace temps de RN-NUT dans le cas

général en présence des charges électrique et graviélectrique (masse) non nulles.

2. La généralisation aux espaces-temps en rotation (solution de Kerr-Newman-NUT),
et éventuellement I'extension & des solutions analogues & d’autres théories de champs

couplés a la gravitation comme la théorie Einstein-Maxwell-Dilaton-Axion (EMDA).
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Annexe A

Potentiels d’Ernst

La dérivée partielle de la partie imaginaire du potentiel &' a pour expression (5.21))
OmImE = 0} = —p ' f20md — 2Im(Y*Ont)’). (A1)

Le calcul de la premiére quantité de l) en utilisant l} 1} et 5mp = —0mz,

donne a priori
— p L P00 =291 — QD) (pf LOmf 4 Omz) — [(1 — Q)220  + Q%pl0me.  (A.2)

En faisant usage des relations (6.10)) et (6.11)), la premiere équation d’Ernst (5.23)) peut se

réécrire comme

Om(pf LOmE +iEDmi) = 0, (A.3)

qui s’intégre, en définissant le potentiel dual d’Ernst F , par

OmF = pfLOmE — ik, (A.4)
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Ceci d’une part. D’autre part, on peut écrire, en faisant usage des relations (6.10]), (A.4)
et (6.19),

Om(Re& + [¢]?)

D
3
S~k

Il

= p  f[Re(OnF + 20*0md) — Im ED,,d). (A.5)

En remplacant O f et O par leurs expressions respectives 1} et 1' dans 1'

cette derniére peut se réécrire a nouveau comme

28,0 = O]l — QD)2 ImE] + 20(1 — QG) Re[d(F + 2) + 209

+Im[Q%p2f2(8n€ + 20" Om)) + 2(1 — Q@) Dpad). (A.6)
Le calcul de la deuxiéme quantité de (A.1)) donne

= 2Im("0nd) = —2Im[(1 — QD)*$*Ot) + Q26" O]

+20Re{0n[(1 — Q@) Y] — 2(1 — Q)Y*Omd}. (A7)
En reportant les deux quantités et dans , on obtient aprés intégration
Imé& = (1 - Q)2 Imé + 2Q[G + (1 — Q&) Re(4* )], (A.8)
ou la nouvelle fonction Q est définie par

OmG = (1 — QD) Re 9 (F + 2) + QIm [pr‘Q (;&né + 9 m¢> - ¢ méﬁ] - (A9)
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Annexe B

Tenseur métrique de

Reissner-Nordstrom-NUT

Les composantes g"” de la métrique inverse de RN-NUT ([7.2)) sont

t_ w(0) _ gte = g¥t = W)
(r2 +n?)sin?0  f(r)’ (r2 4+ n?)sin% 6’
1 1
rro_ o - o0 — __—
g 1), g (r2 4+ n?)sin% 6’ g r2 4+ n?
Les symboles de Christoffel non nuls sont ([7.15)
/ 9)
Ft :Ft :f(T) Ft :I‘t :_M
tr T ofry ot (r2 4+ n?2)sinf’
b r f(r)
Trp =Ty = w(6) <T2 +n2  2f(r))’
to_ Tt w(8) (nf(r)w r_ 1
FW—I‘W—nsm@—l—M <r2+n2 +cos@ |, Ty = if(r)f,(r)a
r r 1 'd f/(,r) T
tho = F@t = _if(T)f,(T)LW FTT = _Qf(’l“)’ F99 = —T‘f(?”),
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I = f(r) @ F(r)w(0)? — rsin’ 9) T =10, = ’W (B.6)
%, =19 = ﬁ %, = —sind (W + cos 9) , (B.7)
Ti’?)—%——w%)smg, Fﬁ@:F&,:ﬁ, (B.8)

g =T% = 811119 ("Tz(ﬁﬁf) +cos 0) . (B.9)

ou’ =d/dr.

Les composantes non nulles du tenseur de Riemann sont

r(r—m) — (2~ n?)f

Ry, =—R'yy = —R%,, =R, = —wf (2 T )2 , (B.10)
R'yg=—R'yp =R g=R 4= _”WW7 (B.11)

Rtrtr = _Rtm == = 1);?:22;522))2+ 4m7” (B.12)

Rtrew = —Rtwg = n[w?f + 2(r? + n?) sin’ 0] fzs}z ji—iLJ;;;s;:Q’ (B.13)
Ry, = —R'y., = R@ew = — Rwew = anm, (B.14)
Rlgg=—R'gg = R'gg = —R'gg, = _rr= m22;(77;z — 'I”LQ)f’ (B.15)
Rt(,w =R or = n2w?f + (r* + n?)sin? 6 f?g :—31];;2_:517:0’ (B.16)
Rt@@cp _ —Rt(aw _ _wr(27’ —m) —rz(—fn; on?)f + n2, B17)

Rtw@ = —Rt%ot = [Wif — (? + n?) sin? H]T(T — 7(:2 1 (7:22)2_ n2)f7 (B.18)
Rtwg —Rtwr = n[w?f — (r* + n?)sin’ 0] ril=2/) = m (B.19)

f(r2 +n?)?2sin6’
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Ry =—R'yy=—f (% 2y ; (B.20)

Ry =Ry = —R = R = —wf (f - 1)Ei;~2+_n721)22) + 4m1“7 (B.21)

R g, = —R'ypp = 2nfr(17;2+f;2_ ™ sing, (B.22)

Rigyy=—Rgp=—Rg=R 9 =7 fr(lr_2 if 7)12_ " sine, (B.23)

R N ot B et AP 1 et GRS LI
" " r2+n (r2 +n?)?

R’ 9, R 00 = Snwfr(l 5 i_f;; ™ sin 0, (B.25)

Ryg = —Ryp = R(pttcp = chtcpt = _fT(T — 7(72 :_ 5;2)2_ n2)f7 (B-26)

R, =R, =R, =R, T(b; ifgz;m sin 6, (B.27)

Ret&p = _R9t<p9 = _Regote R o0t Wfr(r - 7(7:,2 :_ 5;2)2_ n2)f, (B.28)

Rlg=-R, =R%, =—R%, = r(r _;2221(:;); nQ)f’ (B.29)

RQW ngt = —QnW sin 6, (B.30)

Rew(p = —ngpr = —Snww sin 6, (B.31)

Rewé’s@ - *nge - w2fr(r - 7(7;2 :— 5;2)2_ s ”27; _(:;— S sin?0,  (B.32)

R¢tr€ = 7R¢t07’ - 7R(prt9 = R@ret =-n Z;g ; 32?2 ;:;v (B.33)

R? 4, =~R? 4=R% ,=-R°, = m, (B.34)
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r(1—2f)—m

0 _ e _
By = =1, = 2n(n2 +72)2sin6’
RS _ _p* :_r2+n2—(r2—3n2)f.
06y 06 72 4 n2

Les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont

2
_ o o __¢Ff
Ry =Ry + Ryg + Ry = m,
, i ) o wf
Rt<p:Rtt<p+Rtr<p+Rt6’<P+Rw‘p:_m’
2
0 e’f
Ry =R', + Ry + RY,,, = NCETE
t 62
.
Rgg = R g9 + R g9 "'Rw@w@ Rk
2 2
. o e wf .9
R‘P¢_RS@tW+RT@r£p+R309‘p_n2+7’2 <’I“2+Tl2 -+ sin 9)
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Annexe C

Orbites circulaires avec r = r+

Cherchons maintenant la condition nécessaire et suffisante d’existence des orbites cir-

culaires instables. Apres avoir pris en compte la condition (9.48)), on montre que 1’équation
(19.45) admet pour solution

—kg(IP+ 7% —2) - |I? - (i —2)|VA

Ey = = > 0. C.1
" 2(7% - 2)P2 (G
FEn notant
—Kg 2—-(g*-2))v/A
= sl (= 2VA )
qui est équivalent a
h— g -2 (C.3)
kg —sgnll? — (g2~ 2)VA ‘
L’énergie Fy s’exprime alors en fonction de h comme
1/1
Ey==(-+h C4
o=5 (1), (©4)
qui implique que h est positif, h > 0. Ensuite, de (C.2)) et (C.3|), nous pouvons tirer
o, G2 72 2 2, G -2
—2kg =1 h+T’ 2sgn[l? — (g% — 2)]VA =1 h—T, (C.5)
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ce qui nous permet de réexprimer les racines r4 (9.37) en termes de h comme

L= . , (C.6)
d’oti 'on déduit
pro Tt -1 (c.7)
MR+l ‘

Il résulte de 1) que k ne peut étre que positif si g < v/2n. Les énergies € (ry) et E

deviennent

2—(3?-2) h_fi+1+z7

E =F i) == = h>0 C.8
(Tﬂ:) + K (r:i:> 12h2 — (g2 _ 2) fﬂ: +1 >0, ( )
B 1 2+P)nr*+g?

E=E)— Sl Ay T a— (C.9)

Pour déterminer les conditions d’existence nécessaires et suffisantes des orbites circulaires
instables, nous utilisons le fait que % > 0. Ainsi, nous montrons & partir de l} (ou

(C.7) que dans le cas du wormhole g > n (b? > 0),

Pl P>g2—2 (C.10)
l2—|—1 ) ) *
L<h<yf=t ?<g?-2 (C.11)

241’ ' '

Finalement, en remplagant h par son expression ((C.2]) en fonction de x, ces deux conditions

susmentionnées se réunissent en une seule,

[1+2(g%—2)2+g> -2

NS ES

On voit facilement que x doit étre négatif pour g > v/2n. L’inégalité a gauche de (C.12)

< —2kg <24 3*-2. (C.12)

est plus forte que la condition d’existence des racines (9.47)). En effet, en elevant au carré,
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nous obtenons

([1+2(§2—2)]T2+§2—2>2_4(—2_2)z2: (F-g*+2)? (C.13)

NS J (@ - D(E+1)

Nous pouvons également nous assurer que la borne supérieure est toujours plus grande que

la borne inférieure en vertu de l'identité

1+2(g° — 2]+ 5> -2 =
P o Lt20 -2 +g = (VET1-V@E -1

2 1
VE- VBT ) (” mm)

(C.14)
En particulier, si —x = 1?/gn = (g —2n?)/gn, on trouve h =1, By = 1,et A= B =C =0,
conduisant a W (r) = 0. Dans ce cas, la particule chargée peut suivre une orbite circulaire
quelque soit la valeur du rayon r.
Dans le cas du trou noir et du trou noir extréme g < n (—n? < b? < 0), h? > 0 implique,
d’apres (C.7)), que

ri > = b =n? - g% (C.15)

Donc, les orbites circulaires doivent étre a I'extérieur de ’horizon. Ensuite, de (C.7)), le
domaine de variation de h est

0<h<l, (C.16)

ce qui permet, en utilisant (C.5)), de détérminer la condition d’existence de ces orbites,

—2kg <1 —(2—3°). (C.17)
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Deflection of light and time delay at the cosmological scale, Generation and
interpretation of stationary solutions in Einstein-Maxwell theory

Abstract

The research work carried out in this doctoral thesis covers two separate topics. In the first
topic, we have investigated strong gravitational lensing by a spherically symmetric mass dis-
tribution in the framework of two different cosmological models with a positive cosmological
constant: The static Kottler (or Schwarzschild-de Sitter) model and the dynamic Einstein-
Straus model in the case of flat space (null curvature) and closed space (positive curvature).
The Einstein-Straus model consists of a Kottler vacuole embedded in an expanding Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker Universe. The deflection of light and the time delay have been
computed in each model then applied to the lensed quasar SDSS J1004+4112. Unlike the
case of Kottler model, the analysis of the deflection of light and time delay in both cases
of flat and closed Einstein-Straus model have produced results which are in agreement with
Rindler and Ishak’s claim that a positive cosmological constant A attenuates the bending of
light. On the other hand, it has been revealed, in the case of closed Einstein-Straus model,
that the light bending and time delay decrease considerably as the present scale factor ag
becomes smaller than a limit value about 9.1 x 1026 m (29 ~ 0.02) highlighting the potential
impact of spatial positive curvature. This goes against the Einstein-Straus model in which
case the results remain the same regardless of which value is chosen for the present scale
factor. Nevertheless, above this limit value (2 < 0.02), the obtained results are found to
be indistinguishable from the flat case.

The second topic revolves around two parts. In the first part, we have generalized the
generation method of rotating solutions by combining a finite SU(2, 1) transformations with
a finite coordinate transformation (finite Geroch transformation). This work seems to show
that this generalization would only be apparent. In the second part, a number of problems
associated with the Reissner-Nordstrom-NUT solution have been explored. We have analyzed
in detail the geodesic motion and shown, without assuming time periodicity to make Misner
strings unobservable, that the Reissner-Nordstrom-NUT spacetime is geodesically complete.
Another unpleasant feature of spacetimes with NUTs is the presence of regions containing
closed time-like curves. We have shown that among them there are no closed timelike
or null geodesics, so the freely falling observers should not encounter causality violations.
Considering the motion of electrically charged test particles in the massless magnetically
charged Reissner-Nordstrom-NUT solution, we find that no wordline followed by an initially
distant charged particle moving under the action of the Lorentz force can possibly close or
self-intersect.

Key words General relativity, cosmology, light bending, time delay, cosmological constant,
Einstein-Maxwell equations, SU(2, 1) group, finite Geroch transformation, NUT parameter,
Misner string, wormhole, closed time-like curves, causality.
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Résumé

Les travaux de recherches réalisés dans cette these de Doctorat s’articulent autour de deux su-
jets distincts bien que s’inscrivant dans le cadre de la relativité générale et de la cosmologie. Le
premier sujet traite de 'effet de lentille gravitationnelle fort causé par une distribution de masse
a symétrie sphérique dans le cadre de deux modeéles cosmologiques en présence d’une constante
cosmologique positive: Le modele statique de Kottler (ou Schwarzschild-de Sitter) et le modele
dynamique d’Einstein-Straus qui résulte du raccordement de la métrique de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker & I'extérieur d’une vacuole avec la métrique statique de Kottler a 'intérieur de
celle-ci. On s’est limité & deux versions de la métrique d’Einstein-Straus, plate et sphérique qui
correspondent respectivement & une courbure spatiale nulle et positive. La déflexion de la lumiére et
le temps de retard ont été calculés dans chacun des deux modéles puis appliqués & un systéme par-
ticulier de lentille-quasar appelé SDSS J1004+4112; avec une attention particuliére pour le modéle
d’Einstein-Straus car c’est le modéle qui tient compte simultanément de ’expansion de 1’Univers
a échelle galactique et du fait que les échelles planétaire et atomique ne sont pas affectées par
la dite expansion. Contrairement au modele de Kottler, les résultats obtenus dans les cas plat et
sphérique du modeéle d’Einstein-Straus corroborent ’affirmation de Rindler et d’Ishak selon laquelle
une constante cosmologique positive atténue la déflexion de la lumiére. Une analyse en fonction du
facteur d’échelle actuel ag, dans le cadre du modéle d’Einstein-Straus sphérique, a mis en évidence
I'impact de la courbure spatiale sur la déflexion de la lumiére et le temps de retard. La déflexion
de la lumiére et le temps de retard diminuent significativement lorsque le facteur d’échelle actuel
devient plus petit devant une valeur critique de 9.1 x 1026 m environ (correspondant & une densité
de courbure actuelle ;o ~ 0.02). Cela va a I’encontre du modele d’Einstein-Straus plat auquel cas
les résultats ne dépendent non plus de la valeur du facteur d’échelle actuel. Néanmoins, au-dela de
cette valeur critique (Qo < 0.02), les résultats sont pratiquement les mémes que pour le cas plat
du modéle d’Einstein-Straus.

Le second sujet comporte deux volets. Le premier volet consiste en une généralisation de la méth-
ode de génération de solutions en rotation par transformation finie de Geroch combinant une
transformation particuliere du groupe SU(2,1) avec une transformation linéaire de coordonnée.
Ces travaux, semblent montrer que cette généralisation ne serait qu’apparente, en ce sens que les
solutions obtenues seraient seulement des transformées par SU(2,1) des solutions générées par la
méthode primitive. Le second volet consiste en une étude approfondie des propriétés de la solu-
tion de Reissner-Nordstrom-NUT, la solution asymptotiquement plate & symétrie sphérique la plus
générale des équations d’Einstein-Maxwell. La résolution des équations de la géodésique a permis
de montrer, contrairement & une opinion répandue, que toutes les géodésiques, y compris celles qui
impactent la corde de Misner, sont complétes (ne se terminent qu’a 'infini). Une région de 1’espace-
temps de Reissner-Nordstrom-NUT contient des courbes fermées de genre temps, que ’on associe
en général & la possibilité de violations de causalité. On a montré que le mouvement d’une particule
neutre en chute libre est nécessairement causal (absence de géodésique fermée de genre temps ou
lumiére), et obtenu, dans le cas magnétique de masse nulle de la solution de Reissner-Nordstrom-
NUT, un résultat un peu plus faible pour une particule électriquement chargée, & savoir que si
celle-ci vient de l'infini, sa ligne d’univers ne peut pas étre fermée ou s’intersecter (I’observateur
chargé ne peut pas se retrouver face a lui-méme).

Mots clés Relativité générale, cosmologie, déflexion de la lumiére, temps de retard, constante cos-
mologique, équations d’Einstein-Maxwell, groupe SU(2,1), transformation finie de Geroch, charge
NUT, corde de Misner, wormhole, courbes fermées de genre temps, causalité.
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