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Chapitre 1

Introduction

Un peu plus de 100 années se sont écoulées depuis qu’Einstein a proposé sa théorie de
la relativité générale (RG), considérée par beaucoup comme la théorie la plus élégante de
la physique qui au fil des ans a passé tous les tests avec un énorme succés. Les derniers en
date étant la détection des ondes gravitationnelles par les checheurs du LIGO en septembre
2015 [1] et l’obtention de la première image du trou noir super massif M87? grâce au EHT
(event horizon telescope) en avril 2019. Cependant, malgré le succès incontestable de la
RG un certain nombre de problèmes ne trouve toujours pas de solution dans le cadre de
cette théorie. La formation de singularités, l’origine de la “récente” expansion accélérée, la
nature de la matière noire et de l’énergie sombre sont autant de sujets qui restent ouverts
en physique. Le plus gros inconvénient de la RG est que cette dernière ne tient pas compte
des effets quantiques d’où cette quête effrénée des physiciens d’une théorie quantique de la
gravitation qui unirait les deux piliers de la physique que sont la mécanique quantique et
la RG.

La gravitation telle que décrite par Einstein nécessite un espace-temps dynamique ca-
pable de se courber en présence de la matière, tandis que les autres interactions fonda-
mentales (nucléaire forte, nucléaire faible et électromagnétique) sont décrites par la théorie
quantique des champs qui fonctionne plutôt sur l’espace-temps plat de Minkowski. On sait
que les particules élémentaires possèdent deux caractéristiques fondamentales : la masse
et le spin. Si la masse est considérée comme étant la source de la courbure, le spin devrait
donc, en toute logique, être relié à une autre propriété géométrique de l’espace-temps. Cette
quantité géométrique c’est la torsion.

Elie Cartan [2] avait dès 1922, c’est-à-dire avant même la découverte du spin, suggéré
qu’une théorie de la gravité devrait inclure le moment angulaire intrinsèque de la matière,
et a donc introduit la torsion. Mais l’avènement de la mécanique quantique dans les années
vingt avait en partie éclipsé les travaux de Cartan qui sont passés presque inaperçus, et ce
n’est qu’en 1964 que la théorie d’Einstein-Cartan a reçu beaucoup plus de reconnaissance
grâce notamment aux travaux de Sciama [3] et Kibble [4] qui obtiennent indépendamment 1,

1. pour cette raison, la théorie est rebaptisée théorie d’Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)
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chapitre 1 Introduction

dans le cadre de la théorie de jauge pour la gravitation, le même système d’équations
décrivant l’énergie-impulsion et le spin de la matière respectivement comme sources de
la courbure et de la torsion. En avril 2006, Steven Weinberg déclarait dans PHYSICS
TODAY “j’ai jamais compris l’importance du point de vue physique de l’introduction de la
torsion en géométrie différentielle”, et poursuit “la torsion n’est qu’un tenseur qui peut être
traité comme n’importe quel tenseur additionnel dans le contexte de la relativité générale
”. Dans le même magazine, Friedrich Hehl lui répond (mars 2007) “la torsion n’est pas
juste un tenseur mais un tenseur très particulier qui est intrinsèquement relié au groupe
de translation au sens de Yang-Mills, c’est le champ de force des translations. La torsion
est reliée aux translations et la courbure aux rotations de Lonrentz”.

Friedrich Hehl est le physicien qui a le plus mis en évidence le rôle géométrique de la
torsion dans la physique moderne [5, 6, 7, 8], il est surtout le coauteur [9] d’une revue
“historique” sur la théorie U4 dans laquelle cette dernière apparait comme une théorie de
jauge locale pour le groupe de Poincaré (U4 référence faite à l’espace-temps de Riemann-
Cartan dans lequel est décrite la théorie, V4 étant réservé à l’espace-temps Riemannien de
la RG). Une contribution significative fut également apportée par le “groupe de Varsovie”
[10, 11, 12, 13, 14, 15]. On trouve aussi une large littérature sur le rôle de la torsion et
ses implications en cosmologie dans [16], où une classification chronologique est donnée, et
plus récemment dans [17, 18].

Dans la théorie EC, l’espace-temps est décrit par une géométrie non riemannienne et
la connexion affine n’est donc pas nécessairement symétrique comme c’est le cas en RG
avec les symboles de Christoffel. La torsion est définie comme la partie antisymétrique de
cette connexion non riemannienne. Par conséquent, cette dernière est considérée comme
une variable indépendante, au même titre que la métrique, utilisée pour la description du
champ gravitationnel dont les équations sont issues du principe de moindre action. Du point
de vue dynamique, le moment angulaire intrinsèque (spin) de la matière est responsable
de la présence de la torsion tout comme la matière est responsable de la courbure de
l’espace-temps. La relation spin-torsion étant algébrique cela implique que la torsion ne
se propage pas dans le vide ce qui n’est pas un problème en soi, puisque c’est la raison
principale pour laquelle, jusqu’à présent, aucune observation de la torsion n’a été détectée
dans une région vide de l’espace. Une théorie dans laquelle la torsion peut se propager
en dehors de la distribution de la matière devrait expliquer, afin d’être en accord avec les
mesures expérimentales, pourquoi cette propagation hors de la matière est permise, mais
uniquement avec une valeur trop petite pour être mesurée. Ainsi, les prédictions de la
théorie EC diffèrent de celles de la RG uniquement à des densités extrêmement élevées,
comme celles présentes à l’intérieur des trous noirs ou bien dans une époque où l’univers
était encore très jeune. Dans ces conditions, la matière est si dense et l’énergie si élevée
que les effets quantiques, notamment le couplage entre le spin de la matière et la torsion de
l’espace-temps, sont prédominants et font apparaitre une “force” gravitationnelle répulsive
qui pourrait prévenir (en principe) la formation des singularités [19, 20, 21].

Malgré les nombreux avantages qu’offre la théorie EC sur le plan théorique, quelques
aspects négatifs et non des moindres sont à soulignés. Le principal problème réside dans
le fait que la prescription de couplage gravitationnel dans le modèle EC viole le principe
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chapitre 1 Introduction

d’équivalence fort 2 et, lorsqu’elle est utilisée pour décrire l’interaction gravitationnelle du
champ électromagnétique, viole l’invariance de jauge U (1) de la théorie de Maxwell qui
est d’une importance capitale en physique. La violation de l’invariance de jauge signifie
que la théorie n’est pas quantifiable puisque le lagrangien dans ce cas n’est pas invariant
sous le groupe de transformations locales, le champ électromagnétique ne peut être couplé
à la torsion et donc à la géométrie de Rieman-Cartan. Afin de préserver l’invariance de
jauge dans la théorie EC, il est nécessaire d’émettre l’hypothèse suivante “les photons ne
produisent pas et ne ressentent pas la torsion” [38]. Cependant, du point de vue quantique
cette hypothèse n’est pas vraie puisque un photon peut se désintégrer virtuellement en
une paire électron-positron. Ces derniers étant des fermions massives, ils sentiront donc
l’effet de la torsion, par conséquent, le champ électromagnétique est aussi affecté par la
torsion ; même s’il n’existe pas une interaction directe photon-torsion, il y a une interaction
entre la torsion et la paire virtuelle électron-positron produite dans le vide par le photon
“physique”. Mathématiquement, ce mécanisme se traduit par une contribution quantique
du second ordre aux équations de Maxwell modifiées (écrites dans un espace de Riemann-
Cartan) qui, dans l’approximation classique (à l’ordre zéro), se réduisent aux équations
de Maxwell connues (sans torsion). Un autre point faible de la théorie et qui concerne
toujours le champ électromagnétique, lorsque ce dernier est considéré en tant que source
les équations d’Einstein-Cartan ne sont pas covariantes (au sens de la théorie de jauge).

Noter enfin que les problèmes soulevés précédemment trouvent une solution dans une
autre théorie de la gravitation où la torsion joue aussi un rôle important, il s’agit de la
gravité téléparallèle (teleparallel gravity). Dans cette dernière, la torsion est considérée
comme une alternative à la courbure pour la description de la gravitation, en d’autres
termes, la courbure et la torsion sont apparentées aux mêmes degrés de liberté. Mais ce qui
caractérise le plus la gravité téléparallèle c’est que la torsion agit comme une force dont
l’équation est semblable à la force de Lorentz de l’électrodynamique, tandis qu’en RG ou
dans la théorie EC la notion de force est abandonnée au détriment d’une géométrisation de
l’interaction gravitationnelle, ce qui est totalement différent du point de vue conceptuel.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre relatif à l’explication de la nature de l’une des prin-
cipales composantes de l’univers, à savoir la matière noire qui représente presque un quart
(∼26%) de la densité d’énergie totale de celui-ci. Plusieurs candidats sont proposés dans la
littérature dont le plus prometteur (sérieux) reste les WIMP (weakly interacting massive
particles), des particules hypothétiques qui ont la particularité d’être massives et n’inter-
agissant que très faiblement avec la matière ordinaire (baryonique) d’où la difficulté de les
observer. Dans notre cas, on a choisi d’aborder le problème de la matière noire par une
démarche purement géométrique en attribuant l’excès de la densité d’énergie observée à
la présence de la torsion à travers la loi de Gauss faible qui se trouve être violée dans la
théorie d’Einstein-Cartan.

Le manuscrit est organisé de la façon suite :
le chapitre 2 est une introduction à la théorie d’Einstein-Cartan qui représente le socle

2. localement, les effets d’un champ gravitationnel sur toute expérience, même portant sur la gravitation
elle-même , sont identiques aux effets d’une accélération du référentiel de l’observateur.
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chapitre 1 Introduction

sur lequel on construira toutes les idées de cette thèse. On donne les notions de base de
la théorie allant de la connexion de spin jusqu’à la dérivation des équations du champ,
en passant par l’interprétation géométrique de la torsion, principal concept qui différencie
la théorie d’Einstein-cartan de la relativité générale. Dans le chapitre 3, on mettra en
évidence deux caractéristiques importantes de la théorie EC à savoir, l’asymétrie et la
non-conservation covariante du tenseur énergie-impulsion. On traduira mathématiquement
ces deux propriétés en établissant des équations tensorielles qui s’avèrent être bien plus
pratiques que la version (canonique) connue dans la littérature. La contribution originale
apportée dans cette thèse est présentée de manière détaillée dans le chapitre 4. On procèdera
à la résolution analytique des équations du champ dans le cas du modèle de Kottler avec
torsion, puis nous montrerons que, dans ces conditions, la loi de Gauss faible n’est pas
vérifiée, contrairement au cas de la relativité générale. Dans le même contexte, on proposera
une alternative à la matière noire en utilisant uniquement l’idée de la torsion et étudierons
les modifications que cette dernière apporte au phénomène de la lentille gravitationnelle
à travers les géodésiques des photons dans le cas de la métrique de Kottler intérieure. Le
chapitre 5 pose le problème de la jonction des métriques dans le modèle d’Einstein-Strauss
lorsque la torsion est prise en considération, il apparait alors un problème de la masse qui
s’avère être variable dans ce cas, chose inexistante en l’absence de torsion. Le manuscrit se
termine par une conclusion.
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Chapitre 2

Théorie d’Einstein-Cartan

2.1 Notations et définitions

La notion de référentiel est très utile en physique, ce concept est défini comme étant
un ensemble d’objets mathématiques par le biais duquel on décrit le comportement (par
exemple l’évolution dans le temps) des systèmes physiques. De tels objets sont définis
presque toujours sur un sous-ensemble de l’espace-temps (dans le cadre de notre travail, un
espace-temps de dimension 4). En langage mathématique, un référentiel {bµ,µ = 0, 1,2,3}
est un ensemble de champs vectoriels linéairement indépendants en chaque point x d’un
sous-ensemble ouvert U d’une variété M (x∈U et U⊆M≡R4).

Le passage d’un référentiel {bµ} à un autre référentiel
{
b′µ
}
se fait par la relation

b′µ = γ−1 (x)ν µbν, (2.1)

ou γ−1 (x)ν µune matrice 4 X 4 inversible.
Soit {βµ, µ = 0, 1, 2, 3} un ensemble de 4 1-formes constituant une base des 1-formes

pour tout x∈U de telle sorte que lors d’un changement de base, on a

β ′µ = γ (x)ν µβν, (2.2)

les deux matrices γ−1 (x)ν µet γ (x)ν µ sont inverse l’une de l’autre.
Le référentiel {βµ} est dit dual au référentiel {bµ} si

βµ (bν) = δµν . (2.3)

Un référentiel dual {βµ} est dit holonome si, et seulement si localement, on a

dβµ = 0 (1− forme exacte) , (2.4)

autrement dit, si au voisinage de U, il existe un système de coordonnées local {xµ} tel que :

βµ = ∂
∂xµ , (2.5)
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chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

une démonstration est disponible dans [22].
Un référentiel {bµ} est holonome si, et seulement si, son référentiel dual {βµ} est holo-

nome. De manière naturelle, on choisira comme référentiel holonome
{
∂µ = ∂

∂xµ , µ = 0, 1, 2, 3}
l’ensemble des dérivées partielles par rapport aux coordonnées en chaque point de l’es-
pace tangent de la variétéR4. Son référentiel dual (dans l’espace cotangent) est donné
par les gradients des fonctions de coordonnées {dxµ, µ = 0, 1, 2, 3}. De même, on notera
{ea, a = 0, 1, 2, 3} le référentiel orthonormé et son dual {ea, a = 0, 1, 2, 3} de telle sorte à
avoir

dxµ ⊗ ∂
∂xν = 1µ ν, ea ⊗ eb = 1a b

ea = eµ adxµ, dxµ = e−1µ
aea, (2.6)

avec les conditions d’orthonormalité suivantes

eν a (x) e−1µ
a (x) = δµν , eµ a (x) e−1µ

b (x) = δab , (2.7)

la tétrade 1 eµ a (x) et son inverse e−1µ
a (x) permettent de passer du repère holonome dxµ

au repère orthonormé ea et vice versa. Dans l’espace tangent, on aura donc

g (ea, eb) = ηab

g
(
∂
∂xµ ,

∂
∂xν

) = gµν, (2.8)

et dans l’espace cotangent

g∗
(
ea, eb

) = ηab

g∗ (dxµ, dxν) = gµν, (2.9)

avec gµν le tenseur métrique et ηab la métrique de Minkowski de l’espace-temps plat qui
servent à faire monter et descendre, respectivement, les indices grecques et latins. Ainsi,
on a

e−1µ
a = gµνηabeν b. (2.10)

Une petite parenthèse pour dire qu’il est toujours possible de trouver un repère ortho-
normé il suffi pour cela d’appliquer le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt en
chaque point de la variété[23]. Notez que la relativité générale (RG) peut être formulée dans
un référentiel holonome ou dans un référentiel orthonormé, tandis que la théorie d’Einstein-
Cartan ne peut s’exprimer que dans un référentiel orthonormé. Une autre différence entre
les deux théories est que, en RG, la métrique gµν représente la seule variable dynamique à
partir de laquelle découlent toutes les autres entités de la théorie à savoir les symboles de
Christoffel, le tenseur de courbure, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire, par contre

1. on trouve aussi le terme “vierbein” de l’allemand pour désigner la tétrade, “vier” pour quatre et
“bein” pour dire jambe
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chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

dans la théorie d’Einstein-Cartan, il existe une autre variable dynamique en plus de gµν , il
s’agit d’une connexion dite “de spin” considérée comme une variable indépendante. Cette
dernière joue le même rôle que la connexion affine en relativité générale. Elle permet de dé-
finir, la dérivée covariante d’un tenseur, le transport parallèle d’un vecteur sur une variété,
ainsi que la courbure et la torsion dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan comme
nous allons le voir dans la suite de ce chapitre.

2.2 La connexion de spin

On défini la “nouvelle” dérivée covariante d’un tenseur comme étant égale à sa dérivée
partielle plus des termes de correction impliquant, cette fois-ci non pas la connexion affine,
mais la connexion de spin contractée avec le tenseur en question. En d’autres termes

∇µXa
b = ∂µXa

b + ωµ a cX c
b − ωµ c bXa

c, (2.11)

un terme de correction positif pour l’indice latin du haut et un terme de correction négatif
pour l’indice latin du bas. La dérivée covariante d’un vecteur dans le repère holonome (en
utilisant la connexion affine Γ) est

∇X = (∇µX ν)dxµ ⊗ ∂ν= (∂µX ν + Γν µλX λ)dxµ ⊗ ∂ν. (2.12)

Le même objet dans le repère orthonormé (puis exprimé dans le repère holonome) s’écrit

∇X = (∇µXa)dxµ ⊗ ea= (∂µXa + ωµ a bXb)dxµ ⊗ ea= (∂µ (eν aX ν) + ωµ a beλ bX λ)dxµ ⊗ (e−1σ
a∂σ
)

= e−1σ
a
(
eν a∂µX ν + X ν∂µeν a + ωµ a beλ bX λ)dxµ ⊗ ∂σ= (∂µX σ + e−1σ

a∂µeν aX ν + e−1σ
aeλ bωµ a bX λ)dxµ ⊗ ∂σ ,

en redéfinissant les indices σ → ν → λ, on aura

∇X = (
∂µX ν + e−1ν

a∂µeλ aX λ + e−1ν
aeλ bωµ a bX λ)dxµ ⊗ ∂ν= (

∂µX ν + (e−1ν
a∂µeλ a + e−1ν

aeλ bωµ a b
)
X λ)dxµ ⊗ ∂ν. (2.13)

En comparant (2.12) et (2.13), on obtient l’expression de la connexion affine en fonction
de la connexion de spin

Γν µλ = e−1ν
a∂µeλ a + e−1ν

aeλ bωµ a b, (2.14)

ou de manière équivalente

ωµ a b = eν ae−1λ
bΓν µλ − e−1λ

b∂µeλ a. (2.15)
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chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

Si on multiplie les deux membres de cette équation par eν b, on obtient

ωµ a beν b = eσ ae−1λ
bΓσ µλeν b − e−1λ

beν b∂µeλ a= eσ aΓσ µν − ∂µeν a,
donc

∂µeν a − eσ aΓσ µν + ωµ a beν b = 0,
cette relation (une dérivée partielle, un terme incluant la connexion affine Γ pour l’indice
grecque ν et un terme incluant la connexion de spin ω pour l’indice latin a ) est équivalente
à

∇µeν a = 0, (2.16)

elle est souvent appelée le postulat de la tétrade (tetrad postulate) et reste toujours vraie
sans restriction aucune sur la connexion.

2.3 Courbure et torsion (équations de structure de Cartan)

En développant la connexion de spin ω sur une base holonome dxµ, on obtient la 1-forme
suivante

ωa b =: ωa bµdxµ. (2.17)

Ainsi, n’importe quelle connexion est caractérisée par deux tenseurs que sont la courbure
et la torsion ; ils sont donnés par [25]

Ra
b := dωa b + (ω ∧ ω)a b (2.18)

pour la courbure, une 2-forme à valeurs tensorielles dans l’algèbre de Lie du groupe de
Lorentz so(1,3) que l’on peut aussi écrire comme

Ra
b := 12Ra

bµνdxµdxν. (2.19)

La torsion, quant à elle, est donnée par [26]

T a := Dea = dea + ωa b ∧ eb, (2.20)

une 2-forme à valeurs vectorielles (dans R4),
T a =: 12T a

bcebec. (2.21)

Les relations (2.18) et (2.20) sont communément appelées équations de structure de Cartan.
Explicitons les expressions de la courbure et de la torsion, pour cela on a

dωa b = ∂νωa bµdxνdxµ,

13



chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

en inversant les deux indices muets µ et ν, on obtient

dωa b = ∂µωa bνdxµdxν

or, en vertu de l’antisymétrie du produit extérieur dont on a volontairement omis les
symboles, on a

∂νωa bµdxνdxµ = −∂νωa bµdxµdxν,
donc

dωa b = 12 (∂µωa bν − ∂νωa bµ)dxµdxν. (2.22)

De même, on a (ω ∧ ω)a b = ωa cωc b= ωa cµdxµωc bνdxν= ωa cµωc bνdxµdxν= ωa cνωc bµdxνdxµ= −ωa cνωc bµdxµdxν,
ou on a inversé les indices µ et ν dans la quatrième ligne, donc

(ω ∧ ω)a b = 12 (ωa cµωc bν − ωa cνωc bµ)dxµdxν, (2.23)

en regroupant (2.22) et (2.23), on obtient

Ra
b : = dωa b + (ω ∧ ω)a b= 12 (∂µωa bν − ∂νωa bµ + ωa cµωc bν − ωa cνωc bµ)dxµdxν

= 12Ra
bµνdxµdxν,

par identification, on obtient l’expression des composantes de la courbure

Ra
bµν = ∂µωa bν − ∂νωa bµ + ωa cµωc bν − ωa cνωc bµ. (2.24)

Notez que le tenseur de courbure est antisymétrique par rapport aux deux derniers indices(Ra
bµν = −Ra

bνµ).
Pour ce qui est de la torsion on écrira d’abord, en utilisant (2.6), que

T a =: 12T a
bcebec = 12T a

bceµ beν cdxµdxν.

En développant le membre de droite de (2.20), on aura

dea = ∂νeµ adxνdxµ︸ ︷︷ ︸
µ↔ν= ∂µeν adxµdxν

14
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avec
∂νeµ adxνdxµ = −∂νeµ adxµdxν

donc
dea = 12 (∂µeν a − ∂νeµ a)dxµdxν. (2.25)

De même

ωa k ∧ ek = ωa kµdxµeν kdxν= ωa kµeν kdxµdxν︸ ︷︷ ︸
µ↔ν= ωa kνeµ kdxνdxµ= −ωa kνeµ kdxµdxν,

ce qui donne

ωa k ∧ ek = 12 (ωa kµeν k − ωa kνeµ k)dxµdxν, (2.26)

en regroupant (2.25) et (2.26), on obtient

T a = dea + ωa b ∧ eb= 12 (∂µeν a − ∂νeµ a + ωa kµeν k − ωa kνeµ k
)
dxµdxν

= 12T a
bceµ beν cdxµdxν

donc, par identification

T a
bceµ beν c = ∂µeν a − ∂νeµ a + ωa kµeν k − ωa kνeµ k ,

enfin, l’expression des composantes de la torsion est donnée par

T a
bc = (∂µeν a − ∂νeµ a + ωa kµeν k − ωa kνeµ k

)
e−1µ

be−1ν
c, (2.27)

la torsion est elle aussi antisymétrique vis-à-vis des deux derniers indices (T a
bc = −T a

cb).
Si on veut exprimer explicitement la torsion dans la base purement holonome (en faisant

apparaitre que les indices grecques), on aura

T λ
µν = e−1λ

aT a
µν= e−1λ

a
(
∂µeν a − ∂νeµ a + ωµ a beν b − ων a beµ b

)
,

le développement de cette expression donne

T λ
µν = e−1λ

a∂µeν a + e−1λ
aeν bωµ a b − e−1λ

a∂νeµ a − e−1λ
aeµ bων a b,

15
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enfin, en utilisant la définition de la connexion affine (2.14), la torsion prend la forme
suivante

T λ
µν = Γλ µν − Γλ νµ. (2.28)

Dans la littérature, on défini souvent la torsion comme étant la partie antisymétrique de
la connexion, c’est ce que traduit la relation (2.28). Si la connexion affine est symétrique
par rapport à ses deux indices du bas, Γλ µν = Γλ νµ, ce qui est toujours le cas en relati-
vité générale, la torsion devient nulle et les composantes Γλ µν sont appelées “symboles de
Christoffel”.

2.3.1 Interprétation géométrique de la torsion

La théorie de la relativité générale étant une théorie classique de la gravité, elle décrit
cette dernière dans un cadre géométrique en reliant le champ gravitationnel à la courbure de
l’espace-temps. Dans la théorie d’Einstein-Cartan, cette description reste toujours valable
et permet donc d’interpréter la courbure comme étant la raison pour laquelle un vecteur qui
est transporté parallèlement à lui même le long d’un contour fermé, change de direction
lorsque celui-ci retourne à son point de départ, on dit alors que la géométrie génère la
rotation 2. On a vu précédemment que la connexion affine possède une partie antisymétrique
qui est reliée à la torsion et comme cette dernière est une caractéristique très importante
de la théorie d’Einstein-Cartan, il convient de lui donner une interprétation géométrique
tout comme la courbure. Pour cela, considérons deux vecteurs infinitésimaux V et W en
un point xµ de la variété. Si on transporte chacun des vecteurs le long de l’autre (V le long
deW et vice-versa), on obtient deux nouveaux vecteursW ′ et V ′respectivement en xµ+V µ

et xµ +W µ (voir figure 2.1 ) . On aura donc,

V ′µ = V µ − V λΓµ νλW ν,
W ′µ = W µ −W λΓµ νλV ν.

Les extrémités des deux vecteurs V ′µ et W ′µ sont repérées sur la variétés par

vν = xµ +W µ + V ′µ = xµ +W µ + V µ − V λΓµ νλW ν,
wν = xµ + V µ +W ′µ = xµ + V µ +W µ −W λΓµ νλV ν.

Afin de rendre compte de la coïncidence ou pas de v et w , on calcule leur différence

vν − wν = W λΓµ νλV ν − V λΓµ νλW ν= W λΓµ νλV ν − V νΓµ λνW λ= W λV ν (Γµ νλ − Γµ λν)= T µ
νλW λV ν,

2. Puisque la notion de courbure est commune aux deux théories, on a juger inutile de présenter ici
l’analyse mathématique qui permet de donner son interprétation géométrique.

16
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Figure 2.1 – un parallélogramme formé par deux vecteurs et leur transport parallèle l’un
le long de l’autre, ne se referme pas en présence de la torsion.

ou on a utilisé la relation (2.28) pour écrire la dernière ligne. On voie que v et w ne
coïncident pas et que leur différence est proportionnelle à la valeur de la torsion en x. On
dit, dans ce cas, que la géométrie génère la translation.

2.4 Invariance de la métrique et tenseur de contorsion

On a vu que dans un espace-temps de Riemann-Cartan la connexion Γ n’est pas sy-
métrique. Cependant, afin d’assurer l’invariance des unités de longueur et de temps lors
du déplacement parallèle des vecteurs, la connexion doit satisfaire ce qu’on appelle “la
condition de compatibilité métrique” donnée par

∇λgµν = ∂λgµν − gµρΓρ νλ − gρνΓρ µλ = 0. (2.29)

Une permutation circulaire des indices de la relation précédente permet d’écrire

∂µgνλ − gνρΓρ λµ − gρλΓρ νµ = 0, (2.30)
∂νgλµ − gλρΓρ µν − gρµΓρ λν = 0. (2.31)

En combinant ces trois relations, on obtient

∂λgµν − ∂µgνλ − ∂νgλµ + gλρ (Γρ νµ + Γρ µν)− 2gµρΓρ [νλ] + 2gρνΓρ [λµ] = 0, (2.32)

17



chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

avec Γλ (µν) = 12 (Γλ µν + Γλ νµ) et Γλ [µν] = 12 (Γλ µν − Γλ νµ) qui représentent respectivement
les parties symétriques et antisymétriques de la connexion.

Rappelons que dans la géométrie Riemannienne où la connexion est symétrique par
défaut, on a

∂λgµν − ∂µgνλ − ∂νgλµ = −2gλρΓ̃ρ µν, (2.33)

où Γ̃ρ µν représentent les symboles de Christoffel. Ainsi, en utilisant l’équation (2.28), la
relation (2.32) devient

− 2gλρΓ̃ρ µν + gλρ (Γρ νµ + Γρ µν)− 2gµρT ρ
νλ + 2gρνT ρ

λµ = 0. (2.34)

Une contraction par 12gλσdonne
− Γ̃σ µν + 12 (Γσ νµ + Γσ µν)− Tµν σ + Tν σ µ = 0. (2.35)

Sachant que12 (Γσ νµ + Γσ µν) = 12Γσ νµ + 12Γσ µν + 12Γσ µν − 12Γσ µν = Γσ µν − T σ
µν, (2.36)

la relation précédente devient donc

Γσ µν = Γ̃σ µν + Tµν σ + Tνµ σ + T σ
µν. (2.37)

On obtient finalement l’expression qui donne la connexion de Riemann-Cartan en terme
de la connexion de Riemann Γσ µν = Γ̃σ µν + K σ

µν, (2.38)

avec
K σ

µν = Tµν σ + Tνµ σ + T σ
µν, (2.39)

un tenseur qu’on appelle “tenseur de contorsion” et qui porte les degrés de liberté de rotation
de l’espace-temps de Riemann-Cartan. On voit donc que la définition de la connexion
de Riemann-Cartan résulte de la condition de compatibilité (2.29). Pour finir, on donne
quelques propriétés du tenseur de contorsion qui découlent de la définition (2.39)

Kµνλ = −Kνµλ, Kµ(νλ) = 2T(νλ)µ, Kµ[νλ] = Tµνλ, (2.40)

K(µ|ν|λ) = 12 (Kµνλ + Kλνµ) = −2T(µλ)ν,
K[µ|ν|λ] = 12 (Kµνλ − Kλνµ) = −Tνµλ. (2.41)

Il est possible aussi de construire les contractions suivantes

K ν
µν = 2Tµ = −Tµν ν, K ν

νµ = 0. (2.42)
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2.5 Géodésiques et autoparallèles dans un espace-temps de
Riemann-Cartan

Dans la littérature, il existe deux définitions du concept de géodésique. Le premier
défini une géodésique comme étant la courbe la plus droite possible dont le vecteur tangent
est transporté parallèlement sur lui-même. Dans la deuxième définition, une géodésique est
considérée comme étant le plus court chemin possible séparant deux points quelconques. En
relativité générale, ces deux concepts coïncident, mais dans un espace-temps de Riemann-
Cartan (avec courbure et torsion) ceux-ci doivent être considérés de manière séparée. En
effet, dans un tel espace-temps, le transport parallèle d’un vecteur est traduit par l’équation
suivante

δ
(
dxλ
) = −Γλ µνdxµdxν, (2.43)

où Γσ µν représente la connexion de Riemann-Cartan. On voit bien que seule la partie
symétrique contribue à cette équation, ce qui nous permet d’écrire

δ
(
dxλ
) = −Γλ (µν)dxµdxν, (2.44)

en utilisant l’équation (2.37), la relation précédente devient

δ
(
dxλ
) = −(Γ̃λ µν + 2T(µν) λ)dxµdxν, (2.45)

c’est l’équation des autoparallèles qui décrit le mouvement des particules ayant un moment
cinétique intrinsèque (spin). Cette dernière ne peut donc pas être l’équation de mouvement
des particules scalaires (sans spin) puisque celles-ci suivent les géodésiques données par les
symboles de Christoffel

δ
(
dxλ
) = −Γ̃λ µνdxµdxν, (2.46)

ce qui traduit le fait que la torsion n’a pas d’influence sur le mouvement des particules sans
spin puisque les Γ̃λ µν sont écrites uniquement en fonction de la métrique de l’espace-temps
(voir (2.33)). On voit donc que pour avoir une coïncidence entre les autoparallèles et les
géodésiques, une condition nécessaire et suffisante est que la partie symétrique du tenseur
différence de (2.45) et (2.46) soit nulle, c’est-à-dire, T(µν) λ = 0. Dans ce cas, le tenseur de
contorsion (2.39) devient

K σ
µν = T σ

µν,
ce qui, en vertu de la première propriété dans(2.41)et de la définition (2.28), traduit le fait
que le tenseur de torsion doit être complètement antisymétrique.

2.6 Identités de Bianchi

En plus des équations de structure de Cartan 2.18 et 2.20, on a les deux identités de
Bianchi suivantes

DR = dR + [ω,R ] = 0 (2.47)
DT = DDe = Re. (2.48)
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Commençons par la première identité en l’écrivant en terme de composantes

DRa
b = dRa

b + [ω,R ]a b= dRa
b︸ ︷︷ ︸

A

+ ωa c ∧ Rc
b︸ ︷︷ ︸

B

− Ra
c ∧ ωc b︸ ︷︷ ︸,
C

(2.49)

en utilisant la relation 2.18 de la courbure, les termes A, B et C deviennent alors

A = d (dωa b + ωa c ∧ ωc b)= d2ωa b + dωa c ∧ ωc b − ωa c ∧ dωc b= dωa c ∧ ωc b − ωa c ∧ dωc b,

ou on a utilisé la propriété de la nilpotence pour la dérivée extérieure
(
d2 = 0). De même,

on a

B = ωa c ∧
(
dωc b + ωc d ∧ ωd b

)
= ωa c ∧ dωc b + ωa c ∧ ωc d ∧ ωd b,

et enfin

C = (dωa c + ωa d ∧ ωd c
)
∧ ωc b= dωa c ∧ ωc b + ωa d ∧ ωd c ∧ ωc b.

En regroupant les trois termes, on obtient

DRa
b = A+ B − C= ωa c ∧ ωc d ∧ ωd b − ωa d ∧ ωd c ∧ ωc b︸ ︷︷ ︸

c↔d= ωa c ∧ ωc d ∧ ωd b − ωa c ∧ ωc d ∧ ωd b
DRa

b = 0. (2.50)

La deuxième identités de Bianchi relie la torsion à la courbure, de la manière suivante

DT a = dT a + ωa b ∧ T b (2.51)= d
(
dea + ωa b ∧ eb

) + ωa b ∧
(
deb + ωb c ∧ ec

)
= dωa b ∧ eb − ωa b ∧ deb + ωa b ∧ deb + ωa b ∧ ωb c ∧ ec= dωa b ∧ eb︸ ︷︷ ︸

b→c

+ ωa b ∧ ωb c ∧ ec

= (dωa c + ωa b ∧ ωb c
)
∧ ec

DT a = Ra
c ∧ ec. (2.52)

Historiquement, le qualificatif “deuxième” identité a été attribué à la relation (2.47) relative
à la courbure puisque la “première” identité (2.48), relative à la torsion, existait déjà et

20



chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

n’a donc un sens que pour les connexions affines qui possèdent une partie antisymétrique.
Notez qu’il est possible de trouver dans certains ouvrages, comme par exemple [27], que D
soit définie comme la “dérivée covariante extérieure”. En effet, les relations (2.49) et (2.51)
permettent de faire l’analogie avec la dérivée covariante utilisée en relativité générale sauf
que dans ce cas, la dérivée partielle est remplacée par une dérivée extérieure et les symboles
de Christoffel par la connexion de spin, une connexion pour chaque indice latin.

2.7 Action et équations du champ

A partir des champs fondamentaux du référentiel e et de la connexion de spin ω, il est
possible de construire l’action d’Einstein-Hilbert suivante [28]

SEH [e, ω] = 116πG
∫
Ra

b ?
(
ebea

)
− 2Λ16πG

∫
?1 (2.53)

avec

Ra
b ?
(
ebea

) = Rab ? (ebea)= Rab ?
(
ηbb̄eb̄ηaāeā

) = Rabηbb̄ηaā ?
(
eb̄eā

)
= Rabηbb̄ηaā

12εb̃ãcdηb̃b̄ηãāeced, (2.54)

où nous avons utilisé la définition suivante de l’action Hodge star ? sur la base orthonormée
{ea}[29]

? (ea1 ∧ ... ∧ ear ) = 1(m− r)!εa1...ar br+1...bmebr+1 ∧ ... ∧ ebm
avec m la dimension de la variété et

εa1...am =


+1 si (a1...am) est unepermutation paire de (1, 2..., m)
−1 si (a1...am) est unepermutation impaire de (1, 2..., m)0 autrement

les indices sont élevés en utilisant ηab. Sachant que ηaāηãā = δ ã a et ηbb̄ηb̃b̄ = δ b̃ b, la
relation (2.54) devient alors

Ra
b ?
(
ebea

) = 12Rabεbacd︸︷︷︸
−εabcd

eced

= −12Rabεabcdeced,

de même, nous avons

?1 = 14!εabcdeaebeced.
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L’action d’Einstein-Hilbert (2.53) s’écrit donc
SEH [e, ω] = −132πG

∫ (
Rab + 16Λeaeb) ecedεabcd. (2.55)

On peut écrire la relation (2.55) en fonction de la courbure scalaire
(
R = Rab

ab
)
de manière

concrète. Pour se faire, on a

Rabecedεabcd = 12Rab
abeaebecedεabcd

= 12Rab
ab

(
−εabcde0e1e2e3) εabcd,

avec
εabcdεabcd = −2(δaaδbb − δbaδab) ,

donc

Rabecedεabcd = (
Rab

ab − Rab
ba
)
e0e1e2e3,

puisque le tenseur de courbure est antisymétrique par rapport aux deux derniers indices,
la relation précédente devient alors

Rabecedεabcd = 2Rab
abe0e1e2e3. (2.56)

Le terme donné par e0e1e2e3 est défini comme étant l’élément de volume invariant de notre
variété (de dimension 4), donc

e0e1e2e3 = ?1 = dV ,

dés lors, la relation (2.56) s’écrit
Rabecedεabcd = 2Rab

abdV .

De la même façon, le deuxième terme de (2.55) donne16Λeaebecedεabcd = 16Λ (−εabcde0e1e2e3) εabcd
= −16Λ (−4!) e0e1e2e3, (2.57)

où on a utilisé la relation suivante pour le tenseur complètement antisymétrique ε

εabcdεabcd = −4!.
En regroupant (2.56) et (2.57) , L’action d’Einstein-Hilbert (2.53) devient alors [28]

SEH [e, ω] = −116πG
∫ (

Rab
ab + 2Λ)dV , (2.58)
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le facteur constant 1/16πG est introduit pour retrouver la limite newtonienne lorsque l’on
tient compte de la matière. Notez que l’action (2.58) est, de manière similaire à la relativité
générale, linéaire en R (la courbure scalaire).

En faisant le choix de travailler dans un référentiel orthonormé {ea} l’avantage est
double. Le premier étant que le produit Hodge star devient plus facile à exprimer, le
second est qu’on n’aura pas à se soucier des contraintes éventuelles sur la métrique puisque
la condition de métricité, algébrique dans ce cas, devient ∇η = 0 au lieu qu’elle soit
donnée par ∇g = 0 (dans le référentiel holonome {dxµ}). Or, η représente la métrique de
Minkowski, donc ∂η = 0. En terme de composantes, on a

∇µηab = ∂µηab − ωµ c aηcb − ωµ c bηac= −ωµba − ωµab,
en égalisant cette équation à zéro, on obtient

ωµab = −ωµba, (2.59)

cette relation traduit le fait que les composantes de la connexion de spin ω prennent leurs
valeurs dans l’algébre de Lie du groupe de Lorentz. Enfin, il est important de noter que
cette relation est vraie que si les indices a et b sont tous deux en haut ou en bas.

En faisant varier le référentiel orthonormé dans le Lagrangien de matière, on obtient le
“courant d’énergie-impulsion” noté τa, une 3-forme à valeurs vectorielles [28]

LM [e+ f , ω]− LM [e, ω] := −faτa +O
(
f2) , (2.60)

le tenseur énergie-impulsion τab est défini par ?τa := τabeb.

2.7.1 équations d’Einstein

Pour obtenir les équations d’Einstein on fait varier l’action totale par rapport au réfé-
rentiel orthonormé e,

δST = ST [e+ f , ω]− ST [e, ω]
= SEH [e+ f , ω] + ∫ LM [e+ f , ω]− (SEH [e, ω] + ∫ LM [e, ω]) , (2.61)

le calcul, au premier ordre de f , de SEH [e+ f , ω] donne
SEH [e+ f , ω] = − 132πG

∫ (
Rab (ω) + 16Λ (ea + fa) (eb + fb

)) (ec + f c) (ed + fd
)
εabcd

= − 132πG
∫ (

Rab (ω) + 16Λeaeb) ecedεabcd︸ ︷︷ ︸
SEH [e,ω]

− 132πG
∫ (

Rab (ω) + 16Λeaeb)(f ced + ecfd
)
εabcd

− 132πG
∫ 16Λ (faeb + eafb

)
ecedεabcd +O

(
f2) . (2.62)
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D’une part, on a

ecfdεabcd︸ ︷︷ ︸
c↔d

= edf cεabdc

= −f cedεabdc= f cedεabcd, (2.63)

en utilisant (2.63), la troisième ligne de (2.62) devient alors
− 132πG

∫ (
Rab (ω) + 16Λeaeb)(f ced + ecfd

)
εabcd = − 132πG

∫ 2(Rab (ω) + 16Λeaeb) f cedεabcd
= − 116πG

∫
f c
(
Rab (ω) + 16Λeaeb) edεabcd.

(2.64)

D’autre part, on a

eafbecedεabcd = −fbeaecedεabcd︸ ︷︷ ︸
a↔b= −faebecedεbacd= faebecedεabcd,

donc

− 132πG
∫ 16Λ (faeb + eafb

)
ecedεabcd = − 132πG

∫ 13Λfaebecedεabcd︸ ︷︷ ︸
a↔c= − 132πG

∫ 13Λf cebeaedεcbad
= 132πG

∫ 13Λf ceaebedεcbad
= − 132πG

∫ 13Λf ceaebedεabcd. (2.65)

En injectant (2.64) et (2.65) dans (2.62), on obtient

SEH [e+ f , ω]− SEH [e, ω] = − 132πG
∫
f c
[2(Rab (ω) + 16Λeaeb)+ 13Λeaeb] edεabcd +O

(
f2)

= − 116πG
∫
f c
[(
Rab (ω) + 13Λeaeb)] edεabcd +O

(
f2) ,

(2.66)
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en imposant à l’action totale d’être invariante, la relation (2.61)devient alors
δST = SEH [e+ f , ω] + ∫ LM [e+ f , ω]− (SEH [e, ω] + ∫ LM [e, ω]) = 0

⇒ SEH [e+ f , ω]− SEH [e, ω] = −(∫ LM [e+ f , ω]− ∫ LM [e, ω]) , (2.67)

en substituant (2.60)et (2.66)par leurs expressions respectives dans (2.67), on obtient

− 116πG
∫
f c
[(
Rab (ω) + 13Λeaeb)] edεabcd = −(− ∫ f cτc

)
, (2.68)

par identification, on obtient les équations d’Einstein qui sont données par [28](
Rab (ω) + 13Λeaeb) edεabcd = −16πGτc. (2.69)

Il est possible d’obtenir une formulation plus “familière” des équations d’Einstein, c’est-
à-dire une relation reliant le tenseur d’Einstein au tenseur énergie-impulsion. Pour se faire,
nous appliquerons le produit Hodge star aux deux membres de 2.69.

?Rabedεabcd = ?
(12Rab

rlerel
)
edεabcd = 12Rab

rlεabcd ? ereled

= 12Rab
rlεabcdεr̄ l̄d̄k̄ηr̄rηl̄lηd̄dek̄

= 12Rab
rlεabcdεrldkηk̄kek̄

= −12Rab
rlεabcdεrlkdηk̄kek̄ , (2.70)

or, on a

εabcdεrlkd = − (δraδ lbδkc + δ laδkbδrc + δkaδrbδ lc − δraδkbδ lc − δ laδrbδkc − δkaδ lbδrc
)
, (2.71)

donc

?Rabedεabcd = 12
Rab

abηk̄c + Rab
caηk̄b + Rab

bcηk̄a − Rab
ac︸ ︷︷ ︸

−Rab ca

ηk̄b − Rab
ba︸ ︷︷ ︸

−Rab ab

ηk̄c − Rab
cb︸ ︷︷ ︸

−Rab bc

ηk̄a

 ek̄

= Rab
abηk̄c + Rab

caηk̄b︸ ︷︷ ︸
a↔b

+ Rab
bcηk̄a

 ek̄

= Rab
abηk̄c + Rba

cb︸ ︷︷ ︸
Rab bc

ηk̄a + Rab
bcηk̄a

 ek̄

?Rabedεabcd = (Rab
abηk̄c + 2Rab

bcηk̄a
)
ek̄ . (2.72)
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De manière analogue, on a

?13Λeaebedεabcd = 13Λεabcd ∗ eaebed
= 13Λεabcdεāb̄d̄k̄ηāaηb̄bηd̄dek̄
= 13Λεabcdεabdk︸ ︷︷ ︸

−εabkd
ηk̄kek̄

= −13Λεabcdεabkd︸ ︷︷ ︸
−3!δkc

ηk̄kek̄

?13Λeaebedεabcd = 2Ληk̄cek̄ , (2.73)

sans oublier que
? τc := τck̄ek̄ . (2.74)

En injectant (2.72),(2.73) et (2.74) dans (2.69), on obtient(
Rab

abηk̄c + 2Rab
bcηk̄a + 2Ληk̄c) ek̄ = −16πGτck̄ek̄12Rab

abηk̄c + Rab
bc︸ ︷︷ ︸

−Rba bc

ηk̄a + Ληk̄c = −8πGτck̄
12Rab

abηk̄c − Rba
bcηk̄a︸ ︷︷ ︸

Rb k̄bc

+ Ληk̄c = −8πGτck̄
Rb

k̄bc −
12Rab

abηk̄c − Ληk̄c = 8πGτck̄ ,
en posant a → c, b → d, c → b et k̄ → a, la relation précédente devient alors

Rd
adb −

12Rcd
cdηab − Ληab = 8πGτba,

or, par définition, le tenseur d’Einstein est donné par

Gab = Rd
adb −

12Rcd
cdηab,

ce qui permet d’écrire enfin, l’équation d’Einstein sous la forme bien connue suivante [26,
28, 31, 30]

Gab − Ληab = 8πGτba, (2.75)

les relations (2.69) et (2.75) sont équivalentes.
Il est intéressant de remarquer que les équations d’Einstein sont linéaires par rapport

à la courbure, ce qui signifie que l’énergie-impulsion est, comme en relativité générale, la
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source de la courbure. Bien que la relation reliant l’énergie-impulsion à la courbure soit
algébrique, cette dernière se propage à travers l’espace-temps (à 4 dimensions), ce qui
n’est pas le cas pour la torsion comme nous le verrons plus tard, et donc même si l’énergie-
impulsion venait à disparaitre, cela n’entrainerait pas l’annulation de la courbure ; les ondes
gravitationnelles et la solution de Schwarzschild en sont une parfaite illustration de cette
conséquence [23].

Notez aussi, qu’en présence de la torsion, le tenseur d’EinsteinGab et le tenseur d’énergie-
impulsion τab ne sont ni symétriques ni conservés de manière covariante (DGab 6= 0 , Dτab 6= 0),
contrairement à la relativité générale. En effet, en calculant la dérivée covariante extérieure
des deux membres de l’équation d’Einstein (2.69) , on obtient [28]

D
[(
Rab (ω) + 13Λeaeb) edεabcd] = −16πG (Dτ)c

DRab︸ ︷︷ ︸=0 edεabcd + RabDed︸︷︷︸
T d

εabcd + 13ΛDea︸︷︷︸
T a

ebedεabcd + eaDeb︸︷︷︸
T b
edεabcd


+13ΛeaebDed︸︷︷︸

T d
εabcd = −16πG (Dτ)c(

Rab + 13Λeaeb)T dεabcd + 13Λ (T aebedεabcd + eaT bedεabcd
) = −16πG (Dτ)c(

Rab + 13Λeaeb)T dεabcd + 13ΛebedT aεabcd︸ ︷︷ ︸
a↔d

− eaedT bεabcd︸ ︷︷ ︸
b↔d

 = −16πG (Dτ)c
(
Rab + 13Λeaeb)T dεabcd + 13Λebea︸︷︷︸

−eaeb
T dεdbca︸︷︷︸
−εabcd

− eaebT dεadcb︸︷︷︸
−εabcd

 = −16πG (Dτ)c(
Rab + Λeaeb)T dεabcd = −16πG (Dτ)c ,

(2.76)

où on a utilisé les identités de Bianchi (2.47) et (2.48) dans la deuxième ligne. [ce que cela
signifie]

2.7.2 équations de Cartan

En faisant varier la connexion de spin dans le Lagrangien de matière, on obtient “le
courant de spin” Sab , une 3-forme qui prend ses valeurs dans l’algèbre de Lie du groupe
de Lorentz

LM [e, ω + χ ]− LM [e, ω] := −12χabSab +O
(
χ2) , (2.77)

le tenseur de spin Sabc, quant à lui, est défini par ?Sab := sabcec.
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Pour obtenir l’équation de Cartan, on fait varier l’action totale par rapport à la connexion
de spin

δST = ST [e, ω + χ ]− ST [e, ω]
= SEH [e, ω + χ ] + ∫ LM [e, ω + χ ]− (SEH [e, ω] + ∫ LM [e, ω]) . (2.78)

commençons par calculer l’expression de la courbure R (ω + χ) au premier ordre de χ

Rab (ω + χ) = d
(
ωab + χab

) + (ωa c̄ + χa c̄) (ωc̄b + χ c̄b
)

= dωab + ωa c̄ωc̄b︸ ︷︷ ︸
Rab(ω)

+ dχab + ωa c̄χ c̄b + χa c̄ωc̄b +O
(
χ2)

= Rab (ω) + dχab + ωa c̄χ c̄b + χa c̄ωc̄b +O
(
χ2) , (2.79)

de même pour l’action d’Einstein-Hilbert SEH [e, ω + χ ], qui donne
SEH [e, ω + χ ] = − 132πG

∫ (
Rab (ω + χ) + 16Λeaeb) ecedεabcd

= − 132πG
∫ (

Rab (ω) + 16Λeaeb) ecedεabcd︸ ︷︷ ︸
SEH [e,ω]

− 132πG
∫ (

dχab + ωa c̄χ c̄b + χa c̄ωc̄b
)
ecedεabcd +O

(
χ2)

= SEH [e, ω]− 132πG
∫ dχab + ωa c̄χ c̄b + χa c̄ ωc̄b︸︷︷︸

−ωbc̄

 ecedεabcd +O
(
χ2) ,

d’où

SEH [e, ω + χ ]− SEH [e, ω] = − 132πG
∫ dχab + ωa c̄χ c̄b − χa c̄ωbc̄︸ ︷︷ ︸

χac̄ωb c̄

 ecedεabcd +O
(
χ2)

= − 132πG
∫ dχab + ωa c̄χ c̄b − χac̄ωb c̄︸ ︷︷ ︸

−ωb c̄χac̄

 ecedεabcd +O
(
χ2)

= − 132πG
∫ (

dχab + ωa c̄χ c̄b + ωb c̄χac̄
)
ecedεabcd +O

(
χ2) ,
(2.80)

l’expression entre parenthèses de (2.80) est, par définition, la dérivée covariante extérieure
de χ , donc

SEH [e, ω + χ ]− SEH [e, ω] = − 132πG
∫ (Dχ)ab ecedεabcd +O

(
χ2) . (2.81)
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En faisant usage du théorème de Stocks et en négligeant le terme aux frontière, il est
possible d’écrire que [23]

0 = ∫ d
(
χabecedεabcd

)
= ∫ D

(
χabecedεabcd

)
,

l’égalité de la deuxième ligne reste vraie car le terme entre parenthèses est un invariant de
Lorentz ; une manière simple de le voir est de remarquer que tous les indices latins qui y
figurent, c’est-à-dire a,b,c et d, sont des indices de sommation et donc la dérivée covariante
extérieure de celui-ci ne fait pas intervenir de termes contenant la connexion de spin mais
uniquement la dérivée extérieure ordinaire. De plus, la règle de Leibniz pour la dérivée
covariante extérieure permet d’écrire 3

0 = ∫ D
(
χabecedεabcd

)
= ∫ (Dχ)ab ecedεabcd − ∫ χab (De)c edεabcd − ∫ χabec (De)d εabcd︸ ︷︷ ︸

c↔d= ∫ (Dχ)ab ecedεabcd − ∫ χab (De)c edεabcd − ∫ χabed (De)c︸ ︷︷ ︸
−(De)ced

εabdc︸︷︷︸
−εabcd= ∫ (Dχ)ab ecedεabcd − 2 ∫ χab (De)c edεabcd,

en utilisant la définition du tenseur de torsion (2.20), on aura donc∫ (Dχ)ab ecedεabcd = 2∫ χab(De)c︸ ︷︷ ︸
T c

edεabcd

= 2∫ χabT cedεabcd, (2.82)

en substituant (2.82) par son expression dans l’équation (2.81) , on obtient

SEH [e, ω + χ ]− SEH [e, ω] = − 116πG
∫
χabT cedεabcd +O

(
χ2) . (2.83)

En imposant à l’action totale d’être invariante, la relation (2.78) devient alors
δST = 0

SEH [e, ω + χ ] + ∫ LM [e, ω + χ ]− (SEH [e, ω] + ∫ LM [e, ω]) = 0
SEH [e, ω + χ ]− SEH [e, ω] = − ∫ (LM [e, ω + χ ]− LM [e, ω]) , (2.84)

3. puisque ε est invariant sous le groupe de transformation de Lorentz SO (1, 3), on a (Dε)abcd =
dεabcd = 0.
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en injectant les relations (2.81) et (2.83) dans (2.84), il s’ensuit que
− 116πG

∫
χabT cedεabcd = − ∫ (−12χabSab

)
, (2.85)

par identification, on obtient l’équation de Cartan suivante [23, 28]

T cedεabcd = −8πGSab. (2.86)

Cette équation est linéaire par rapport à la torsion, ce qui traduit le fait que le spin est la
source de la torsion, mais contrairement à la courbure, celle-ci ne se propage pas à travers
l’espace-temps ; la torsion est nulle à l’extérieur de la matière. Autre remarque importante
concernant l’équation de Cartan (2.86), est que la torsion est couplée à la densité de spin via
la constante gravitationnelle G qui, on le rappelle, est aussi la constante de couplage entre
la courbure et la densité de matière, ajoutez à cela la faible densité de spin dans l’univers,
par conséquent, la théorie l’Einstein-Cartan et la relativité générale sont indiscernables
expérimentalement ; ce qui est préjudiciable pour cette théorie.

Notez qu’il est aussi possible d’obtenir une formulation tensorielle de l’équation de
Cartan en appliquant le produit Hodge star aux deux membres de la relation (2.86). Ainsi,
on obtient

? T cedεabcd = −8πG ? Sab, (2.87)

avec ?Sab = Sabcec et T c = 12ηcc̄Tc̄āb̄eāeb̄, l’équation (2.87) devient alors
12ηcc̄Tc̄āb̄εabcd ? eāeb̄ed = −8πGSabcec12ηcc̄Tc̄āb̄εabcdεāb̄df̄ηf̄ f̃ef̃ = −8πGSabcec, (2.88)

sachant que

εabcdεāb̄df̄ = −εabcdεāb̄f̄d= δ āaδ b̄bδ f̄c − δ b̄aδ ābδ f̄c − δ f̄aδ b̄bδ āc − δ āaδ f̄bδ b̄c + δ b̄aδ f̄bδ āc + δ f̄aδ ābδ b̄c ,

le membre de droite de l’équation (2.87) s’écrit
?T cedεabcd = 12ηcc̄ (Tc̄abηcf̃ef̃ − Tc̄baηcf̃ef̃ − Tc̄cbηaf̃ef̃ − Tc̄acηbf̃ef̃ + Tc̄caηbf̃e

f̃ + Tc̄bcηaf̃e
f̃
)

= 12Tc̄abec̄ − 12Tc̄ba︸︷︷︸
−Tc̄ab

ec̄ − 12ηcc̄Tc̄cbηaf̃ef̃ − 12ηcc̄Tc̄ac︸︷︷︸
−Tc̄ca

ηbf̃e
f̃

+ 12ηcc̄Tc̄caηbf̃ef̃ + 12ηcc̄Tc̄bc︸︷︷︸
−Tc̄cb

ηaf̃e
f̃

= Tc̄abec̄ − ηcc̄Tc̄cbηaf̃e
f̃ + ηcc̄Tc̄caηbf̃e

f̃ . (2.89)
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Il est possible de décomposer le tenseur de torsion en ses parties irréductibles comme suit

Tabc = Aabc + ηabVc − ηacVb +Mabc, (2.90)

avec une partie complètement antisymétrique Aabc := 13 (Tabc + Tcab + Tbca) , une partie
vectorielle Vc := 13Tabcηab et enfin une partie mixte Mabc dont les propriétés sont : Mabc =
−Macb, Mabcηab = 0 et Mabc +Mcab +Mbca = 0. L’équation (2.89) devient donc

? T cedεabcd = (Ac̄ab + ηc̄aVb − ηc̄bVa +Mc̄ab) ec̄ − 3Vbηaf̃ef̃ + 3Vaηbf̃ef̃ , (2.91)

en remplaçant l’indice de sommation f̃ par c̄ dans la dernière relation, on obtient

?T cedεabcd = (Ac̄ab + ηc̄aVb − ηc̄bVa +Mc̄ab − 3Vbηac̄ + 3Vaηbc̄) ec̄= (Ac̄ab − 2ηc̄aVb + 2ηc̄bVa +Mc̄ab) ec̄
c̄ → c = (Acab − 2ηcaVb + 2ηcbVa +Mcab) ec, (2.92)

en utilisant (2.92) , l’équation (2.87) s’écrit
Acab + 2ηcbVa − 2ηcaVb +Mcab = −8πGSabc, (2.93)

les relations (2.86) et (2.93) sont strictement équivalentes. De façon analogue, on peut dé-
composer le tenseur de spin Sabc en partie complètement antisymétrique aabc := 13 (sabc + scab + sbca),
partie vectorielle sb := 13sabcηac et partie mixte mabc caractérisée par mabc = −mbac,
mabcηac = 0 et mabc +mcab +mbca = 0 , donc

sabc = aabc + ηcasb − ηcbsa +mabc, (2.94)

en tenant compte de (2.94) , l’équation (2.93) prend la forme suivante [31]

Aabc = −8πGaabc, Va = 128πGsa, Mcab = −8πGmabc, (2.95)

qui est aussi équivalente à l’équation de Cartan (2.86) .
2.8 Écart par rapport à la symétrie de τab

Dans ce qui suit, nous allons développer une formule qui illustre l’écart par rapport à
la symétrie du tenseur énergie-impulsion τab. Pour cela, appliquons la dérivée covariante
extérieure aux deux membres de l’équation (2.86)

(DT )c edεabcd + T c (De)d εabcd = −8πG (DS)ab , (2.96)

à l’aide de la deuxième identité de Bianchi (2.48), la relation précédente devient

(Re)c edεabcd + T cT dεabcd = −8πG (DS)ab
Rc

kekedεabcd + T cT dεabcd = −8πG (DS)ab .
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Or

T cT dεabcd︸ ︷︷ ︸
c↔d

= T dT cεabdc

= −T dT c︸ ︷︷ ︸
T cT d

εabcd

T cT dεabcd = −T cT dεabcd,

donc
T cT dεabcd = 0. (2.97)

Sachant que la courbure est donnée en termes de composantes par Rc
k = 12Rc

klreler, on
peut écrire 12Rc

klrelerekedεabcd = −8πG (DS)ab ; (2.98)

l’application du produit Hodge star aux deux membres de cette équation donne

12Rc
klrεabcd ?

(
elereked

) = −8πG ? (DS)ab 12Rc
klrεabcdεlrkd = −8πG ? (DS)ab , (2.99)

en utilisant la propriété suivante

εabcdεlrkd = − (δ laδrbδkc + δraδkbδ lc + δkaδ lbδrc − δ laδkbδrc − δraδ lbδkc − δkaδrbδ lc
)
,

l’équation (2.99) devient alors
12
Rc

cab︸ ︷︷ ︸=0
+ Rc

bca + Rc
abc︸ ︷︷ ︸

−Rc acb

− Rc
bac︸ ︷︷ ︸

−Rc bca

− Rc
cba︸ ︷︷ ︸=0
− Rc

acb

 = 8πG ? (DS)ab
Rc

bca − Rc
acb = 8πG ? (DS)ab ,

or, d’après la définition du tenseur d’Einstein, on a Rc
bca = Gba + 12Rcd

cdηba et Rc
acb =

Gab + 12Rcd
cdηab, ainsi, la symétrie de la métrique de Minkowski permet d’écrire

Gba −Gab = 8πG ? (DS)ab ,
enfin, en utilisant l’équation d’Einstein (2.75) , on obtient l’équation d’asymétrie du tenseur
énergie-impulsion [28, 32]

τab − τba = ? (DS)ab , (2.100)

on voit bien qu’en l’absence de densité de spin, et donc de torsion, on retrouve le cas bien
connu de la relativité générale où le tenseur énergie-impulsion est symétrique.

Notez qu’il est aussi possible de vérifier que le tenseur énergie-impulsion est symétrique
lorsque la torsion est nulle en garantissant l’invariance de Lorentz de l’action de la matière
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[26]. En utilisant l’équation (2.60), on calcule la variation du lagrangien de matière sous
une transformation de Lorentz infinitésimale (Ωa

b) ∈ so (1, 3) avec
fa = −Ωa

beb, (2.101)

puisque la contribution des champs de matière est nulle, l’équation (2.60) devient alors
0 = Ωc

beb
16τc aεarsderesed, (2.102)

où on a utilisé la définition du courant énergie-impulsion τc = 16τc aεarsderesed (une 3-forme
à valeurs vectorielles). L’application du produit Hodge star sur l’équation (2.102) donne

0 = Ωc
b
16τc aεarsd ? (eberesed)= Ωc

b
16τc aεarsdεb̄r̄s̄d̄ηb̄bηr̄rηs̄sηd̄d= Ωc

b
16τc aεarsdεbrsd= −Ωc
b
16τc aδba0 = −Ωcbτcb, (2.103)

puisque Ωcb est une matrice (arbitraire) antisymétrique, alors le tenseur énergie-impulsion
τcb doit forcément être symétrique 4.

Dans le prochain chapitre, nous détaillerons le contenu du membre de droite de l’équa-
tion (2.100) et nous verrons l’utilité de cette dernière dans la résolution des équations
d’Einstein-Cartan.

2.9 Champs vectoriels et équations de Killing

Tout comme la relativité générale, la théorie d’Einstein-Cartan est quasiment impossible
à traiter si l’on ne fait pas appel aux symétries éventuelles que peut présenter l’espace-
temps (la variété), en effet, puisque le caractère non linéaire des équations d’Einstein-
Cartan rend toute résolution exacte extrêmement difficile. On entend par symétrie une
certaine transformation qui laisse la géométrie invariante, en d’autres termes, la métrique
reste inchangée d’un point de la variété à un autre après la transformation. Lorsqu’on
parle de symétries, l’idée d’introduire les champs vectoriels de Killing (ou vecteurs de
Killing) devient systématique. En effet, à chaque vecteur de Killing correspond une symétrie
“continue” de la métrique de la variété et implique donc l’existence d’une quantité conservée.
Les symétries de la métrique sont appelées isométries et sont définies comme suit [28] :

4. il n’y a que la contraction d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique qui donne un
résultat nul.
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soit φ un difféomorphisme avec la matrice Jacobienne suivante

Λµ̄
µ (x) := ∂φµ̄

∂xµ
(x) , (2.104)

si gµν (x) est le tenseur métrique par rapport aux coordonnées xµ, alors par définition φ est
une isométrie locale si

gµν (x) = (ΛT )
µ
µ̄ (x)gµ̄ν̄ (φ (x)) Λν̄

ν (x) . (2.105)

Afin d’assurer l’invariance de la métrique sous cette transformation, il suffit de le faire pour
le cas infinitésimal puisque n’importe quelle transformation continue peut être considérée
comme une succession de transformations infinitésimales. En posant

φ (x) = x + ξ (x) + o
(
ξ2) , (2.106)

où ξ = ξµ ∂
∂xµ est un champ de vecteurs, la relation (2.104) devient

Λµ
ν = ∂

∂xν
(xµ + ξµ)

= δµ ν + ∂ξµ

∂xν , (2.107)

son inverse est donné par (Λ−1)α
β = δα β −

∂ξα

∂xβ . (2.108)

Le calcul de gµν (φ (x)) donne
gµν (φ (x)) = gµν (x + ξ)

= gµν (x) + ξα ∂
∂xα gµν

(x) , (2.109)

en injectant les expressions (2.107) et (2.109) dans (2.105) et en développant au premier
ordre de ξ, on obtient

gµν (x) = Λµ̄
µ (x)gµ̄ν̄ (x + ξ (x)) Λν̄

ν (x)
= (δ µ̄ µ + ∂ξ µ̄

∂xµ

)(
gµ̄ν̄ + ξα ∂

∂xα gµ̄ν̄
)(

δ ν̄ ν + ∂ξ ν̄

∂xν

)
= gµν + ξα ∂

∂xα gµν + ∂ξ µ̄

∂xµ gµ̄ν + gµν̄
∂ξ ν̄

∂xν ,

d’où la relation [33, 34]

ξα (x) ∂
∂xα gµν

(x) + ∂ξ µ̄ (x)
∂xµ gµ̄ν (x) + ∂ξ ν̄ (x)

∂xν gµν̄ (x) = 0. (2.110)

34



chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

Pour une métrique donnée, (2.110) est un système d’équations différentielles qui détermine
les champs de vecteurs ξ i (xα ). (2.110) est l’équation de Killing pour la métrique et les
vecteurs ξµ, solutions de cette équation, sont les champs vectoriels de Killing. Ils caracté-
risent les propriétés symétriques de l’espace, donc si l’équation (2.110) n’a pas de solutions,
l’espace en question ne possède pas de symétries.

De la même manière que pour la métrique, si on note par Γλ µν (x) les composantes de
la connexion (pas nécessairement la connexion de Christoffel de la métrique) par rapport
aux coordonnées xµ, alors par définition φ laisse la connexion invariante si [28]

Γλ µν (x) = (Λ−1T )
λ̄
λ (x) Λµ̄

µ (x) Λν̄
ν (x) Γλ̄ µ̄ν̄ (φ (x))−(ΛT )

ν
ν̄ (x) ∂

∂xµ
(Λ−1T )

ν̄
λ (x) , (2.111)

en se limitant au premier ordre de ξ du développement et en substituant Γλ µν (φ (x)) parΓλ µν (x + ξ) = Γλ µν (x) + ξα ∂
∂xα Γλ µν dans (2.111), on obtient

Γλ µν = (Λ−1)λ
λ̄Λµ̄

µΛν̄
νΓλ̄ µ̄ν̄ (x + ξ)− Λν̄

ν
∂
∂xµ

(Λ−1)λ
ν̄

= (δλ λ̄ − ∂ξλ

∂x λ̄

)(
δ µ̄ µ + ∂ξ µ̄

∂xµ

)(
δ ν̄ ν + ∂ξ ν̄

∂xν

)(Γλ̄ µ̄ν̄ + ξα ∂
∂xα Γλ̄ µ̄ν̄)

−
(
δ ν̄ ν + ∂ξ ν̄

∂xν

)
∂
∂xµ

(
δλ ν̄ −

∂ξλ

∂x ν̄

)
= Γλ µν − ∂ξλ

∂x λ̄
Γλ̄ µν + ∂ξ µ̄

∂xµ Γλ µ̄ν + ∂ξ ν̄

∂xν Γλ µν̄ + ξα ∂
∂xα Γλ µν + ∂2ξλ

∂xµ∂xν ,

enfin, l’équation de Killing pour la connexion prend la forme suivante

ξα ∂
∂xα Γλ µν − ∂ξλ

∂x λ̄
Γλ̄ µν + ∂ξ µ̄

∂xµ Γλ µ̄ν + ∂ξ ν̄

∂xν Γλ µν̄ + ∂2ξλ
∂xµ∂xν = 0. (2.112)

L’étude, par exemple, du modèle standard de la cosmologie qui est basé sur les deux
hypothèses d’homogénéité et d’isotropie de l’espace-temps (principe cosmologique) dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan nécessite la résolution des équations de Killing(2.110) et (2.112) respectivement pour la métrique et la connexion pour tous les champs
vectoriels qui génèrent le groupe de symétrie maximale de l’espace en plus de satisfaire la
condition de métricité qui est donnée par

∂
∂xλgµν − Γµ̄ µλgµ̄ν − Γν̄ νλgµν̄ = 0. (2.113)

Dans les prochains chapitres, nous étudierons deux modèles cosmologiques dans le cadre
de la théorie d’Einstein-Cartan. En premier lieu, on traitera le modèle de Kottler avec tor-
sion dans lequel seront imposées les invariances sous les rotations autour des trois axes ainsi
que la symétrie sous la translation temporelle (cas stationnaire). Le modèle de Robertson-
Walker, toujours avec torsion, fera l’objet de la deuxième étude ou on exigera cette fois-ci
l’invariance sous les rotations et les quasi-translations autour des trois axes.
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Chapitre 3

Équation de non-conservation covariante et
équation d’asymétrie

Il est bien admis en relativité générale que le tenseur énergie-impulsion est symétrique
et de divergence nulle, c’est-à-dire,

τµν − τνµ = 0 (3.1)
Dµτµν = 0. (3.2)

Les relations (3.1) et (3.2) représentent les équations de conservation que doit vérifier
un champ de matière dans le cas le plus général. Dans la théorie d’Einstein-Cartan, en
revanche, ces relations ne sont plus valables du fait de la présence de la densité de spin.
En effet, en gardant l’esprit de géométrisation de la gravitation dans lequel cette dernière
apparait comme une conséquence de la présence d’une densité d’énergie (de spin) qui agit
en créant une courbure (une torsion) de l’espace-temps, et de ce fait, donne lieu à des
équations du champ dans lesquelles les quantités géométriques, en l’occurrence la courbure
(et la torsion), sont reliées au champ de matière présent dans l’espace-temps. Il est donc
tout à fait légitime de s’interroger sur l’existence d’une éventuel relation entre la densité
d’énergie et la densité de spin.

En 1928 Dirac fut le premier à décrire un système de champs de matière appelés spineurs
possédant, en plus d’une densité de spin, une densité d’énergie décrite par un tenseur non-
symétrique, et pour compliquer encore d’avantage la situation, ce tenseur n’est pas conservé
de manière covariante, contrairement à ce qui est établi en relativité générale.

Dans les sections suivantes, on donnera l’équivalent des relations (3.1) et (3.2) dans la
théorie d’Einstein-Cartan en les exprimant notamment sous une forme tensorielle bien plus
pratique que les équations (2.76) et (2.100).
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3.1 Équation de non-conservation covariante

Nous avons vu qu’il est possible d’écrire le courant d’énergie-impulsion, une 3-forme à
valeurs vectorielles, dans le référentiel orthonormé ea comme suit

τc = 16τc aεarsderesed, (3.3)

où τc a est le tenseur énergie-impulsion.
La dérivée covariante extérieure de τc est par définition

Dτc = dτc + ωacτa= d(16τc aεarsderrsed) + ωc a µdxµ
16τa fεfrsderrsed. (3.4)

Afin de calculer dτc, il est nécessaire d’utiliser un référentiel holonome dxµdont le lien avec
les ea est donné par

ea = ea µdxµ, (3.5)

avec ea µ (x) ∈ GL (4). Donc

Dτc = ∂µ(16τc aεarsder αes βed γ)dxµdxαdxβdxγ+ 16ωc a µτa fεfrsder αes βed γdxµdxαdxβdxγ, (3.6)

en développant cette relation de manière plus explicite, on obtient

Dτc = 16 {εarsd [(∂µτc a) er αes βed γ + τc a (∂µer α ) es βed γ+τc aer α (∂µes β) ed γ + τc aer αes β
(
∂µed γ

)]
+ωc a µτa fεfrsder αes βed γ}dxµdxαdxβdxγ. (3.7)

Pour revenir au référentiel orthonormé, nous utilisons l’inverse de la relation (3.5) qui s’écrit
dxµ = e−1µ

aea. (3.8)

De ce fait, nous obtenons

Dτc = 16 {εarsd [(∂µτc a) er αes βed γ + τc a (∂µer α ) es βed γ+τc aer α (∂µes β) ed γ + τc aer αes β
(
∂µed γ

)]
+ωc a µτa fεfrsder αes βed γ} e−1µ

ge−1α
r̄e−1β

s̄e−1γ
d̄eger̄es̄ed̄. (3.9)

En utilisant la relation d’orthonormalité

ea µe−1µ
b = δab , (3.10)
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où δ est le symbole de Kronecker, la relation (3.9) devient alors
Dτc = 16 {εarsd [(∂µτc a) e−1µ

gegeresed + τc ae−1µ
g (∂µer α ) e−1α

r̄eger̄esed+τc ae−1µ
g
(
∂µes β

)
e−1β

s̄egeres̄ed + τc ae−1µ
g
(
∂µed γ

)
e−1γ

d̄egeresed̄
]

+ωc a µe−1µ
gτa fεfrsdegeresed

}
. (3.11)

En appliquant l’opération Hodge star à la 4-forme Dτc, on obtient une 4-4=0-forme. Ainsi,
la propriété de linéarité du Hodge star permet d’écrire

?Dτc = 16 {εarsd [(∂µτc a) e−1µ
g ? egeresed + τc ae−1µ

g (∂µer α ) e−1α
r̄ ? eger̄esed+τc ae−1µ

g
(
∂µes β

)
e−1β

s̄ ? egeres̄ed + τc ae−1µ
g
(
∂µed γ

)
e−1γ

d̄ ? egeresed̄
]

+ωc a µe−1µ
gτa fεfrsd ? egeresed

}
, (3.12)

avec
? egeresed = εg̃r̃s̃d̃ηg̃gηr̃rηs̃sηd̃d = εgrsd. (3.13)

Donc

?Dτc = 16 [(∂µτc a) e−1µ
gεarsdεgrsd + τc ae−1µ

g (∂µer α ) e−1α
r̄εarsdεgr̄sd+τc ae−1µ

g
(
∂µes β

)
e−1β

s̄εarsdεgrs̄d + τc ae−1µ
g
(
∂µed γ

)
e−1γ

d̄εarsdεgrsd̄
]

+ ωc a µe−1µ
gτa fεfrsdεgrsd. (3.14)

Puisque
εarsdεgrsd = −3!δga , (3.15)

et
εarsdεgr̄sd = −2!(δgaδ r̄r − δ r̄aδgr ), (3.16)

?Dτc peut être mis sous la forme

?Dτc = 16 [−3! (∂µτc a) e−1µ
a

− 2τc ae−1µ
a (∂µer α ) e−1α

r + 2τc ae−1µ
r (∂µer α ) e−1α

a

− 2τc ae−1µ
a
(
∂µes β

)
e−1β

s + 2τc ae−1µ
s
(
∂µes β

)
e−1β

a

− 2τc ae−1µ
a
(
∂µed γ

)
e−1γ

d + 2τc ae−1µ
d
(
∂µed γ

)
e−1γ

a

−3!ωc a µe−1µ
fτa f

]
. (3.17)

Étant donné que les indices s, d, β et γ sont des indices muets, il est facile de voir que

e−1µ
a
(
∂µes β

)
e−1β

s = e−1µ
a (∂µer α ) e−1α

r (3.18)
e−1µ

a
(
∂µed γ

)
e−1γ

d = e−1µ
a (∂µer α ) e−1α

r (3.19)
e−1µ

s
(
∂µes β

)
e−1β

a = e−1µ
r (∂µer α ) e−1α

a (3.20)
e−1µ

d
(
∂µed γ

)
e−1γ

a = e−1µ
r (∂µer α ) e−1α

a, (3.21)
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en injectant ces relations dans (3.17), on obtient finalement

?Dτc = − (∂µτc a) e−1µ
a − τc ae−1µ

a (∂µer α ) e−1α
r + τc ae−1µ

r (∂µer α ) e−1α
a

− ωc a µe−1µ
fτa f . (3.22)

Passons à présent aux deux membres de gauche de l’équation (2.76) qui font intervenir
la courbure Rab et la torsion T d et dont les expressions sont données par

Rab = Rab
āb̄eāeb̄, (3.23)

T d = T d
c̄d̄ec̄ed̄, (3.24)

ainsi, nous avons

RabT dεabcd = 14Rab
āb̄T d

c̄d̄εabcdeāeb̄ec̄ed̄. (3.25)

En appliquant l’opération Hodge star à la dernière relation et en tenant compte de la
relation (3.13), on obtient

?RabT dεabcd = 14Rab
āb̄T d

c̄d̄εabcd ? eāeb̄ec̄ed̄

= 14Rab
āb̄T d

c̄d̄εabcdεāb̄c̄d̄. (3.26)

En utilisant la relation suivante

εabcdεāb̄c̄d̄ = − [δ āaδ b̄bδ c̄cδ d̄d + δ c̄aδ ābδ b̄c δ d̄d + δ d̄aδ ābδ c̄cδ b̄d+ δ b̄aδ c̄bδ āc δ d̄d + δ b̄aδ d̄bδ c̄cδ ād + δ b̄aδ ābδ d̄c δ c̄d+ δ d̄aδ b̄bδ āc δ c̄d + δ c̄aδ d̄bδ āc δ b̄d + δ c̄aδ b̄bδ d̄c δ ād+ δ d̄aδ c̄bδ b̄c δ ād + δ āaδ d̄bδ b̄c δ c̄d + δ āaδ c̄bδ d̄c δ b̄d
− δ āaδ b̄bδ d̄c δ c̄d − δ āaδ c̄bδ b̄c δ d̄d − δ āaδ d̄bδ c̄cδ b̄d
− δ b̄aδ ābδ c̄cδ d̄d − δ b̄aδ c̄bδ d̄c δ ād − δ b̄aδ d̄bδ āc δ c̄d
− δ c̄aδ ābδ d̄c δ b̄d − δ c̄aδ b̄bδ āc δ d̄d − δ c̄aδ d̄bδ b̄c δ ād
−δ d̄aδ ābδ b̄c δ c̄d − δ d̄aδ b̄bδ c̄cδ ād − δ d̄aδ c̄bδ āc δ b̄d

]
, (3.27)
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la relation (3.26) devient
?RabT dεabcd = −14 [Rab

abT d
cd + Rab

bcT d
ad + Rab

bdT d
ca+ Rab

caT d
bd + Rab

daT d
cb + Rab

baT d
dc+ Rab

cbT d
da + Rab

cdT d
ab + Rab

dbT d
ac+ Rab

dcT d
ba + Rab

acT d
db + Rab

adT d
bc

− Rab
abT d

dc − Rab
acT d

bd − Rab
adT d

cb

− Rab
baT d

cd − Rab
daT d

bc − Rab
caT d

db

− Rab
bdT d

ac − Rab
cbT d

ad − Rab
dcT d

ab

−Rab
bcT d

da − Rab
dbT d

ca − Rab
cdT d

ba
]
. (3.28)

Puisque Rab
āb̄ et T d

c̄d̄ sont antisymétriques par rapport à leurs deux derniers indices, la
relation (3.28) se simplifie d’avantage pour donner

?RabT dεabcd = −Rab
abT d

cd + Rab
bcT d

da + Rab
bdT d

ac+ Rab
acT d

bd − Rab
adT d

bc − Rab
cdT d

ab. (3.29)

En utilisant la définition du tenseur de Ricci Ra
b

Ra
b = Rda

db, (3.30)

et de la courbure scalaire R
R = Rab

ab, (3.31)

ainsi que les propriétés d’antisymétrie du tenseur de courbure 1 et du tenseur de torsion,
nous obtenons enfin

? RabT dεabcd = −RT d
cd − 2Ra

cT d
da − 2Ra

dT d
ac − Rab

cdT d
ab. (3.32)

Le dernier terme à calculer est le Hogde star ? de ΛeaebT dεabcd, on a donc

?ΛeaebT dεabcd = ?Λeaeb12T d
c̄d̄ec̄ed̄εabcd

= 12ΛT d
c̄d̄εabcd ? eaebec̄ed̄, (3.33)

la relation (3.13) permet d’écrire

? ΛeaebT dεabcd = 12ΛT d
c̄d̄εabcdεabc̄d̄, (3.34)

1. le tenseur de courbure est aussi antisymétrique par rapport à ses deux premiers indices
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avec
εabcdεabc̄d̄ = −2! (δ c̄cδ d̄d − δ d̄c δ c̄d) , (3.35)

en remplaçant (3.35) par son expression dans (3.34), on obtient

? ΛeaebT dεabcd = −ΛT d
cd + ΛT d

dc. (3.36)

sachant que le tenseur de torsion est antisymétrique vis-à-vis des deux derniers indices, la
relation précédente devient alors

? ΛeaebT dεabcd = 2ΛT d
dc. (3.37)

En substituant les résultats (3.22), (3.32) et (3.37) dans l’équation suivante

?RabT dεabcd + ?ΛeaebT dεabcd = −16πG ? (Dτ)c ,
on obtient finalement

−RT d
cd − 2Ra

cT d
da − 2Ra

dT d
ac − Rab

cdT d
ab + 2ΛT d

dc = +16πG (∂µτc a) e−1µ
a+ 16πGτc ae−1µ

a (∂µer α ) e−1α
r

− 16πGτc ae−1µ
r (∂µer α ) e−1α

a+ 16πGωc a µe−1µ
fτa f ,

(3.38)

c’est la forme tensorielle de l’équation de non conservation covariante (2.76) . C’est une
relation très importante puisqu’elle s’avère être une combinaison astucieuse des équations
d’Einstein , et permet donc de gagner du temps dans la résolution de ces dernières. Nous
verrons dans le prochain chapitre une application directe de cette équation dans la résolu-
tion des équations d’Einstein-Cartan dans le modèle de Kottler dans le cas particulier mais
très intéressant d’un tenseur de torsion complètement antisymétrique. Dans ce cas précis,
la relation (3.38) prend la forme suivante

−2Ra
dT d

ac − Rab
cdT d

ab = 16πG (∂µτc a) e−1µ
a + 16πGτc ae−1µ

a (∂µer α ) e−1α
r

− 16πGτc ae−1µ
r (∂µer α ) e−1α

a + 16πGωc a µe−1µ
fτa f . (3.39)

Sachant que le spin est une propriété quantique des particules et que la torsion est le
spin, il n’est pas étonnant de constater que ce dernier n’a pas d’influence sur le mouvement
d’un corps à l’échelle macroscopique. En effet, puisque les géodésiques et les autoparallèles
coïncident, et ce, dans le cas d’une torsion complètement antisymétrique ce qui parait être,
à première vue, comme une problématique dont il faudrait s’affranchir quant à une éven-
tuelle description des phénomènes physiques qui tiennent compte de cet élément “nouveau”
qu’est la torsion. De façon presque paradoxale, la torsion peut se manifester à l’échelle cos-
mologique dans une époque où l’univers était très jeune, une période durant laquelle la
densité de particules, et donc de spin, était tellement élevée qu’un effet, probablement en-
core mesurable aujourd’hui, pourrait subsister. Dans ce contexte, et pour mettre encore

41



chapitre 3 équation de non-conservation covariante et équation d’asymétrie

plus en évidence l’importance d’une torsion complètement antisymétrique, Böhmer [35]
démontre que, si l’on considère un modèle cosmologique homogène et isotrope incluant la
torsion [36], alors le cas d’une torsion complètement antisymétrique n’est pas seulement
un des cas possibles, mais le seul cas physiquement signifiant que peut avoir ce modèle
[37]. En émettant l’hypothèse d’une expansion exponentielle de l’univers dans laquelle le
terme dominant des équations de Friedmann est celui de la torsion, Böhmer montre que
cette dernière pourrait parfaitement être une explication de l’inflation cosmique et ce, sans
avoir recours à un quelconque champ scalaire. L’effet de la torsion étant très rapidement
atténué après la période d’inflation, les mesures cosmologiques actuelles devraient détecter
un effet certes faible mais pas nul de la torsion (voir Sabbata et Sivaram [38] et de Andrade
[39]). Dans [40], Berman montre que même si l’on considère un univers anisotrope dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan (cas du modèle de Bianchi I), alors il est possible
d’expliquer la phase d’inflation qu’a connu notre univers après une très courte période de
son existence par la contribution de l’interaction spin-spin qui est supposée être dominante
à cette époque. Enfin, dans la théorie de Kaluza-Klein à 11-dimension, la considération
d’un tenseur de Cartan complètement antisymétrique s’avère être l’outil nécessaire pour
le processus d’aplanissement (flattening process) qui permet d’écraser la 7-sphère dans le
mécanisme de compactification spontanée [37].

3.2 Équation d’asymétrie

Tous comme le courant énergie-impulsion, le courant de spin Sab, une 3-forme à valeurs
du groupe de Lorentz, peut s’écrire dans le référentiel orthonormé ea comme suit

Sab = 13!Sabfghefegeh. (3.40)

Le tenseur de spin sabc est relié au courant de spin Sab via l’opération Hodge star ? ,

? Sab = sabcec. (3.41)

Afin de voir le lien qui existe entre Sabfgh et sabc, appliquons le Hodge star à l’équation(3.40)
? Sab = 13!Sabfgh ? efegeh, (3.42)

avec
? efegeh = εf̃ g̃h̃k̃η

f̃ fηg̃gηh̃hek̃ , (3.43)

donc

?Sab = 13!Sabfghεf̃ g̃h̃k̃ηf̃ fηg̃gηh̃hek̃= 13!Sabfghεfghk̃ηk̃cec. (3.44)
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En comparant ce résultat à la relation (3.41), on obtient

sabc = 13!Sabfghεfgh c. (3.45)

On peut aussi exprimer Sabfgh en terme de sabc en multipliant la relation (3.45) par εf ′g′h′ c,
ainsi, nous aurons

sabcεf ′g′h′ c = 13!Sabfghεfgh cεf ′g′h′ c= 13!Sabfghεfghcεf ′g′h′c. (3.46)

Sachant que

εfghcεf ′g′h′c = − [δff ′δgg′δhh′ − δfg′δgf ′δhh′ − δfh′δgg′δhf ′
−δff ′δ

g
h′δhg′ + δfg′δ

g
h′δhf ′ + δfh′δ

g
f ′δhg′

]
, (3.47)

la relation (3.46) devient alors
sabcεf ′g′h′ c = − 13! (Sabf ′g′h′ − Sabg′f ′h′ − Sabh′g′f ′ − Sabf ′h′g′+Sabg′h′f ′ + Sabh′f ′g′

)
. (3.48)

En utilisant le fait que Sabf ′g′h′ est antisymétrique par rapport aux trois derniers indices,
on peut montrer que les six contributions entre parenthèses sont les mêmes, donc

sabcεf ′g′h′ c = − 13!3!Sabf ′g′h′. (3.49)

Ainsi, on a

Sabf ′g′h′ = −sabcεf ′g′h′ c= −sabcηckεf ′g′h′k , (3.50)

ou bien
Sabfgh = sabcηckεkfgh. (3.51)

En utilisant cette relation, il est donc possible d’écrire Sab comme

Sab = 13!sabc̄ηc̄k̄εk̄fghefegeh. (3.52)

À présent calculons la dérivée covariante extérieure du courant de spin (DS)ab,(DS)ab = dSab + ωa cScb + ωb cSac. (3.53)
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Le calcul de la dérivée extérieure dSab nous impose l’utilisation d’un référentiel holonome
dxµ,

dSab = d
( 13!sabc̄ηc̄k̄εk̄fghef νeg ρeh σdxνdxρdxσ

)
= 13!ηc̄k̄εk̄fgh [(∂µsabc̄) ef νeg ρeh σ + sabc̄

(
∂µef ν

)
eg ρeh σ+sabc̄ef ν (∂µeg ρ) eh σ + sabc̄ef νeg ρ

(
∂µeh σ

)]
dxµdxνdxρdxσ . (3.54)

La relation (3.8) nous permet de revenir au référentiel orthonormé ea. On a donc

dxµdxνdxρdxσ = e−1µ
l̃e−1ν

f̃e
−1ρ

g̃e−1σ
h̃el̃ef̃eg̃eh̃, (3.55)

en remplaçant (3.55) dans (3.54), on obtient

dSab = 13!ηc̄k̄εk̄fgh [(∂µsabc̄) e−1µ
l̃ef νeg ρeh σe−1ν

f̃e
−1ρ

g̃e−1σ
h̃+ sabc̄e−1µ

l̃
(
∂µef ν

)
eg ρeh σe−1ν

f̃e
−1ρ

g̃e−1σ
h̃+ sabc̄e−1µ

l̃ef ν
(
∂µeg ρ

)
eh σe−1ν

f̃e
−1ρ

g̃e−1σ
h̃+sabc̄e−1µ

l̃ef νeg ρ
(
∂µeh σ

)
e−1ν

f̃e
−1ρ

g̃e−1σ
h̃
]
el̃ef̃eg̃eh̃. (3.56)

En utilisant (3.10), la relation précédente devient

dSab = 13!ηc̄k̄εk̄fgh [(∂µsabc̄) e−1µ
l̃el̃efegeh+ sabc̄e−1µ

l̃
(
∂µef ν

)
e−1ν

f̃e
l̃ef̃egeh+ sabc̄e−1µ

l̃
(
∂µeg ρ

)
e−1ρ

g̃el̃efeg̃eh+sabc̄e−1µ
l̃
(
∂µeh σ

)
e−1σ

h̃el̃efegeh̃
]
. (3.57)

En appliquant l’opération Hodge star à cette relation et en utilisant (3.13), on obtient

?dSab = 13!ηc̄k̄εk̄fgh [(∂µsabc̄) e−1µ
l̃ε l̃fgh+ sabc̄e−1µ

l̃
(
∂µef ν

)
e−1ν

f̃ε
l̃f̃gh

+ sabc̄e−1µ
l̃
(
∂µeg ρ

)
e−1ρ

g̃ε l̃f g̃h+sabc̄e−1µ
l̃
(
∂µeh σ

)
e−1σ

h̃ε l̃fgh̃
]
. (3.58)

Les relations (3.15) et (3.16) permettent d’écrire

?dSab = −ηc̄k̄ (∂µsabc̄) e−1µ
k̄

− 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
k̄
(
∂µef ν

)
e−1ν

f + 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
f
(
∂µef ν

)
e−1ν

k̄

− 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
k̄
(
∂µeg ρ

)
e−1ρ

g + 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
g
(
∂µeg ρ

)
e−1ρ

k̄

− 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
k̄
(
∂µeh σ

)
e−1σ

h + 13ηc̄k̄sabc̄e−1µ
h
(
∂µeh σ

)
e−1σ

k̄ . (3.59)
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Avec une permutation d’indices convenable, on peut montrer que

?dSab = −ηc̄k̄ (∂µsabc̄) e−1µ
k̄

− ηc̄k̄sabc̄e−1µ
k̄
(
∂µef ν

)
e−1ν

f + ηc̄k̄sabc̄e−1µ
f
(
∂µef ν

)
e−1ν

k̄ . (3.60)

Reste à calculer les deux membres ωa cScb et ωb cSac de la relation (3.53). On a

ωa c = ωa c µ̃e−1µ̃
k̃ek̃ , (3.61)

et
Scb = 13!scbd̃ηd̃l̃εl̃f̃ g̃h̃ef̃eg̃eh̃, (3.62)

donc
ωa cScb = 13!ωa c µ̃e−1µ̃

k̃scbd̃ηd̃l̃εl̃f̃ g̃h̃e
k̃ef̃eg̃eh̃. (3.63)

En appliquant le Hodge star à la dernière relation (3.63), et en utilisant (3.13)et (3.17), on
obtient

?ωa cScb = 13!ωa c µ̃e−1µ̃
k̃scbd̃ηd̃l̃εl̃f̃ g̃h̃ε

k̃ f̃ g̃h̃

= 13!ωa c µ̃e−1µ̃
k̃scbd̃ηd̃l̃ (−) 3!δ k̃l̃ , (3.64)

enfin
? ωa cScb = −ωa c µ̃e−1µ̃

l̃scbd̃ηd̃l̃. (3.65)

De la même manière, on a

? ωb cSac = −ωb c µ̃e−1µ̃
l̃sacd̃ηd̃l̃. (3.66)

En collectant les résultats (3.60) , (3.65) et (3.66), on obtient

? (DS)ab = ?dSab + ?ωa cScb + ?ωb cSac= −ηc̄k̄ (∂µsabc̄) e−1µ
k̄ − ηc̄k̄sabc̄e−1µ

k̄
(
∂µef ν

)
e−1ν

f + ηc̄k̄sabc̄e−1µ
f
(
∂µef ν

)
e−1ν

k̄

− ωa c µ̃e−1µ̃
l̃scbd̃ηd̃l̃ − ωb c µ̃e−1µ̃

l̃sacd̃ηd̃l̃. (3.67)

Avec une permutation appropriée des indices, la relation (3.67) devient
? (DS)ab = ηc̄k̄e−1ν

k̄
[
− (∂νsabc̄)− sabc̄ (∂νef µ) e−1µ

f + sabc̄e−1µ
f
(
∂µef ν

)
−ωa c νscbc̄ − ωb c νsacc̄] . (3.68)

Enfin, l’équation d’asymétrie peut être écrite comme

τab − τba = ηc̄k̄e−1ν
k̄
[
− (∂νsabc̄)− sabc̄ (∂νef µ) e−1µ

f + sabc̄e−1µ
f
(
∂µef ν

)
−ωa c νscbc̄ − ωb c νsacc̄] . (3.69)

On voit bien, d’après cette équation, que la présence d’une source de torsion, en l’occurrence
le tenseur de spin sabc, fait que le tenseur énergie-impulsion τab n’est pas symétrique. C’est
l’une des propriétés qui différencie la théorie d’Einstein-Cartan de la relativité générale.
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Modèle de Kottler avec torsion

Après la publication en 1915 [41] de la première version des équations d’Einstein (sans
constante cosmologique) ces dernières semblaient si difficiles à résoudre, vu leur degré de
complexité, qu’Einstein lui-même était étonné qu’une année plus tard seulement (1916)
Karl Schwarzschild [42] trouve une solution analytique exacte en faisant l’hypothèse de
la symétrie sphérique. Une deuxième solution exacte fut apportée par Willem de Sitter
(1917) [43] après qu’Einstein donna leurs formes définitives aux équations de la relativité
générale en introduisant la constante cosmologique [44]. Cette solution décrit un univers
homogène, isotrope et vide de matière mais “rempli” d’une constante cosmologique posi-
tive. La combinaison de ces deux solutions a donné lieu au modèle de Kottler [45] appelé
aussi modèle de Schwarzschild-de Sitter, celui-ci est bien connu en relativité générale et
reste encore aujourd’hui un sujet de recherche intéressant, vu l’importance de la symétrie
sphérique des objets stellaires présents dans le cosmos [52, 53].

Le modèle de Schwarzschild a, depuis longtemps, fait l’objet de nombreuses études dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan [46, 47, 48, 49, 50, 51]. Dans [31], Schücker utilise
la métrique de Kottler pour montrer que la loi de Gauss faible (weak Gauss law) n’est
plus vérifiée lorsque la torsion, à la Einstein-Cartan, est prise en considération. Cependant,
après une révision des calculs figurants dans l’article en question, il s’est avéré qu’un certain
nombre de termes nouveaux (désirés pour des raisons que nous verrons plus tard) sont
apparus, ce qui a pour conséquence d’éviter le calcul numérique dont l’auteur a eu recours
dans son article. Ainsi, on obtient une solution exacte des équations d’Einstein-Cartan
décrivant la métrique à l’intérieur d’une distribution de matière de densité constante et
présentant une symétrie sphérique en présence d’une constante cosmologique non nulle.

N.B : Afin de faciliter la comparaison des résultats, on a décidé de garder les mêmes
notations que celles utilisées dans [31].
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4.1 Loi de Gauss faible en relativité générale

En électromagnétisme, la loi de Gauss (ou théorème de Gauss) permet de calculer le
flux d’un champ électrostatique à travers une surface fermée en connaissant la distribution
de charge contenue dans le volume délimité par cette surface. Cette loi reste valable en
relativité générale dans le cas d’une distribution de masse statique à symétrie sphérique
même en présence d’une constante cosmologique.

Pour parvenir à établir cette loi, il est nécessaire de passer par les étapes suivantes 1,
— Étape 1 : résoudre l’équation de Killing pour la métrique (2.110)

ξα ∂
∂xα gµν + ∂ξ µ̄

∂xµ gµ̄ν + ∂ξ ν̄

∂xν gµν̄ = 0 (4.1)

pour les vecteurs de Killing

ξ = − sinφ ∂
∂θ − cosφ cosθsinθ ∂

∂φ ,

ξ = cosφ ∂
∂θ − sinφ cosθsinθ ∂

∂φ ,

ξ = ∂
∂φ , (4.2)

générant les rotations autour des 3 axes (ox), (oy) et (oz) (symétrie sphérique), ainsi que
le vecteur

ξ = ∂
∂t (4.3)

qui génère la translation temporelle (distribution de matière statique). La solution de
l’équation (4.1) est connue et donne, après une transformation de coordonnées convenable,

dτ2 = B dt2 − Adr2 − r2 dθ2 − r2 sin2 θ dφ2, (4.4)

avec A et B des fonctions positives de r.
— Étape 2 : résoudre l’équation d’Einstein

Ricciµν −
12scalar gµν − Λgµν = 8πGτµν, (4.5)

à l’extérieur de la distribution de masse, τµν = 0, on obtient la solution de Kottler,

B = 1
A = 1− S

r −
13Λr2,

S étant une constante d’intégration.

1. Le développement qui va suivre est repris intégralement à partir de [31]
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— Étape 3 : en assimilant la distribution de matière τt t (r) à une sphère de rayon R ,
il est possible alors de déterminer la constante S en utilisant la loi de Gauss faible
qui n’est autre que la composante (tt) de l’équation d’Einstein

Riccit t −
12scalar gt t − Λgt t = 8πGτt t. (4.6)

Dans le cas statique et sphérique, cette équation devient

1
r2
[1− d

dr
r
A

]
− Λ = 8πGτt t, (4.7)

par intégration, on obtient

r
A = r − 2G ∫ r

0 τt t (r̃) 4πr̃2 − 13Λr3 + K. (4.8)

Sachant que A (0) > 0, la constante d’intégration K s’annule lorsque la relation précédente
est évaluée en r = 0. Donc la solution intérieure prend la forme

A (r) = [1− (2G ∫ r

0 τt t (r̃) 4πr̃2dr̃
)
/r − 13Λr2]−1

, (4.9)

en utilisant la continuité de la fonction A sur la frontière r = R , on obtient le rayon de
Schwarzschild S = 2GM avec

M = ∫ R

0 τt t (r̃) 4πr̃2dr̃. (4.10)

4.2 Loi de Gauss faible dans la théorie d’Einstein-Cartan

Nous verrons dans cette section que la loi de Gauss faible n’est plus vérifiée à partir du
moment ou on introduit la torsion.

4.2.1 Forme générale de la connexion dans le cas statique à symétrie
sphérique

La métrique étant la première variable fondamentale dans la théorie d’Einstein-Cartan,
la connexion métrique Γ (à ne pas confondre avec la connexion de Christoffel) représente
quant à elle la seconde variable dynamique indépendante qu’il faudra donc déterminer.
Chose possible grâce à la résolution de l’équation de Killing pour la connexion (2.112)

ξα ∂
∂xα Γλ µν − ∂ξλ

∂x λ̄
Γλ̄ µν + ∂ξ µ̄

∂xµ Γλ µ̄ν + ∂ξ ν̄

∂xν Γλ µν̄ + ∂2ξλ
∂xµ∂xν = 0. (4.11)
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La raison à cela est que les deux variables fondamentales doivent posséder les mêmes
symétries, et donc, les mêmes champs vectoriels de Killing (4.2) − (4.3) d’où la relation
précédente qui est l’analogue de l’équation de Killing pour la métrique (4.1).

Il est question de 4 × 64 équations auxquelles il faudra satisfaire. Pour la translation
temporelle, il en résulte que toutes les composantes Γ sont indépendantes du temps. Reste
à résoudre les 3 × 64 équations qui assurent l’invariance sous les rotations et qu’il est
possible de réduire à 2× 64 équations puisque dans le cas des rotations infinitésimales, le
commutateur de deux des rotations donne la troisième. Un calcul relativement long donne
les composantes non nulles suivantes pour la connexion :

Γa bc = Xa
bc (r) ,a, b, c ∈ {t, r} , (4.12)Γa θθ = Γa φφ/ sin2 θ = Ea (r) ,Γa θφ = −Γa φθ = sinθFa (r) , (4.13)Γθ aθ = Γφ aφ = Ca (r) ,Γθ θa = Γφ φa = Ya (r) , (4.14)Γθ φa = − sin2 θΓφ θa = − sinθZa (r) ,Γθ aφ = − sin2 θΓφ aθ = − sinθGa (r) , (4.15)Γθ φφ = − sinθ cosθ,Γφ θφ = Γφ φθ = cosθ/ sinθ, (4.16)

avec 8 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 20 fonctions arbitraires X, E, F, C, Y , Z , G de r. G et
Z sont les fonctions qui permettent de paramétrer les composantes de la connexion Γ qui
ne figurent pas dans [31] et qui joueront un rôle important dans la suite de ce travail.

En utilisant la condition de métricité donnée par (2.113)
∂gµν
∂xλ − Γµ̄ µλgµ̄ν − Γν̄ νλgµν̄ = 0, (4.17)

on obtient des relations qui relient entre elles les fonctions précédentes, réduisant ainsi leurs
nombres à 8 : Ct, Cr, Dt, Dr, Gt, Gr, Zt, Zr . Les composantes non nulles de la connexion
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deviennent alors :

Γt rt = Dt
A
B,Γr tt = Dt,

Γt rr = Dr
A
B,Γr tr = Dr,

Γt tr = B′2B,Γr rr = A′2A,Γt θθ = r2
BC t,Γr θθ = −r2

A C r,

Γt φφ = r2
B sin2 θC t,Γr φφ = −r2

A sin2 θC r,Γθ tθ = C t,Γθ rθ = C r,Γφ tφ = Ct,Γφ rφ = Cr,Γθ θr = 1
r ,Γφ φr = 1

r ,Γt θφ = r2
B sinθGt,Γr θφ = −r2

A sinθGr,

Γt φθ = −r2
B sinθGt,Γr φθ = r2

A sinθGr,

Γφ tθ = − Gtsinθ ,Γφ rθ = − Grsinθ ,Γθ tφ = Gt sinθ,Γθ rφ = Gr sinθ,Γφ θt = Ztsinθ ,Γφ θr = Zrsinθ ,Γθ φt = −Z t sinθ,Γθ φr = −Z r sinθ,Γθ φφ = − sinθ cosθ,Γφ θφ = Γφ φθ = cosθsinθ . (4.18)

Les composantes (4.18) sont le résultat de l’implémentation des symétries (4.2− 4.3) en
utilisant le repère holonomedxµ, µ = 0, 1, 2, 3. À présent, nous allons utiliser le repère
orthonormé ea, a = 0, 1, 2, 3. Les deux référentiels sont reliés par

ea = ea µdxµ, (4.19)

où e (x) = ea µ (x) ∈ GL (4), de telle sorte à avoir

gµν (x) = ea µ (x) ea ν (x) ηab, (4.20)

avec gµν le tenseur métrique et ηab la métrique de Minkowski. La connexion Γ écrite dans
le référentiel holonome est une 1-forme qui prend ses valeurs dans l’algèbre de Lie gl (4),

Γα β = Γα βµdxµ. (4.21)
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De même, la connexion de spin ω est une 1-forme mais à valeurs dans so (1, 3), ce qui
se traduit par 2 ωab = −ωab. Le lien entre les composantes de Γ et ω est donné par la
transformation de gauge

ω = eΓe−1 + ede−1, (4.22)

en terme de composantes, on a

ωa bµ = ea αΓα βµe−1β
b + ea α

∂
∂xµ e

−1α
b. (4.23)

À partir de (4.20), on peut déduire que

e =

√
B (r) 0 0 00 √

A (r) 0 00 0 r 00 0 0 r sinθ
 . (4.24)

En utilisant (4.18) et (4.23), on obtient les composantes non nulles ωa bµ de la connexion,

ωt rt = √A
BDt, ωθ φt = −Zt,

ωt rr = √A
BDr, ωθ φr = −Zr,

ωt θθ = r√
B
Ct, ωt φθ = − r√

B
Gt,

ωr θθ = − r√
A
Cr, ωr φθ = r√

A
Gr,

ωt θφ = r√
B

sinθGt, ωt φφ = r√
B

sinθCt,
ωr θφ = − r√

A
sinθGr, ωr φφ = − r√

A
sinθCr,

ωθ φφ = − cosθ. (4.25)

4.2.2 Équations d’Einstein et de Cartan dans le cas de la métrique de
Kottler

Ayant obtenu les composantes de la connexion ω, il devient facile de calculer les com-
posantes de la courbure données par

Ra
bµν = ∂µωa bν − ∂νωa bµ + ωa cµωc bν − ωa cνωc bµ. (4.26)

2. Les indices a et b doivent figurer tous les deux en haut ou bien en bas.
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Les composantes non nulles sont

R tr
tr = (√A

BDt

)′
,

Rθφ
tr = −Z ′t ,

R tθ
tθ = r√

B
(DtCr −GtZt) ,

R tφ
tθ = − r√

B
(DtGr + CtZt) ,

R rθ
tθ = −r√A(DtCt

B − GrZt
A

)
,

R rφ
tθ = r

√
A
(
DtGr

B + CrZt
A

)
,

R tθ
tφ = r√

B
sinθ (DtGr + CtZt) ,

R tφ
tφ = r√

B
sinθ (DtCr −GtZt) ,

R rθ
tφ = −r√A(DtGt

B + CrZt
A

)
,

R rφ
tφ = −r√A(DtCt

B − GrZt
A

)
,

R tθ
rθ = −( r√

B
Ct
)′ + r√

B
(DrCr −GtZr) ,

R tφ
rθ = ( r√

B
Gt

)′
− r√

B
(DrGr − CtZr) ,

R rθ
rθ = ( r√

A
Cr
)′
− r
√
A
(
DrCt
B − GrZr

A

)
,

R rφ
rθ = −( r√

A
Gr

)′ + r
√
A
(
DrGt

B + CrZr
A

)
,

R tθ
rφ = [−( r√

B
Gt

)′ + r√
B

(DrGr + CtZr)] sinθ,
R tφ

rφ = [−( r√
B
Ct
)′ + r√

B
(DrCr −GtZr)] sinθ,

R rθ
rφ = [( r√

A
Gr

)′
− r
√
A
(
DrGt

B + CrZr
A

)] sinθ,
R rφ

rφ = [( r√
A
Cr
)′
− r
√
A
(
DrCt
B − GrZr

A

)] sinθ,
R tr

θφ = −2r2 sinθ√
AB

(CtGr −GtCr) ,
Rθφ

θφ = − sinθ [1 + r2(C 2
t + G2

t
B − C 2

r + G2
r

A

)]
, (4.27)
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avec ′ := d
dr la dérivée par rapport à r.

L’étape suivante consiste a calculer le tenseur de Ricci défini par

Ra
b := Rca

µνe−1µ
ce−1ν

b, (4.28)

et dont les composantes non nulles sont

R t
t = 1√

AB

(√
A
BDt

)′ + 2
B

(DtCr −GtZt) ,
R r

r = 1√
AB

(√
A
BDt

)′ + 2√
A

(
Cr√
A

)′ + 2
A

(
Cr
r + GrZr

)
− 2DrCt

B ,

Rθ
θ = Rφ

φ = 1√
A

(
Cr√
A

)′ + 1
A

(
Cr
r + C 2

r + GrZr + G2
r

)
+ 1
B
(
DtCr −GtZt −DrCt − C 2

t −G2
t
)
− 1
r2 ,

R t
r = − 2√

A

(
Ct√
B

)′ + 2√
AB

(
−Ctr +DrCr −GtZr

)
,

R r
t = −2√A

B

(
DtCt
B − GrZt

A

)
,

Rθ
φ = −Rφ

θ = 1√
A

(
Gr√
A

)′ + 1
A

(
Gr

r − CrZr
)+ 1

B
(DtGr + CtZt −DrGt) , (4.29)

en plus de l’affectation de toutes les composantes du tenseur de Ricci par les modifications
soulignées précédemment, deux nouvelles composantes θφ et φθ antisymétriques l’une par
rapport à l’autre font leur apparition .

Le calcul de la courbure scalaire donne

R = R t
t + R r

r + Rθ
θ + Rφ

φ = R t
t + R r

r + 2Rθ
θ

= 2√
AB

(√
A
BDt

)′ + 4√
A

(
Cr√
A

)′ + 2
A

(2Crr + C 2
r + 2GrZr + G2

r

)
+ 2
B
(2DtCr − 2DrCt − C 2

t − 2GtZt −G2
t
)
− 2
r2 . (4.30)

L’équation d’Einstein s’écrit

Rab −
12Rηab − Ληab = 8πGτba. (4.31)
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Dans le repère orthonormé e = diag
(√

B,
√
A, r, r sinθ), la forme la plus générale 3 du

tenseur énergie-impulsion τab est donnée par

τab =

ρ (r) q (r) 0 0
o (r) Pr (r) 0 00 0 Pa (r) u (r)0 0 −u (r) Pa (r)

 . (4.32)

Les composantes tt, rr et θθ de l’équation d’Einstein (4.31) sont
− 2√

A

(
Cr√
A

)′
− 1
A

(2Crr + C 2
r + 2GrZr + G2

r

)+ 1
B
(2DrCt + C 2

t + G2
t
) + 1

r2 − Λ = 8πGρ (r) ,
(4.33)1

A
(
C 2
r + G2

r
) + 1

B
(2DtCr − C 2

t − 2GtZt −G2
t
)
− 1
r2 + Λ = 8πGPr (r) ,

(4.34)1√
AB

(√
A
BDt

)′ + 1√
A

(
Cr√
A

)′ + 1
A

(
Cr
r + GrZr

)+ 1
B

(DtCr −DrCt −GtZt) + Λ = 8πGPa (r) .
(4.35)

Les composantes hors diagonale tr, rt et θφ s’écrivent

− 2√
A

(
Ct√
B

)′ + 2√
AB

(
−Ctr +DrCr −GtZr

) = −8πGo (r) , (4.36)

2√A
B

(
DtCt
B − GrZt

A

) = 8πGq (r) , (4.37)

− 1√
A

(
Gr√
A

)′
− 1
A

(
Gr

r − CrZr
)
− 1
B

(DtGr + CtZt −DrGt) = −8πGu (r) . (4.38)

La prochaine étape consiste à écrire concrètement l’équation de Cartan qui relie la
torsion T a à sa source sab, le courant de spin demi-entier

T cedεabcd = −8πG sab. (4.39)

Les composantes de la torsion sont des 2-forme qui prennent leurs valeurs (vectorielles)
dans R4, dans le référentiel orthonormé elles prennent la forme suivante,

T a = 12Ta′bcηa′aebec, (4.40)

avec Tabc donnée par (2.27),
T a

bc = (∂µeν a − ∂νeµ a + ωa kµeν k − ωa kνeµ k
)
e−1µ

be−1ν
c. (4.41)

3. à chaque composante du tenseur de Ricci correspond une composante du tenseur énergie-impulsion
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Les composantes non nulles de la torsion sont

Tttr = (Dt −
12B′A

) √
A
B ,

Trtr = Dr√
B
,

Tθtθ = Tφtφ = Ct√
B
,

Tφtθ = −Tθtφ = − 1√
B

(Zt + Gt) ,
Tθrθ = Tφrφ = 1√

A

(
Cr −

1
r

)
,

Tφrθ = Tθφr = − 1√
A

(Zr + Gr) ,
Ttθφ = − 2√

B
Gt,

Trθφ = − 2√
A
Gr. (4.42)

Comme cité précédemment dans le chapitre 1, il est possible de décomposer les tenseurs
de torsion et de spin en partie complètement antisymétrique, partie vectorielle et partie
mixte, ce qui se traduit par

Tabc = Aabc + ηabVc − ηacVb +Mabc, (4.43)

pour le tenseur de torsion, et

sabc = aabc + ηcasb − ηcbsa +mabc, (4.44)

pour le tenseur de spin. Ainsi, l’équation de Cartan (4.39) devient strictement équivalente
à la relation suivante (voir la relation (2.92))

Acab + 2ηbcVa − 2ηacVb +Mcab = −8πG (aabc + ηcasb − ηcbsa +mabc) ,
à partir de laquelle on déduit

Aabc = −8πGaabc, Va = 128πGsa, Mcab = −8πGmabc. (4.45)
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Explicitement, les équations de Cartan s’écrivent

Atθφ = − 23√B (Zt + 2Gt) = −8πGatθφ,
Arθφ = − 23√A (Zr + 2Gr) = −8πGarθφ,
Vt = 13√B (Dr + 2Ct) = 4πGst,
Vr = 13√A

(
−B′2B − 2

r + 2Cr + A
BDt

) = 4πGsr,
Mttr = − 23√A

(
B′2B − 1

r + Cr −
A
BDt

) = −8πGmtrt,

Mtθφ = 23√B (Zt −Gt) = −8πGmθφt,

Mrtr = 23√B (Dr − Ct) = −8πGmtrr,

Mrθφ = 23√A (Zr −Gr) = −8πGmθφr,

Mθtθ = −12Mrtr = 13√B (Ct −Dr) = −8πGmtθθ,

Mθtφ = 13√B (Zt −Gt) = −8πGmθtφ,

Mθrθ = 12Mtrt = 13√A
(
B′2B − 1

r + Cr −
A
BDt

) = −8πGmrθθ,

Mθrφ = 13√A (Zr −Gr) = −8πGmrφθ,

Mφtθ = − 13√B (Zt −Gt) = −8πGmtθφ,

Mφtφ = Mθtθ = −12Mrtr = 13√B (Ct −Dr) = −8πGmtφφ,(
mtθθ = mtφφ = −12mtrr

)
. (4.46)

4.2.3 Tenseur de Cartan complètement antisymétrique

On a montré dans le chapitre 1 que le fait de considérer une torsion complètement
antisymétrique est en soi-même une condition suffisante et nécessaire pour que les géodé-
siques, définies par la connexion de Christoffel et minimisant localement la longueur de l’arc
délimité par deux points de la courbe d’une particule libre, et les autoparallèles, définies
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par le transport d’un vecteur tangent à la courbe parallèlement à lui-même en utilisant la
connexion métrique (indépendante) Γ, coïncident.

En imposant à la partie vectorielle Va et de symétrie mixteMabc d’être nulles, on obtient
les contraintes suivantes :

Ct = 0,
Ct = 1

r ,

Dt = B′2A,
Dr = 0,
Gt = Zt,
Gr = Zr. (4.47)

Les équations d’Einstein deviennent alors

− 2√
A

( 1
r
√
A

)′
− 1
A

( 3
r2 + 3Z 2

r

)+ Z 2
t
B + 1

r2 − Λ = 8πGρ (r) ,
(4.48)1

A

( 1
r2 + Z 2

r

)+ 1
B

(
B′

rA − 3Z 2
t

)
− 1
r2 + Λ = 8πGPr (r) ,

(4.49)1√
AB

(
B′2√AB

)′ + 1√
A

( 1
r
√
A

)′ + 1
A

( 1
r2 + Z 2

r

)+ 1
B

(
B′2rA − Z 2

t

)+ Λ = 8πGPa (r) ,
(4.50)

pour les composantes diagonales tt, rr et θθ = φφ. Les composantes hors diagonales
s’écrivent

Zt√
B
Zr√
A

= 4πGo (r) , (4.51)

Zt√
B
Zr√
A

= −4πGq (r) , (4.52)

− 1√
A

(
Zr√
A

)′
− 1
B

(
B′2AZr

) = −8πGu (r) , (4.53)

respectivement pour les composantes tr, rt et θφ. Les équations de Cartan prennent la
forme suivante

Zt√
B

= 4πGatθφ, (4.54)

Zr√
A

= 4πGarθφ. (4.55)
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On peut désormais considérer le cas d’une étoile de Schwarzschild dans lequel la densité de
masse ρ et la densité de spin s sont constantes

(
dρ
dr = ds

dr = 0) à l’intérieur de la distribution
de la matière. On adopte les deux équations d’état suivantes :

atθφ = stθφ = ωtρ, (4.56)
arθφ = srθφ = ωrρ, (4.57)

avec ωt et ωr deux paramètres constants. Ainsi, les équations d’Einstein se simplifient
d’avantage pour donner

− 2√
A

( 1
r
√
A

)′
− 3
r2A − 3 (4πGωrρ)2 + (4πGωtρ)2 + 1

r2 − Λ = 8πGρ,
(4.58)1

r2A + (4πGωrρ)2 + B′

rAB − 3 (4πGωtρ)2 − 1
r2 + Λ = 8πGPr (r) ,

(4.59)1√
AB

(
B′2√AB

)′ + 1√
A

( 1
r
√
A

)′ + 1
r2A + (4πGωrρ)2 + B′2rAB − (4πGωtρ)2 + Λ = 8πGPa (r) ,

(4.60)

o (r) = o = −q (r) = −q = 4πGωtωrρ2, (4.61)

u (r) = B′4B√Aωrρ. (4.62)

Aussi, les équations de Cartan se réduisent à la forme suivante

Zt√
B

= 4πGωtρ, (4.63)

Zr√
A

= 4πGωrρ. (4.64)

La composante tt de l’équation d’Einstein (4.58) est découplée des deux autres composantes
rr et θθ et peut être réécrite comme suit

−
( r
A

)′
− 3 (4πGωrρ)2 r2 + (4πGωtρ)2 r2 + 1− Λr2 = 8πGρr2. (4.65)

En intégrant la relation précédente, on obtient

− r
A −

(4πGωrρ)2 r3 + 13 (4πGωtρ)2 r3 + r − Λ3 r3 − 83πGρr3 = K, (4.66)

avec K une constante d’intégration à déterminer. Sachant que A (0) > 0, l’évaluation de(4.66) en r = 0 donne K = 0. On aura donc

r
A (r) + (4πGωrρ)2 r3 − 13 (4πGωtρ)2 r3 − r + Λ3 r3 + 83πGρr3 = 0, (4.67)
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finalement, on obtient l’expression suivante pour la fonction A (r) de la métrique de Schwarz-
schild à l’intérieur de la distribution de matière

A (r) = [1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2 − 16π2G2ω2

t ρ2) r23
]−1

. (4.68)

Afin de rester cohérent, nous examinerons la loi de Gauss faible en présence de la torsion
après avoir déterminer toutes les fonctions inconnues qui restent, à savoir, B (r) , P (r) et
u (r).

Pour simplifier le calcul, nous considérons une seule pression, c’est-à-dire, Pr (r) =
Pa (r) = P (r). Le calcul des deux membres de l’équation de non conservation covariante
dans le cas d’un tenseur de Cartan complètement antisymétrique (3.39)donne,

4√
AB

Zr
A

[
Z ′t +(B′B + 2

r

)
Zt
] = −16πGq′ (r)√

A
− 16πGq (r)√

A
B′

B

−32πGq (r)
r
√
A

+ 32πGu (r)√
B
Zt, (4.69)

4B′
AB

Z 2
r√
A

+ 4√
A
Zt
B

(
Z ′t + 2

r Zt
) = −16πGP ′ (r)√

A
− 8πGB′B P (r)√

A

−32πGP (r)
r
√
A
− 8πGB′B ρ√

A+32πGP (r)
r
√
A

+ 32πGu (r)√
A
Zr, (4.70)

respectivement pour c = t et c = r . Pour les composantes θ et φ l’équation (3.39)
est identiquement satisfaite, en d’autres termes, aucune information supplémentaire n’est
obtenue. À partir de la relation (2.111), on peut facilement montrer que les fonctions Zr
et Zt sont respectivement paire et impaire sous l’inversion temporelle t → −t . Dans le
cas d’une étoile de Schwarzschild ou la densité de masse est constante, il est tout à fait
raisonnable de considérer l’invariance par renversement du temps, par conséquent, on a

Zt (r) = ωt = 0, (4.71)

d’où
o (r) = 0, q (r) = 0. (4.72)

Dans ce cas, l’équation (4.70) devient
−16πG√

A

[
P ′ + 12B′B (P + ρ)− 2B′16πGB Z 2

r
A

] = 0, (4.73)

en utilisant l’équation de Cartan (4.64), la relation précédente prend la forme suivante

P ′ + 12B′B (P + ρ + 4πGω2
rρ2) = 0, (4.74)
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en vertu de la constance de ρ, on peut donc écrire(
P + ρ + 4πGω2

rρ2)′ + 12B′B (P + ρ + 4πGω2
rρ2) = 0, (4.75)

ou bien encore (
P + ρ + 4πGω2

rρ2)′(P + ρ + 4πGω2
rρ2) + 12B′B = 0, (4.76)

l’intégration de cette équation donne

P + ρ + 4πGω2
rρ2 = K√

B
. (4.77)

La pression à l’extérieur de la distribution de matière étant nulle, la continuité de celle-ci
implique qu’elle doit aussi s’annuler sur la surface de la sphère r = R , ce qui se traduit par
P (R ) = 0, d’où la valeur de la constante K

K = (ρ + 4πGω2
rρ2)√B (R ), (4.78)

ainsi, on obtient l’expression de la pression P (r) en fonction de B (r) à l’intérieur de la
distribution de masse

P (r) = (ρ + 4πGω2
rρ2)(√B (R )√

B (r) − 1) . (4.79)

En substituant P (r) et A (r) par leurs expressions respectives (4.79) et (4.68) dans la com-
posante rr de l’équation d’Einstein (4.59), on obtient23 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) + B′

rB

(1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) r23

)
= 8πG (ρ + 4πGω2

rρ2) √B (R )√
B (r) , (4.80)

en multipliant les deux membres de l’équation (4.80) par √B (r) , on obtient23 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2)√B (r) + 2

r

(√
B (r))′ (1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) r23
)

= 8πG (ρ + 4πGω2
rρ2)√B (R ), (4.81)

c’est une équation différentielle du premier ordre en
√
B (r) avec second membre, sa solution

générale est la somme de la solution générale sans second membre et d’une solution parti-
culière avec second membre. Puisque le second membre de l’équation (4.81) est constant,
il est donc possible de chercher une solution particulière sous forme d’une constante qu’on
appellera D. En remplaçant

√
B (r) par D dans (4.81), on obtient

D = 12πG (ρ + 4πGω2
rρ2)√B (R )Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2 , (4.82)
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qui est une solution particulière de (4.81).
Cherchons à présent la solution générale de l’équation différentielle (4.81) sans second

membre, c’est-à-dire,

23 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2)√B (r)+2

r

(√
B (r))′ (1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) r23
) = 0,

(4.83)

la multiplication de (4.83) par r donne(Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) r3√B + (√B)′ (1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) r23
) = 0,
(4.84)

que l’on peut réécrire comme

12 d
dr ln(1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) r23
) = d

dr ln√B, (4.85)

en intégrant cette équation, on obtient

√
B (r) = C

√1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) r23 , (4.86)

avec C une constante d’intégration. Donc la solution générale de l’équation différentielle(4.81) est donnée par

√
B (r) = C

√1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) r23 + 12πG (ρ + 4πGω2

rρ2)√B (R )Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2 . (4.87)

En imposant à la fonction B (r) d’être continue sur la frontière r = R , sachant que B (R ) =1
A(R ) , on obtient l’expression de la constante d’intégration C suivante

C = Λ − 4πGρΛ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2 . (4.88)

Finalement, l’expression (4.87) de B (r) devient
√
B (r) = 1Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2
[(Λ − 4πGρ)√1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2) r23
+ 12πG (ρ + 4πGω2

rρ2)√1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) R23

]
. (4.89)
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En adoptant des notations similaires, mais quelque peu modifiées, à celles introduites par
Schücker dans [31],

γ̃ = 13 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2) ,

α̃ = 12πG (ρ + 4πGω2
rρ2)3γ̃ ,

β̃ = Λ − 4πGρ3γ̃ = 1− α̃,
W (r) = √1− γ̃r2,

Q = W (R ) , (4.90)

il est possible de simplifier l’expression (4.89) comme suit√
B (r) = β̃

√1− γ̃r2 + α̃
√1− γ̃R2, (4.91)

ou bien
B (r) = (β̃W (r) + α̃Q

)2
. (4.92)

En remplaçant (4.91) dans (4.79), on obtient l’expression de la pression à l’intérieur de la
distribution de matière

P (r) = (ρ + 4πGω2
rρ2)( Q

α̃Q + β̃W (r) − 1) . (4.93)

En utilisant (4.53), (4.55) et (4.57), on peut écrire

u (r) = B′4B√Aωrρ = 12
(√

B
)′

√
B

1√
A
ωrρ, (4.94)

avec (√
B (r))′ = − (1− α̃) γ̃r√1− γ̃r2 = − β̃γ̃r

W (r) , (4.95)

et 1√
A (r) = √1− γ̃r2 = W (r) , (4.96)

donc, la relation (4.94) devient
u (r) = −12 (1− α̃) γ̃ωrρr(1− α̃)√1− γ̃r2 + α̃

√1− γ̃R2 , (4.97)

qui est finalement équivalente à l’expression suivante

u (r) = −12 β̃γ̃ωrρr
α̃Q + β̃W (r) . (4.98)
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Toutes les fonctions A (r), B (r), o (r), q (r) et u (r) qui apparaissent dans la métrique de
Kottler intérieure ont été déterminées, de même que la pression P (r).

À présent, examinons la manière dont la loi de Gauss sera modifiée lorsqu’on tient
compte d’un tenseur de Cartan complètement antisymétrique. Celle-ci est donnée, comme
en relativité générale, par la composante tt de l’équation d’Einstein (4.58),

− 2√
A

( 1
r
√
A

)′
− 3
r2A − 3 (4πGωrρ)2 + (4πGωtρ)2 + 1

r2 − Λ = 8πGρ, (4.99)

et dont l’intégration a donné l’expression de A (r)suivante
A (r) = [1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2 − 16π2G2ω2
t ρ2) r23

]−1
. (4.100)

En évaluant (4.100) en r = R , on obtient

A−1 (R ) = 1− (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2 − 16π2G2ω2

t ρ2) R23 , (4.101)

ceci d’une part. D’une autre part, on sait que par continuité de la fonction A sur la frontière,
on a

A−1 (R ) = 1− 2GMe

R − ΛR23 , (4.102)

ou Me est la masse externe [31] définie par la force du champ gravitationnel à l’extérieur de
la distribution de matière (r > R ). En comparant (4.101) et (4.102), on obtient la relation
suivante 2GMe = 3(3ω2

r − ω2
t
) G2M2

i
R3 + 2GMi, (4.103)

avec Mi la masse interne définie par

Mi = 43πρR3. (4.104)

Ainsi, la relation reliant la masse interne à la masse externe est donnée par

Me = M i

[1 + 32 (3ω2
r − ω2

t
) GMi

R3
]
, (4.105)

qui montre bien que les deux masses ne coïncident pas, mettant ainsi en évidence la brisure
de la loi de Gauss faible dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan. Dans le cas ou
ωr = ωt = 0, c’est-à-dire en l’absence de torsion, on retrouve la solution analytique connue
de A,

A (r) = [1− 13 (8πGρ + Λ) r2]−1
, (4.106)

et dans ce cas on a Me = M i, en accord avec la loi de Gauss faible en relativité générale.
D’après (4.105), il est possible de distinguer deux cas :
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— ω2
r

ω2
t
< 13 =⇒Mi > Me la masse interne est plus grande que la masse externe. En vue

d’apporter une possible explication au problème de la matière noire, ce cas de figure
n’est pas intéressant car on sait que la matière sombre est beaucoup plus abondante
dans l’univers que la matière baryonique.

— ω2
r

ω2
t
> 13 =⇒Me > Mi la masse externe est plus grande que la masse interne. Pour la

raison évoquée précédemment, il est tout à fait envisageable que la torsion puisse
être considérée comme un élément de réponse à la question de la matière noire dont
la nature et l’origine, rappelons-le, ne reposent que sur des hypothèses.

On a vu précédemment que dans le cas d’une étoile de Schwarzschild ou la densité de
masse est constante à l’intérieur du rayon R , on pouvait supposer l’invariance sous inversion
temporelle, ce qui a permis d’éliminer la fonction Zt et, par conséquent, d’éliminer aussi le
paramètre ωt. Afin de rester cohérent avec ce qui vient d’être dit, et puisque le deuxième
cas ci-dessus est plus intéressant que le premier du point de vue cosmologique, on gardera
donc que la fonction Zr et le paramètre ωr qui la caractérise. Dans ce cas, la relation (4.105)
devient

Me = M i

[1 + 92ω2
r
GMi

R3
]
. (4.107)

La matière noire représente environ 26% de la densité d’énergie totale de l’univers, la
matière baryonique quant à elle ne représente que 4.9% [54]. Si on défini Me comme étant
la masse “ressentie” par un observateur placé à l’extérieur de la distribution de masse, on
peut donc identifier Me à la matière sombre (ce que l’observateur mesure). De même, Mi
pourrait être définie comme la masse “effective” contenue dans la sphère de matière ce qui
permet de l’identifier à la matière ordinaire, il existe donc un rapport de 5 entre les deux
masses (Me/Mi ≈ 5).

Dans le cas de notre soleil dont la masse et le rayon sont donnés par Mi = M�avec
M� = 1.9884 · 1030 kg et R = 7 · 108m, on a

ωr = (89 R3
GM�

) 12 = 1.52 · 103 s. (4.108)

Pour un amas de galaxies tel que Mi = 1015M� et R = 3 · 1023m, on obtient

ωr = (89 R3
G1015M�

) 12 = 4.26 · 1017 s. (4.109)

Pour les mêmes exemples cités ci-dessus, Schücker [31] obtient des valeurs différentes du
paramètre ω qui sont données par ω = 3.1 s et ω = 1.33 · 1015 s respectivement pour le
soleil et l’amas de galaxies.

Quant à la question de savoir si concrètement la torsion peut être une alternative à la
matière noire, Schücker et Tilquin [28] ont exploité les données du Union 2 sample [55], un
échantillon de 577 supernova de type 1a avec une large plage de redshifts allant jusqu’à
1.4, afin de confronter la théorie d’Einstein-Cartan dans le cas d’un espace de symétrie
maximale

(
O (3) nR3) aux données expérimentales. La matière visible étant constituée
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principalement de protons, neutrons, électrons et de neutrinos, tous avec un spin 12 et de
faible densité, ce qui permet de négliger la pression et de simplifier par la même occasion le
modèle en question. En utilisant la même équation d’état que la notre avec, évidemment,
une dépendance temporelle s (t) = ωsρ (t), les auteurs obtiennent un fit avec une densité de
matière de Ωm = 5% correspondant à la matière visible uniquement. Toutefois, le meilleur
fit aux observations du WMAP collaboration [56] à été obtenu avec des densités de masse
et de spin données par Ωm = 9% et Ωs = 12%. Ce fit est rendu possible grâce à un paramètre
d’état ωs de ωs ∼ H−10 ∼ 1017s, exactement du même ordre de grandeur que celui obtenu
dans le cas de l’amas de galaxies (4.109). Cela indique que la torsion générée par la densité
de spin peut se manifester de manière significative sur l’échelle des grandes structures de
l’univers ou bien à l’échelle de l’univers dans son ensemble en tant que système. À noter
cependant, la valeur de Ωm = 9% qui implique encore, certes une faible présence de la
matière noire, mais qui n’est pas tout à fait nulle. Noter enfin, l’écart de la valeur obtenue
du paramètre d’état ωr ∼ 1017s par rapport à celle attendue, par exemple, pour un proton
[28, 31]

ωs = è

mprotonc2 ∼ 10−25s,
42 ordres de grandeur séparent les deux valeurs, ce qui représente une différence énorme
et surtout troublante pour reprendre l’expression des auteurs de l’article.

4.3 Géodésiques des photons dans le cas de la métrique de
Kottler intérieure avec torsion

Lorsqu’un photon passe à proximité d’une distribution de masse, celui-ci est dévié
par le champ gravitationnel créé par cette dernière. La déviation de la lumière est une
conséquence directe de la courbure de l’espace-temps par la présence de la matière, et cette
déviation est d’autant plus importante que la distribution de masse est grande. Dans le cas
où un observateur reçoit une lumière émanant d’une source lointaine et que celle-ci subit le
phénomène décrit précédemment, on dit alors que la distribution de masse en question joue
le rôle de lentille gravitationnelle. Tel un télescope naturel, cette dernière peut fournir non
seulement d’importantes informations sur les objets célestes telle que leurs masses, mais
constitue aussi un moyen fiable pour identifier les signatures émanant des trous noirs, et
permettre par la même occasion une vérification des théories alternatives de la gravitation
dans le régime du champ fort [85, 86, 87, 88]. Les physiciens ont longtemps cru que la
constante cosmologique n’avait pas d’influence sur le phénomène de la déflexion de la
lumière en avançant comme argument le fait que la constante cosmologique disparaissait
de l’équation de la géodésique dans le cas d’une particule sans masse [57, 58, 59, 60, 61, 62].
En 2007, Ishak et Rindler [63] montrent que cet argument n’était pas suffisant puisque,
dans le cas d’une particule massive, la constante cosmologique apparait de manière concrète
et qu’en plus il fallait tenir compte de la métrique elle même. Un riche débat était alors
engagé entre ceux qui confirmèrent le résultat de Rindler et Ishak [64, 65, 66, 67, 68] et
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ceux qui les contredisent [69, 70, 71]. Dans tous ces travaux, le photon considéré ne pénètre
pas à l’intérieur de la distribution de masse (la lentille) et son mouvement est donc celui
d’un photon en chute libre dans le champ de gravitation de la lentille modélisée par la
métrique de Schwarzschild-de Sitter extérieure, c’est-à-dire, par

ds2 = B (r)dt2 − B−1 (r)dr2 − r2dΩ2,
avec

B (r) = 1− 2GM
r − Λ3 r2.

Toute fois, il est possible de considérer le phénomène de la “déflexion de la lumière” lorsque
le photon pénètre à l’intérieur de la distribution de masse. Un travail dans ce sens a été
effectué par Schücker [72] dans lequel il met en évidence la dépendance de manière concrète
de la géodésique d’une particule sans masse en la constante cosmologique dans le cas de la
solution de Kottler intérieure, chose qui n’est pas vraie dans le cas de Kottler extérieur où
l’influence de la constante cosmologique n’apparait que lorsque les angles de coordonnées
sont convertis en angles physiques.

Afin de rester dans la logique du travail fait dans cette thèse, on a trouvé intéressante
l’idée de l’étude d’une éventuelle influence de la torsion sur la déflexion de la lumière. En
effet, on a vu précédemment que la torsion ne se manifeste qu’à l’intérieur de la distribution
de masse ou il y a présence de densité de spin (voir l’équation de Cartan (2.86)). Le fait
de considérer un tenseur de Cartan complètement antisymétrique permet d’obtenir une
coïncidence entre les géodésiques et les courbes autoparallèles, dans ce cas l’équation de
mouvement d’un photon dans le champ de gravitation de la distribution de masse (la
lentille) est donnée par

d2xλ
dp2 + Γλ µν dxµdp

dxν

dp = 0, (4.110)

avec p un paramètre affine et Γλ µν les symboles de Christoffel de la métrique de Kottler
intérieure. En vertu de l’isotropie de l’espace, le mouvement s’effectue dans un plan que
l’on peut choisir comme étant le plan équatorial (θ = π/2). Les équations de la géodésiques
s’écrivent donc

ẗ + B′ (r)
B (r) ṫṙ = 0, (4.111)

r̈ + B′ (r)2A (r)B′ (r)B (r) ṫ2 + A′ (r)2A (r) ṙ2 − r
A (r) φ̇2 = 0, (4.112)

φ̈ + 2
r ṙφ̇ = 0. (4.113)

Sachant que B′ (r) = Ḃ (r) /ṙ, l’intégration de (4.111) et (4.113) donne
ṫ = 1

B (r) , (4.114)

φ̇ = J
r2 , (4.115)
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la relation (4.114) est obtenue après une redéfinition du paramètre affine p. la relation(4.115)traduit l’invariance par rotation et la constante d’intégration J est interprétée comme
le moment angulaire par unité de masse. En substituant ṫ et φ̇ par leurs expressions (4.114)
et (4.115) dans (4.112), on obtient après intégration

A (r) ṙ2 − 1
B (r) + J2

r2 = −E, (4.116)

avec E une constante d’intégration jouant le rôle d’une énergie par unité de masse car
l’équation (4.116) est une conséquence de l’invariance sous les translations temporelles. En
utilisant les relations (4.114), (4.115) et (4.116) on peut écrire

ds2 = Edp2, (4.117)

pour un photon ds2 = 0, par conséquent E = 0, ainsi l’équation (4.116) devient
ṙ2 = 1

A (r)B (r) − J2
r2A (r) . (4.118)

En divisant la relation précédente par φ̇2, on obtient(
dr
dφ

)2 = r2
A (r)B (r)

(
r2
J2 − B (r)) , (4.119)

que l’on peut réécrire sous la forme(
r dφdr

)−2 = 1
A (r)

(
r2

J2B (r) − 1) . (4.120)

En évaluant l’expression (4.120) en r = R , on obtient la condition initial suivante

C = (R dφ (R )
dr

)−2 = 1
A (R )

(
R2

J2B (R ) − 1) , (4.121)

en tirant J2 en fonction de C et en remplaçant dans (4.120), on obtient la partie spatiale
de la géodésique du photon suivante(

r dφdr

)−2 = 1
A (r)

(
r2
R2 C + B (R )

B (r) − 1) . (4.122)
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À présent, développons le membre de droite de la relation précédente à des termes d’ordre
2 inclus. Le développement de B (r), dont l’expression est donnée par (4.91), s’écrit

B (r) = 1 + 134πGρr2 − 13Λr2 − 4πGρR2 − (4πGωrρ)2 R2
+ 112 (4πGρr2)2 − 112 (4πGρr2) (Λr2)− 112 ((4πGωrρ)2 r2) (Λr2)
+ 112 (4πGρR2)2 − 112 (4πGρR2) (ΛR2)− 112 ((4πGωrρ)2 R2) (ΛR2)
− 16 (4πGρr2) (4πGρR2) + 16 (4πGρR2) (Λr2) + 16 ((4πGωrρ)2 R2) (Λr2)
+ 112 ((4πGωrρ)2 r2) (4πGρr2) + 112 ((4πGωrρ)2 R2) (4πGρR2)
− 16 ((4πGωrρ)2 R2) (4πGρr2) . (4.123)

Le développement de 1/B (r) à des termes d’ordre 2 inclus donne1
B (r) = 1− 168πGρr2 + 128πGρR2 + 13 (48π2G2ω2

rρ2R2) + 13Λr2
+ 1144 (8πGρr2)2 − 572 (8πGρr2) (Λr2)
− 172 (8πGρr2) (48π2G2ω2

rρ2r2) + 136 (48π2G2ω2
rρ2r2) (Λr2)

+ 1148 (8πGρR2)2 + 124 (8πGρR2) (ΛR2) + 19 (48π2G2ω2
rρ2R2)2

+ 2372 (8πGρR2) (48π2G2ω2
rρ2R2) + 136 (48π2G2ω2

rρ2R2) (ΛR2)
− 18 (8πGρr2) (8πGρR2) + 14 (8πGρr2) (ΛR2)
− 196 (8πGρr2) (48π2G2ω2

rρ2R2) + 16 (48π2G2ω2
rρ2R2) (Λr2) + 19 (Λr2)2 . (4.124)

En substituant A (r) par son expression 4 (4.100) et B (R ) par
B (R ) = 1

A (R ) = 1− 13 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2)R2

dans (4.122), on obtient(
r dφdr

)−2 = (1− 13 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2
rρ2)R2)(

r2
R2 1

B (r)
(
C + 1− 13 (Λ + 8πGρ + 48π2G2ω2

rρ2)R2)− 1) . (4.125)

4. avec ωt = 0
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En injectant (4.124) dans la relation précédente et en développant le résultat jusqu’à des
termes d’ordre 2, on aboutit enfin à l’équation de la déflexion de la lumière suivante(
r dφdr

)−2 = −1 + (C + 1) r2
R2

+ 12 (C + 1)(1− r2
R2
)(8πGρr2) + 13 (C + 1)(1− r2

R2
)(48π2G2ω2

rρ2r2)
+ 18

[
−
(73C + 1) + 12

(113 C + 1) R2
r2 + 12 (C + 1) r2

R2
] (8πGρr2)2

+ 124
[
−6712

(8367C − 1) + (C + 1) r2
R2 +(233 C + 1) R2

r2
] (8πGρr2) (48π2G2ω2

rρ2r2)
+ 14

[16 (C − 3) + 13
(
C + 13

)
r2
R2 − 12 (C + 1) r4

R4
] (8πGρr2) (ΛR2)

+ 16
[16 (C − 3) + 13 (C − 1) r2

R2 − 12 (C + 1) r4
R4
] (48π2G2ω2

rρ2r2) (ΛR2) .
(4.126)

La première ligne de (4.126) correspond à des termes d’ordre 0, la deuxième ligne à des
termes d’ordre 1 qui sont proportionnels à 8πGρr2 et 48π2G2ω2

rρ2r2, le reste de l’équation
regroupe des termes d’ordre 2. Quelques remarques importantes peuvent être faites concer-
nant l’équation précédente. Avant tout, il est intéressant de noter qu’en l’absence de torsion(ωr = 0) on retrouve le même résultat obtenu par Schücker [72] à la seule différence près
que le facteur 13 dans le deuxième terme de la cinquième ligne est remplacé par un facteur3 (on ignore l’influence que pourrait avoir cette modification). La second remarque est que
la constante cosmologique apparait ici (à l’ordre 2) de manière explicite, contrairement
au cas de Kottler extérieure où celle-ci n’apparait que lorsque les angles de coordonnées
sont traduites en angles physiquement observables (cette constatation est aussi valable
dans le cas sans torsion). La remarque la plus importante que l’on peut cependant faire
et qui représente un apport nouveau au phénomène de déflexion de la lumière, est que le
terme contenant la torsion, à savoir 48π2G2ω2

rρ2R2, en plus d’apparaitre à l’ordre 2 dans
l’équation (4.126), il apparait aussi à l’ordre 1 dans celle-ci, ce qui nous laisse croire que la
torsion pourrait avoir une influence plus importante que la constante cosmologique dans
la déviation de la lumière.

Concernant le travail de Schücker [72], il fait noter à juste titre que la contribution de
la constante cosmologique à la déflexion dans le cas de Kottler intérieure est de l’ordre
de GMΛ que multiplie une “échelle de longueur caractéristique” (5ème ligne de (4.126)). Il
compare de manière qualitative ce terme à celui obtenu par Sereno[65] GMΛb où b ∼ εrp est
le paramètre d’impact, ε l’angle de coordonnée (supposé petit) et rp la distance d’approche
minimale qui est la racine du membre de droite (sans torsion) de l’équation (4.126). De
ce fait, il conclu que cette échelle de longueur dépend du profile de la densité ρ (r) à
l’intérieur de la distribution de matière. Le cas particulier d’une densité constante utilisée
pour simplifier les calculs n’est pas réaliste, néanmoins un exemple d’un amas de galaxies
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jouant le rôle d’une lentille gravitationnelle avec une masse M = 1015M� et un rayon
R = 3 · 1023m est donné dans [72].
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Chapitre 5

Modèle de Robertson-Walker avec torsion

À partir des deux hypothèses d’homogénéité et d’isotropie de l’espace tridimensionnel
découle un modèle cosmologique qui rend compte de bon nombre de phénomènes observés
à ce jour, il s’agit du modèle de Robertson-Walker (R-W) aussi appelé modèle standard
de la cosmologie. Dans ce chapitre, il ne sera pas question de reprendre entièrement la
description du modèle qu’il est possible de trouver dans n’importe quel livre de relativité
générale, mais plutôt de reconsidérer le modèle en question dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan en introduisant la notion de torsion et de constater les modifications qui
en résultent. En effet, par isotropie de l’espace on entend qu’il n’existe pas de direction
privilégiée pour observer l’univers, cela se traduit mathématiquement par l’invariance de la
métrique sous les rotations. Ayant déjà aborder ce volet (invariance sous les rotations) dans
le cas du modèle de Kottler, il ne sera donc pas nécessaire de refaire les calculs puisqu’ils
sont exactement les mêmes. Cependant, dans le cas de R-W une dépendance vis-à-vis du
temps apparait logiquement vu que ce modèle décrit un univers évoluant dans le temps
(contrairement au modèle de Kottler qui décrit un univers statique).

Habituellement, lorsqu’on parle d’espace homogène cela signifie que tous les points de
celui-ci sont équivalents, en d’autres termes, si p et q sont deux points de la variété M
qui décrit l’espace à 3 dimensions, alors il existe une isométrie qui prend p en q, c’est
l’invariance sous les translations. Ceci pour le cas plat. Si on émet l’hypothèse d’une cour-
bure spatiale (positive pour le cas sphérique et négative pour le cas pseudo-sphérique),
alors l’homogénéité d’un tel espace sera traduite par l’invariance de la métrique sous les
quasi-translations que l’on décrira dans la section suivante.

Afin de rester cohérent, il est nécessaire de traiter les deux isométries de la métrique
(rotations et quasi-translations) dans le même système de coordonnées et comme l’inva-
riance sous les rotations s’est faite de façon naturelle à l’aide des coordonnées sphériques
dans le cas de Kottler, il nous sera exigé de faire usage de ce même système de coordonnées
pour imposer l’invariance sous les quasi-translations.
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5.1 Champs vectoriels de Killing associés aux
quasi-translations (cas sphérique)

En coordonnées cartésiennes, les champs vectoriels de Killing pour les quasi-translations
prennent une forme relativement simple, ils sont donnés, respectivement le long des trois
axes (ox), (oy) et (oz), par (1− r2) 12 ∂

∂x ,(1− r2) 12 ∂
∂y,(1− r2) 12 ∂
∂z . (5.1)

En coordonnées sphériques, on a
∂
∂x = sinθcosφ ∂∂r + 1

r cosθcosφ
∂
∂θ −

1
r
sinφ
sinθ

∂
∂φ , (5.2)

∂
∂y = sinθsinφ ∂∂r + 1

r cosθsinφ
∂
∂θ + 1

r
cosφ
sinθ

∂
∂φ , (5.3)

∂
∂z = cosθ ∂∂r −

1
r sinθ

∂
∂θ . (5.4)

En remplaçant ces relations dans (5.1), on obtient les expressions des champs vectoriels de
Killing associés aux quasi-translations en coordonnées sphériques :(1− r2) 12 ∂

∂x = (1− r2) 12 sinθcosφ ∂∂r + (1− r2) 12
r cosθcosφ ∂

∂θ −
(1− r2) 12

r
sinφ
sinθ

∂
∂φ ,

(5.5)
en écrivant les vecteurs de Killing sous la forme ξ = ξα ∂

∂xα , il est clair qu’en terme de

composantes on a : ξ t := 0, ξ r := (1− r2) 12 sinθcosφ, ξθ := (1−r2) 12
r cosθcosφ, ξφ :=

− (1−r2) 12
r

sinφ
sinθ le long de l’axe (ox).

De même pour les quasi-translations le long de (oy), on a(1− r2) 12 ∂
∂y = (1− r2) 12 sinθsinφ ∂∂r + (1− r2) 12

r cosθsinφ ∂
∂θ + (1− r2) 12

r
cosφ
sinθ

∂
∂φ ,

(5.6)

avec ξ t := 0, ξ r := (1− r2) 12 sinθsinφ, ξθ := (1−r2) 12
r cosθsinφ, ξφ := (1−r2) 12

r
cosφ
sinθ .

Enfin, le vecteur de Killing associé aux quasi-translations le long de (oz) est donné par(1− r2) 12 ∂
∂z = (1− r2) 12 cosθ ∂∂r −

(1− r2) 12
r sinθ ∂

∂θ , (5.7)

tel que : ξ t = ξφ := 0, ξ r := (1− r2) 12 cosθ, ξθ := − (1−r2) 12
r sinθ.
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5.2 Métrique de Robertson-Walker et connexion de spin

De façon similaire au travail fait dans le cas du modèle de Kottler, il est nécessaire de
résoudre l’équation de Killing pour la métrique (2.110), son analogue pour la connexion(2.112) et satisfaire la condition de métricité (2.113) pour tous les vecteurs de Killing
qui génèrent le groupe de symétrie maximale, ceci dans le but de combiner le principe
cosmologique (homogénéité et isotropie) à la théorie d’Einstein-Cartan.

La solution la plus générale de l’équation de Killing (2.110) est bien connue et donne
la métrique de R-W suivante

ds2 = dt2 − a2 (t) ( dr21− r2 + r2dΩ2) , (5.8)

avec dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 la métrique sur la 2-sphère et a (t) le facteur d’échelle.
Les connexions Γ invariantes sous les vecteurs de Killing ξ s’obtiennent par la résolution

de l’équation (2.112). Dans le cas des quasi-translations données par (5.5), (5.6) et (5.7),
il est question de 3 × 64 équations auxquelles il faudrait satisfaire. Afin de permettre
aux lecteurs de mieux appréhender les résultats, on donne comme exemple de calcul la
composante Γt rr. En choisissant de mettre en évidence l’action du champ vectoriel de
Killing associé à la quasi-translation le long de (oy), l’application de l’équation (2.112)
donne alors

ξα ∂
∂xα Γt rr − ∂ξ t

∂x λ̄︸︷︷︸=0
Γλ̄ rr + ∂ξ µ̄

∂xr Γt µ̄r + ∂ξ ν̄

∂xr Γt rν̄ + ∂2ξ t
∂xr∂xr︸ ︷︷ ︸=0

= 0
ξ r ∂∂rΓt rr + ξθ ∂∂θΓt rr + ξφ ∂∂φΓt rr + 2∂ξ r∂r Γt rr + ∂ξθ

∂r Γt θr + ∂ξφ

∂r Γt φr
+∂ξθ∂r Γt rθ + ∂ξφ

∂r Γt rφ = 0
ξ r ∂∂rΓt rr + 2∂ξ r∂r Γt rr = 0. (5.9)

Les deux seuls termes qui subsistent sont ceux qui apparaissent dans la troisième ligne de(5.9). Ceci vient du fait que, lorsque nous avions imposé l’invariance sous les rotations dans
le modèle de Kottler, les composantes Γt θr, Γt rθ, Γt φr et Γt rφétaient nulles, de plus, Γt rr
ne dépendait ni de θ ni de φ ( ∂

∂θΓt rr = ∂
∂φΓt rr = 0). Ainsi, en utilisant l’expression des

composantes des vecteurs de Killing le long de (oy), on obtient(1− r2) 12 sinθsinφ ∂∂rΓt rr − 2r (1− r2)− 12 sinθsinφΓt rr = 0
⇒ ∂

∂rΓt rr − 2r(1− r2)Γt rr = 0. (5.10)
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L’intégration de (5.10) donne∫ ∂
∂rΓt rr = ∫ 2r(1− r2)Γt rr∫ ∂Γt rrΓt rr = ∫ 2r(1− r2)∂r

⇒ ln Γt rr = − ln (1− r2) + C,

en rappelant que les Γ dépendent du temps t, la constante d’intégration C peut être
absorbée dans l’exponentielle pour donner enfin

Γt rr = 1(1− r2)G (t) ,
avec G (t) une fonction arbitraire de t. Les autres composantes non nulles de la connexionΓ sont : Γt tt = P (t) ,Γr rr = r1− r2 ,Γt rr = 11− r2G (t) ,Γr tr = Γθ tθ = Γφ tφ = U (t) ,

Γθ θr = Γθ rθ = Γφ φr = Γφ rφ = 1
r ,Γr rt = Γθ θt = Γφ φt = Q (t) ,

Γφ θφ = Γφ φθ = cosθsinθ ,Γθ φφ = − sinθ cosθ,
Γr θθ = Γr φφsin2 θ = −r (1− r2) ,Γt θθ = Γt φφsin2 θ = r2G (t) ,
Γr θφ = −Γr φθ = r2 sinθ (1− r2) 12 K (t) ,
Γφ rθ = −Γφ θr = Γθ φrsin 2θ = − Γθ rφsin 2θ = (1− r2)− 12sinθ K (t) ,

avec P, G, Q, U et K des fonctions arbitraires de t. L’application de la condition de
métricité (2.113) permet de réduire le nombre de fonctions obtenues à 2 et les connexions
précédentes deviennent donc

Γr rr = r1− r2 ,Γt rr = a2 (t)1− r2U (t) ,
Γr tr = Γθ tθ = Γφ tφ = U (t) ,Γr rt = Γθ θt = Γφ φt = ȧ (t)

a (t) ,Γt θθ = Γt φφ
sin2θ = r2a2 (t)U (t) ,Γr θθ = Γr φφ

sin2θ = −r (1− r2) ,
Γφ θφ = Γφ φθ = cosθsinθ ,Γθ φφ = − sinθ cosθ,

Γθ θr = Γθ rθ = Γφ φr = Γφ rφ = 1
r ,Γr θφ = −Γr φθ = r2 sinθ (1− r2) 12 K (t) ,
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Γφ rθ = −Γφ θr = Γθ φrsin 2θ = −
Γθ rφsin 2θ = (1− r2)− 12sinθ K (t) .

La prochaine étape consiste à calculer la connexion de spin ω dans le repère orthonormé

ea := ea µdxµavec ea µ = diag
(1, a(1−r2) 12 , ar, ar sinθ), ceci grâce à la transformation de

gauge (4.23) dont on rappel l’expression

ωa bµ = ea αΓα βµe−1β
b + ea α

∂
∂xµ e

−1α
b. (5.11)

Les composantes non nulles de la connexion de spin ω sont

ωt rr = ωr tr = a (t)(1− r2) 12 U (t) ,
ωt θθ = ωt φφsinθ = ωθ tθ = ωφ tφsinθ = ra (t)U (t) ,
ωφ rθ = −ωr φθ = ωr θφsinθ = −ωθ rφsinθ = rK (t) ,
ωθ φr = −ωφ θr = (1− r2)− 12 K (t) ,
ωθ rθ = −ωr θθ = ωφ rφsinθ = −ωr φφsinθ = (1− r2) 12 ,
ωφ θφ = −ωθ φφ = cosθ.

5.3 Équations d’Einstein-Cartan

En injectant les composantes précédentes de la connexion de spin ω dans la relation(2.24), on obtient les composantes Ra
bµν de la courbure suivantes

R t
rtr = R r

ttr = (1− r2)− 12 (ȧU + aU̇
)
, (5.12)

R t
θtθ = Rθ

ttθ = R t
φtφsinθ = Rφ

ttφsinθ = r
(
ȧU + aU̇

)
, (5.13)

R t
rφθ = R r

tφθ = 2r2 sinθa (t)U (t)K (t) , (5.14)

R t
φθr = Rφ

tθr = R t
θrφsinθ = Rθ

trφsinθ = 2r (1− r2)− 12 a (t)U (t)K (t) , (5.15)

R r
θrθ = Rθ

rθr = R r
φrφsinθ = Rφ

rφrsinθ = r
(1− r2)− 12 (1 + a2 (t)U2 (t)− K 2 (t)) , (5.16)

Rθ
φθφ = Rφ

θφθ = r2 sinθ (1 + a2 (t)U2 (t)− K 2 (t)) , (5.17)

R r
φθt = Rφ

rtθ = R r
θtφsinθ = Rθ

rφtsinθ = rK̇ (t) , (5.18)

Rθ
φtr = Rφ

θrt = (1− r2)− 12 K̇ (t) . (5.19)
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L’expression du tenseur de Ricci est donnée par

Riccia b := ηaa′Rc
a′µνe−1µ

ce−1ν
b, (5.20)

et ses composantes non nulles sont

Riccit t = − 3
a (t) (ȧ (t)U (t) + a (t) U̇ (t)) , (5.21)

Riccir r = − 1
a (t)

[(
ȧ (t)U (t) + a (t) U̇ (t)) + 2

a (t) (1 + a2 (t)U2 (t)− K 2 (t))] . (5.22)

Noter qu’en raison de la symétrie maximale, on a

Ricciθ θ = Ricciφ φ = Riccir r. (5.23)

La contraction du tenseur de Ricci donne la courbure scalaire suivante

scalar = Riccit t + 3Riccir r
⇒ scalar = − 6

a (t)
[(
ȧ (t)U (t) + a (t) U̇ (t)) + 1

a (t) (1 + a2 (t)U2 (t)− K 2 (t))] . (5.24)

Rappelons l’expression du tenseur de Cartan qui est donné par

T a
bc = (∂µea ν − ∂νea µ + ωa kµek ν − ωa kνek µ

)
e−1µ

be−1ν
c,

ses composantes non nulles sont

Trtr = Tθtθ = Tφtφ = U (t)− ȧ (t)
a (t) , (5.25)

Trθφ = Tθφr = Tφrθ = 2
a (t)K (t) . (5.26)

Comme se fut le cas dans le modèle de Kottler, on décompose le tenseur de torsion en
partie complètement antisymétrique Aabc, partie vectorielle Vc et partie de symétrie mixte
Mabc. On obtient alors

Arθφ = 2
a (t)K (t) , (5.27)

Vt = U (t)− ȧ (t)
a (t) , (5.28)

Mabc = 0. (5.29)

Afin de faire coïncider les courbes autoparallèles (définies à partir de la connexion indé-
pendante Γ ) avec les géodésiques (définies à partir des symboles de Christoffel), on impose
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au tenseur de torsion d’être complètement antisymétrique (V = M = 0). Cette contrainte
permet de déterminer l’expression de la fonction U (t) qui s’écrit

U (t) = ȧ (t)
a (t) , (5.30)

Avant d’écrire les équations d’Einstein, on doit parler du membre droit de celles-ci, c’est-
à-dire, du contenu matériel du modèle. Le tenseur énergie-impulsion le plus général qui est
invariant sous le groupe de symétrie maximale O (3) × R3 doit satisfaire, tout comme la
métrique et la connexion Γ, une équation similaire à l’équation de Killing (2.110). Ainsi,
le tenseur énergie-impulsion contient deux fonctions du temps, ρ (t) et p (t) que l’on peut
interpréter comme la densité d’énergie et la pression [26, 28], on a donc

τa b =

ρ (t) 0 0 00 −p (t) 0 00 0 −p (t) 00 0 0 −p (t)

 . (5.31)

Afin de simplifier les calculs, on considère que l’univers est rempli d’un dust de matière
sans pression (p (t) = ωρ (t) avec ω = 0 ).

De la même manière, le tenseur de torsion le plus général qui est invariant sous O (3)×R3
possède une seule fonction du temps s (t). De ce fait, on a quatre fonction inconnues, a,
ρ, K et s mais seulement trois équations, deux équations d’Einstein et une équation de
Cartan. Pour cette raison on suppose que la densité de spin s (t) est proportionnelle à la
densité d’énergie [28]

s (t) = ωsρ (t) . (5.32)

Les composantes (tt) et (rr) des équations d’Einstein s’écrivent3
a2 (1 + ȧ2 − K 2)− Λ = 8πGρ, (5.33)1

a

[2ä+ 1
a
(1 + ȧ2 − K 2)]− Λ = 0. (5.34)

L’équation de Cartan prend la forme suivante

Arθφ = −8πGarθφ, (5.35)

avec Arθφ la composante complètement antisymétrique de la torsion donnée par (5.27), et
arθφ = s (t) la densité de spin donnée par l’équation d’état (5.32). L’équation de Cartan(5.35) devient 2

a (t)K (t) = −8πGωsρ (t) . (5.36)

On aurait pu poser arθφ = −s (t), et ainsi éliminer le signe (−) dans (5.36), mais puisque
la fonction K (t) apparait au carré dans les équations d’Einstein (5.33) et (5.34), cela ne
changerait rien au reste du calcul.
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Les équations de Friedmann généralisées (avec torsion) s’écrivent donc

3( 1
a2 + ȧ2

a2 − (4πGωsρ)2) = Λ + 8πGρ, (5.37)

2 äa + ȧ2
a2 + (4πGωsρ)2 + 1

a2 = Λ. (5.38)

La composante c = t de l’équation de non-conservation covariante (3.38) permet d’écrire
l’égalité suivante

− 12
a2KK̇ = 16πG(ρ̇ + 3 ȧaρ

)
, (5.39)

en utilisant l’équation de Cartan (5.36), la relation précédente devient

4πG (3ρȧa2 + ρ̇a3) = −3 (4πGωs)2 (ρ2a2ȧ+ ρρ̇a3) , (5.40)

qui peut être reformulée comme

3 (1 + 4πGω2
sρ
)
ρȧ+ (1 + 12πGω2

sρ
)
ρ̇a = 0. (5.41)

Une manière équivalente d’écrire (5.41) est
3 ȧa + ρ̇

ρ
1 + 12πGω2

sρ1 + 4πGω2
sρ

= 0,
ou bien encore 3 ȧa + ρ̇

ρ + 8πGω2
s ρ̇1 + 4πGω2
sρ

= 0. (5.42)

Cette dernière s’intègre facilement pour donner

ρa3 (1 + 4πGω2
sρ
)2 = const. (5.43)

En l’absence de torsion (ωs = 0), on retrouve bien le résultat connu de la relativité générale
ρa3 = const pour un univers dominé par de la matière non-relativiste.

La deuxième étape consiste à déterminer la solution t (a) en résolvant analytiquement
l’équation de Friedmann (5.37). Toutefois, en présence d’une courbure spatiale non nulle,
une telle solution fait intervenir des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce
dont la fonction inverse a (t) est inconnue [73] , et cela se complique d’avantage en présence
de la torsion . Afin de rester dans la solution analytique et d’éviter le recours à l’option
numérique, on basculera vers le cas plat du modèle de R-W dans lequel la relation (5.43)
reste toujours valable. Dans le cas plat, l’équation de Friedmann (5.37) devient

3( ȧ2
a2 − (4πGωsρ)2) = Λ + 8πGρ. (5.44)
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En définissant, dans un système d’unité où 8πG = 1, la fonction suivante

f (ρ) = ( ȧa
)2 = Λ + ρ3 + ω2

s4 ρ2, (5.45)

et en remplaçant ȧ/a par
√
f (ρ) dans l’équation (5.42), on obtient

dt = −13
(

dρ
ρ
√
f (ρ) + ω2

sdρ(1 + ω2
sρ/2)√f (ρ)

)
. (5.46)

L’intégrale du premier terme entre parenthèses se fait facilement en utilisant la formule
2.266 en page 97 de [74],∫ dx

x
√
R

= − 1√
a
arctanh2a+ bx2√aR , R = a+ bx + cx2, [a > 0]. (5.47)

Nous obtenons∫ dρ
ρ
√
f (ρ) = −√3Λ ln(1 + 2Λ +√3Λf (ρ)

ρ

)+√3Λ ln 3
= −√3Λ ln(√Λ

ρ +√3f (ρ)
ρ

)2
− 34ω2

sρ

 +√3Λ ln 3. (5.48)

Le deuxième terme entre parenthèses de (5.46)s’intègre par application de la formule 2.281
en page 103,∫ dx(x + p)n√R = − ∫ tn−1dt√

c + (b − 2pc) t + (a − bp+ cp2) t2 , t = 1
x + p > 0,(5.49)

et de la formule 2.261 en page 94,∫ dx√
R

= 1√
c

ln 2√cR + 2cx + b√∆ , R = a+ bx + cx2, [a > 0] ∆ = 4ac − b2.
On obtient, tout calcul fait,∫ dρ(1 + ω2

sρ/2)√f (ρ) = − 2√3
ωs
√1 + Λω2

s
ln [2ωs√1 + Λω2

s

]
− 2√3
ωs
√1 + Λω2

s
ln [ 1√1 + Λω2

s
−
√1 + Λω2

s + ωs
√3f (ρ)2 + ρω2
s

]
.

(5.50)
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Il s’ensuit, d’après (5.46), (5.48) et (5.50)que
t (ρ) = 1√3Λ ln(√Λ

ρ +√3f (ρ)
ρ

)2
− 34ω2

sρ


+ 2ωs√3 (1 + Λω2

s ) ln [ 1√1 + Λω2
s
−
√1 + Λω2

s + ωs
√3f (ρ)2 + ρω2
s

]
− C, (5.51)

avec C une constante d’intégration donnée par

C = 1√3Λ ln(√ Λ
ρ0 +√3f (ρ0)

ρ0
)2
− 34ω2

sρ0


+ 2ωs√3 (1 + Λω2
s ) ln [ 1√1 + Λω2

s
−
√1 + Λω2

s + ωs
√3f (ρ0)2 + ρ0ω2
s

]
. (5.52)

En l’absence de torsion (ωs = 0), on retrouve le résultat de la relativité générale

t (ρ) = 2√3Λ
[ln(√Λ

ρ +√1 + Λ
ρ

)
− ln(√ Λ

ρ0 +√1 + Λ
ρ0
)]

= 2√3Λ
(
arcsinh

√Λ
ρ − arcsinh

√ Λ
ρ0
)
, (5.53)

où nous avons utilisé la relation suivante

arcsinh x = ln(x +√1 + x2) . (5.54)

La relation (5.51) permet de déterminer le temps t en fonction de la densité ρ qui, à son
tour, s’exprime en fonction du facteur d’échelle a via la relation (5.43).

Le résultat (5.43) permet d’écrire

ρa3 (1 + ω2
sρ/2)2 = ρ0a30 (1 + ω2

sρ0/2)2 = 3A. (5.55)

Utilisons la définition de la constante de Hubble

H0 = ȧ (0)
a0 , (5.56)

qui permet d’obtenir dans le système d’unité où H0 = 1, la relation suivante

ȧ (0) = a0. (5.57)

En remplaçant ce résultat dans l’équation de Friedmann (5.45) pour t = 0, on trouve34ω2
sρ20 + ρ0 = 3− Λ, (5.58)
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c’est une équation du second degré en ρ0 dont la racine est donnée par

ρ0 = 23
√1 + 3ω2

s (3− Λ)− 1
ω2
s

, Λ < 3, (5.59)

où nous avons retenu que la solution correspondant à une densité positive.
À partir de la relation (5.55), on peut déduire une expression pour la constante A

A = 13ρ0a30 (1 + ω2
sρ0/2)2

= 234 a
30
ω2
s

(√1 + 3ω2
s (3− Λ)− 1)(2 +√1 + 3ω2

s (3− Λ))2
,

donc

A = 234 a
30
ω2
s

[9 (3− Λ)ω2
s + (1 + 3 (3− Λ)ω2

s
) 32 − 1] . (5.60)

Dans l’approximation ωs � 1, on retrouve à l’ordre le plus bas 1 le ρ0 et le A qui corres-
pondent au cas plat sans torsion

ρ0 = 3− Λ, (5.61)

A = a303 (3− Λ) . (5.62)

5.4 Modèle d’Einstein-Strauss et problème de la masse

Dans le chapitre précédent, on a parlé du phénomène de lentille gravitationnelle qui est
décrit, en accord avec les observations, par le modèle de Kottler dans lequel l’observateur
est supposé au repos par rapport à la lentille et ou les masses de la source et de l’observa-
teur sont négligées. Afin de donner une description plus réaliste du phénomène, le modèle
d’Einstein-Strauss [75, 76, 77] a été proposé comme alternative [78, 79, 80] (cas plat) [73]
(cas courbe). Dans ce modèle, les contraintes précédentes sont assouplies en permettant à
l’observateur d’être en mouvement par rapport à la lentille et en tenant compte des autres
masses qui entourent le système en supposant que ces dernières forment un dust de ma-
tière homogène et isotrope. L’effet de l’expansion est aussi pris en compte en considérant
l’observateur comobile par rapport à ce dust. La solution d’Einstein-Strauss est la jonction
entre la métrique de Kottler

ds2 = B (r)dT 2 − B (r)−1 dr2 − r2dΩ2, B (r) = 1− M4πr − Λ3 r2, (5.63)

à l’intérieur de la sphère de Schücking de rayon rschü (T )centrée sur la distribution de masse
sphérique (la lentille) avec r ≤ rschü, et celle de Robertson-Walker (cas plat)

ds2 = dt2 − a (t)2 (dχ2 + χ2dΩ2) , (5.64)

1. en utilisant
√1 + x ' 1 + 12x et

√(1 + x)3 ' 1 + 32x
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à l’extérieur de la sphère, χ ≥ χschü, où le facteur d’échelle a (t) est déterminé par l’inté-
gration de l’équation de Friedmann

da
dt = √A

a + Λ3 r2, (5.65)

avec A = 13ρdust0a30 ; ceci en relativité générale. Si maintenant on tient compte de la torsion à
la Einstein-Cartan, la relation (5.65) est remplacée par l’équation de Friedmann généralisée(5.44) et la quantité conservée A sera donnée par (5.55). Les deux métrique sont raccordées
sur le rayon constant de Schücking χschü qui est relié à la coordonnée radiale rschü (T ) via
le formalisme d’Israel-Darmois [81, 82] de la manière suivante [75, 76]

rschü (T ) = a (t)χschü. (5.66)

La masse centrale M doit être égale à la densité du dust multipliée par le volume de la
sphère de Schücking

M = 43πr3
schüρdust. (5.67)

En utilisant (5.66), la relation précédente devient

M = 43πa3χ3
schüρdust, (5.68)

qui peut être inversée pour donner

χschü = ( 3M4πa3ρdust
)1/3

, (5.69)

or si on utilise la relation (5.55), le rayon de Schücking (5.69) qui, rappelons-le, doit être
constant (coordonnée comobile) ne l’est plus, puisqu’il s’écrira dans ce cas

χschü = (M (1 + ω2
sρdust/2)24πA

)1/3
,

la densité ρdust étant une fonction du temps t (voir (5.51)), la masse centrale M (ou de
manière équivalente χschü) n’est pas constante, ce qui représente un vrai problème physique.

5.5 Discussion

Afin de mieux comprendre l’origine de la non constance de la masse lorsque la torsion est
prise en considération dans le modèle d’Einstein-Strauss, on propose d’illustrer ce dernier
par un schéma (voir la figure (5.1)). On voit bien que le photon depuis son entrée à l’intérieur
de la sphère de Schucking jusqu’à sa sortie, il ne rencontre pas la distribution de masse qui
est schématisée dans la figure par une galaxie (ou amas de galaxies). le facteur d’impact b
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Figure 5.1 – Modèle d’Einstein-Strauss avec torsion

ou de manière “équivalente” la distance d’approche minimale est supérieur au rayon de la
galaxie, ce qui signifie que le photon ne ressent pas l’effet de la torsion engendrée par celle-ci
et se déplace donc dans un espace-temps décrit par la métrique de Kottler extérieure sans
torsion (5.63). La zone grise de la figure représente l’espace-temps de Robertson-Walker
dans lequel la source et l’observateur (comobiles par rapport à la lentille) se situent, il est
rempli d’un dust de matière et donc d’une densité de spin qui, rappelons-le, est reliée à
la torsion via l’équation de Cartan. Il existe donc deux surfaces de jonction, la première
entre la métrique de R-W avec torsion et la métrique de Kottler extérieure (sans torsion),
la deuxième entre les métriques de Kottler extérieure et intérieure avec torsion (dτ2 =
B dt2−Adr2−r2 dθ2−r2 sin2 θ dφ2 où les fonctions A et B sont données 2 respectivement
par (4.68) et (4.89) ). On peut donc dire que le problème de la masse trouve son origine
dans la discontinuité de la torsion d’un coté de la surface(s) de jonction à un autre, et
ceci revient au fait que la torsion est reliée à sa source, c’est-à-dire à la densité de spin, de
manière algébrique, en d’autres termes, à l’extérieur de la distribution de masse, la densité
de spin est nulle et, de ce fait, la torsion devient identiquement nulle. Il est donc clair que la
relation donnant la coordonnée radiale rschü (T ) en terme du rayon constant de Schücking
χschü doit être modifiée afin de tenir compte de cette discontinuité. Apporter une réponse
à ce problème constitue un défi qui ne sera malheureusement pas relevé dans le cadre de
cette thèse mais qui pourrait faire l’objet d’une étude approfondie dans un future proche.

Toutefois, le phénomène de la lentille gravitationnelle en présence de la torsion a été
récemment étudié par Songbai Chen et al [83, 84]. Dans ces derniers, la théorie d’Einstein-

2. avec ωt = 0, c’est-à-dire, tenseur de Cartan complètement antisymétrique
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Cartan est généralisée afin de permettre au champ de torsion d’être dynamique en ajoutant
des corrections d’ordre supérieur au Lagrangien. Ainsi, la courbure de l’espace-temps est
couplée à la torsion de telle sorte que les équations de mouvement de ces deux champs
deviennent dynamiques, ce qui assure à la torsion une propagation dans l’espace-temps
même en l’absence d’une densité de spin .
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cette thèse nous avons tenté d’aborder le problème de la matière noire par une
approche purement géométrique à travers la loi de Gauss faible dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan. Cette dernière se distingue de la relativité générale par l’existence d’une
propriété géométrique de l’espace-temps, au côté de la courbure, qu’on appelle la torsion,
celle-ci est reliée à la densité de spin de manière analogue à la relation qui lie la courbure à
la densité de matière (et d’énergie). Une autre caractéristique importante de cette théorie
et que nous avons traduit mathématiquement sous forme d’équation, est l’asymétrie ainsi
que la non-conservation covariante du tenseur énergie-impulsion. En effet, si Einstein avait
tant insisté pour obtenir un tenseur (tenseur d’Einstein) symétrique et conservé de manière
covariante, l’introduction de la torsion semble violer ces deux propriétés importantes du
tenseur d’Einstein et par la même occasion du tenseur énergie-impulsion puisque les deux
sont reliés par une égalité à travers les équations d’Einstein. Dans ce contexte, on a pu
obtenir une version tensorielle des équations traduisant les deux propriétés citées précédem-
ment. La première (asymétrie) mène très souvent à une égalité parfaite et ne fournit donc
aucune information supplémentaire, la deuxième (non-conservation) en revanche semble
procurer un moyen utile pour la résolution analytique des équations d’Einstein puisqu’elle
s’avère être une combinaison astucieuse de ces dernières sans devoir à le faire par tâtonne-
ment comme ce qui se fait souvent en RG, résultat que nous avons exploité dans le cas de
la métrique de Kottler intérieure.

Un autre résultat important obtenu dans cette thèse est la violation de la loi de Gauss
faible en présence de la torsion. Une révision attentive du travail fait par Zouzou et Schü-
cker a révélé l’apparition de nouvelles composantes de la connexion métrique après vouloir
imposer les symétries de rotations et de translation temporelle (modèle de Kottler) à cette
dernière via la méthode de Killing qui représente un passage obligatoire dans la théorie
d’Einstein-Cartan. Par conséquent, le tenseur de courbure, de Ricci et de torsion sont
modifiés, ce qui offre la possibilité au tenseur de Cartan d’être complètement antisymé-
trique, une condition nécessaire et suffisante pour que les géodésiques définies à partir de
la connexion métrique et des symbole de Christoffel coïncident. Ainsi, les modifications
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que nous avons apporté nous ont permis de trouver une solution exacte aux équations
d’Einstein-Cartan en déterminant toutes les fonctions qui apparaissent au niveau de la mé-
trique et du tenseur énergie-impulsion dans le cas particulier d’une étoile de Schwarzschild
où la densité d’énergie et de spin sont considérées constantes. En utilisant la continuité de
la fonction A (r), c’est-à-dire la composante rr de la métrique de Kottler, sur la frontière de
la distribution de matière, on a introduit les concepts de masse interneMi et masse externe
Me, la première définie comme étant la masse “réelle” (matière baryonique) renfermée dans
la sphère de matière et la seconde jouant le rôle de la masse mesurée (matière noire) par
un observateur situé à l’extérieur de celle-ci. Deux cas se sont alors présentés à nous :

— Mi > Me ce cas n’est pas intéressant du point de vue cosmologique du moment qu’il
ne résout pas le problème posé dans cette thèse, à savoir, la torsion peut-elle être
une alternative à la matière noire ?. De plus, le fait de considérer le cas d’une étoile
de Schwarzschild (densité constante) nous a permis d’éliminer cette possibilité en
utilisant l’argument de l’invariance par renversement du temps.

— Mi < Me c’est le résultat recherché puisqu’on sait que la matière ordinaire ne
représente qu’une fraction minime du contenu global de l’univers, ce qui a conduit
à conclure que la torsion pouvait bien être un substitut à la matière noire.

Les deux cas ci-dessus mettent ainsi en évidence la brisure de la loi de Gauss faible dans
la théorie d’Einstein-Cartan, chose qui n’est plus vraie en relativité générale. On a montré
avec un exemple numérique concret, correspondant à la masse de notre soleil et un amas de
galaxies, que la valeur du paramètre d’état (paramètre qui relie la torsion à la densité de
spin) est améliorée et permet de tenir compte des observations faites en 2011 par le WMAP.
Un autre phénomène dans lequel la torsion pourrait aussi être impliquée est la déflexion
de la lumière. En effet, l’étude des géodésiques des photons lorsque ces derniers pénètrent
à l’intérieur de la distribution de matière qui fait office de lentille gravitationnelle (Kottler
intérieur) a révélé de manière qualitative que le terme contenant la torsion apparait à deux
ordres de grandeur différents. À l’ordre 2, au même titre que la constante cosmologique,
mais aussi et surtout à l’ordre 1, ce qui indique que la torsion pourrait jouer un rôle plus
important que celle-ci dans le phénomène de déviation de la lumière. Nous avons enfin
montré que le modèle d’Einstein-Strauss ne pouvait être traitée dans le cadre de la théorie
Einstein-Cartan, du moins sous la forme présentée dans le chapitre 2. Pour cause, l’équation
de Cartan reliant la densité de spin à la torsion est de nature algébrique empêchant cette
dernière de se propager à travers l’espace-temps, ce qui, par conséquent, fait apparaitre une
discontinuité de la torsion au niveau de la jonction entre la métrique de Robertson-Walker
et celle de Kottler et, de ce fait, un problème de constance de la masse centrale qui est
injustifiable du point de vue physique.
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Chapitre A

Autre forme des équations d’Einstein-Cartan

Dans cette annexe, nous allons donner une autre formulation des équations d’Einstein-
Cartan en choisissant, cette fois-ci, la métrique et le tenseur de contorsion comme variables
indépendantes.

A.1 Tenseur de courbure, tenseur de Ricci et courbure scalaire

Le tenseur de courbure est donné par

Rµ
νρσ = ∂ρΓµ νσ − ∂σΓµ νρ + Γλ νσΓµ λρ − Γλ νρΓµ λσ . (A.1)

En utilisant la définition de la connexion de Riemann-Cartan (2.38), la relation précédente
devient

Rµ
νρσ = ∂ρΓ̃µ νσ + ∂ρK µ

νσ − ∂σ Γ̃µ νρ − ∂σK µ
νρ + Γ̃λ νσ Γ̃µ λρ

− Γ̃λ νρΓ̃µ λσ + Γ̃λ νσK µ
λρ + K λ

νσ Γ̃µ λρ + K λ
νσK µ

λρ

− Γ̃λ νρK µ
λσ − K λ

νρΓ̃µ λσ − K λ
νρK µ

λσ . (A.2)

Sachant que le tenseur de courbure dans l’espace de Riemann s’écrit en fonction des symbols
de Christoffel Γ̃ comme

R̃µ
νρσ = ∂ρΓ̃µ νσ − ∂σ Γ̃µ νρ + Γ̃λ νσ Γ̃µ λρ − Γ̃λ νρΓ̃µ λσ , (A.3)

l’expression (A.2), prend alors la forme suivante

Rµ
νρσ = R̃µ

νρσ + ∂ρK µ
νσ − ∂σK µ

νρ + Γ̃λ νσK µ
λρ + K λ

νσ Γ̃µ λρ+ K λ
νσK µ

λρ − Γ̃λ νρK µ
λσ − K λ

νρΓ̃µ λσ − K λ
νρK µ

λσ . (A.4)

En calculant la dérivée covariante du tenseur de contorsion par rapport à la connexion de
Riemann, on obtient

∇̃ρK µ
νσ = ∂ρK µ

νσ − Γ̃λ ρνK µ
λσ − Γ̃λ ρσK µ

νλ + Γ̃µ ρλK λ
νσ , (A.5)
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et
∇̃σK µ

νρ = ∂σK µ
νρ − Γ̃λ σνK µ

λρ − Γ̃λ σρK µ
νλ + Γ̃µ σλK λ

νρ, (A.6)
en substituant aux termes ∂ρK µ

νσ et ∂σK µ
νρ leurs expressions respectives (A.5) et (A.6),

la relation (A.4) devient
Rµ

νρσ = R̃µ
νρσ + ∇̃ρK µ

νσ − ∇̃σK µ
νρ + Γ̃λ ρσK µ

νλ − Γ̃λ σρK µ
νλ+ K λ

νσK µ
λρ − K λ

νρK µ
λσ .

Enfin, en utilisant la symétrie de la connexion de Christoffel, on obtient l’expression de la
courbure de Riemann-Cartan suivante

Rµ
νρσ = R̃µ

νρσ + ∇̃ρK µ
νσ − ∇̃σK µ

νρ + K λ
νσK µ

λρ − K λ
νρK µ

λσ . (A.7)

La contraction de (A.7) par δρµ permet d’obtenir le tenseur de Ricci-Cartan

Rνσ = R̃νσ + ∇̃µK µ
νσ − ∇̃σK µ

νµ + K λ
νσK µ

λµ − K λ
νµK µ

λσ .

On défini le vecteur de torsion Tµ par K ν
µν = 2Tµ, de ce fait, le tenseur de Ricci-Cartan

s’écrit
Rνσ = R̃νσ + ∇̃µK µ

νσ − 2∇̃σTν + 2K λ
νσTλ − K λ

νµK µ
λσ . (A.8)

En contractant l’expression précédente, on obtient le scalaire de Ricci-Cartan

R = R̃ + ∇̃µK µσ
σ − ∇̃σK µ

σµ + K λσ
σK µ

λµ − K λσ
µK µ

λσ ,

sachant que K λ
µν = −Kµ λ ν , la relation ci-dessus devient

R = R̃ − 2∇̃σK µσ
µ + K σλ

λK µ
σµ − K λσ

µK µ
λσ . (A.9)

En terme du vecteur de torsion, on obtient

R = R̃ − 4∇̃σT σ − T σTσ − K λσ
µK µ

λσ .

A.2 Équations d’Einstein-Cartan

L’action d’Einstein-Hilbert dans la théorie EC est donnée par

S = ∫ ( 12k R√−g+ Lm

)
d4x, (A.10)

avec R le scalaire de Ricci-Cartan donné par (A.9), g = det (gµν) le déterminant de la
métrique, k = 8πG la constante gravitationnelle, L m le lagrangien de matière et d4x
l’élément de volume. En insérant l’expression (A.9) dans (A.10), on obtient

S = ∫ [ 12k (R̃ + K σλ
λK µ

σµ − K λσ
µK µ

λσ

)√
−g+ L m

]
d4x

− 1
k

∫ √
−g∇̃σK µσ

µdΩ, (A.11)

le deuxième terme de cette relation représente le terme de surface, ce dernier ne contribue
pas aux équations et peut donc être négligé.
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A.2.1 Variation de l’action par rapport à la métrique

En faisant varier l’action (A.11) par rapport à la métrique, on obtient

δ
δgρσ

[ 12k (R̃ + K σλ
λK µ

σµ − K λσ
µK µ

λσ

)√
−g+ L m

] = 0. (A.12)

Cette relation peut être réécrite comme

δA
δgρσ + A

√−g
δ√−g
δgρσ = − 2k

√−g
δL m

δgρσ ,

avec
A = R̃ + K σλ

λK µ
σµ − K λσ

µK µ
λσ . (A.13)

Après quelques manipulations, l’expression (A.12) prend la forme suivante

δ
δgρσ

[
gρσ

(
R̃ρσ − K λ

ρλK µ
σµ + K λ

σµK µ
ρλ

)] + A
√−g

δ√−g
δgρσ = − 2k

√−g
δL m

δgρσ . (A.14)

Il est possible de montrer que1
√−g

δ√−g
δgρσ = 12g δg

δgρσ = −12gρσ ,
et 1

√−g
δ√−g
δgρσ

= 12g δg
δgρσ

= 12gρσ ,
ainsi, l’équation (A.14) se transforme en

R̃ρσ − K λ
ρλK µ

σµ + K λ
σµK µ

ρλ −
12Agρσ = − 2k

√−g
δL m

δgρσ . (A.15)

Le terme de droite défini la partie symétrique du tenseur énergie-impulsion

− 2k
√−g

δL m

δgρσ = Tρσ , (A.16)

puisque les variations par rapport à la métrique sont synonymes de changements au niveau
des distances entre les points de l’espace-temps, la relation (A.16) traduit donc le fait que
le tenseur énergie-impulsion est relié aux degrés de liberté de translation. Dans l’espace de
Riemann, le tenseur d’Einstein est donnée par

G̃ρσ = R̃ρσ −
12gρσ R̃ , (A.17)

en utilisant (A.13) et (A.17) dans (A.15), on obtient

G̃ρσ = k
(
Tρσ + Uρσ) , (A.18)
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où Uρσ est un tenseur symétrique traduisant l’effet de la torsion de l’espace-temps, il est
donné par

Uρσ = 1
k

[
K λ

ρλK µ
σµ − K λ

σµK µ
ρλ −

12gρσ (K λν
λK µ

νµ − K νλ
µK µ

λν
)]
, (A.19)

en terme du vecteur de torsion, il devient

Uρσ = 1
k

[4TρTσ − K λ
σµK µ

ρλ −
12gρσ (4TνT ν − K νλ

µK µ
λν
)]
,

les expressions (A.16) et (A.19) définissent le “tenseur énergie-impulsion effectif ” qui joue
le rôle de source pour la partie purement riemannienne du tenseur d’Einstein.

A.2.2 Variation de l’action par rapport au tenseur de contorsion

En faisant varier l’action (A.11) par rapport au tenseur de contorsion, on obtient
δ

δK βα γ

[ 12k (R̃ + K σλ
λK µ

σµ − K λσ
µK µ

λσ

)√
−g+ L m

] = 0,
ou bien

δ
δK βα γ

[
gρσ

(
R̃ρσ − K λ

ρλK µ
σµ + K µ

ρλK λ
σµ

)] = − 2k
√−g

δL m

δK βα γ
.

Sachant que K λ
µν = −Kµ λ ν , la relation précédente devient

δ
δK βα γ

(
gρσ R̃ρσ + gρσKρ λ λK µ

σµ − gρσKρ µ λK λ
σµ

) = − 2k
√−g

δL m

δK βα γ
,

donc

gρσ
δKρ λ λ
δK βα γ

K µ
σµ + gρσKρ λ λ

δK µ
σµ

δK βα γ
− gρσ

δKρ µ λ
δK βα γ

K λ
σµ

−gρσKρ µ λ
δK λ

σµ

δK βα γ
= − 2k
√−g

δL m

δK βα γ
, (A.20)

où on a utilisé le fait que gρσ et K βα
γ sont des variables indépendantes, c’est-à-dire,

δgρσ
δK βα γ

= 0. En définissant le tenseur moment angulaire de spin comme étant

sβα γ = − 1
√−g

δL m

δK βα γ
,

l’équation (A.20) s’écrit
δσβδλαδ

γ
λK µ

σµ + δµβδραδγµKρ λ λ − δσβδµαδ
γ
λK λ

σµ − δγβδραδγµKρ µ λ = 2ksβα γ,
donc, la deuxième des équations d’Einstein-Cartan est donnée par

δγαK µ
βµ − δγβK µ

αµ + K γ
αβ − K γ

βα = 2ksβα γ.
Enfin, en utilisant la convention d’antisymétrisation, on obtient le résultat suivant

K γ [αβ] + δγ[αK µ
β]µ = ksβα γ. (A.21)
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