République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Fréres Mentouri Constantine 1
Faculté des Sciences Exactes

Département de Physique

Thése

Présentée par
HADJ HAMMOU Abdelghani

En vue de 'obtention du diplome de Docteur

Spécialité : Physique Théorique

Intitulé

Etude de quelques modéles cosmologiques
dans le cadre de la théorie Einstein-Cartan

Soutenu publiquement le 08/07/2020 devant le jury suivant :

Président F. Benamira Prof  Université Fréres Mentouri Constantine 1
Rapporteur S. R.Zouzou Prof  Université Fréres Mentouri Constantine 1
Examinateur A. Bouchareb MCA Université Badji Mokhtar Annaba
Examinateur K-E. Boudjemaa MCA Université Abbas Laghrour Khenchela



Je dédie ce mémoire & mes trés chers parents et mes cing sceurs que je ne remercierais
jamais assez pour leur soutient et leur dévouement. Merci de m’avoir protégé et de faire
de moi 'homme que je suis. Je tiens a vous exprimer mon amour le plus profond.



Remerciements

Je tiens d’abord & présenter mes remerciements & mon encadreur Monsieur S. R. ZOU-
Z0OU. Je voudrais également lui témoigner ma gratitude et ma trés haute considération
pour m’avoir guidé tout au long de mon travail. Il a su étre trés souvent a ma disposition
et surtout tres patient, une formidable expérience sur le plan scientifique et humain. Ses
conseils et sa rigueur ont été d’une importance primordiale pour mener cette thése a bon
port. Merci

C’est un grand honneur pour moi que Monsieur BENAMIRA Farid, Professeur a 1'uni-
versité Constantine 1, préside le jury. J'adresse également mes sincéres remerciements a
Monsieur BOUDJEMAA K-E de 'université Abbas Laghrour de Khenchela et Monsieur
BOUCHAREB A de I'université Badji Mokhtar d’Annab, pour avoir accepté de porter un
jugement sur ce travail de thése.

Un grand merci & Monsieur GUENOUCHE Mourad, un homme d’une bonté exception-
nelle. Heureux d’avoir fait sa connaissance.

Le parcours de chacun est fait de rencontres capitales qui en déterminent l’orientation,
j’ai eu la chance de profiter de l’enseignement de Monsieur KAID Mohand Cherif qui ma
fait découvrir la beauté des Mathématiques.



Table des matiéres

(Table des matieres| 4
[I__Introductionl 6
B Théoric T o l 10
2.1 Notations et définitions . . . . . . . . . .. oo 10
2.2 Laconnexiondespin| . . . . . ... .. ... ... L 12
[2.3  Courbure et torsion (équations de structure de Cartan)| . . . . . . . .. .. 13
[2.3.1 Interprétation géométrique de la torsion | . . . . . . . .. ... ... 16

[2.4 Invariance de la métrique et tenseur de contorsion| . . . . . . . . . .. ... 17
2.5  Géodésiques et autoparalleles dans un espace-temps de Riemann-Cartan|. . 19
2.6 Identités de Bianchil. . . . . . . ... ... o 19
[2.7 Action et équations du champ| . . . . . . ... o0 21
[2.7.1 équations d’Finstein| . . . . ... ..o 23

[2.7.2 équations de Cartan| . . . . . . . .. ... ... ... 27

2.8 Ecart par rapport a la symétrie de Top| . . . . . ... 31
[2.9  Champs vectoriels et équations de Killingl. . . . . . .. ... ... .. ... 33

13 Equation de non-conservation covariante et équation d’asymétrie| 36
3.1 Equation de non-conservation covariante] . . . . . . . ... ... ... ... 37

3.2 Equation d’asymétrie | . . . . . ... 42

I Modele de Kotil vec forsionl 46
4.1 Loi de Gauss faible en relativité généralel . . . . . . . .. . ... ... ... 47

] P I corle d’Ei in-Cartanl . . . ... ... ... 48

[4.2.1 Forme générale de la connexion dans le cas statique a symétrie sphé- |

| TIQUE - v v v e e e e e e e e e e e e 48
4.2.2 Equations d’Einstein et de Cartan dans le cas de la métrique de |

I Kottler | . . . . . . . . . 51
[4.2.3  Tenseur de Cartan compleétement antisymétrique]. . . . . . . . . . . 56

4.3  Géodésiques des photons dans le cas de la métrique de Kottler intérieure |

I avec torsionl . . . . . ... 65
b__Modele de Robertson-Walker avec torsion 71



chapitre 1 Introduction

[p.1 Champs vectoriels de Killing associés aux quasi-translations (cas sphérique) 72

b.2 Métrique de Robertson-Walker et connexion de spinf . . . . . . . . .. ... 73
5.3 Equations d’Einstein-Cartan| . . . . . . . . .. . ... ... .. ... ... 75
5.4 Modeéle d’Einstein-Strauss et probléme de la masse| . . . . . . .. ... .. 81
B.5 Discussionl . . . . . .. 82
6__Conclusion | 85
A Autre forme des équations d’Einstein-Cartan| 87
A.1 'Tenseur de courbure, tenseur de Ricci et courbure scalairel . . . . . . . .. 87
A.2 Equations d’Einstein-Cartan| . . . . . . . .. ... ... ... .. ... ... 88
[A.2.1 Variation de l'action par rapport a la métrique|. . . . . . . . . . .. 89

[A.2.2 Variation de I’action par rapport au tenseur de contorsion | . . . . . 90
Bibliographie 91



Chapitre 1

Introduction

Un peu plus de 100 années se sont écoulées depuis qu’Einstein a proposé sa théorie de
la relativité générale (RG), considérée par beaucoup comme la théorie la plus élégante de
la physique qui au fil des ans a passé tous les tests avec un énorme succés. Les derniers en
date étant la détection des ondes gravitationnelles par les checheurs du LIGO en septembre
2015 [1] et 'obtention de la premiére image du trou noir super massif M87* grace au EHT
(event horizon telescope) en avril 2019. Cependant, malgré le succeés incontestable de la
RG un certain nombre de problémes ne trouve toujours pas de solution dans le cadre de
cette théorie. La formation de singularités, I'origine de la “récente” expansion accélérée, la
nature de la matiére noire et de ’énergie sombre sont autant de sujets qui restent ouverts
en physique. Le plus gros inconvénient de la RG est que cette derniére ne tient pas compte
des effets quantiques d’ou cette quéte effrénée des physiciens d’une théorie quantique de la
gravitation qui unirait les deux piliers de la physique que sont la mécanique quantique et
la RG.

La gravitation telle que décrite par Einstein nécessite un espace-temps dynamique ca-
pable de se courber en présence de la matiére, tandis que les autres interactions fonda-
mentales (nucléaire forte, nucléaire faible et électromagnétique) sont décrites par la théorie
quantique des champs qui fonctionne plutot sur 'espace-temps plat de Minkowski. On sait
que les particules élémentaires possedent deux caractéristiques fondamentales : la masse
et le spin. Si la masse est considérée comme étant la source de la courbure, le spin devrait
donc, en toute logique, étre relié & une autre propriété géométrique de I’espace-temps. Cette
quantité géométrique c’est la torsion.

Elie Cartan [2] avait dés 1922, c’est-a-dire avant méme la découverte du spin, suggéré
qu'une théorie de la gravité devrait inclure le moment angulaire intrinséque de la matiére,
et a donc introduit la torsion. Mais I’avénement de la mécanique quantique dans les années
vingt avait en partie éclipsé les travaux de Cartan qui sont passés presque inapercus, et ce
n’est qu’en 1964 que la théorie d’Einstein-Cartan a re¢gu beaucoup plus de reconnaissance
grace notamment aux travaux de Sciama [3] et Kibble [4] qui obtiennent indépendamment|[]

1. pour cette raison, la théorie est rebaptisée théorie d’Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)
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dans le cadre de la théorie de jauge pour la gravitation, le méme systéme d’équations
décrivant 1’énergie-impulsion et le spin de la matiére respectivement comme sources de
la courbure et de la torsion. En avril 2006, Steven Weinberg déclarait dans PHYSICS
TODAY “j’ai jamais compris I'importance du point de vue physique de I'introduction de la
torsion en géométrie différentielle”, et poursuit “la torsion n’est qu’un tenseur qui peut étre
traité comme n’importe quel tenseur additionnel dans le contexte de la relativité générale
”. Dans le méme magazine, Friedrich Hehl lui répond (mars 2007) “la torsion n’est pas
juste un tenseur mais un tenseur trés particulier qui est intrinséquement relié au groupe
de translation au sens de Yang-Mills, c¢’est le champ de force des translations. La torsion
est reliée aux translations et la courbure aux rotations de Lonrentz”.

Friedrich Hehl est le physicien qui a le plus mis en évidence le role géométrique de la
torsion dans la physique moderne [5, [0l [7, [§], il est surtout le coauteur [9] d’une revue
“historique” sur la théorie U, dans laquelle cette derniére apparait comme une théorie de
jauge locale pour le groupe de Poincaré (U, référence faite a 1’espace-temps de Riemann-
Cartan dans lequel est décrite la théorie, V; étant réservé a l'espace-temps Riemannien de
la RG). Une contribution significative fut également apportée par le “groupe de Varsovie”
[10, 11, 12, 13, 14, 15]. On trouve aussi une large littérature sur le role de la torsion et
ses implications en cosmologie dans [16], on une classification chronologique est donnée, et
plus récemment dans [17, [I8].

Dans la théorie EC, I'espace-temps est décrit par une géométrie non riemannienne et
la connexion affine n’est donc pas nécessairement symétrique comme c’est le cas en RG
avec les symboles de Christoffel. La torsion est définie comme la partie antisymétrique de
cette connexion non riemannienne. Par conséquent, cette derniére est considérée comme
une variable indépendante, au méme titre que la métrique, utilisée pour la description du
champ gravitationnel dont les équations sont issues du principe de moindre action. Du point
de vue dynamique, le moment angulaire intrinséque (spin) de la matiére est responsable
de la présence de la torsion tout comme la matiére est responsable de la courbure de
I’espace-temps. La relation spin-torsion étant algébrique cela implique que la torsion ne
se propage pas dans le vide ce qui n’est pas un probléme en soi, puisque c’est la raison
principale pour laquelle, jusqu’a présent, aucune observation de la torsion n’a été détectée
dans une région vide de l’espace. Une théorie dans laquelle la torsion peut se propager
en dehors de la distribution de la matiére devrait expliquer, afin d’étre en accord avec les
mesures expérimentales, pourquoi cette propagation hors de la matiére est permise, mais
uniquement avec une valeur trop petite pour étre mesurée. Ainsi, les prédictions de la
théorie EC différent de celles de la RG uniquement & des densités extrémement élevées,
comme celles présentes & l'intérieur des trous noirs ou bien dans une époque ot l'univers
était encore tres jeune. Dans ces conditions, la matiére est si dense et 1'énergie si élevée
que les effets quantiques, notamment le couplage entre le spin de la matiére et la torsion de
I’espace-temps, sont prédominants et font apparaitre une “force” gravitationnelle répulsive
qui pourrait prévenir (en principe) la formation des singularités [19, 20} 2T].

Malgré les nombreux avantages qu’offre la théorie EC sur le plan théorique, quelques
aspects négatifs et non des moindres sont a soulignés. Le principal probléme réside dans
le fait que la prescription de couplage gravitationnel dans le modéle EC viole le principe
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d’équivalence fortE] et, lorsqu’elle est utilisée pour décrire l'interaction gravitationnelle du
champ électromagnétique, viole I'invariance de jauge U (1) de la théorie de Maxwell qui
est d'une importance capitale en physique. La violation de 'invariance de jauge signifie
que la théorie n’est pas quantifiable puisque le lagrangien dans ce cas n’est pas invariant
sous le groupe de transformations locales, le champ électromagnétique ne peut étre couplé
a la torsion et donc a la géométrie de Rieman-Cartan. Afin de préserver l'invariance de
jauge dans la théorie EC, il est nécessaire d’émettre I’hypothése suivante “les photons ne
produisent pas et ne ressentent pas la torsion” [38]. Cependant, du point de vue quantique
cette hypothése n’est pas vraie puisque un photon peut se désintégrer virtuellement en
une paire électron-positron. Ces derniers étant des fermions massives, ils sentiront donc
leffet de la torsion, par conséquent, le champ électromagnétique est aussi affecté par la
torsion ; méme s’il n’existe pas une interaction directe photon-torsion, il y a une interaction
entre la torsion et la paire virtuelle électron-positron produite dans le vide par le photon
“physique”. Mathématiquement, ce mécanisme se traduit par une contribution quantique
du second ordre aux équations de Maxwell modifiées (écrites dans un espace de Riemann-
Cartan) qui, dans I'approximation classique (a 'ordre zéro), se réduisent aux équations
de Maxwell connues (sans torsion). Un autre point faible de la théorie et qui concerne
toujours le champ électromagnétique, lorsque ce dernier est considéré en tant que source
les équations d’Einstein-Cartan ne sont pas covariantes (au sens de la théorie de jauge).

Noter enfin que les problémes soulevés précédemment trouvent une solution dans une
autre théorie de la gravitation ou la torsion joue aussi un role important, il s’agit de la
gravité téléparallele (teleparallel gravity). Dans cette derniére, la torsion est considérée
comme une alternative a la courbure pour la description de la gravitation, en d’autres
termes, la courbure et la torsion sont apparentées aux mémes degrés de liberté. Mais ce qui
caractérise le plus la gravité téléparalléle c’est que la torsion agit comme une force dont
I’équation est semblable a la force de Lorentz de I'électrodynamique, tandis qu’en RG ou
dans la théorie EC la notion de force est abandonnée au détriment d’une géométrisation de
I'interaction gravitationnelle, ce qui est totalement différent du point de vue conceptuel.

Cette these s’inscrit dans le cadre relatif a ’explication de la nature de I'une des prin-
cipales composantes de I'univers, a savoir la matiére noire qui représente presque un quart
(~26%) de la densité d’énergie totale de celui-ci. Plusieurs candidats sont proposés dans la
littérature dont le plus prometteur (sérieux) reste les WIMP (weakly interacting massive
particles), des particules hypothétiques qui ont la particularité d’étre massives et n’inter-
agissant que trés faiblement avec la matiére ordinaire (baryonique) d’ou la difficulté de les
observer. Dans notre cas, on a choisi d’aborder le probléme de la matiére noire par une
démarche purement géométrique en attribuant l’exces de la densité d’énergie observée a
la présence de la torsion a travers la loi de Gauss faible qui se trouve étre violée dans la
théorie d’Einstein-Cartan.

Le manuscrit est organisé de la facon suite :

le chapitre 2 est une introduction a la théorie d’Einstein-Cartan qui représente le socle

2. localement, les effets d’un champ gravitationnel sur toute expérience, méme portant sur la gravitation
elle-méme , sont identiques aux effets d’une accélération du référentiel de ’observateur.
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sur lequel on construira toutes les idées de cette thése. On donne les notions de base de
la théorie allant de la connexion de spin jusqu’a la dérivation des équations du champ,
en passant par I'interprétation géométrique de la torsion, principal concept qui différencie
la théorie d’Einstein-cartan de la relativité générale. Dans le chapitre 3, on mettra en
évidence deux caractéristiques importantes de la théorie EC a savoir, ’asymétrie et la
non-conservation covariante du tenseur énergie-impulsion. On traduira mathématiquement
ces deux propriétés en établissant des équations tensorielles qui s’avérent étre bien plus
pratiques que la version (canonique) connue dans la littérature. La contribution originale
apportée dans cette thése est présentée de maniére détaillée dans le chapitre 4. On procédera
a la résolution analytique des équations du champ dans le cas du modeéle de Kottler avec
torsion, puis nous montrerons que, dans ces conditions, la loi de Gauss faible n’est pas
vérifiée, contrairement au cas de la relativité générale. Dans le méme contexte, on proposera
une alternative a la matiére noire en utilisant uniquement 1'idée de la torsion et étudierons
les modifications que cette derniére apporte au phénomeéne de la lentille gravitationnelle
a travers les géodésiques des photons dans le cas de la métrique de Kottler intérieure. Le
chapitre 5 pose le probléme de la jonction des métriques dans le modéle d’Einstein-Strauss
lorsque la torsion est prise en considération, il apparait alors un probléme de la masse qui
s’avere étre variable dans ce cas, chose inexistante en ’absence de torsion. Le manuscrit se
termine par une conclusion.



Chapitre 2

Théorie d’Emstein-Cartan

2.1 Notations et définitions

La notion de référentiel est trés utile en physique, ce concept est défini comme étant
un ensemble d’objets mathématiques par le biais duquel on décrit le comportement (par
exemple I’évolution dans le temps) des systémes physiques. De tels objets sont définis
presque toujours sur un sous-ensemble de 'espace-temps (dans le cadre de notre travail, un
espace-temps de dimension 4). En langage mathématique, un référentiel {b,,u = 0,1,2,3}
est un ensemble de champs vectoriels linéairement indépendants en chaque point x d'un
sous-ensemble ouvert U d’une variété M (x€U et UCM=R").

Le passage d'un référentiel {b,} & un autre référentiel {b)} se fait par la relation

b, =y~ ()" by, (2.1)

ou y~'(x)" ,une matrice 4 X 4 inversible.
Soit {B¥, p =0,1,2,3} un ensemble de 4 1-formes constituant une base des 1-formes
pour tout xeU de telle sorte que lors d'un changement de base, on a

BY =v(x),"B", (2.2)

les deux matrices y~' (x)” set y (x), ¥ sont inverse I'une de I'autre.
Le référentiel {B} est dit dual au référentiel {b,} si

B (by) = 3. (2.3)
Un référentiel dual {B*} est dit holonome si, et seulement si localement, on a
dB’ =0 (1 — forme exacte), (2.4)

autrement dit, si au voisinage de U, il existe un systéme de coordonnées local {x*} tel que :

5}

— oxH’

By (2.5)

10
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une démonstration est disponible dans [22].

Un référentiel {b,} est holonome si, et seulement si, son référentiel dual {B”} est holo-
nome. De maniére naturelle, on choisira comme référentiel holonome {au = a_zu' u=20,1,2, 3}
I’ensemble des dérivées partielles par rapport aux coordonnées en chaque point de l'es-
pace tangent de la variétéR*. Son référentiel dual (dans l'espace cotangent) est donné
par les gradients des fonctions de coordonnées {dx",y=0,1,2,3}. De méme, on notera
{es,a =0,1,2,3} le référentiel orthonormé et son dual {e?,a = 0,1, 2,3} de telle sorte a
avoir

5]
dx"®axv =1",,e"®@e, =17,

e’ =e,"dx", dx" = e " ,e°, (2.6)

avec les conditions d’orthonormalité suivantes
e, (x) e ¥ «(X) =07, e, (x) e ¥ b (X) = 0p, (2.7)

la tétrade e, (x) et son inverse e” ', (x) permettent de passer du repére holonome dx*
au repére orthonormé e? et vice versa. Dans l’espace tangent, on aura donc

g (ear eb) = Nab
ad o0
— — | =g, 2.
g (axu'ax\,) gll ( 8)
et dans 'espace cotangent

g* (ea'eb) — nab
g (dx*, dx") = g", (2.9)

avec g,, le tenseur métrique et n,, la métrique de Minkowski de l’espace-temps plat qui
servent a faire monter et descendre, respectivement, les indices grecques et latins. Ainsi,
on a
e ", = g"nae,”. (2.10)
Une petite parenthése pour dire qu’il est toujours possible de trouver un repére ortho-
normé il suffi pour cela d’appliquer le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt en
chaque point de la variété|23]. Notez que la relativité générale (RG) peut étre formulée dans
un référentiel holonome ou dans un référentiel orthonormé, tandis que la théorie d’Einstein-
Cartan ne peut s’exprimer que dans un référentiel orthonormé. Une autre différence entre
les deux théories est que, en RG, la métrique g,,, représente la seule variable dynamique a
partir de laquelle découlent toutes les autres entités de la théorie a savoir les symboles de
Christoffel, le tenseur de courbure, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire, par contre

1. on trouve aussi le terme “vierbein” de l’allemand pour désigner la tétrade, “vier” pour quatre et
“bein” pour dire jambe

11
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dans la théorie d’Einstein-Cartan, il existe une autre variable dynamique en plus de gy, il
s’agit d'une connexion dite “de spin” considérée comme une variable indépendante. Cette
derniére joue le méme role que la connexion affine en relativité générale. Elle permet de dé-
finir, la dérivée covariante d’un tenseur, le transport paralléle d’un vecteur sur une variété,
ainsi que la courbure et la torsion dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan comme
nous allons le voir dans la suite de ce chapitre.

2.2 La connexion de spin

On défini la “nouvelle” dérivée covariante d’un tenseur comme étant égale a sa dérivée
partielle plus des termes de correction impliquant, cette fois-ci non pas la connexion affine,
mais la connexion de spin contractée avec le tenseur en question. En d’autres termes

V,,X"b:0,,X"b+w,,”Cch—w,,cbX"C, (211)

un terme de correction positif pour I'indice latin du haut et un terme de correction négatif
pour l'indice latin du bas. La dérivée covariante d’un vecteur dans le repére holonome (en
utilisant la connexion affine I") est

VX =(V,X")dx"®d,
= (0,X" + T uX*) dx" ® 9, (2.12)
Le méme objet dans le repére orthonormé (puis exprimé dans le repére holonome) s’écrit
VX =(V,X)dx"® e,

= (0,X" + w, " pX") dx" @ e,

= (0, (ev "X") + w, “ pe,"X*) dx" ® (77 ,0,)

=e 7, (ev 9,X" + X"0,e," + w, ? pe, bX’\) dx" ® 0,

= (apX" + e 10 a0ue, ' XY + e 1 e, bw,, a bXA) dx* ® d,,
en redéfinissant les indices ¢ — v — A, on aura

VX = (0,X"+e " ,0,e,°X + e e, "w, ? pX) dx’ ® 0,
= (0,X"+ (e 0,0,  + e " ger’w, ) X*) dX* ® 0, (2.13)

En comparant (2.12) et (2.13), on obtient I'expression de la connexion affine en fonction
de la connexion de spin

M o=e Va0, +e " geilw, s, (2.14)

ou de maniére équivalente

1

a a, —1A v —1A a
w, p=¢€6, € bl— ur — € baue)\ . (215)

12
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Si on multiplie les deux membres de cette équation par e, ”, on obtient

b

a a_ —1A
w, pey, = €5 €

g b —1A b a
bl— ur€y  — € b€y aue)\

aro a
=e;[7,,—0d,e,’,
donc
b
dee, ' —e I+ w,pe,” =0,

cette relation (une dérivée partielle, un terme incluant la connexion affine I pour 'indice
grecque v et un terme incluant la connexion de spin w pour I'indice latin a ) est équivalente

a
V,e,’ =0, (2.16)

elle est souvent appelée le postulat de la tétrade (tetrad postulate) et reste toujours vraie
sans restriction aucune sur la connexion.

2.3 Courbure et torsion (équations de structure de Cartan)

En développant la connexion de spin w sur une base holonome dx*, on obtient la 1-forme

suivante
wp = wp,dx". (2.17)

Ainsi, n'importe quelle connexion est caractérisée par deux tenseurs que sont la courbure
et la torsion; ils sont donnés par [25]

Rub = dw“b+(w/\w)° b (218)

pour la courbure, une 2-forme & valeurs tensorielles dans 1’algébre de Lie du groupe de
Lorentz so(1,3) que I'on peut aussi écrire comme

1
R®, = zR" puvdx*dx". (2.19)

La torsion, quant a elle, est donnée par [26]
T%:=De’ = de’ + w” , A e’, (2.20)
une 2-forme & valeurs vectorielles (dans R?),

1
T =: ET" peeleC. (2.21)

Les relations et (2.20) sont communément appelées équations de structure de Cartan.
Explicitons les expressions de la courbure et de la torsion, pour cela on a

dw’p = 0,0 p,dx"dx",

13
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en inversant les deux indices muets p et v, on obtient
dw’p = 0,w" pydx"dx"’

or, en vertu de 'antisymétrie du produit extérieur dont on a volontairement omis les

symboles, on a
0yw’ p,dx"dx" = —0,w" p,dx"dx",

donc '
dw’ ) = 5 (0w by — Oy ) dx'dx". (2.22)
De méme, on a
(WA w)?!p=w wy

= w’ o dx"w p,dx’

= w’ W pydx'dx’

= w’ W p,dx"dx"

= —w’ (W p,dx'dx’,

ou on a inversé les indices p et v dans la quatriéme ligne, donc

(wAw)? )= 5 (W w© py — W (W p,) dXxPdx", (2.23)

en regroupant (2.22) et (2.23), on obtient

R“b::dw”b-i—(w/\w)”b
1

— 5 (0w py — Oy py + W W py — W (W p,) dXFdXY
1
= SR pudxdx”,

par identification, on obtient I’expression des composantes de la courbure
a a a a C a C
R pyy = 0,0 py — 0,07 py + W W py — W (LW py (2.24)

Notez que le tenseur de courbure est antisymétrique par rapport aux deux derniers indices
(Ra buv — —Re bvu)~
Pour ce qui est de la torsion on écrira d’abord, en utilisant (2.6), que

1 1
T =: ET” peelet = ETC’ b€y ba,cdx"dx".

En développant le membre de droite de (2.20), on aura

de” = d,e, “dx"dx"
~————

UV

= d,e, “dx"dx’

14
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avec
dve, dx"dx" = —d,e, “dx"dx"
donc ’
de’ = 5 (0,e,% —0,e, ) dx"dx". (2.25)
De méme

W A ek = w kdx'e, Kdx¥

= w’ g ey Kdx"dx¥

=%
= w’ ke, Kdxdx"

= —w' e, Kdx"dx",

ce qui donne

1
W’ A ek = 5 (w” K€y kK w? kv €y k) dx"dx", (2.26)
en regroupant (2.29) et (2.26), on obtient
T =de’ + w' Ael

1
=3 (apev" —dye, " + 0 k,,evk — w* kve,,k) dx"dx"

1
=3 T% e, be, dx"dx"

donc, par identification

a b c a a a k a k
T ce,’e,“=0,e," —0,e,” + w e, —w e,”,

enfin, I’expression des composantes de la torsion est donnée par
a a a a k a k -1 —1v
T e = (a,,ev —ove, + w e, — wiive, ) e e Y, (2.27)

la torsion est elle aussi antisymétrique vis-a-vis des deux derniers indices (T? 5 = —T9 ).

Si on veut exprimer explicitement la torsion dans la base purement holonome (en faisant
apparaitre que les indices grecques), on aura

A —1A Ta
" y=e"7,01%,
—1A a a a b a b
=e ", (0e,"—0ve, " +w, e, —w, " pe,”),

le développement de cette expression donne

A 1A a 1A b, a 1A a 1A b, a
I",y=e ",0,e,°+e "ge,’w, p—e "0, —e "se,"w, ",

15
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enfin, en utilisant la définition de la connexion affine (2.14), la torsion prend la forme
sulvante
T)\ uv = r/\ uv r)\ vy - (228)

Dans la littérature, on défini souvent la torsion comme étant la partie antisymétrique de
la connexion, c’est ce que traduit la relation (2.28). Si la connexion affine est symétrique
par rapport a ses deux indices du bas, [ ,, = I ,,, ce qui est toujours le cas en relati-
vité générale, la torsion devient nulle et les composantes [, sont appelées “symboles de
Christoffel”.

2.3.1 Interprétation géométrique de la torsion

La théorie de la relativité générale étant une théorie classique de la gravité, elle décrit
cette derniére dans un cadre géométrique en reliant le champ gravitationnel a la courbure de
I’espace-temps. Dans la théorie d’Einstein-Cartan, cette description reste toujours valable
et permet donc d’interpréter la courbure comme étant la raison pour laquelle un vecteur qui
est transporté parallélement a lui méme le long d’'un contour fermé, change de direction
lorsque celui-ci retourne a son point de départ, on dit alors que la géométrie génére la
rotationﬂ. On a vu précédemment que la connexion affine posséde une partie antisymétrique
qui est reliée a la torsion et comme cette derniére est une caractéristique treés importante
de la théorie d’Einstein-Cartan, il convient de lui donner une interprétation géométrique
tout comme la courbure. Pour cela, considérons deux vecteurs infinitésimaux V et W en
un point x* de la variété. Si on transporte chacun des vecteurs le long de l'autre (V le long
de W et vice-versa), on obtient deux nouveaux vecteurs W' et V'respectivement en x* + V*
et x* + W¥ (voir figure[2.1]) . On aura donc,

V=V VATE WY,
WH = WH — WATH VY.

Les extrémités des deux vecteurs V'* et W' sont repérées sur la variétés par
Vo Xt WE V= X W V- VAT, WY,
WY =X VR W =X Ve W — WATH VY.
Afin de rendre compte de la coincidence ou pas de v et w , on calcule leur différence
v wY = WATH VY — VAT, WY
= WAV VY — Ve, WA
= WAV (T, =T )
=TV WAV,

2. Puisque la notion de courbure est commune aux deux théories, on a juger inutile de présenter ici
I’analyse mathématique qui permet de donner son interprétation géométrique.

16
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T+V

FIGURE 2.1 — un parallélogramme formé par deux vecteurs et leur transport paralléle I'un
le long de I'autre, ne se referme pas en présence de la torsion.

ou on a utilisé la relation (2.28) pour écrire la derniére ligne. On voie que v et w ne
coincident pas et que leur différence est proportionnelle & la valeur de la torsion en x. On
dit, dans ce cas, que la géométrie génére la translation.

2.4 Invariance de la métrique et tenseur de contorsion

On a vu que dans un espace-temps de Riemann-Cartan la connexion [ n’est pas sy-
métrique. Cependant, afin d’assurer 'invariance des unités de longueur et de temps lors
du déplacement paralléle des vecteurs, la connexion doit satisfaire ce qu’on appelle “la
condition de compatibilité métrique” donnée par

VG = 03Guw — Gupl P i — gpul P i = 0. (2.29)
Une permutation circulaire des indices de la relation précédente permet d’écrire
0uGva = Gupl P sy — gpal Py = 0, (2.30)
v — Gapl P v — gpul P 20 = 0. (2.31)
En combinant ces trois relations, on obtient
029y = 0uGua = 0vGay + Gop (7 v + T2 0) = 29101 oy + 2900 P12y = 0, (2.32)
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avec M () = 3 (M + T 0y) et T = 3 (M, — M ,) qui représentent respectivement
les parties symétriques et antisymétriques de la connexion.

Rappelons que dans la géométrie Riemannienne ou la connexion est symétrique par
défaut, on a

a)\gpv - aygvA - avg)\p = _29)\pr uvi (233>

ot [° v représentent les symboles de Christoffel. Ainsi, en utilisant 1’équation (2.28), la
relation (2.32) devient

=20 + G (TP 0y + 17 0) — 29, TP va + 29,0 T7 5, = 0. (2.34)

Une contraction par %g”donne

~ 1
—r"uv+§(r"vu+r"w)—THV”+TV”H=O. (2.35)
Sachant que
1 o g 1 g 1 g 1 g 1 g g g
ST T ) = ST 4 ST+ 5Ty = ST =T = T, (2.36)

la relation précédente devient donc
Mo =T+ T+ T, 7+ T . (2.37)

On obtient finalement I'expression qui donne la connexion de Riemann-Cartan en terme

de la connexion de Riemann B
I uv = e uv + K° e (238)

avec
Ko yw=Tuw"+ T, +T°,, (2.39)

un tenseur qu’on appelle “tenseur de contorsion” et qui porte les degrés de liberté de rotation
de l'espace-temps de Riemann-Cartan. On voit donc que la définition de la connexion
de Riemann-Cartan résulte de la condition de compatibilité (2.29). Pour finir, on donne
quelques propriétés du tenseur de contorsion qui découlent de la définition (2.39)

Kiva = =Kourr - Kuwny = 2T Kiva) = Tuvas (2.40)
1
K(u\VIA) = E (KuvA + K/\vu) = _ZTUM)V'
1
Kluvia) = 2 (Kuva = Koww) = =Ty (2.41)

Il est possible aussi de construire les contractions suivantes
KYy=2T,=-T," K", =0. (2.42)
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2.5 Géodésiques et autoparalléles dans un espace-temps de
Riemann-Cartan

Dans la littérature, il existe deux définitions du concept de géodésique. Le premier
défini une géodésique comme étant la courbe la plus droite possible dont le vecteur tangent
est transporté parallélement sur lui-méme. Dans la deuxiéme définition, une géodésique est
considérée comme étant le plus court chemin possible séparant deux points quelconques. En
relativité générale, ces deux concepts coincident, mais dans un espace-temps de Riemann-
Cartan (avec courbure et torsion) ceux-ci doivent étre considérés de maniére séparée. En
effet, dans un tel espace-temps, le transport paralléle d’un vecteur est traduit par ’équation
suivante

o (dx*) = =", dx"dx", (2.43)
ou ['7,, représente la connexion de Riemann-Cartan. On voit bien que seule la partie
symétrique contribue a cette équation, ce qui nous permet d’écrire

6 (dx*) = =Ty dx"dx", (2.44)
en utilisant I’équation (2.37), la relation précédente devient
5 (dx*) = = (T + 2T ") diax, (2.45)

c’est ’équation des autoparalleles qui décrit le mouvement des particules ayant un moment
cinétique intrinséque (spin). Cette derniére ne peut donc pas étre I’équation de mouvement
des particules scalaires (sans spin) puisque celles-ci suivent les géodésiques données par les
symboles de Christoffel B

o (dx*) = =T, dx"dx", (2.46)
ce qui traduit le fait que la torsion n’a pas d’influence sur le mouvement des particules sans
spin puisque les [, sont écrites uniquement en fonction de la métrique de espace-temps
(voir (2.33)). On voit donc que pour avoir une coincidence entre les autoparalléles et les

géodésiques, une condition nécessaire et suffisante est que la partie symétrique du tenseur
différence de (2.49) et (2.46) soit nulle, c’est-a-dire, T(,,)* = 0. Dans ce cas, le tenseur de

contorsion (2.39) devient
Ke,=T°
HV T HV

ce qui, en vertu de la premiére propriété dans(2.41)et de la définition (2.28), traduit le fait
que le tenseur de torsion doit étre complétement antisymétrique.

2.6 Identités de Bianchi

En plus des équations de structure de Cartan et [2.20] on a les deux identités de
Bianchi suivantes

DR =dR +|w,R]=0 (2.47)
DT = DDe = Re. (2.48)
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Commencons par la premiére identité en 1’écrivant en terme de composantes

DR, = dR® , +[w, R]" »

= dR" 4+ " AR, — R AWy, (2.49)
A B &

en utilisant la relation de la courbure, les termes A, B et C deviennent alors
A=d(dw’ )+ w’ A wy)
=d’w y +dw’ AWy — W A dot

=dw’ ANwp—w' Ndw,,

ou on a utilisé la propriété de la nilpotence pour la dérivée extérieure (d2 = 0). De méme,
on a

B=w’cA(dwp+w g w’p)
=W ANdw )y + 0 AW gA Wy,
et enfin
C = (dw”c—i-w”d/\wdc)/\wcb
=dw’ AWy + w g Aw! AWy
En regroupant les trois termes, on obtient

DRy =A+B-C

=W AW AW — 0y AW AW

ced
=W AW GAW =W A gAY
DR?, = 0. (2.50)

La deuxiéme identités de Bianchi relie la torsion & la courbure, de la maniére suivante

DT =dT" 4+ "y AT® (2.51)
=d(de’+ w"y Ae’) + 0"y A (de” + W’ Aec)
=dw'yNel —w'y Ade? + w'p Ade + Wy A WP A e
=dw'yANel + wip AWl A e
—_————
b—c
= (dw"c—l—w”b/\wbc)/\ec
DT =R . Ne". (2.52)
Historiquement, le qualificatif “deuxiéme” identité a été attribué a la relation (2.47) relative
a la courbure puisque la “premiére” identité (2.48), relative a la torsion, existait déja et

20



chapitre 2 Théorie d’Einstein-Cartan

n’a donc un sens que pour les connexions affines qui possédent une partie antisymétrique.
Notez qu’il est possible de trouver dans certains ouvrages, comme par exemple [27], que D
soit définie comme la “dérivée covariante extérieure”. En effet, les relations et
permettent de faire ’analogie avec la dérivée covariante utilisée en relativité générale sauf
que dans ce cas, la dérivée partielle est remplacée par une dérivée extérieure et les symboles
de Christoffel par la connexion de spin, une connexion pour chaque indice latin.

2.7 Action et équations du champ

A partir des champs fondamentaux du référentiel e et de la connexion de spin w, il est
possible de construire I'action d’Einstein-Hilbert suivante [28§]

1

Senle w]= o=

2N
Rub*(ebeu) —m/*1 (253)

avec
R, x (e’es) = R™ * (epe,)
_ Rab* (nb[;ebnaéea) — Rabr]b[,r]aﬁ* (e[)efr)

a 1 bb aa .c
= R ny5na0 €pscq” 0" €€, (2.54)

ol nous avons utilisé la définition suivante de I'action Hodge star x sur la base orthonormée
{e“}29]

*(e"AN...Ne%) = e bmmbmebf+1 A...Nebn

(m—r)!
avec m la dimension de la variété et
+1 si(aq...a,) estune permutation pairede (1,2...,m)

€40, =1 —1 si(aq...a,) estune permutationimpairede (1,2...,m)

0 autrement

les indices sont élevés en utilisant n?. Sachant que n,zn? = 0%, et nbg,n":’[’ = 651), la
relation (2.54) devient alors

b 1

Ry x (e’es) = SR epacqee’

2 Ve

—€abcd
_ 1Rab c .d
- _E €abcd€ €,

de méme, nous avons
1
*1 eapcae’elee’.

Tl
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L’action d’Einstein-Hilbert (2.53) s’écrit donc

_ —1 ab 1 a b c.d
Senle, w) = nC (R + 6/\e e ) e‘e’e,ped. (2.55)

On peut écrire la relation (2.55) en fonction de la courbure scalaire (R = R ab) de maniére
concréte. Pour se faire, on a

’] -
R™eeeqped = =R ;5e7e’e e eqped

2
‘| _
_ zRab - (_eabcdeOe1 e2e3) €abed,
avec B -
abcd @ b b sa
€abcd € =2 (60 5b - 606b) ’
donc
Rabecedeabcd — (Rab b — Rab ba) eOe1 6263,

puisque le tenseur de courbure est antisymétrique par rapport aux deux derniers indices,
la relation précédente devient alors

R eee,peq = 2R ,pele’ 0. (2.56)

Le terme donné par e®e’e?e? est défini comme étant I’élément de volume invariant de notre
variété (de dimension 4), donc

elelee’ = x1 = dV,

dés lors, la relation (2.56) s’écrit
R"becedeubcd = ZRub ubd\/.
De la méme fagon, le deuxiéme terme de (2.55) donne

1 1
aAe”ebeCedegbcd = 6/\ (—e*“e%e'e’e’) eqped

1
= _6/\(_4!) elele’e’, (2.57)

ou on a utilisé la relation suivante pour le tenseur complétement antisymétrique €

abced
€ €abed = —41.

En regroupant (2.56) et (2.57), L’action d’Einstein-Hilbert (2.53) devient alors [28]

—1
167G

Senle, w] = / (R™ 4 +2A) dV, (2.58)
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le facteur constant 1/161G est introduit pour retrouver la limite newtonienne lorsque I'on
tient compte de la matiére. Notez que I’action est, de maniére similaire & la relativité
générale, linéaire en R (la courbure scalaire).

En faisant le choix de travailler dans un référentiel orthonormé {e?} lavantage est
double. Le premier étant que le produit Hodge star devient plus facile a exprimer, le
second est qu’on n’aura pas a se soucier des contraintes éventuelles sur la métrique puisque
la condition de métricité, algébrique dans ce cas, devient Vn = 0 au lieu qu’elle soit
donnée par Vg = 0 (dans le référentiel holonome {dx*}). Or, n représente la métrique de
Minkowski, donc dn = 0. En terme de composantes, on a

(& C
vunab = aunab — Wy glleb — Wy pllac
= —Wypg — Wyab,
en égalisant cette équation a zéro, on obtient
Wyap = —Wyba, (259)

cette relation traduit le fait que les composantes de la connexion de spin w prennent leurs
valeurs dans 'algébre de Lie du groupe de Lorentz. Enfin, il est important de noter que
cette relation est vraie que si les indices a et b sont tous deux en haut ou en bas.

En faisant varier le référentiel orthonormé dans le Lagrangien de matiére, on obtient le
“courant d’énergie-impulsion” noté t,, une 3-forme a valeurs vectorielles [28§]

Lule+f, w]—Lule, w]:=—f"1,+ O (f?), (2.60)

le tenseur énergie-impulsion T, est défini par 1, 1= T,5e’.

2.7.1 équations d’Einstein

Pour obtenir les équations d’Einstein on fait varier ’action totale par rapport au réfé-
rentiel orthonormé e,

0Sr = Srle+f, w]— Sr[e, w]
= Senle+ 1, w]+/£M[e+f,w]— (SEH[e,w]+/£M[e,w]) , (2.61)

le calcul, au premier ordre de f , de Sgy[e + f, w] donne

Senle +f, w] = ! /(Rab(w)+1/\(ea+fu)(€b+fb))(€C+fc)(ed+fd)€gbcd

327G 6

_ 1 ab 1 a b c .d
= 32nG/(R (w)+6/\e e )ee €abed

SeHle,w]
1 1
/ (R”b (w) + 6/\e“eb) (fe? + ef?) €aped

- 327G

1 1
—%/EA(fueb‘f‘eafb) eced€gbcd+0(f2). (262)
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D’une part, on a

cgd dfc
e‘f €abed = € f €abdc
~————

ced
= _fcedeabdc
= fcedeubcd, (263)
en utilisant (2.63), la troisiéme ligne de (2.62) devient alors
1 ab 1 a, b c,d cpd 1 ab 1 a, b c,d
e R (w)+6/\e e’ (f<e’ +ef )eabcd:—ﬁ 2 (R (w)+6/\e el | el peq
1 1
= T T6nC fe (R”b (w) + 6/\e”eb) el€yped-
(2.64)
D’autre part, on a
e’feele,pg = —1e%€ e pey
—_————
a<b
= —f%leeeyyey
=f%be%e%e,p.y,
donc
1 1 1 1
. _/\fﬂb afb Cdac:_ /_/\fadeuc
3271(3/6 (Fre”+ e"17) efeteumes = =35 | gNCele e ey
1 1
= —%/§/\f69beaedecbgd
1 /1Afc a_ b_d
= —NAf‘e’e’e%€.pq
327G J 3 bad
1 1
= —%/g/\fceaebedeabcd. (265)

En injectant (2.64) et (2.65) dans (2.62), on obtient

1 1 1
Senle+f, w]— Senle, w] = _327rG/fc [2 (R"b(w) + 6/\e”eb) + §/\e“eb] e’€apea + O (?)
_ 1 c ab 1 a b d 2
— 167TG/f [(R (w)+3/\ee)]e €abea + O (%),

(2.66)
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en imposant a laction totale d’étre invariante, la relation (2.61)devient alors
0ST = Senle+f, w]+ /EM[e-i— f, w]— (SEH[e,w]—l- /EM[e,w]) =0
= Seple+ f, w]— Seyle, w] = — (/EM[e +f, w]— /EM[e,w]) ) (2.67)
en substituant (2.60)et (2.66)par leurs expressions respectives dans (2.67), on obtient

el )| (- [re). e

par identification, on obtient les équations d’Einstein qui sont données par [2§]

1
(R"b (w) + §/\e“eb) elesped = —167GT,. (2.69)

I1 est possible d’obtenir une formulation plus “familiére” des équations d’Einstein, c’est-
a-dire une relation reliant le tenseur d’Einstein au tenseur énergie-impulsion. Pour se faire,
nous appliquerons le produit Hodge star aux deux membres de [2.69

1 1
*R%ee,p.q = x (zR"” rzere’) edeaped = ER‘”’ H€abeq * € e'e”
1
= SR n€apcatsgain”n'"n"e"
’| _
— zRab rleabcderldk nl}kek
'] _
= —ER‘”’ r,e,,bcde”kdn,;kek, (2.70)
or, on a
€abcd€*? = — (0,6,0% + 0,050, + 00,0, — 6,050, — 6,06,0; — Ox0,0.) , (2.71)
donc
'] _
b .d ab b b b k
*R* € €abed = E Ru ab’]kc + R ca’]kb + R bcr]ka R* uc’]/}b — R ba’]/}c — R cb’]/}a e
_Rab ca _Rab ab _Rab be
= (R abkc + R cankb + R bcllgq ek
a<—>b
= | R® spmz, + R™ R g + R™ pemi, | €
bbc
*R%e%€apeq = (R™ apie + 2R by, ) €5 (2.72)
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De maniére analogue, on a

1
*g/\e”ebedeabcd = §/\eabcd x edebe?
1 o
bb dd  k
= §/\€abcd€a[,a/;’700’7 n-e
_ 1/\ abdk k
- § €abcd€ ,n[}ke
_ eabkd
_ 1/\ abkd k
- _§ €abcd€ n/}ke
—316k
1 a b _d k
*§Ae e’ e%€apcd = 2\ €”, (2.73)
sans oublier que
* T, 1= T e". (2.74)

En injectant (2.72),(2.73) et (2.74) dans (2.69), on obtient

(R apnge + 2R pemg, + 2Ang,) € = —167GT e

1 ab ab
SR abllgc + R bclka + Ankc = _SﬂGTck

2
_Rbabc
TR ne = R yone + An,. = —8rGr.,
5 abic bellig Nge = ck
Rb -
kbc
1
R’ the — §Rab abMge — Ny = 8GT g,

en posant @ — ¢, b — d, c = b et kK — a, la relation précédente devient alors

1
RY adb — ERCd cdNab — NNap = 81 G Tpg,

or, par définition, le tenseur d’Einstein est donné par

1
Gap = R? qap — ERCd cdMab»

ce qui permet d’écrire enfin, 1’équation d’Einstein sous la forme bien connue suivante [26],
98, 31, [30]
ng - /\I]ab = 8JTGTbu, (275)

les relations (2.69) et (2.75) sont équivalentes.

Il est intéressant de remarquer que les équations d’Einstein sont linéaires par rapport
a la courbure, ce qui signifie que 1’énergie-impulsion est, comme en relativité générale, la
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source de la courbure. Bien que la relation reliant 1’énergie-impulsion a la courbure soit
algébrique, cette derniére se propage a travers l’espace-temps (& 4 dimensions), ce qui
n’est pas le cas pour la torsion comme nous le verrons plus tard, et donc méme si I’énergie-
impulsion venait a disparaitre, cela n’entrainerait pas ’annulation de la courbure ; les ondes
gravitationnelles et la solution de Schwarzschild en sont une parfaite illustration de cette
conséquence [23].

Notez aussi, qu’en présence de la torsion, le tenseur d’Einstein Gy, et le tenseur d’énergie-
impulsion 7,5 ne sont ni symétriques ni conservés de maniére covariante (DG, # 0, Dty # 0),
contrairement a la relativité générale. En effet, en calculant la dérivée covariante extérieure
des deux membres de 1'équation d’Einstein (2.69) , on obtient [2§]

D [ ( R (w) + %/\e"eb) edeabcd] = —167G (D7),

1
,DRGb,edeabcd + Rabe‘ieubcd + §/\ inebedeabcd + eagf_iedeabcd
=0 Td Ta Tb

1
+§/\e"eer’ﬁ‘ieubcd = —167G (D7),

Td
1 1

(R”b + §/\ec’eb) T%qaped + §/\ (T"ebedeabcd + e Tbedeabcd) = —167G (D7),
ab 1 a, b d 1 b, dTa a, dTb

R + §/\e e’ | T%uped + §/\ e’e’T%qupca — €€ T €apea | = —1671G (D1),
a—d bed

1 1
(R“b + §/\e"eb) T€aped + §/\ ebe“b T%gpea — €€ T0qen | = —167G (D7),
—ele —€abed —€abed
(R™ + Ne“e”) T?eqpeg = —167G (D7),
(2.76)

ol on a utilisé les identités de Bianchi (2.47) et (2.48) dans la deuxiéme ligne. [ce que cela
signifie]
2.7.2 équations de Cartan

En faisant varier la connexion de spin dans le Lagrangien de matiére, on obtient “le
courant de spin” S,p , une 3-forme qui prend ses valeurs dans 'algebre de Lie du groupe
de Lorentz

1
Lyle, w+ x]—Lule, w]:= _zxabsub +0(x?), (2.77)

le tenseur de spin Sgc, quant a lui, est défini par xS, := Sgpce€.
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Pour obtenir I’équation de Cartan, on fait varier 'action totale par rapport a la connexion
de spin

051 = Srle,w+ x]— Srle, ]
:SEH[e,w+X]+/£M[e,w+X]— (SEH[e,w]+/£M[e,w]) : (2.78)

commengcons par calculer ’expression de la courbure R (w + x) au premier ordre de y
Rgb(w‘l‘X) — d(wub +Xab) _{_(waa_l_xaé) (wﬁb _l_XEb)
— dwab + w? Ewéb + anb + w? EXéb +Xa Ewib + O(XZ)

R"b(w)
= R (w) + dx™ + w’ ™ + x* ™ + 0 (x?), (2.79)
de méme pour I'action d’Einstein-Hilbert Sgpyle, w + x], qui donne
1 1
Senle, w+x] = “35.C (Rab (w+x) + aAeaeb) e“e“€qped
1 1
= ~39.C (R"b (w) + 6/\e”eb) e‘eeped
Senle,w]
1 i i
_ 5C / (anb + w? EXCb +Xa Ewa) ecedeabcd + 0 (X2)
1 _ _
= SEH [e, (A)] — % anb + w* EXCb + XU 5&2 ecedeubcd + 0] (Xz) ,
_whe
d’ou
S ' -S ) - _ dab GE cb aé be Cdac 0 2
eqle, w+ x] exle, w] ol X% + wex X cw e‘e’eped + ()()
Xaéwbi
1 _ _
— _327[6 / anb + Wl EXCb _Xacwb . ecedeabcd +0 (XZ)
_wbEXaE
1 , _
= _327[6 / (anb + w? 5)(Cb + wb EXUC) ecedeude + O(XZ) ’

(2.80)
I'expression entre parenthéses de (2.80) est, par définition, la dérivée covariante extérieure

de x, donc

Senle, w+ x| — Senle, w) = — (D)()”b e‘ele,peg + O (XZ) ) (2.81)

327G
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En faisant usage du théoréme de Stocks et en négligeant le terme aux frontiére, il est
possible d’écrire que [23]

0= /d(X”beCedeade)

= /D (X"becedeabcd),

I’égalité de la deuxiéme ligne reste vraie car le terme entre parenthéses est un invariant de
Lorentz ; une maniére simple de le voir est de remarquer que tous les indices latins qui y
figurent, c’est-a-dire a,b,c et d, sont des indices de sommation et donc la dérivée covariante
extérieure de celui-ci ne fait pas intervenir de termes contenant la connexion de spin mais
uniquement la dérivée extérieure ordinaire. De plus, la régle de Leibniz pour la dérivée
covariante extérieure permet d’écrireﬂ

0= /D (X”becedeabcd)

— /(DX)ab ecedeabcd _ /Xab (De)c edeabcd _ /Xabec (De)d €abed
———

ce—d

= /(D)()”b ecedeabcd—/x"b(De)c edeabcd—/x"bed(De)Ceubdc

7(De)[ed —€abed
- /(DX)”b e‘ele,peg — 2 /X"b (De)" e9egped,

en utilisant la définition du tenseur de torsion (2.20), on aura donc

/(DX)ab e‘e’€qpeq = 2/x”b(De)Cedeade

TC
= Z/Xab Te‘€qped, (2.82)
en substituant (2.82) par son expression dans I’équation (2.81) , on obtient
1 ab c d 2
Senle, w+ x]— Senle, w] = —T6nC | X Te%€qpea + O (x7) - (2.83)
En imposant a I'action totale d’étre invariante, la relation (2./8) devient alors
0Sr =0

SEH[e,w+X]+/£M[e,w+X]— (SEH[e,w]+/£M[e,w]) =0

Senle, w+ x]— Senle, w)=— / (Lmle, w+ x]—Lmle, ), (2.84)

3. puisque € est invariant sous le groupe de transformation de Lorentz SO (1, 3), on a (De€)ypq =
deabcd =0.
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en injectant les relations (2.81) et (2.83) dans (2.84), il s’ensuit que

1 , 1
. abc d - _ __~ab 9
,I 67TG /X € €gbcd / ( ZX Sab ) ’ ( 85)

par identification, on obtient I’équation de Cartan suivante |23, 28]

Tcede,;,bcd = —87TGSub. (286)

Cette équation est linéaire par rapport a la torsion, ce qui traduit le fait que le spin est la
source de la torsion, mais contrairement & la courbure, celle-ci ne se propage pas a travers
I’espace-temps ; la torsion est nulle a 'extérieur de la matiére. Autre remarque importante
concernant 'équation de Cartan (2.86), est que la torsion est couplée a la densité de spin via
la constante gravitationnelle G qui, on le rappelle, est aussi la constante de couplage entre
la courbure et la densité de matiére, ajoutez a cela la faible densité de spin dans I'univers,
par conséquent, la théorie I'Einstein-Cartan et la relativité générale sont indiscernables
expérimentalement ; ce qui est préjudiciable pour cette théorie.

Notez qu’il est aussi possible d’obtenir une formulation tensorielle de 1’équation de
Cartan en appliquant le produit Hodge star aux deux membres de la relation (2.86). Ainsi,
on obtient

*x T¢e%€uped = —87G * Syp, (2.87)

avec *S,, = Sypcef et T¢ = %/7CE Ta.,Ee"’e[’, I’équation (2.87) devient alors

1 o
cc a_ b _d c
En T@a[}eabcd *xe e = —8JTGSabC€‘
1 CCT abdf ?_ 8 GS c 2 88
M Teap€abcd® " Mj7€ = —OTLSapcE (2.88)
sachant que
abdf abfd
€abcd€ = —€gbcd€

= 600007 — 5borel — o/ oPot — 69668 + 626]6° + 816062,

le membre de droite de I’équation (2.87) s’écrit

*xT e €eqpeq = 51 (Taabncgef — Tepan e — Tepn i€’ — Teacnyie’ + Tecanyie’ + Tabcnu;ef)
_17‘7 beé—lT*b GE——I]CET* br’ ~e?—1nCéT— n-e?
2 22" 20 el

— I'tab —Teca

1. . ;
+ 31 Tecatyre’ + 50 Tengnre’

—lech

= Teape’ — N Topn i€’ + N Tecanyre’. (2.89)
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Il est possible de décomposer le tenseur de torsion en ses parties irréductibles comme suit

Tabc - Aabc + Nab Vc — Nac Vb + Mabc: (290)
avec une partie complétement antisymétrique Agpe 1= %(Tabc + Teap + Thea) , une partie
vectorielle V. := %Tabcn"b et enfin une partie mixte M,,. dont les propriétés sont : Myp. =

~Maer, Mapen® =0 et Mype + Mgy + Mpee = 0. L’équation (2.89) devient donc
* T€%pcd = (Acab + NeaVo — Nev Ve + Meap) € — 3Vinie' + 3Vanze’, (2.91)
en remplacant 'indice de sommation f par ¢ dans la derniére relation, on obtient

*T e €apecd = (Acab + Nea Vo — eV + Meab — 3ViNae + 3Vanpe) €°
= (Azab — 2Nca Vb + 20 Vo + Meap) e

C—>cCc= (Acab - 2’760 Vb + chb Va + Mcab) ec' (292)
en utilisant (2.92) , I'équation (2.87) s’écrit
Acab + chb Va - 2’760 Vb + Mcub = _8]TGSGbC' (293>

les relations et sont strictement équivalentes. De facon analogue, on peut dé-
composer le tenseur de spin S, en partie complétement antisymétrique aqp. := % (Sabe + Scab + Sbea),
partie vectorielle s, := %subcn“ et partie mixte mg,. caractérisée par mgypc = —Mpqe,

Mapcn? =0 et mape + Megp + Mpeg = 0 ) donc

Sabe = Ugbc + NeaSh — NebSa + Mabe, (294)
en tenant compte de (2.94) , I'équation (2.93) prend la forme suivante [31]
Aubc = —87TGGabC, Va = %8]1’650, Mcab = —8ﬂGm,,bC, (295)

qui est aussi équivalente a I’équation de Cartan (2.80) .

2.8 Ecart par rapport a la symétrie de 7,y

Dans ce qui suit, nous allons développer une formule qui illustre 1’écart par rapport a
la symétrie du tenseur énergie-impulsion 7,,. Pour cela, appliquons la dérivée covariante
extérieure aux deux membres de I’équation (2.86)|

(DT)" e”€apea + T (De) €apeg = —87G (DS),, , (2.96)
a l'aide de la deuxiéme identité de Bianchi (2.48), la relation précédente devient
(Re) e%eapead + T T%€apcd = —87G (DS),,
R¢ e*e%eqped + T T€0peqg = —871G (DS),p, -
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Or

T Tdeabcd = Td Tceubdc

————

ced
= _‘Td Tc,eabcd
TeTd

T Tdeabcd =T Tdeabcdr

donc
TT%upcq = 0. (2.97)

Sachant que la courbure est donnée en termes de composantes par R, = %RC wrele’, on
peut écrire

1
ERC wreleefede,eg = —8G (DS),,; (2.98)

I’application du produit Hodge star aux deux membres de cette équation donne

1
5 R kir€apea * (e'e"e*e’) = —8nG x (DS),,

1
iRC k[reabcdelrkd = —8nG * (Ds)ab ' (299)

en utilisant la propriété suivante
€abca€ ™ = — (040,05 + 0,0, 0. + 040,0. — 0.0,0. — 6,0,05 — 540,0.)
I’équation (2.99) devient alors

1
z Rccab+Rcbcu+Rcabc_Rcbuc_Rccba_Rcacb :87TG*(DS)ab
=0 =R ach —R bea =0

Rcbca - Rcucb = 8TrG*([)S)ab'

or, d’aprés la définition du tenseur d’Einstein, on a R .y = Gpe + %R‘d cdNMba €6 R gep =
Gop + %RCd cdNab, ainsi, la symétrie de la métrique de Minkowski permet d’écrire

Gba - Gab =8nG % (Ds)ub ,

enfin, en utilisant I’équation d’Einstein (2.75) , on obtient I’équation d’asymétrie du tenseur
énergie-impulsion |28 [32]
Tap — Tha = *(Ds)ab ) (2100)

on voit bien qu’en 'absence de densité de spin, et donc de torsion, on retrouve le cas bien
connu de la relativité générale ou le tenseur énergie-impulsion est symétrique.

Notez qu’il est aussi possible de vérifier que le tenseur énergie-impulsion est symétrique
lorsque la torsion est nulle en garantissant 'invariance de Lorentz de I'action de la matiére
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[26]. En utilisant I’équation (2.60), on calcule la variation du lagrangien de matiére sous
une transformation de Lorentz infinitésimale (Q° ;) € so (1, 3) avec

f=—-Q%,e’, (2.101)

puisque la contribution des champs de matiére est nulle, ’équation (2.60) devient alors

1
0=0Q° bebgrc Te s e ed, (2.102)

ol on a utilisé la définition du courant énergie-impulsion 1, = %TC Ye,sae"e*ed (une 3-forme

a valeurs vectorielles). L’application du produit Hodge star sur ’équation (2.102) donne

b

1
0=0Q =T “€qrsa * (e"e"€’e?)

6
1 L
= Q¢ bg T, aearsd €B?§anbbnrrnssndd

1
c a brsd
=0 b=Tc €arsd€

6
_ Qc 1 05b
- b6TC a
0=—-Q%,, (2.103)

puisque Q est une matrice (arbitraire) antisymétrique, alors le tenseur énergie-impulsion
7., doit forcément étre symétriquef]

Dans le prochain chapitre, nous détaillerons le contenu du membre de droite de I’équa-
tion et nous verrons l'utilité de cette derniére dans la résolution des équations
d’Einstein-Cartan.

2.9 Champs vectoriels et équations de Killing

Tout comme la relativité générale, la théorie d’Einstein-Cartan est quasiment impossible
a traiter si 'on ne fait pas appel aux symétries éventuelles que peut présenter ’espace-
temps (la variété), en effet, puisque le caractére non linéaire des équations d’Einstein-
Cartan rend toute résolution exacte extrémement difficile. On entend par symétrie une
certaine transformation qui laisse la géométrie invariante, en d’autres termes, la métrique
reste inchangée d’un point de la variété & un autre aprés la transformation. Lorsqu’on
parle de symétries, l'idée d’introduire les champs vectoriels de Killing (ou vecteurs de
Killing) devient systématique. En effet, a chaque vecteur de Killing correspond une symétrie
“continue” de la métrique de la variété et implique donc I’existence d’'une quantité conservée.
Les symétries de la métrique sont appelées isométries et sont définies comme suit [28] :

4. il n’y a que la contraction d’un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique qui donne un
résultat nul.
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soit ¢ un difféomorphisme avec la matrice Jacobienne suivante

_ ot
1 -
AP, (x) = ET (x), (2.104)
si g,y (X) est le tenseur métrique par rapport aux coordonnées x*, alors par définition ¢ est
une isométrie locale si

g () = (A7), 7 (%) gaw (@ (X)) A7y (x). (2.105)

Afin d’assurer l'invariance de la métrique sous cette transformation, il suffit de le faire pour
le cas infinitésimal puisque n’importe quelle transformation continue peut étre considérée
comme une succession de transformations infinitésimales. En posant

p(x)=x+E&(x)+0(&), (2.106)
ot & = &% est un champ de vecteurs, la relation devient
/\uv: 9 (XU_I_EH)
oxV
oc&v
=0, , 2.107
+55 (2.107)
son inverse est donné par
(N p=07p5— o<, (2.108)
oxP
Le calcul de g, (¢ (x)) donne
g (@ (X)) = g (x + )
s 0
= Guv (¥) + 755G (), (2.109)

en injectant les expressions (2.707) et (2.709) dans (2.709) et en développant au premier
ordre de &, on obtient

Guw (X) = N4 (%) o (X + S A" (x)

., 0¢g” 0 N I
_ 17 o a o v
_ « 9 9d” 23
= G + "5 2w+ 5 LGt Gug
d’ou la relation [33] 34]
a(y O 9¢* (x) 9¢” (x) _
700 5w () + == gy (%) + =5 guw (x) = 0. (2.110)
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Pour une métrique donnée, est un systéme d’équations différentielles qui détermine
les champs de vecteurs & (x?). (2.710) est I'équation de Killing pour la métrique et les
vecteurs &, solutions de cette équation, sont les champs vectoriels de Killing. Ils caracté-
risent les propriétés symétriques de I'espace, donc si ’équation n’a pas de solutions,
I’espace en question ne posséde pas de symétries.

De la méme maniére que pour la métrique, si on note par ['*,, (x) les composantes de
la connexion (pas nécessairement la connexion de Christoffel de la métrique) par rapport
aux coordonnées x*, alors par définition ¢ laisse la connexion invariante si [28)]

5}

M () = (A7), O, (AT (00 T s (@ (X)) = (A7), "X 5

(A7) A (x), (2.111)

en se limitant au premier ordre de & du développement et en substituant [* ,, (¢ (x)) par

M (x+ &) =T, (x) + &*5% T, dans (2.111), on obtient

= (A 1) NN T (x4 &) — aiu (A_q)AV
= (#0mG) (20 ) (970 G (e
v A
e i) e (7 5)
=1, ;AFAWF%F ,JV+‘;5: ot 8o o 1 %,
enfin, I’équation de Killing pour la connexion prend la forme suivante
5“aiarAw - Z—irﬂv + %F o + 35: Mo + aiigj(v = 0. (2.112)

L’étude, par exemple, du modéle standard de la cosmologie qui est basé sur les deux
hypothéses d’homogénéité et d’isotropie de l'espace-temps (principe cosmologique) dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan nécessite la résolution des équations de Killing
(2.110) et (2.112) respectivement pour la métrique et la connexion pour tous les champs
vectoriels qui générent le groupe de symétrie maximale de I'espace en plus de satisfaire la
condition de métricité qui est donnée par

a [l v
ngv - A Gpv — r vAGuov = 0. (2113)

Dans les prochains chapitres, nous étudierons deux modéles cosmologiques dans le cadre
de la théorie d’Einstein-Cartan. En premier lieu, on traitera le modeéle de Kottler avec tor-
sion dans lequel seront imposées les invariances sous les rotations autour des trois axes ainsi
que la symétrie sous la translation temporelle (cas stationnaire). Le modéle de Robertson-
Walker, toujours avec torsion, fera 'objet de la deuxiéme étude ou on exigera cette fois-ci
I'invariance sous les rotations et les quasi-translations autour des trois axes.
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Chapitre 3

Equation de non-conservation covariante et
équation d’asymétrie

Il est bien admis en relativité générale que le tenseur énergie-impulsion est symétrique
et de divergence nulle, c’est-a-dire,

™ -1 =0 (3.1)
D, =0.

Les relations et représentent les équations de conservation que doit vérifier
un champ de matiére dans le cas le plus général. Dans la théorie d’Einstein-Cartan, en
revanche, ces relations ne sont plus valables du fait de la présence de la densité de spin.
En effet, en gardant I'esprit de géométrisation de la gravitation dans lequel cette derniére
apparait comme une conséquence de la présence d’une densité d’énergie (de spin) qui agit
en créant une courbure (une torsion) de 'espace-temps, et de ce fait, donne lieu a des
équations du champ dans lesquelles les quantités géométriques, en 1’occurrence la courbure
(et la torsion), sont reliées au champ de matiére présent dans l’espace-temps. Il est donc
tout a fait légitime de s’interroger sur l'existence d’une éventuel relation entre la densité
d’énergie et la densité de spin.

En 1928 Dirac fut le premier a décrire un systéme de champs de matiére appelés spineurs
possédant, en plus d’une densité de spin, une densité d’énergie décrite par un tenseur non-
symétrique, et pour compliquer encore d’avantage la situation, ce tenseur n’est pas conservé
de maniére covariante, contrairement a ce qui est établi en relativité générale.

Dans les sections suivantes, on donnera ’équivalent des relations et dans la
théorie d’Einstein-Cartan en les exprimant notamment sous une forme tensorielle bien plus

pratique que les équations (2.76) et (2.100).
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3.1 Equation de non-conservation covariante

Nous avons vu qu’il est possible d’écrire le courant d’énergie-impulsion, une 3-forme a
valeurs vectorielles, dans le référentiel orthonormé e? comme suit
1 d

ETC Yeqrsge’ e’ e’, (3.3)

T, =

ou 7. ¢ est le tenseur énergie-impulsion.
La dérivée covariante extérieure de 7. est par définition

Dt =dt. + w1,
1 1
= d(6 T, “egrsde’rsed) + w’ udx“g 7, €ereqeroe’. (3.4)

Afin de calculer d, il est nécessaire d’utiliser un référentiel holonome dx*dont le lien avec
les e est donné par

e’ = e’ ,dx", (3.5)
avec e’ , (x) € GL(4). Donc
1
Dt. = Op(grc Yersa€’ o€° Bed y)dx“dx"dxﬁdx"
1
+ gwc ¢ Ta ferreqe” o€° Bed ydx“dx"dxﬁdx", (3.6)

en développant cette relation de maniére plus explicite, on obtient

Dt. = % {earsa [(0y7c ) € o€ ge’, + 1.7 (0,e" ,) e ge?,
+1.% o (0, g) €7y + 1 %€ e’ g (0,07 )]
+w? T, fefrsderaes,gedy} dx"dx*dxPdx”. (3.7)
Pour revenir au référentiel orthonormé, nous utilisons I'inverse de la relation (3.5) qui s’écrit
dx' = e " e (3.8)
De ce fait, nous obtenons

1
DTc = 6 {eursd [(aIJTC a) e’ aesﬁed y T TCG (auer 0() esﬁed 14

a.r s d a,.r s d
+1.%" o (0% g) e?y + T "€ we’ g (0,6 )]
a f r s d -1 —la —1 -1 Fos.d
+w: T, €frsqe’ o€ ge y}e PTG £ e Voede'e’e’. (3.9)

En utilisant la relation d’orthonormalité

e’ e ", = of, (3.10)
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ot 0 est le symbole de Kronecker, la relation (3.9) devient alors

1
a —1 r.s .d r —la Fs .d
Dt. = 3 {emd [(G,,TC Je M gelee’e’ + 1 e (00" o) eT Y rede’e’e
+1.% W, (0,e°g) e P iede e’ + 1. % (0,7 ) eV aegeresed]
tw: e 1, errsqete’ e’} (3.11)

En appliquant 'opération Hodge star a la 4-forme Dt,, on obtient une 4-4=0-forme. Ainsi,
la propriété de linéarité du Hodge star permet d’écrire

1
*Dt. = & {€arsa [(0uT %) e gx %€ e’ + 1. % (0,0 o) e % x eYee’e’
%W, (9,0 5) e P xelerete? + 1 % (9,07 ,) eV yx ede el
a -1 f r.s d
twe e T ersg x e9e"e’e } (3.12)
avec
gar oS o0 §g Fr .5s dd_ grsd
xedee’e’ = e;:ann"n"n eI, (3.13)
Donc

1 )
a —1 rsd a —1 r —la Fsd
*D1,. = 6 [(GHTC Je V gearsa€?” T e g (00" o) €7 reqrsa€?

a,.—1 s -1 rsd a,.—1 d —1 rsd
+1.% ", (0.e°g) e seursa€? + T %V o (9,87 )) €7V searsa€’ ]

+ W ? ue_1u gTa fefrsdegrSd- (314)
Puisque
€arsa€9™? = —3109, (3.15)
et
€arsa€9™? = —21(6907 — 07 69), (3.16)
*D T, peut étre mis sous la forme
1
*Dt. = 6 [-3! (0,7 %) e ™,

— 27, %", (d,e" ) e 19, 427 %, (0,e" ) e 1%,

— 2t % W, (0,e°g) e P+ 2T % (0,0 5) 7P,

— 27, %", (a,,ed y) eV, +27.% ", (a,,ed y) e ",
—3!0)6",,9’1“,:‘[,] f]. (3.17)

Etant donné que les indices s, d, B et y sont des indices muets, il est facile de voir que

(0. g) e P = _1”0 (0 e o) _1", (3.18)
T (aued y) e Wy=e ", (0,e" o) e~ (3.19)
W (0ue°p)e Py =1eT" (0,€ )e (3.20)
v, (aued y) eV, = Ho(0,e o) e (3.21)
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en injectant ces relations dans (3.17), on obtient finalement

*Dt. = —(0,T. %) e W, — 1 % " (0,0 ) e, + 1%V, (D 5) e,

—w e, h (3.22)

Passons a présent aux deux membres de gauche de I'équation (2.76) qui font intervenir
la courbure R et la torsion T? et dont les expressions sont données par

R = R . e%eb, (3.23)
T9=T9 . e%, (3.24)

ainsi, nous avons
RT,ped = %R"b o T’ éaeubcde‘_’e[’eiea. (3.25)

En appliquant l'opération Hodge star a la derniere relation et en tenant compte de la

relation (3.13), on obtient

*R®T%,pcg = =R ab T ca€abed * e?ebated

1

4
1
4

R ;T a€apca€®™. (3.26)
En utilisant la relation suivante
€onca€”™™? = — | 300,0¢0] + 35,04.5054 + 6267 5¢0

+ 02056709 + 620706505 + 6207 675%

+ 07820065 + 6567 670" + 656P 084

+ 07056009 + 6707065 + 6705675

— 050,070] — 8704070 — 638760

— 0507684 — 00070705 — 67061075

— 8,070¢045 — 650,076 — 6505,

—ﬂﬁ&@—ﬂﬁ&@—ﬂﬁ&@} (3.27)
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la relation (3.26) devient

1
*RPT €4peq = 2 [R” 6 T% ca+ R b T% aa + R 5y T ca

+ R T g+ R 4o T oy + R 1o T 4
ab d ab d ab d
+R ch da+R ch ab+R de ac
+ Rab dch ba + Rab ach db + Rab ade bc
- Rab ade dc — Rab uch bd — Rab ade cb
- Rab bqu cd — Rab daTd bc — Rab caTd db
- Rab ded ac — Rab chd ad — Rab dch ab

_RUb bch da — Rab ded ca — Rab chd ba] . (328)

Puisque R _; et T¢ _, sont antisymétriques par rapport a leurs deux derniers indices, la

relation (3.28) se simplifie d’avantage pour donner

*Radeeubcd = _Rab ade cd T Rab bch da T+ Rab ded ac
+ Rab uch bd — Rab ade bc — Rab chd ab- (329)

En utilisant la définition du tenseur de Ricci R?
R?, =R 4, (3.30)

et de la courbure scalaire R
R =R, (3.31)

ainsi que les propriétés d’antisymétrie du tenseur de courbure[]] et du tenseur de torsion,
nous obtenons enfin

* RO T g = —RTY (g — 2R T 4 — 2R 4T g — R (g T 4. (3.32)

Le dernier terme & calculer est le Hogde star x de Ae®e?T%p.4, on a donc

1 o
*Ae’e? T, peqd = */\e“ebz T? 6;,45'Ct€‘d€abcd

1 s
— Z/\Td éaeabcd*e"ebeced, (3.33)
la relation (3.13) permet d’écrire
1 .
*xNe? e’ Teypeq = i/\ Td égEGbcdeude, (3.34)

1. le tenseur de courbure est aussi antisymétrique par rapport & ses deux premiers indices
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avec

€opeg€?Pc? = 2| (5553 . 5555) , (3.35)
en remplagant (3.35) par son expression dans (3.34), on obtient
*xNe’e?T%,pcqg = —AT9 g+ ANT? 4. (3.36)

sachant que le tenseur de torsion est antisymétrique vis-a-vis des deux derniers indices, la
relation précédente devient alors

*xNe®e’ Teqpeq = 2ATY 4. (3.37)
En substituant les résultats (3.22), (3.32) et (3.37) dans ’équation suivante

*R T, pcq + *Ne"e? Tepeg = —167G % (D7), ,
on obtient finalement

—RT? (4 —2R" T 4q — 2R 4T e — R 4T oy + 2AT 4o = +167G (0,7, ") e ™,
+ 167Gt %e ", (0,€e" 4) e ',

— 167Gt % ", (9y€" o) e 1%,

+16nCw,“ ue‘“’ (T,

(3.38)

c’est la forme tensorielle de 1’équation de non conservation covariante . C’est une
relation trés importante puisqu’elle s’avére étre une combinaison astucieuse des équations
d’Einstein , et permet donc de gagner du temps dans la résolution de ces derniéres. Nous
verrons dans le prochain chapitre une application directe de cette équation dans la résolu-
tion des équations d’Einstein-Cartan dans le modéle de Kottler dans le cas particulier mais
trés intéressant d’un tenseur de torsion complétement antisymétrique. Dans ce cas précis,
la relation (3.38) prend la forme suivante

—2R 4T e = R (4T 0y = 161G (0,7 ) e ¥ o + 167G " "V , (0,0 o) e %,
— 167Gt % ", (0,e" o) e "y + 167CGw e i1, . (3.39)

Sachant que le spin est une propriété quantique des particules et que la torsion est le
spin, il n’est pas étonnant de constater que ce dernier n’a pas d’influence sur le mouvement
d’un corps a I’échelle macroscopique. En effet, puisque les géodésiques et les autoparalléles
coincident, et ce, dans le cas d’une torsion complétement antisymétrique ce qui parait étre,
& premiére vue, comme une problématique dont il faudrait s’affranchir quant & une éven-
tuelle description des phénoménes physiques qui tiennent compte de cet élément “nouveau”
qu’est la torsion. De fagon presque paradoxale, la torsion peut se manifester a I’échelle cos-
mologique dans une époque ou l'univers était trés jeune, une période durant laquelle la
densité de particules, et donc de spin, était tellement élevée qu'un effet, probablement en-
core mesurable aujourd’hui, pourrait subsister. Dans ce contexte, et pour mettre encore
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plus en évidence 'importance d’une torsion complétement antisymétrique, Bohmer [35]
démontre que, si I'on considére un modéle cosmologique homogéne et isotrope incluant la
torsion [36], alors le cas d’une torsion complétement antisymétrique n’est pas seulement
un des cas possibles, mais le seul cas physiquement signifiant que peut avoir ce modéle
[37]. En émettant 'hypothése d’une expansion exponentielle de I'univers dans laquelle le
terme dominant des équations de Friedmann est celui de la torsion, Bohmer montre que
cette derniére pourrait parfaitement étre une explication de I'inflation cosmique et ce, sans
avoir recours a un quelconque champ scalaire. L’effet de la torsion étant trés rapidement
atténué aprés la période d’inflation, les mesures cosmologiques actuelles devraient détecter
un effet certes faible mais pas nul de la torsion (voir Sabbata et Sivaram [38] et de Andrade
[39]). Dans [40], Berman montre que méme si I'on considére un univers anisotrope dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan (cas du modéle de Bianchi I), alors il est possible
d’expliquer la phase d’inflation qu’a connu notre univers aprés une trés courte période de
son existence par la contribution de l'interaction spin-spin qui est supposée étre dominante
a cette époque. Enfin, dans la théorie de Kaluza-Klein a 11-dimension, la considération
d’un tenseur de Cartan complétement antisymétrique s’avére étre ’outil nécessaire pour
le processus d’aplanissement (flattening process) qui permet d’écraser la 7-sphére dans le
mécanisme de compactification spontanée [37].

3.2 Equation d’asymétrie
Tous comme le courant énergie-impulsion, le courant de spin S,,, une 3-forme a valeurs

du groupe de Lorentz, peut s’écrire dans le référentiel orthonormé e comme suit

1
Sab = iSabfghefegeh. (340)

Le tenseur de spin s, est relié au courant de spin S, via 'opération Hodge star % ,
* Sub = sabcec. (3.41)

Afin de voir le lien qui existe entre Sgprgn €t Sqpe, appliquons le Hodge star a I’équation
(3.40)

* Sap = %Sabfgh xeledel, (3.42)
avec ) o
xeledel = e;g,;w”nggnhhek, (3.43)
donc
1 i ag ik
*Sab = 3y Sabigh€igril 1770 e
= %Subfghefghi(’]/}cec- (3.44)
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En comparant ce résultat a la relation (3.41), on obtient

1
fgh
Sabe = isabfghe J c- (345)
On peut aussi exprimer Sgprqp €n terme de Sq5c en multipliant la relation (3.45) par eqgy ©,
ainsi, nous aurons

1
Sabc€pgh ¢ = gsabfghefgh cErgir
1
= asubfghefghce,ugrhfc. (346)
Sachant que
(:‘fghc(:‘{/g/h/c = — [5;/6316;:/ - 65/6;]/6[:/ — 6[’/599/5;7/
f h f h f h
_6f,6g,59, + 6916;7}/5f/ + 5,.'/5;]/59/] ) (347)
la relation (3.46) devient alors
. 1
Sabc€rrg'y = —y (Sabf’g’h’ - Sabg’f’h’ - Sabh’g’f’ - Sabf’h’g’
+Sabgi + Savmrrg) - (3.48)

En utilisant le fait que Sgprgp est antisymétrique par rapport aux trois derniers indices,
on peut montrer que les six contributions entre parenthéses sont les mémes, donc

1
C
Sabc€rg'y = _53!Sabf’g’h’- (349)
Ainsi, on a
c
Sabf’g’h’ = —Sabc€rg'w
= _Subchkef’g’h’k: (350)
ou bien
ck
Sabigh = SabcN® Exigh- (3.51)

En utilisant cette relation, il est donc possible d’écrire S,;, comme

Sab sabznake,—(fghefegeh. (3.52)

~ 3

A présent calculons la dérivée covariante extérieure du courant de spin (DS),,,

(Ds)ab = dSab + Wq C*Scb + wp Csac- (353)
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Le calcul de la dérivée extérieure dS,, nous impose 1'utilisation d’un référentiel holonome
dx*,

1 -
ck f h v g
dS,, =d ﬁsabén €krgh® ved e’ sdx'dxdx

= %n&ekfgh [(Ousanc) € ved pe o + sape (0ue ) €9 pe’
+sapce’ (0,69 ,) € 5 + sapce’ ve? , (0,e" o) ] dxVdx"dxPdx”. (3.54)
La relation (3.8) nous permet de revenir au référentiel orthonormeé e?. On a donc
dx'dx"dxdx’ = e‘“’;e‘“’;e_wge_”;,e’efegeh (3.55)

en remplacant (3.55) dans (3.54), on obtient

1 .
ck =1y _ h —
dS,, = —3|n €kigh [(aHSUb[;) e M el e e

1y _ f g h v _—1p _ =10 _
+ Sapee” (940" ) €9 e seT ! e i

—1v 1o

+ sabae_1“;ef v (0,69 )) el e e e
+sapce el o9, (0,0 ,) e e e 17 ] elel el (3.56)
En utilisant (3.10), la relation précédente devient

1 .
ck Al f
311 €kigh [(a‘,suba) e ¥ie'e’ede

1y f —1v f g
+ Sape€ [(a,,e V) e fe elede"

dSqp = h

+ sepce (0,09 ,) e gelelele!
+sapee” 1 (0,e" o) e he’efegei’]. (3.57)
En appliquant 'opération Hodge star a cette relation et en utilisant (3.13), on obtient
*xdS,p = %rfke,-(fgh [(ausuba) e glloh
+ Sabeeq"z (auef v) eV ?effgh
+ sepce (0,09 ,) e 5ellh
+sapce” 1 (0,€" 5) e‘”,;e”gﬁ] : (3.58)
Les relations (3 et (3.16) permettent d’écrire

*dSqp = —n°F (GySanc) e ¢

1 ck - —lv 1 ck — —1v
—§ansabae " (oue"y) e (30 “sapce™ " (0ue" ) eV
1 . B 1 . B
a §”Ck5”bée Vi (04e7,) e 1p9+§'76k5"bfe Wy (0uet,) e
1 _ 1 _ B
-3 “sabce " (0€" ) €71 h + §rfks,,b5e "y (d,e" o) ey (3.59)
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Avec une permutation d’indices convenable, on peut montrer que
*dsab = —ffk (ausabf) 9—111 k
— n*sapee ", (auef V) e V4 n%*s,pe (Guef v) e V.. (3.60)

Reste a calculer les deux membres w, S,y et wp €S, de la relation (3.53). On a

Wy = w, € ﬂe_m ,;ei(, (3.61)
et
Sy = %scbanazeﬁghe?egei’, (3.62)
donc
Wy “Sep = %wa cpeh ,;scbanazeﬁg;?eke?egei'. (3.63)

En appliquant le Hodge star a la derniére relation (3.63), et en utilisant (3.13)et (3.17), on
obtient

c _ c_ =10 . _adl . _kfgh
*Wg “Sep = 3 W 1€ T iScvall €iigh€
1 i . "
_ c —1p . _adl k
= §wa i€ isan” (=) 3107, (3.64)
enfin B
c _ c =i _adl
* Wo Sep = —wg “ge” s a0 (3.65)
De la méme maniére, on a
c _ c =i o dl
* Wy “Sge = —wp “pe” s, aqn (3.66)

En collectant les résultats (3.60) , (3.65) et (3.66), on obtient
* (Ds)ab = 7\'dSab + *Wq CScb + *wp Csac

ck -1 ck -1 f —1v ck -1 f —1v
=N (apsabi) e u/} — 1" Sape€ u/} (aue v) e f+ N Sapc€ K f (ape v) e k
c =1/ di c =1/ di
— Wa e M iSepat” — wp e S, (3.67)
Avec une permutation appropriée des indices, la relation devient
ck ,—1 f —1 —1 f
*(Ds)ab = UC e V/}[_ (avsabﬁ)_sabi (ave p) e uf+sabﬁe uf(aue v)
C C
—Wg  vSche — Wp vsacE] . (368)
Enfin, I’équation d’asymétrie peut étre écrite comme
ek ,—1v f -1 —1 f
Tab — Tha = 11 € k [_ (avsabé) — Sabe (ave u) e f+ Sabc€ uf (aue v)
(o
—Wqg ¢ vSche — Wp vsucé] . (369)

On voit bien, d’aprés cette équation, que la présence d’une source de torsion, en I’occurrence
le tenseur de spin s, fait que le tenseur énergie-impulsion t,, n’est pas symétrique. C’est
I'une des propriétés qui différencie la théorie d’Einstein-Cartan de la relativité générale.

45



Chapitre 4

Modéle de Kottler avec torsion

Apreés la publication en 1915 [41] de la premiére version des équations d’Einstein (sans
constante cosmologique) ces derniéres semblaient si difficiles & résoudre, vu leur degré de
complexité, qu'Einstein lui-méme était étonné qu’une année plus tard seulement (1916)
Karl Schwarzschild [42] trouve une solution analytique exacte en faisant I’hypothése de
la symétrie sphérique. Une deuxiéme solution exacte fut apportée par Willem de Sitter
(1917) [43] aprés qu’Einstein donna leurs formes définitives aux équations de la relativité
générale en introduisant la constante cosmologique [44]. Cette solution décrit un univers
homogeéne, isotrope et vide de matiére mais “rempli” d’une constante cosmologique posi-
tive. La combinaison de ces deux solutions a donné lieu au modéle de Kottler [45] appelé
aussi modéle de Schwarzschild-de Sitter, celui-ci est bien connu en relativité générale et
reste encore aujourd’hui un sujet de recherche intéressant, vu I'importance de la symétrie
sphérique des objets stellaires présents dans le cosmos [52], 53)].

Le modéle de Schwarzschild a, depuis longtemps, fait 'objet de nombreuses études dans
le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan [46, 47, [48], 49], 50, 51]. Dans [31], Schiicker utilise
la métrique de Kottler pour montrer que la loi de Gauss faible (weak Gauss law) n’est
plus vérifiée lorsque la torsion, & la Einstein-Cartan, est prise en considération. Cependant,
aprés une révision des calculs figurants dans I'article en question, il s’est avéré qu'un certain
nombre de termes nouveaux (désirés pour des raisons que nous verrons plus tard) sont
apparus, ce qui a pour conséquence d’éviter le calcul numérique dont I'auteur a eu recours
dans son article. Ainsi, on obtient une solution exacte des équations d’Einstein-Cartan
décrivant la métrique a l'intérieur d’une distribution de matiére de densité constante et
présentant une symétrie sphérique en présence d'une constante cosmologique non nulle.

N.B : Afin de faciliter la comparaison des résultats, on a décidé de garder les mémes
notations que celles utilisées dans [31].
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4.1 Loi de Gauss faible en relativité générale

En électromagnétisme, la loi de Gauss (ou théoréme de Gauss) permet de calculer le
flux d’'un champ électrostatique a travers une surface fermée en connaissant la distribution
de charge contenue dans le volume délimité par cette surface. Cette loi reste valable en
relativité générale dans le cas d'une distribution de masse statique a symétrie sphérique
méme en présence d'une constante cosmologique.

Pour parvenir a établir cette loi, il est nécessaire de passer par les étapes suivantesEL

— Etape 1 : résoudre I’équation de Killing pour la métrique

L0 o0& 9z
E aXagllV+ axugﬂV+ aXVglJV =0 (4]‘)

pour les vecteurs de Killing

&= —sin i—cos cos@i
R GFT: PSin6 99’
Q= d . cosB 0
N COS(paQ >t (psln 0 dp’
0
= —, 4.2
=5 (42)

générant les rotations autour des 3 axes (ox), (oy) et (0z) (symétrie sphérique), ainsi que
le vecteur

0
$= (4.3)

qui génére la translation temporelle (distribution de matiére statique). La solution de
I’équation (4.1) est connue et donne, aprés une transformation de coordonnées convenable,

dt> = Bdt> — Adr?* — r? d6? — r’sin® 6 d¢?, (4.4)

avec A et B des fonctions positives de r.
— Etape 2 : résoudre 'équation d’Einstein

1
Ricciy, — zscalar g — NG,y = 8nG1y,, (4.5)
a l'extérieur de la distribution de masse, 1,, = 0, on obtient la solution de Kottler,
1 S 1
B=—-=1—-=—2-Ar’
A ro3

S étant une constante d’intégration.

1. Le développement qui va suivre est repris intégralement a partir de [31]
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— Etape 3 : en assimilant la distribution de matiére ¢, (r) & une sphére de rayon R,
il est possible alors de déterminer la constante S en utilisant la loi de Gauss faible
qui n’est autre que la composante (tt) de I’équation d’Einstein

1
Ricci'; — zscalar g'i—Ng'.=8xGT",. (4.6)

Dans le cas statique et sphérique, cette équation devient

1 d
r2 [1 N dr%] —A=8rGrs, .7
par intégration, on obtient
r "t a2 Va3
ZZF—ZG/OTt(r)‘UTF —§/\r + K. (4.8)

Sachant que A (0) > 0, la constante d’intégration K s’annule lorsque la relation précédente
est évaluée en r = 0. Donc la solution intérieure prend la forme

r -1
Al(r) = [1 — (ZG/ 7' (F) 4JTF2dF) [r— %/\rz] , (4.9)
0

en utilisant la continuité de la fonction A sur la frontiére r = R, on obtient le rayon de
Schwarzschild S = 2GM avec

R
/\/I:/ ' (F) 4 dF. (4.10)
0

4.2 Loi de Gauss faible dans la théorie d’Einstein-Cartan

Nous verrons dans cette section que la loi de Gauss faible n’est plus vérifiée a partir du
moment ou on introduit la torsion.

4.2.1 Forme générale de la connexion dans le cas statique a symétrie
sphérique

La métrique étant la premiére variable fondamentale dans la théorie d’Einstein-Cartan,
la connexion métrique I" (& ne pas confondre avec la connexion de Christoffel) représente
quant a elle la seconde variable dynamique indépendante qu’il faudra donc déterminer.
Chose possible grace a la résolution de I’équation de Killing pour la connexion (2.112)
08, 0& 528

Mo+ —Tr 42T 4+ 22—, 4.11
H +0X“ H +8X" H +ax“c9x" ( )

0., _o¥

I y— ——
dx? H a)(/\

Ea
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La raison a cela est que les deux variables fondamentales doivent posséder les mémes
symétries, et donc, les mémes champs vectoriels de Killing — d’ou la relation
précédente qui est I'analogue de 1’équation de Killing pour la métrique (4.1).

Il est question de 4 x 64 équations auxquelles il faudra satisfaire. Pour la translation
temporelle, il en résulte que toutes les composantes [ sont indépendantes du temps. Reste
a résoudre les 3 x 64 équations qui assurent l'invariance sous les rotations et qu’il est
possible de réduire a 2 x 64 équations puisque dans le cas des rotations infinitésimales, le
commutateur de deux des rotations donne la troisiéme. Un calcul relativement long donne
les composantes non nulles suivantes pour la connexion :

e = X%c(r),a, b, c €{t, r}, (4.12)

(@90 =% pplsin® 0 = E(r), [ g, = =[5 = sin OF (r), (4.13)

M0 =T 00 =Ca(r) [%00 =T% 45 = Yalr), (4.14)

% e = —sin’OM%g, = —sin0Z,(r),I%,, = —sin* 07?9 = —sin0G, (r),  (4.15)
M%,,=—sinBcos0,[?g, =T ,5=cosOsin0, (4.16)

avec 8 +24+2+2+ 2+ 2+ 2 =20 fonctions arbitraires X, E, F, C, Y, Z, Gder. G et
Z sont les fonctions qui permettent de paramétrer les composantes de la connexion [ qui
ne figurent pas dans [31] et qui joueront un roéle important dans la suite de ce travail.

En utilisant la condition de métricité donnée par

g, )
% 17 Gy — 7 3G = 0, (4.17)

on obtient des relations qui relient entre elles les fonctions précédentes, réduisant ainsi leurs
nombres & 8 : G;, C,, Dy, D,, Gy, G,, Z;, Z, . Les composantes non nulles de la connexion
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deviennent alors :

A
rt rt = Dtgrrr tt — Dt,
rt rr— Drg:rr tr — Dr:
B A
t — r _
r tr ZBrr rr 2A,
r2 r2
oo = ECr.rr 00 = —ZCN
2 f2
My = —sin’ 6C,,I" oo = Zsm2 oC,

e tp — Ct'r(ﬂ ro = Lry

1 1
rQ r = _,rqi r= "
o r ¢ r
2 2
rt Op = rESin QG,,rr 0p = _rZ sin QGrr
t r2 . r r2 H
[ 00 = —E sin QGt,r 0o — Z sin QGr:
G, G,
r(p = — r(pr = — ’
0 sing" "° sin 6
re tp = Gysin 0,r? ro = Grsin 0,
Zt Zr
r‘p = rr(P r = . ’
" sing" ° sin @

re (Pt = _Zt Sln Glre Qr == _ZI' SLI’] 9,
cos O

%,y =—5sin0cosO,[*g,=T7?,= (4.18)

sin@’

Les composantes (4.18) sont le résultat de 'implémentation des symétries (4.2 —4.3) en
utilisant le repére holonomedx*, y = 0, 1, 2, 3. A présent, nous allons utiliser le repére
orthonormé e, a =0, 1, 2, 3. Les deux référentiels sont reliés par

e’ = e ,dx", (4.19)
ol e (x) = e’ , (x) € GL(4), de telle sorte & avoir
guv (x) = €74 (x) ey (x) Nab, (4.20)

avec g,, le tenseur métrique et ng, la métrique de Minkowski. La connexion [ écrite dans
le référentiel holonome est une 1-forme qui prend ses valeurs dans ’algébre de Lie gl (4),

r“ B = r" Buqu. (421)

20



chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

De méme, la connexion de spin w est une 1-forme mais a valeurs dans so (1, 3), ce qui
se traduit parE] Wep = —Wgp. Le lien entre les composantes de [ et w est donné par la
transformation de gauge

w=-ele ' +ede’, (4.22)

en terme de composantes, on a

d
- -1
Wy = e’ [ pg,eP, + e Sl Y (4.23)

A partir de (#.20), on peut déduire que

VvV B(r)

(4.24)

o o Xx|lo
oo o

0
(r) 0
.
0

o O O

rsin @

En utilisant (4.18) et (4.23), on obtient les composantes non nulles w’ 5, de la connexion,

/A
wtrt = EDt, w? ot = —Z,
/A
wt rr— EDrr w@ or — _er
t r t r
w' g9 = —=G, w' o = ——=0Gy,
VB Y VB
w g9 = d G w oy = d G
06 — \/Z r (PQ — \/E r
w'op = ﬁsln 0G:, W'y = %sin 0C,
r r
w 9o = ——=sin 0G;,, w o = ——=sin 8¢,
B¢ \/Z (4% \/Z
w? 4y = — cos 6. (4.25)

4.2.2 Equations d’Einstein et de Cartan dans le cas de la métrique de
Kottler

Ayant obtenu les composantes de la connexion w, il devient facile de calculer les com-
posantes de la courbure données par

a a a a c a (o
R by = 0,0 by — 0w b + W W py — W (W py (4.26)

2. Les indices a et b doivent figurer tous les deux en haut ou bien en bas.
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Les composantes non nulles sont

R
R 4
R™ ¢
R,

t
R™ 1,

to
R ré

r
R .,
tr
R g, =

2]
R"% g

/A
_ EDt
— zt,
_T DtC GtZt)
= \/_DtG + G2y,
D,C; G, Z;
— _ /A _
r\/_( G G )
B DG, CZ
—r\/Z( B + 1 )
,
= —sin 0 (DG, + CZ),
\/E (t tt)
;
= —sin0(D;C, — G;2Z4),
\/E (t tt)
B G, GZ
e[ )
(ptqo:—f\/z( tBt—GAZt),
=— —c) + - (D,C - GZ),
(\/—t \/_
r
= | —=G DG, — CZ
(ﬁ ) 750G = GZ),
r ' D.C, G,Z
= (7ac) A (% -

r ’ D.G, CZ
__(_Ac,)Hﬁ( o G
- _(Lc,) —(D,G, + C,Z)|sin 6,

L B B -
r
=|-—=GC| + —=(D,C. — G;Z)| sin 6,
_ ( B t) ﬁ( )_

[ r ’ D.G. cz\|
= (—AG,) —r\/Z( 5t ) sin 0,
[ r Y\ D.c, Gz\|
= (ﬁa) —r A( 5 A ) sin 6,

2r?sin 6
—— (G, GH2 G, C,
\//4— (115 t )
C2+ G2 C?2+G?
o 2 t t r r
= SLn9[1+r( 5 ) )] (4.27)
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/7 . d P N
avec " := - la dérivée par rapport a r.
L’étape suivante consiste a calculer le tenseur de Ricci défini par

R, = R“ e " e, (4.28)

1
"= ViB

2

et dont les composantes non nulles sont
+ B (D:C, — GiZy),

A
V5"
2 (i) L2 (CT+ crzr) LS

AD 4+ —
VB~ VA \ VA A B

RGOZR%:%(%) +%(%+C3+C,Z,+G,2)

t

+1§(D,C,—GtZt—D,Ct—Ct2—G$)_%'
R%=—%(%) +\/%_B(—%+Drc,—ctz,),
R~ g(Déct_G;\zt)'
Rewz_R%:%(%),Jr%(%_c,z,)+1E(Dtcr+ctz,—D,Gt), (4.29)

en plus de l'affectation de toutes les composantes du tenseur de Ricci par les modifications
soulignées précédemment, deux nouvelles composantes B¢ et @0 antisymétriques l'une par
rapport a 'autre font leur apparition .

Le calcul de la courbure scalaire donne

R=R' +R,+R+R?, =R +R . +2R%

[A

2 4 (c\ 21(.C
- — = +5 2=+ C +2GZ + G
VAB \/E(\/E) A( r

2 2
+§(2D,C,—2D,C,—CE—ZG,Zt— Gtz) - (4.30)
L’équation d’Einstein s’écrit
1
Rgb — anab — /\I?ub = 87TGTbg. (431)
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chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

Dans le repére orthonormé e = diag (\/E, VA, r, rsin 9), la forme la plus générale du

tenseur énergie-impulsion 7, est donnée par

T
o(r) P.(r
=10 0 P uln) | (4.32)

0 0 —u(r) Py(r)
Les composantes tt, rr et 66 de I'équation d’Einstein (4.31) sont

2 (G (.G )\ N
\/Z(\/ﬁ) A(Zr+Cr+ZGrZr+Gr)+B(2DrCt+Ct+Gt)+r2 A =8rGp(r),
(4.33)
4G+ £ (2D,C— G —262~ GY) — 5+ A =8GP. (1),
(4.34)

’
’

1 (C 1{¢C 1
| = r6z) + = - — GZ)+ N =81GP, (r).
+\/E(\/Z) + ( 4G ) + 5 (DG = D,Ci — GiZ) + A = 87GP, (1

A
V8P

Les composantes hors diagonale tr, rt et B¢ s’écrivent

VAB

(4.35)

’

2 G 2 G _ r
_ﬁ(\/é) +\/A_B(_7+Drc,—ctzr)_ 87Go(r),  (4.36)

5 —

) A DG G2
B A

) =8nGq (r), (4.37)

1 (G.\ 1/(G 1
___ | = — _r_CrZr - — DG,+CZ _DrG = —8xGu (r). 4.38
ﬁ(ﬁ) A(r ) = (DG + GZ,~ DG) (1. (438)

La prochaine étape consiste & écrire concrétement 1’équation de Cartan qui relie la
torsion 77 a sa source S,p, le courant de spin demi-entier

Te%hpcqg = —87G Sqp. (4.39)

Les composantes de la torsion sont des 2-forme qui prennent leurs valeurs (vectorielles)
dans R*, dans le référentiel orthonormé elles prennent la forme suivante,
1

79 = zTa,an“,"ebe‘, (4.40)

avec T, donnée par (2.27),

K K\ o~y -1
T =(0,e," —0ve, " + W ue, " — w e, ) e e (4.41)

3. a chaque composante du tenseur de Ricci correspond une composante du tenseur énergie-impulsion
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chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

Les composantes non nulles de la torsion sont

1B
Tttr: (Dt___)

2A
D
Tr r— _r,
t \/E
C
T9t9 T(pt(p = \/_tE'
1
Toto = —Totp = _ﬁ (Zi + Gy),

1 1
T9r9:T<pr<p: (Cr_F),

VA
1
T(pr@ - TG(pr - __A (Zr + Gr) ’
2
Tiop = _ﬁch
2
Toop = ——G,. (4.42)

Comme cité précédemment dans le chapitre 1, il est possible de décomposer les tenseurs
de torsion et de spin en partie complétement antisymétrique, partie vectorielle et partie
mixte, ce qui se traduit par

Tabc = Aabc + Nab Vc — Nac Vb + MGbC! (443>
pour le tenseur de torsion, et
Sabe = abe + NeaSbh — NebSa + Mapes (444>

pour le tenseur de spin. Ainsi, ’équation de Cartan (4.39) devient strictement équivalente
a la relation suivante (voir la relation (2.92))

Acab + anc Vu - Znac Vb + Mcab = _87[6 (aabc + NcaSh — NebSa + mabc) ’
a partir de laquelle on déduit

Aope = —8nGagp., V, = %87[650, Meap = —81Gmgpe. (4.45)
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Explicitement, les équations de Cartan s’écrivent

At@(p = -

Ar9<p = -

Vt -

V.= —
3VA

2

—— (£ + 2G;) = =8 Gaqgy,
3\/§(t t) top

2

—— (£, + 2G,) = —8nGa,g,,
3\/z( ) T B¢
1

3VB

(D, + 2C,) = 4nGs,,

-B 2 A
(§—7+zcr+—o,)

= 4nGs,,

= —8rGmyy,

A
EDt = —8Gm, g,
r) = _87TGmt<p<p;

e (B 1o to)
t0p = ﬁ (Zi — Gi) = —87TGm9<pr,
My = 3B (D, — C;) = —8nGmy,,,
Moy = VA (£ — Gr) = —87Gmey,,
Moo = == M.y = 31% (G — D) = —8mGmygy,
Moy = ﬁ (Zi — Gi) = —8rGmegyy,
Mere——/\/lm:;ﬁ %—%JFC,—
Moy = VA (Z — G;) = —87Gm,yp,
pto = —31% (Zi — Gi) = —8aGmygy,
Mty = Moo = —%/\/Im = 31% (C,—D
Migg = Mgy = —%m,r,

(4.46)

4.2.3 Tenseur de Cartan complétement antisymétrique

On a montré dans le chapitre 1 que le fait de considérer une torsion complétement
antisymétrique est en soi-méme une condition suffisante et nécessaire pour que les géodé-
siques, définies par la connexion de Christoffel et minimisant localement la longueur de I’arc
délimité par deux points de la courbe d’une particule libre, et les autoparalléles, définies
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chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

par le transport d’un vecteur tangent a la courbe parallélement a lui-méme en utilisant la
connexion métrique (indépendante) I, coincident.

En imposant a la partie vectorielle V, et de symétrie mixte M, d’étre nulles, on obtient
les contraintes suivantes :

Ct = 0,
1
Ct =
r
B/
D, = —
t JA’
DI’ = OI
Gt = Zt,
G =27. (4.47)

Les équations d’Einstein deviennent alors

2 1 1/(3 Z? 1
i) —alaraz) + G -n-ween

(4.48)
1 (1 1 (B 1
— 4+ 72 —[= 322 - = +A= P
( + r)+B(rA 3t) r2+ 8nGP, (r),
(4.49)

1 B T (1 (1 _\ 1({B B
—E(Z—E) +ﬁ(m) +Z(ﬁ+2,)+§(m—2t)+/\_8nGPa(r),
(4.50)

pour les composantes diagonales tt, rr et 60 = ¢@¢. Les composantes hors diagonales
s’écrivent

%5% =4nGo(r), (4.51)
%\i% = —4nGq(r), (4.52)
—% (%) —1§ (%Z,) = —8nGu(r), (4.53)

respectivement pour les composantes tr, rt et O¢. Les équations de Cartan prennent la
forme suivante

=41Gayg,, (4.54)

SR

Z,

= 47Ga e, (4.55)

N
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chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

On peut désormais considérer le cas d’une étoile de Schwarzschild dans lequel la densité de

masse p et la densité de spin s sont constantes (% = % = 0) a 'intérieur de la distribution
de la matiére. On adopte les deux équations d’état suivantes :
Qtop = Stop = WeP, (4.56)
U109 = Srop = WrP, (4.57)

avec w; et w, deux parameétres constants. Ainsi, les équations d’Einstein se simplifient
d’avantage pour donner

2 (1) 3 1
_—( ) —r——3(47rGwrp)2+(47rthp)2+ﬁ—/\=87TGP,

VA \ rvA 2A
(4.58)
—— + (47Gw )2+i,—3(47rGw )2—l+/\— 87GP, (r)
r’A Pl T AB P B e
(4.59)
1 B\ 1 {11\ 1 , B ,
—— == +—=|—F=| + 5 +@nGuwp) + =—= — 4nGuwp)” + N =8rxCP,(r),
VAB (2\/AB) VA ( r\/z) At Pt 5 p) (r)
(4.60)
o(r)=0=—q(r) = —q = 41Gw,w,p*, (4.61)
B/
u(r) = ——w,p. 4.62
Aussi, les équations de Cartan se réduisent a la forme suivante
Z
— =4nGw;p, 4.63
\/E tP ( )
Z,
= 4nGw,p. (4.64)

VA

La composante tt de I’équation d’Einstein (4.58) est découplée des deux autres composantes
rr et 60 et peut étre réécrite comme suit

— (%) —3(4nGw,p)’ r* + (4nGwp)* r* +1 = Ar? = 8nGpr?. (4.65)
En intégrant la relation précédente, on obtient
1 A 8
o (47 Guw,p)* r’ + 3 (AnGwp)*r’ +r — §r3 — §JTGpr3 =K, (4.66)

avec K une constante d’intégration a déterminer. Sachant que A(0) > 0, I’évaluation de
(4.66) en r = 0 donne K = 0. On aura donc

r 1 A 8
A0 + (4rGuw,p)’ r* — 3 (4nGuwp)’r® —r + §r3 + §JTpr3 =0, (4.67)
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chapitre 4 Modéele de Kottler avec torsion

finalement, on obtient I'expression suivante pour la fonction A (r) de la métrique de Schwarz-
schild a 'intérieur de la distribution de matiére

571

A(r) = l1 — (N +8nGp + 487° G*wlp® — 167° G* wy p?) %] . (4.68)

Afin de rester cohérent, nous examinerons la loi de Gauss faible en présence de la torsion

aprés avoir déterminer toutes les fonctions inconnues qui restent, a savoir, B(r), P (r) et

u(r).

Pour simplifier le calcul, nous considérons une seule pression, c’est-a-dire, P, (r) =

P, (r) = P(r). Le calcul des deux membres de 1’équation de non conservation covariante
dans le cas d’un tenseur de Cartan complétement antisymétrique (3.39)donne,

\/%_B%lz;Jr(%Jr%)zt] = —16Jqu\//(Z) }r)@
32 Gf\(/_)+32 G\/(_)Zt (4.69)
;“8352_ \4F[Z§ (z’ zzt) = —167TGP\/%) 8 cg’j/(g
—32ncf V(r_) 8t G%%
+327rG’:\;_) + 3271 GL:/(%)Z,, (4.70)
respectivement pour ¢ = t et ¢ = r . Pour les composantes 6 et ¢ 'équation (3.39)

est identiquement satisfaite, en d’autres termes, aucune information supplémentaire n’est
obtenue. A partir de la relation (2.117), on peut facilement montrer que les fonctions Z,
et Z; sont respectivement paire et impaire sous I'inversion temporelle t — —t . Dans le
cas d’une étoile de Schwarzschild ou la densité de masse est constante, il est tout a fait
raisonnable de considérer 'invariance par renversement du temps, par conséquent, on a

Zt (I’) = Wt = 0, (471)
d’ou
o(r)=0, g(r)=0. (4.72)
Dans ce cas, ’équation (4.70) devient
—16xG[ ., 18 2B 7?
—— P P =0, 4.73
VA [ T35 PP = 6cB A (4.73)

en utilisant I’équation de Cartan (4.64), la relation précédente prend la forme suivante

. 1B
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en vertu de la constance de p, on peut donc écrire

’

(P+p+4ﬂGw3p2),+%%(P+p+4JTwap2) =0, (4.75)

ou bien encore

(P+p+4nGu2p?) 1B

—— =0, 4.76
(Pt p+dnGuip?) 2B (4.76)
I'intégration de cette équation donne
K
P+p+4nGw’p’ = —. (4.77)

VB

La pression a 'extérieur de la distribution de matiére étant nulle, la continuité de celle-ci
implique qu’elle doit aussi s’annuler sur la surface de la sphére r = R, ce qui se traduit par
P (R) = 0, d’ou la valeur de la constante K

K = (p+4nGuw;p*)V/B(R), (4.78)

ainsi, on obtient I'expression de la pression P (r) en fonction de B(r) a l'intérieur de la
distribution de masse

(4.79)

P(r)= (p—|—4JTwap2) ( B(R) —1) .

VB(r)

En substituant P (r) et A(r) par leurs expressions respectives (4.79) et (4.68) dans la com-
posante rr de I’équation d’Einstein (4.59), on obtient

’

2 2
S (N+8rGp+487° G wip?) + % (1 — (A +87Gp + 4877 G*w?p?) %)

B
= 871G (p + 4nGuw;p?) , (4.80)
en multipliant les deux membres de I’équation (4.80) par /B (r) , on obtient

: 2
% (AN +8rGp + 487°G*w!p?) /B (r) + % ( B(r)) (1 — (N +87Gp + 487° G*wlp?) %)

= 871G (p + 4nGw;p’) /B(R), (4.81)

c’est une équation différentielle du premier ordre en /B (r) avec second membre, sa solution
générale est la somme de la solution générale sans second membre et d’une solution parti-
culiére avec second membre. Puisque le second membre de 1’équation est constant,
il est donc possible de chercher une solution particuliére sous forme d’une constante qu’on

appellera D. En remplagant /B (r) par D dans (4.81), on obtient

b_ 127G (p + 4nGw?p?) /B (R)
A+ 8nGp + 4812 G2 w?p?

(4.82)
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qui est une solution particuliére de (4.81).
Cherchons a présent la solution générale de 1’équation différentielle (4.87) sans second
membre, c¢’est-a-dire,

4 2
% (A +8rGp + 487°G*wlp?) /B (r)+% (\/ B(r)) (1 — (N +8nGp + 487° G* w?p?) %) =0,
(4.83)

la multiplication de par r donne

N

(/\+8ncp+48n262w3p2)§\/5+ (\/E) (1 — (A +8rGp + 4872 GPw?p?) - ) —0,

3
(4.84)
que 'on peut réécrire comme
11— (A+8ncp+48n262w2p2)r—2 - Y invB (4.85)
2dr d 3 dr ' '
en intégrant cette équation, on obtient
2
VB(r) = C\/1 — (A4 8nGp + 4812 G*w?p?) % (4.86)

avec C une constante d’intégration. Donc la solution générale de ’équation différentielle

(4.81) est donnée par

2 127G (p + 4nGw?p?) \/B(R)
_ 1—(A 4872 C2 w2 02) — L
w/B(r) C\/ A+ 8rxGp + 48712 G2 w?p?) 3 + A+ 871Gp + 4872 G2w2p?

. (4.87)

En imposant a la fonction B (r) d’étre continue sur la frontiére r = R, sachant que B (R) =
AL on obtient I'expression de la constante d’intégration C suivante

(R)?
N—4rnGp
C = . 4.88
N+ 8rGp + 48712 G?w?p? (4.88)
Finalement, ’expression (4.87) de B (r) devient
B(r) = 1 (AN —4nGp) \/1 — (/\+8JTGp+48772CI2(u2p2)r—2
A+ 8rnGp + 48712 G?w?p? 3
R2
+ 127G (p+ 4JTwap2) 1—(AN+8rGp + 4812 G2 w?p?) 5| (4.89)
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En adoptant des notations similaires, mais quelque peu modifiées, a celles introduites par
Schiicker dans [31],

1
y = 3 (A +8rGp + 487° G w?p?),

. 127G (p + 4nGwip?)
a = = ,
3y
p=L1CP g,
3y
W(r)=~+/1—yr?
0=W(R), (4.90)

il est possible de simplifier I'expression (4.89) comme suit
VB(r) = BV —yr?+ a/1— ¥R, (4.91)

2

ou bien

B(r) = (BW(r) + &Q) (4.92)

En remplacant (4.91) dans (4.79), on obtient I'expression de la pression a l'intérieur de la
distribution de matiére

Q
P(r)= 4rCwip?) | —————1]. 4.93
(r) = (p+4n wrp)(&Q+BW(r) ) (4.93)
En utilisant (4.53), (4.59) et (4.57), on peut écrire
B 1 (vB)
= wp=-— —w,p, 4.94
u(r) WBVAYP T TR AP (4.94)
avec B
-y B
( B(I’)) ——ﬁ =W (4.95)
et
1
=1—=yri=W(r), 4.
VAW V1—yr (r) (4.96)
donc, la relation devient
i) =—1 0= &) ywrpr (4.97)

2(1—=&)\/T—yr? +a/1—yR*

qui est finalement équivalente & I’expression suivante

_ 1 Bywpr
ul(r) = T304 AWl (4.98)
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Toutes les fonctions A(r), B(r), o(r), g (r) et u(r) qui apparaissent dans la métrique de
Kottler intérieure ont été déterminées, de méme que la pression P (r).

A présent, examinons la maniére dont la loi de Gauss sera modifiée lorsqu’on tient
compte d'un tenseur de Cartan complétement antisymétrique. Celle-ci est donnée, comme
en relativité générale, par la composante tt de I’équation d’Einstein (4.58),

2 (1) 3 , o
-/ — 3,30 4 A= 4
il va) oA 3nGusl s nGupl S n=wnC

et dont l'intégration a donné I'expression de A (r)suivante
21"
Al(r) = [1 — (AN +8xGp + 487° G*wip” — 167° G* wi p°) ?] . (4.100)
En évaluant (4.100) en r = R, on obtient

RZ
AT (R)=1— (A+8xGp + 487°G*wip” — 167 G wi p?) 5 (4.101)

ceci d'une part. D'une autre part, on sait que par continuité de la fonction A sur la frontiére,
on a

2GM,. AR?

R 3
ou M, est la masse externe [31] définie par la force du champ gravitationnel a I'extérieur de
la distribution de matiére (r > R). En comparant (4.101) et (4.102), on obtient la relation
sulvante

AT (R)=1—

(4.102)

M2
2GM, = 3 (3w? — w}) o +2GM, (4.103)
avec M; la masse interne définie par
4 3

M; = §7TpR : (4.104)

Ainsi, la relation reliant la masse interne a la masse externe est donnée par

3 GM;

Me = M,‘ [1 + z (3(1)3 — (A)?) F:l , (4105)

qui montre bien que les deux masses ne coincident pas, mettant ainsi en évidence la brisure
de la loi de Gauss faible dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan. Dans le cas ou
w, = wy = 0, c’est-a-dire en ’absence de torsion, on retrouve la solution analytique connue

de A,

1
Al(r) = [1 — % (8xGp + N) rz] , (4.106)

et dans ce cas on a M, = M, en accord avec la loi de Gauss faible en relativité générale.
D’apres (4.105), il est possible de distinguer deux cas :
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— Z—; < % = M; > M, la masse interne est plus grande que la masse externe. En vue
d’apporter une possible explication au probléme de la matiére noire, ce cas de figure
n’est pas intéressant car on sait que la matiére sombre est beaucoup plus abondante
dans I'univers que la matiére baryonique.

— Z—§ > % = M. > M; la masse externe est plus grande que la masse interne. Pour la
raison évoquée précédemment, il est tout a fait envisageable que la torsion puisse
étre considérée comme un élément de réponse a la question de la matiére noire dont
la nature et 'origine, rappelons-le, ne reposent que sur des hypothéses.

On a vu précédemment que dans le cas d’une étoile de Schwarzschild ou la densité de
masse est constante a 'intérieur du rayon R, on pouvait supposer I'invariance sous inversion
temporelle, ce qui a permis d’éliminer la fonction Z; et, par conséquent, d’éliminer aussi le
paramétre w;. Afin de rester cohérent avec ce qui vient d’étre dit, et puisque le deuxiéme
cas ci-dessus est plus intéressant que le premier du point de vue cosmologique, on gardera
donc que la fonction Z, et le paramétre w, qui la caractérise. Dans ce cas, la relation (4.105)
devient

>3 (4.107)
La matiére noire représente environ 26% de la densité d’énergie totale de l'univers, la
matiére baryonique quant a elle ne représente que 4.9% [54]. Si on défini M, comme étant
la masse ‘“ressentie” par un observateur placé a l'extérieur de la distribution de masse, on
peut donc identifier M, & la matiére sombre (ce que I'observateur mesure). De méme, M;
pourrait étre définie comme la masse “effective” contenue dans la sphére de matiére ce qui
permet de l'identifier a la matiére ordinaire, il existe donc un rapport de 5 entre les deux
masses (M./M; = 5).

Dans le cas de notre soleil dont la masse et le rayon sont donnés par M; = Mgavec
My =1.9884-10kget R=7-10m, on a

M, = M, [1 + ng GM‘]

8 R3 %
. =152-10%s. 4.1
w (96/\/1) 5 0°s (4.108)

Pour un amas de galaxies tel que M; = 10"°M et R = 3 - 10?3 m, on obtient

8 R . 17
Pour les mémes exemples cités ci-dessus, Schiicker [31] obtient des valeurs différentes du
paramétre w qui sont données par w = 3.1s et w = 1.33 - 10" s respectivement pour le
soleil et 'amas de galaxies.

Quant a la question de savoir si concrétement la torsion peut étre une alternative a la
matiére noire, Schiicker et Tilquin [28] ont exploité les données du Union 2 sample [55], un
échantillon de 577 supernova de type la avec une large plage de redshifts allant jusqu’a
1.4, afin de confronter la théorie d’Einstein-Cartan dans le cas d’un espace de symétrie
maximale (O (3) x ]R3) aux données expérimentales. La matiére visible étant constituée
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principalement de protons, neutrons, électrons et de neutrinos, tous avec un spin % et de
faible densité, ce qui permet de négliger la pression et de simplifier par la méme occasion le
modéle en question. En utilisant la méme équation d’état que la notre avec, évidemment,
une dépendance temporelle s (t) = wsp (t), les auteurs obtiennent un fit avec une densité de
matiére de ), = 5% correspondant a la matiére visible uniquement. Toutefois, le meilleur
fit aux observations du WMAP collaboration [56] a été obtenu avec des densités de masse
et de spin données par Q,, = 9% et Q; = 12%. Ce fit est rendu possible grace & un paramétre
d’état ws de ws ~ Hy' ~ 10"s, exactement du méme ordre de grandeur que celui obtenu
dans le cas de 'amas de galaxies (4.109). Cela indique que la torsion générée par la densité
de spin peut se manifester de maniére significative sur ’échelle des grandes structures de
l'univers ou bien a I’échelle de I'univers dans son ensemble en tant que systéme. A noter
cependant, la valeur de Q,, = 9% qui implique encore, certes une faible présence de la
matiére noire, mais qui n’est pas tout a fait nulle. Noter enfin, I’écart de la valeur obtenue
du paramétre d’état w, ~ 10"s par rapport a celle attendue, par exemple, pour un proton
[28, 131]
ws = Lz ~10%s,
m protonC
42 ordres de grandeur séparent les deux valeurs, ce qui représente une différence énorme

et surtout troublante pour reprendre ’expression des auteurs de l'article.

4.3 Géodésiques des photons dans le cas de la métrique de
Kottler intérieure avec torsion

Lorsqu'un photon passe & proximité d’une distribution de masse, celui-ci est dévié
par le champ gravitationnel créé par cette derniére. La déviation de la lumiére est une
conséquence directe de la courbure de 'espace-temps par la présence de la matiére, et cette
déviation est d’autant plus importante que la distribution de masse est grande. Dans le cas
ol un observateur regoit une lumiére émanant d’une source lointaine et que celle-ci subit le
phénomeéne décrit précédemment, on dit alors que la distribution de masse en question joue
le role de lentille gravitationnelle. Tel un télescope naturel, cette derniére peut fournir non
seulement d’importantes informations sur les objets célestes telle que leurs masses, mais
constitue aussi un moyen fiable pour identifier les signatures émanant des trous noirs, et
permettre par la méme occasion une vérification des théories alternatives de la gravitation
dans le régime du champ fort [85] 86, 87, [88]. Les physiciens ont longtemps cru que la
constante cosmologique n’avait pas d’influence sur le phénomeéne de la déflexion de la
lumiére en avancant comme argument le fait que la constante cosmologique disparaissait
de I’équation de la géodésique dans le cas d'une particule sans masse [57, 58], 59, [60] (61, 62].
En 2007, Ishak et Rindler [63] montrent que cet argument n’était pas suffisant puisque,
dans le cas d'une particule massive, la constante cosmologique apparait de maniére concréte
et qu’en plus il fallait tenir compte de la métrique elle méme. Un riche débat était alors
engagé entre ceux qui confirmeérent le résultat de Rindler et Ishak [64] 65, 66 67, 68] et
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ceux qui les contredisent [69, [70] [7T]. Dans tous ces travaux, le photon considéré ne pénétre
pas a l'intérieur de la distribution de masse (la lentille) et son mouvement est donc celui
d’un photon en chute libre dans le champ de gravitation de la lentille modélisée par la
métrique de Schwarzschild-de Sitter extérieure, c’est-a-dire, par

ds’ = B(r)dt* — B™' (r) dr* — r*dQ)?,

e 26M A
Bl=1-="-73
r 3
Toute fois, il est possible de considérer le phénomeéne de la “déflexion de la lumiére” lorsque
le photon péneétre & l'intérieur de la distribution de masse. Un travail dans ce sens a été
effectué par Schiicker [72] dans lequel il met en évidence la dépendance de maniére concréte
de la géodésique d’'une particule sans masse en la constante cosmologique dans le cas de la
solution de Kottler intérieure, chose qui n’est pas vraie dans le cas de Kottler extérieur ou
I'influence de la constante cosmologique n’apparait que lorsque les angles de coordonnées
sont convertis en angles physiques.

Afin de rester dans la logique du travail fait dans cette thése, on a trouvé intéressante
I'idée de ’étude d’une éventuelle influence de la torsion sur la déflexion de la lumiére. En
effet, on a vu précédemment que la torsion ne se manifeste qu’a l'intérieur de la distribution
de masse ou il y a présence de densité de spin (voir ’équation de Cartan (2.86)). Le fait
de considérer un tenseur de Cartan complétement antisymétrique permet d’obtenir une
coincidence entre les géodésiques et les courbes autoparalléles, dans ce cas ’équation de
mouvement d’un photon dans le champ de gravitation de la distribution de masse (la
lentille) est donnée par

d’*x* L dx"dxY

dp? T dp dp
avec p un paramétre affine et I, les symboles de Christoffel de la métrique de Kottler
intérieure. En vertu de l'isotropie de 'espace, le mouvement s’effectue dans un plan que
'on peut choisir comme étant le plan équatorial (6 = 7/2). Les équations de la géodésiques
s’écrivent donc

=0, (4.110)

i+ [133((:)) =0, (4.111)
i\((rr)) ’g((rr)) 2+ ;‘;\((rr)) P2 — : )(p =0, (4.112)
¢+%Hp=0- (4.113)
Sachant que B (r) = B(r) /f, Vintégration de (#.111) et (#.773) donne
t= 81(”, (4.114)
P = é (4.115)
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la relation (4.114) est obtenue aprés une redéfinition du paramétre affine p. la relation
(#1775 traduit l'invariance par rotation et la constante d’intégration J est interprétée comme
le moment angulaire par unité de masse. En substituant t et ¢ par leurs expressions (4.114)

et (4.115) dans (4.112), on obtient aprés intégration

1 J?
ANt — s—+= =—E, 4.116
N7 = g+ (4.116)
avec E une constante d’intégration jouant le role d’une énergie par unité de masse car
I’équation (4.116) est une conséquence de 'invariance sous les translations temporelles. En

utilisant les relations (4.114), (4.1715) et (4.116) on peut écrire
ds’ = Edp?, (4.117)

pour un photon ds* = 0, par conséquent E = 0, ainsi I'équation (4.116) devient

po__1___ [ (4.118)
A(NB(r)  r2A(r) ’

En divisant la relation précédente par ¢, on obtient

(%)ZZWZM(;_B(”)' (4.119)

que l'on peut réécrire sous la forme

En évaluant I'expression (4.120) en r = R, on obtient la condition initial suivante

€= (Rw)_zz%\:m (ﬂgjf?)”)' 121)

en tirant /2 en fonction de C et en remplacant dans (4.120), on obtient la partie spatiale
de la géodésique du photon suivante

dp\ ™ 1 (P C+B(R)
%) =xm (=5 ) 1
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A présent, développons le membre de droite de la relation précédente a des termes d’ordre
2 inclus. Le développement de B (r), dont 'expression est donnée par (4.91), s’écrit

B(r)=1+ %471(3;)r2 — %/\r2 — 47GpR? — (471G w,p)’ R?
11—2 (47TGpI‘ ) — 1l (4]TGpI‘2) (/\r2 — 11—2 ((4JTGw,p)2 rz) (/\rz)
1 2 1 2 2 1 2 P2 2
+ = (47GpRY)’ — = (47GpR?) (AR?) — = ((4nGw,p)’ R?) (AR?)
% (47Gpr?) (4nGpR*) + % (47GpR?) (Ar?) + % ((47TGwrp)2 RZ) (Ar?)
1 1
12 (47Gwip)’ 1) (47Gpr?) +  ((7Gwip)’ R?) (4 GpR?)
% ((4716(1),p)2 Rz) (47err2) : (4.123)

Le développement de 1/B(r) a des termes d’ordre 2 inclus donne

1 1
-1 —— 2
" 6871(3pr +

1 1 1
zSJTGpRZ + = (4877 G’ wip’R?) + §/\r2

144 (BJTGPFZ) - = (8JTGpr2) (Ar?)

- 71—2 (SJTGpr ) (487r szzpzrz) 316 (4871 szzper) (/\r2)
1

+4 (87GoR?)" + 5, (8nch2)(/\R2) + 5 (877G W p’R?)’

23
+ 25 (87GpR?) (48n G*w!p’R?) + = (487°G*wp*R?) (AR?)

36(

— 1 (87Gpr’) (87GoR’) +  (87Gpr’) (AR?)

4
1

~ % (8nGpr?) (487° G’ w!p’R?) + % (487°G*w?p’R?) (Ar?) + % (/\rz)z. (4.124)

En substituant A (r) par son expression[]] #.100) et B (R) par

_ v .1 202,22\ p2
B(R)_A(R)_1 3(/\-i—8110p+48116wrp)R

dans (4.122), on obtient

1
( (Zl(f) (1 —§(A+8ﬂ6p+48ﬂ262wfp2)li’2)

P,

rr 1 1 2,2, 2 2\ P2
( 2B(r)(C-|—1—§(/\-|—8716p—|—4871chrp)R)—1). (4.125)

4. avec wy =0
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En injectant (4.124) dans la relation précédente et en développant le résultat jusqu’a des
termes d’ordre 2, on aboutit enfin a I’équation de la déflexion de la lumiére suivante

do B r?
(dr) _—1+(C+1)R2
-2 (8ﬂGpr2)+1(C+1) 1- L) (48r G uior)
3 R? R?
1 7 11 R? r
ra-(Fern)+ 3 (Fent) T qier ] (ercery
1 67 (83 r? 23 R? 2,22 22
2_[ (EC ) (C+1)R2 (3C+1)r](8n6pr)(48ﬂGwpr
sk e- 3)+ C+1 r—2—1(6+1) | (81Gor) (AR2)
7|6 3] R? Ri| PP
TR o —(C—1)—2—1(C+1) * | (asricizpn) (aR2)
6 6 R 2 R4 ' '

(4.126)

La premieére ligne de (4.126) correspond & des termes d’ordre 0, la deuxiéme ligne a des
termes d’ordre 1 qui sont proportionnels & 8 1Gpr? et 4872 G?w?p?r?, le reste de I'équation
regroupe des termes d’ordre 2. Quelques remarques importantes peuvent étre faites concer-
nant ’équation précédente. Avant tout, il est intéressant de noter qu’en ’absence de torsion
(w, = 0) on retrouve le méme résultat obtenu par Schiicker [72] a la seule différence pres
que le facteur % dans le deuxiéme terme de la cinquiéme ligne est remplacé par un facteur
3 (on ignore l'influence que pourrait avoir cette modification). La second remarque est que
la constante cosmologique apparait ici (a l'ordre 2) de maniére explicite, contrairement
au cas de Kottler extérieure ou celle-ci n’apparait que lorsque les angles de coordonnées
sont traduites en angles physiquement observables (cette constatation est aussi valable
dans le cas sans torsion). La remarque la plus importante que I'on peut cependant faire
et qui représente un apport nouveau au phénomeéne de déflexion de la lumiére, est que le
terme contenant la torsion, & savoir 482G w?p?R?, en plus d’apparaitre a l'ordre 2 dans
'équation (4.126), il apparait aussi a 'ordre 1 dans celle-ci, ce qui nous laisse croire que la
torsion pourrait avoir une influence plus importante que la constante cosmologique dans
la déviation de la lumiére.

Concernant le travail de Schiicker [72], il fait noter a juste titre que la contribution de
la constante cosmologique a la déflexion dans le cas de Kottler intérieure est de l'ordre
de GMA que multiplie une “échelle de longueur caractéristique” (5°"¢ ligne de (4.126)). 11
compare de maniére qualitative ce terme a celui obtenu par Sereno[65] GMAb ot b ~ er, est
le parameétre d’impact, € I’angle de coordonnée (supposé petit) et r, la distance d’approche
minimale qui est la racine du membre de droite (sans torsion) de I'équation (4.126). De
ce fait, il conclu que cette échelle de longueur dépend du profile de la densité p(r) a
I'intérieur de la distribution de matiére. Le cas particulier d’une densité constante utilisée
pour simplifier les calculs n’est pas réaliste, néanmoins un exemple d’'un amas de galaxies
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jouant le role d'une lentille gravitationnelle avec une masse M = 10"M, et un rayon
R =3-10m est donné dans [72].
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Chapitre 5

Modéle de Robertson-Walker avec torsion

A partir des deux hypothéses d’homogénéité et d’isotropie de I’espace tridimensionnel
découle un modéle cosmologique qui rend compte de bon nombre de phénomeénes observés
a ce jour, il s’agit du modeéle de Robertson-Walker (R-W) aussi appelé modéle standard
de la cosmologie. Dans ce chapitre, il ne sera pas question de reprendre entiérement la
description du modéle qu’il est possible de trouver dans n’importe quel livre de relativité
générale, mais plutot de reconsidérer le modéle en question dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan en introduisant la notion de torsion et de constater les modifications qui
en résultent. En effet, par isotropie de I'espace on entend qu’il n’existe pas de direction
privilégiée pour observer I'univers, cela se traduit mathématiquement par 'invariance de la
métrique sous les rotations. Ayant déja aborder ce volet (invariance sous les rotations) dans
le cas du modéle de Kottler, il ne sera donc pas nécessaire de refaire les calculs puisqu’ils
sont exactement les mémes. Cependant, dans le cas de R-W une dépendance vis-a-vis du
temps apparait logiquement vu que ce modeéle décrit un univers évoluant dans le temps
(contrairement au modéle de Kottler qui décrit un univers statique).

Habituellement, lorsqu’on parle d’espace homogéne cela signifie que tous les points de
celui-ci sont équivalents, en d’autres termes, si p et q sont deux points de la variété M
qui décrit l'espace a 3 dimensions, alors il existe une isométrie qui prend p en ¢, c’est
I'invariance sous les translations. Ceci pour le cas plat. Si on émet ’hypothése d’une cour-
bure spatiale (positive pour le cas sphérique et négative pour le cas pseudo-sphérique),
alors I’homogénéité d'un tel espace sera traduite par l'invariance de la métrique sous les
quasi-translations que l'on décrira dans la section suivante.

Afin de rester cohérent, il est nécessaire de traiter les deux isométries de la métrique
(rotations et quasi-translations) dans le méme systéme de coordonnées et comme l'inva-
riance sous les rotations s’est faite de facon naturelle a I'aide des coordonnées sphériques
dans le cas de Kottler, il nous sera exigé de faire usage de ce méme systéme de coordonnées
pour imposer 'invariance sous les quasi-translations.
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5.1 Champs vectoriels de Killing associés aux
quasi-translations (cas sphérique)

En coordonnées cartésiennes, les champs vectoriels de Killing pour les quasi-translations
prennent une forme relativement simple, ils sont donnés, respectivement le long des trois

axes (0x), (oy) et (0z), par

10
1— -
(1=r)" 5
(1-2)} 2,
ay
0
1— — 5.1
(1-r)t 2. 5.1
En coordonnées sphériques, on a
d J 1 d 1sing 0
e smecoscpa —COSQCOS(,D% T T5in0dg’ (5.2)
0 a0 1 .0 Tcosp 0
Erie szn951n<p§ + Fcos@amp@ + T 5in0 g’ (5.3)
d o 1 9]
= cosO— — —sinf6—. 4
97 = 0595, — sinf% (54)

En remplagant ces relations dans (5.1), on obtient les expressions des champs vectoriels de
Killing associés aux quasi-translations en coordonnées sphériques :

1 1
Rt TS 0 (1—r2)2 9 (1=r)’sing 0
(1 r ) i (1 r ) smé’cosgoa —COSQCOS(pae - 5in6 g’
(5.5)

en écrivant les vecteurs de Killing sous la forme & = &%-% il est clair qu’en terme de

(1— 2)?

ox@?

composantes on a : & =0, & = (1 —rz)jsinQCOS(p, &= cosOcosp, & =

(1-)2 sin
—+—"22% le long de l'axe (0x).
De méme pour les quasi-translations le long de (oy), on a

NI=

)
ot ainpeingd o 1) o (1-r) eosp 0
(1 r) 8g_(1 r) sm@sm(par+ - costm(pae p 5inf 99’
(5.6)

1 1
1 2)2 _2)\2
avec &':=0, & = (1 — r2)2 sinBsing, &9 := (1=r)* cosBsing, &% := (1=r)° €o5p.
Enfin, le vecteur de Killing associé aux quasi- translatlons le long de (0z) est donné par
1
1 a (1-r%)2 G,

(1 —rz)zaiz = (1 —r2)jC0595—fSln9@ (5.7)

)
tel que : &= &2 :=0, & = (1 —rz)jcose, g0 .= u5m9
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5.2 Meétrique de Robertson-Walker et connexion de spin

De fagon similaire au travail fait dans le cas du modeéle de Kottler, il est nécessaire de
résoudre 'équation de Killing pour la métrique (2.710), son analogue pour la connexion
et satisfaire la condition de métricité pour tous les vecteurs de Killing
qui génerent le groupe de symétrie maximale, ceci dans le but de combiner le principe
cosmologique (homogénéité et isotropie) a la théorie d’Einstein-Cartan.

La solution la plus générale de ’équation de Killing est bien connue et donne
la métrique de R-W suivante

2

1—r2

ds® = dt* — a° (t) ( + rdeZ) , (5.8)

avec dQ? = d6? + sin’ Od¢? la métrique sur la 2-sphére et a (t) le facteur d’échelle.

Les connexions [ invariantes sous les vecteurs de Killing & s’obtiennent par la résolution
de I'équation (2.112). Dans le cas des quasi-translations données par (5.5), et (6.7),
il est question de 3 x 64 équations auxquelles il faudrait satisfaire. Afin de permettre
aux lecteurs de mieux appréhender les résultats, on donne comme exemple de calcul la
composante ['",,. En choisissant de mettre en évidence l’action du champ vectoriel de
Killing associé a la quasi-translation le long de (oy), 'application de 1’équation (2.112)
donne alors

d o0&t o&* o&v 0% &t
“ I—trr_ _—r)\rr _rt ir _rtrv =0
S 0x“ Q)ﬁi\z ox " + ox’ + ox"ox"
-0 -0
r 0 0 0 (pa t ¢ aget 0¢?
Earrr—l_(?%l—rr"'_é %I—rr*_zﬁrrr"FWrQr%_Wr(pr
0¢% ,  9s¢ .,
+ S+ ST, =0
0 o0&’
&t 2a—ir’ = 0. (5.9)

Les deux seuls termes qui subsistent sont ceux qui apparaissent dans la troisiéme ligne de

(5.9). Ceci vient du fait que, lorsque nous avions imposé l'invariance sous les rotations dans

le modéle de Kottler, les composantes [ g, [ g, [, et [",,étaient nulles, de plus, ['*,,
3

ne dépendait ni de 6 ni de ¢ (%Ft,, = %Ft,r = 0). Ainsi, en utilisant I'expression des

composantes des vecteurs de Killing le long de (oy), on obtient
2 % [ [ a t 2 _% . . t
(1—r%) 5”’95‘”<Par i —2r (1 =1r°) ?sinBsingl",, =0

d 2r ;

—I rT T rrr
= or A—r)

=0. (5.10)
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L’intégration de (5.10) donne

Jar=

ort,,
/m - [ara
:>lnrt,r:—ln(1—r2)—|—C,

en rappelant que les [ dépendent du temps t, la constante d’intégration C peut étre
absorbée dans I’exponentielle pour donner enfin

1
"=
avec G (t) une fonction arbitraire de t. Les autres composantes non nulles de la connexion
[ sont :

t

G (1),

r
Y/ a5
1—1r2

)yrrtrzretezrq)np: U(t),

rt tt — P(t) ,I—r

1
1—r2 Gl

1
Moo=l =Ty =Ty =" =T =T",=0Q(),

t
rrr:

~

cos 6 _,

r")eq):r‘pq)e:S.mQ,r o9 = —sin B cos 0,
rr I—t
Mogg= —2 = r(1=r*)Mgg= —2 =G (1),
% sin’ 0 ( ) o0 sin’ 6 (1)
1
[Mop =—T" 4o = rzsin9(1 — r2)2 K (t),
1
r9 I—Q (1 _r2)*i
r<p = —r(P = or = — i = K
6 o~ Sin26 sin20 sin 0 (%),

avec P, G, Q, U et K des fonctions arbitraires de t. L’application de la condition de
métricité (2.113) permet de réduire le nombre de fonctions obtenues a 2 et les connexions
précédentes deviennent donc

2
t
I—rrr = ;'rt rr — a—()U(t) ,

1—r? 1—1r2
a(t
rf”=r9t9=r<”w:U(t),rf,t=r%t=r%t—%
[t I
t _ ' ee _ 22 roo_ 1 e _ _ 2
[ 09 = <in20 rea (t)U(t),F 00 sin29 (1 r)
cos 6 )
r‘Peq):r‘P(pe:—sme,r op = —Sin O cos 0,

P =Tg=T%,=0?,,= 1,rr9¢:—rr¢9:r25in9(’l —r’)? K (1),
r
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1
r@ r@ (1 _rZ)_?
e, — —[?, — er — ¢ = T K(1).
o o sin 20 sinZ0 sin O (1)

La prochaine étape consiste a calculer la connexion de spin w dans le repére orthonormé

e’ = e’ ,dx"avec e? , = diag | 1, 94—, ar, arsin @ |, ceci grace a la transformation de

(-1
gauge (4.23) dont on rappel I'expression

0
a a a -1 a —la
W py =e g P, e ag® b (5.11)

Les composantes non nulles de la connexion de spin w sont

a(t)
wtrr:wrtr:—lu(t)'
(1 —r?)2
w! w? ;
weog=—2=0p=—-"L=ra(t)U(t),
sin @ sin @
wr@ wer
W= —w o= —2=—22=rK(t),
o 9~ Sing sin 6 ()
_1
Wy =—w?e = (1-r°) 7 KI(t),

6 r W rp W e 2\3
W r9g=—w gg = = — =(1—-r)°,
ro % = §ino sin @ ( )

w? gy = —w? ,, = cos 0.

5.3 Equations d’Einstein-Cartan

En injectant les composantes précédentes de la connexion de spin w dans la relation
(2.24), on obtient les composantes R, de la courbure suivantes

Rl = R = (1= ) U+ ) (5.12)
R! R¢ .
t _ po _ ot tto .
R 6t6 = R” 110 = nd _ <ind —f(GU-i-CIU), (5.13)
R' 1o = R 1p0 = 2r?sin Ba (t) U (t) K (1), (5.14)
R g = RY gy = Rore _ ROurg _ 2r (1 —rz)*% a(t)U(t) K (1) (5.15)
oor T sin® ~ sin@ ' '
R’ R¢ _1
R" o, :Rerr: 2 = 2= 1—r3) 2 (1 2 2 —K? ) 1
0r0 = g~ <ng r(1=r?) 7 (14 a®(t) U (1) (1)),  (5.16)
R® pop = R? g0 = r?sin 6 (1 + a () U? (t) — K% (1)), (5.17)
R oy = RY g = R0 _ ROt _ rK (1) (5.18)
Ot = 0T Gne T sing ' '
Re(ptr—R Ort — (1 _rZ)_ZK(t). (519)
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L’expression du tenseur de Ricci est donnée par
. . ! — —
Ricci®y := n"“ R gve ¥ ce™ vy, (5.20)

et ses composantes non nulles sont
Riccity = ——— (a (1) U (1) + a (¢) U(t)) (5.21)
a(t) '

Ricci", = —ﬁ [(d(t) U(t)+alt) U(t)) + ﬁ (1+a*(t) U (1) — Kz(t))]. (5.22)

Noter qu’en raison de la symétrie maximale, on a
Ricci® g = Ricci? , = Ricci’ . (5.23)
La contraction du tenseur de Ricci donne la courbure scalaire suivante
scalar = Ricci' ; + 3Ricci",

= scalar = —% [(d(t) U(t)+alt) U(t)) + ﬁ (1+a® (1) U (1) — Kz(t))] . (5.24)

Rappelons 'expression du tenseur de Cartan qui est donné par
-1y —1v

k k
T”bcz(a,,e"v—ave"u—l—w”kue y— w' e u)e eV,

ses composantes non nulles sont
T,—tr - TQtQ e T(pt(p - U(t) — (525)
T,—Q(P = TQ(P, = lyrg = —K (f) (526)

Comme se fut le cas dans le modéle de Kottler, on décompose le tenseur de torsion en
partie complétement antisymétrique Agpc, partie vectorielle V, et partie de symétrie mixte
M,be. On obtient alors

2

Arop = K (1), (5.27)
B a(t)

Vi= U= (5.28)

Mope = 0. (5.29)

Afin de faire coincider les courbes autoparalléles (définies a partir de la connexion indé-
pendante ") avec les géodésiques (définies a partir des symboles de Christoffel), on impose
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au tenseur de torsion d’étre complétement antisymétrique (V = M = 0). Cette contrainte
permet de déterminer I'expression de la fonction U (t) qui s’écrit

U(t) = '—, (5.30)

Avant d’écrire les équations d’Einstein, on doit parler du membre droit de celles-ci, ¢’est-
a-dire, du contenu matériel du modele. Le tenseur énergie-impulsion le plus général qui est
invariant sous le groupe de symétrie maximale O (3) x R? doit satisfaire, tout comme la
métrique et la connexion I', une équation similaire a 'équation de Killing (2.110). Ainsi,
le tenseur énergie-impulsion contient deux fonctions du temps, p (t) et p (t) que 'on peut
interpréter comme la densité d’énergie et la pression [20], 28], on a donc

pt)y 0 0 0
7, = 8 _%(t) _[?(t) 8 (5.31)
0 0 0 —p()

Afin de simplifier les calculs, on considére que l'univers est rempli d’'un dust de matiére
sans pression (p (t) = wp (t) avec w =0 ).

De la méme maniére, le tenseur de torsion le plus général qui est invariant sous O (3) x R?
posséde une seule fonction du temps s(t). De ce fait, on a quatre fonction inconnues, a,
p, K et s mais seulement trois équations, deux équations d’Einstein et une équation de
Cartan. Pour cette raison on suppose que la densité de spin s (t) est proportionnelle a la
densité d’énergie [2§]

s(t) = wsp(t). (5.32)
Les composantes (tt) et (rr) des équations d’Einstein s’écrivent
3 .
= (1+d°—K?)—A\=8xnGp, (5.33)
1 1
E[za+5(1 +a2—/<2)]—/\:0. (5.34)

L’équation de Cartan prend la forme suivante
Areq, = —87TGUr9(p, (535)

avec Aqg, la composante complétement antisymétrique de la torsion donnée par (5.27), et
a9 = S(t) la densité de spin donnée par I'équation d’état (2.32). L’'équation de Cartan
(5.35) devient
2
—K (t) = —81Guwsp (1) . 5.36
On aurait pu poser a.9, = —5(t), et ainsi éliminer le signe (—) dans (5.36), mais puisque
la fonction K (t) apparait au carré dans les équations d’Einstein (5.33) et (5.34), cela ne
changerait rien au reste du calcul.
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Les équations de Friedmann généralisées (avec torsion) s’écrivent donc

1 &
3 (F + - (4nGwSp)2) =A+8rGp, (5.37)
2§+d—2+(4ﬂGw )2+l—/\ (5.38)
a a? sP a2 '

La composante ¢ = t de ’équation de non-conservation covariante (3.38) permet d’écrire
I’égalité suivante
12

a2

KK =167G (p+3gp), (5.39)
en utilisant ’équation de Cartan (5.36), la relation précédente devient
4nG (3paa® + pa’) = =3 (4nGuws)’ (p*a*a + ppa’), (5.40)
qui peut étre reformulée comme
3(1+4nGuwip) pa+ (1+127Gwip) pa = 0. (5.41)
Une maniére équivalente d’écrire (5.41) est

39 B1+127rGw§p_
a pl1+4nGw?p

’

ou bien encore _ ‘ 8 Culs
a p nGwip

3—4+52 4 ——2 =0. 5.42

a+p+1+4ﬂGw§p (542)

Cette derniere s’intégre facilement pour donner
pa’ (1+ 4JTGw§p)2 = const. (5.43)

En I’absence de torsion (ws = 0), on retrouve bien le résultat connu de la relativité générale
pa’ = const pour un univers dominé par de la matiére non-relativiste.

La deuxiéme étape consiste a déterminer la solution t (a) en résolvant analytiquement
’équation de Friedmann (5.37). Toutefois, en présence d’une courbure spatiale non nulle,
une telle solution fait intervenir des intégrales elliptiques de deuxiéme et de troisiéme espéce
dont la fonction inverse a (t) est inconnue [73] , et cela se complique d’avantage en présence
de la torsion . Afin de rester dans la solution analytique et d’éviter le recours & 'option
numérique, on basculera vers le cas plat du modéle de R-W dans lequel la relation (5.43)
reste toujours valable. Dans le cas plat, I’équation de Friedmann devient

»)
a
3 el (4nGwsp)’ | = AN+ 87Gp. (5.44)
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En définissant, dans un systéme d’unité ou 871G = 1, la fonction suivante

.\ 2
a A+ 2

et en remplacant a/a par /f (p) dans I'équation (5.42), on obtient

dp wldp

1
dt =
(p\/ 1+ w2p/2)\/f(p)

L’intégrale du premier terme entre parenthéses se fait facilement en utilisant la formule
2.266 en page 97 de [74],

(5.46)

dx 2a + bx
—arctanh=———=, R=a+ bx+cx?, [a>0]. 5.47
[ m=v VaR la> 0 (547)

Nous obtenons

/ o __ 3., /\+\/3/\f ) \/’m

N VA
INE [3f (p 300 \/?
= —\/;ln (\/7 ) FUP TV A ln 3. (5.48)
Le deuxiéme terme entre parentheses de (5.46)s’intégre par application de la formule 2.281
en page 103,
d t"dt 1
[ e s o)
(x +p)" VR vV ¢+ (b—2pc)t+(a—bp+ cp?) 2 X+p

et de la formule 2.261 en page 94,

ﬂ_iln2\/cR+2cx+b
VR ¢ VA

On obtient, tout calcul fait,

dp 23 [ ]
| i 77 = e e et

2V/3 " 1 V1 AW+ wn/3f (p)
win/T+Aw2 | /T + Aw? 2+ pw? ’

, R=a+bx+cx? [a>0] A=4ac—b>

(5.50)
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Il s’ensuit, d’apres (5.46), (5.48) et (5.50)que

A ()
.. V14 Aw? + w, 3f(P)]_c, (5.51)

+ n
\/3(1+/\w§) [w/1+/\w§ 2+ pw?

avec C une constante d’intégration donnée par

o)

ws 1 w/1+/\w2+w5\/
In A . (5.52)
3(1—|—/\w§) V1 +Aw? 2+ pow;

En I’absence de torsion ( , on retrouve le résultat de la relativité générale

t(p) = b”vr T\ “%V;-V1+E]
= — (arcsmh \/i —arcsinh \/;) (5.53)

ol nous avons utilisé la relation suivante

arcsinhx = In (x +V1+ x2) . (5.54)

t(p) =

La relation (5.51) permet de déterminer le temps t en fonction de la densité p qui, a son
tour, s’exprime en fonction du facteur d’échelle a via la relation (5.43).
Le résultat (5.43) permet d’écrire

pa’ (1+ a)§p/2)2 = poag (1+ cugpo/Z)2 = 3A. (5.55)
Utilisons la définition de la constante de Hubble
Hy = 49 (5.56)
ao
qui permet d’obtenir dans le systéme d’unité ou Hy = 1, la relation suivante
a (0) = ay. (5.57)

En remplacant ce résultat dans I’équation de Friedmann (5.45) pour t = 0, on trouve

3
2Pt po=3-A (5.58)
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c’est une équation du second degré en py dont la racine est donnée par

2\/1+3w§(3—/\)—1
P0=§ )

-~ A<3, (5.59)

oll nous avons retenu que la solution correspondant a une densité positive.
A partir de la relation (5.55), on peut déduire une expression pour la constante A

1
A= 3p0a} (14 wipof2)’

2 a} 2
-5 (\/‘I+3w§(3—/\)—1) (2+\/1+3wg(3—/\)) ,

donc ;
_2%

3% w?
Dans 'approximation ws < 1, on retrouve a l'ordre le plus basE] le pg et le A qui corres-
pondent au cas plat sans torsion

A [9(3—/\)w§+(1+3(3—/\)w§)%—1]. (5.60)

Po = 33— /\, (561)
03
A= ?0 B3—ANA). (5.62)

5.4 Modéle d’Einstein-Strauss et probléme de la masse

Dans le chapitre précédent, on a parlé du phénomeéne de lentille gravitationnelle qui est
décrit, en accord avec les observations, par le modéle de Kottler dans lequel I'observateur
est supposé au repos par rapport a la lentille et ou les masses de la source et de 'observa-
teur sont négligées. Afin de donner une description plus réaliste du phénomeéne, le modele
d’Einstein-Strauss |75}, [76, [77] a été proposé comme alternative [78, 79, [80] (cas plat) [73]
(cas courbe). Dans ce modéle, les contraintes précédentes sont assouplies en permettant a
I'observateur d’étre en mouvement par rapport a la lentille et en tenant compte des autres
masses qui entourent le systéme en supposant que ces derniéres forment un dust de ma-
tiere homogene et isotrope. L'effet de I’expansion est aussi pris en compte en considérant
I’observateur comobile par rapport a ce dust. La solution d’Einstein-Strauss est la jonction
entre la métrique de Kottler

ds’> = B(r)dT? — B(r) ' dr* — PdQ?,  B(r)=1— — — =2, (5.63)

a l'intérieur de la sphére de Schiicking de rayon rg.p; (T)centrée sur la distribution de masse
sphérique (la lentille) avec r < recpi, et celle de Robertson-Walker (cas plat)

ds? = dt* — a (t)* (dx? + x*dQ?), (5.64)
1. en utilisant V1 +x ~ 1+ %X et \/(14+x)> =1+ %X
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a lextérieur de la sphére, ¥ > xscha, ol le facteur d’échelle a (t) est déterminé par I'inté-
gration de I’équation de Friedmann

da A N,

T + 3r , (5.65)
avec A = % pdustoag ; ceci en relativité générale. Si maintenant on tient compte de la torsion a
la Einstein-Cartan, la relation est remplacée par I’équation de Friedmann généralisée
et la quantité conservée A sera donnée par (5.55). Les deux métrique sont raccordées
sur le rayon constant de Schiicking yscp; qui est relié a la coordonnée radiale recp; (T) via
le formalisme d’Israel-Darmois [81), 82] de la maniére suivante |75} [76]

Fsehi (T) = a (t) Xschi- (5.66)
La masse centrale M doit étre égale a la densité du dust multipliée par le volume de la

sphére de Schiicking

4
M = §7Tr53€hupdu5t. (5.67)

En utilisant (5.66), la relation précédente devient

4
M = §7Ta3Xs3€hupdustr (568)

qui peut étre inversée pour donner

M 1/3
> ) , (5.69)

Xschii = (47Ta3pdust

or si on utilise la relation (5.55), le rayon de Schiicking (5.69) qui, rappelons-le, doit étre
constant (coordonnée comobile) ne l'est plus, puisqu’il s’écrira dans ce cas

2 1/3
o M (1 + wgpdust/z)
Xschu 4JTA ’
la densité pgus étant une fonction du temps t (voir (5.51)), la masse centrale M (ou de
maniére équivalente ysq5;) n'est pas constante, ce qui représente un vrai probléme physique.

5.5 Discussion

Afin de mieux comprendre ’origine de la non constance de la masse lorsque la torsion est
prise en considération dans le modéle d’Einstein-Strauss, on propose d’illustrer ce dernier
par un schéma (voir la figure (5.7)). On voit bien que le photon depuis son entrée a I'intérieur
de la sphére de Schucking jusqu’a sa sortie, il ne rencontre pas la distribution de masse qui
est schématisée dans la figure par une galaxie (ou amas de galaxies). le facteur d’impact b
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FIGURE 5.1 — Modéle d’Einstein-Strauss avec torsion

ou de maniére “équivalente” la distance d’approche minimale est supérieur au rayon de la
galaxie, ce qui signifie que le photon ne ressent pas I'effet de la torsion engendrée par celle-ci
et se déplace donc dans un espace-temps décrit par la métrique de Kottler extérieure sans
torsion (5.63). La zone grise de la figure représente l'espace-temps de Robertson-Walker
dans lequel la source et 'observateur (comobiles par rapport a la lentille) se situent, il est
rempli d’'un dust de matiére et donc d’une densité de spin qui, rappelons-le, est reliée a
la torsion via I’équation de Cartan. Il existe donc deux surfaces de jonction, la premiére
entre la métrique de R-W avec torsion et la métrique de Kottler extérieure (sans torsion),
la deuxiéme entre les métriques de Kottler extérieure et intérieure avec torsion (dt? =
Bdt?—Adr? —r? d6% — r?sin” 6 dg? o les fonctions A et B sont données respectivement
par et ). On peut donc dire que le probléme de la masse trouve son origine
dans la discontinuité de la torsion d’un coté de la surface(s) de jonction a un autre, et
ceci revient au fait que la torsion est reliée a sa source, c’est-a-dire a la densité de spin, de
maniére algébrique, en d’autres termes, a 'extérieur de la distribution de masse, la densité
de spin est nulle et, de ce fait, la torsion devient identiquement nulle. Il est donc clair que la
relation donnant la coordonnée radiale rycp; (T) en terme du rayon constant de Schiicking
Xschi doit étre modifiée afin de tenir compte de cette discontinuité. Apporter une réponse
a ce probléme constitue un défi qui ne sera malheureusement pas relevé dans le cadre de
cette thése mais qui pourrait faire ’'objet d’une étude approfondie dans un future proche.

Toutefois, le phénoméne de la lentille gravitationnelle en présence de la torsion a été
récemment étudié par Songbai Chen et al [83] [84]. Dans ces derniers, la théorie d’Einstein-

2. avec wy = 0, c’est-a-dire, tenseur de Cartan complétement antisymétrique
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Cartan est généralisée afin de permettre au champ de torsion d’étre dynamique en ajoutant
des corrections d’ordre supérieur au Lagrangien. Ainsi, la courbure de I'espace-temps est
couplée a la torsion de telle sorte que les équations de mouvement de ces deux champs
deviennent dynamiques, ce qui assure a la torsion une propagation dans l’espace-temps
méme en l'absence d’une densité de spin .
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cette thése nous avons tenté d’aborder le probléme de la matiére noire par une
approche purement géométrique a travers la loi de Gauss faible dans le cadre de la théorie
d’Einstein-Cartan. Cette derniére se distingue de la relativité générale par I'existence d’une
propriété géométrique de ’espace-temps, au coté de la courbure, qu’on appelle la torsion,
celle-ci est reliée a la densité de spin de maniére analogue a la relation qui lie la courbure a
la densité de matiére (et d’énergie). Une autre caractéristique importante de cette théorie
et que nous avons traduit mathématiquement sous forme d’équation, est I’asymétrie ainsi
que la non-conservation covariante du tenseur énergie-impulsion. En effet, si Einstein avait
tant insisté pour obtenir un tenseur (tenseur d’Einstein) symétrique et conservé de maniére
covariante, I'introduction de la torsion semble violer ces deux propriétés importantes du
tenseur d’Einstein et par la méme occasion du tenseur énergie-impulsion puisque les deux
sont reliés par une égalité a travers les équations d’Einstein. Dans ce contexte, on a pu
obtenir une version tensorielle des équations traduisant les deux propriétés citées précédem-
ment. La premiére (asymétrie) méne trés souvent a une égalité parfaite et ne fournit donc
aucune information supplémentaire, la deuxiéme (non-conservation) en revanche semble
procurer un moyen utile pour la résolution analytique des équations d’Einstein puisqu’elle
s’avére étre une combinaison astucieuse de ces derniéres sans devoir a le faire par tatonne-
ment comme ce qui se fait souvent en RG, résultat que nous avons exploité dans le cas de
la métrique de Kottler intérieure.

Un autre résultat important obtenu dans cette thése est la violation de la loi de Gauss
faible en présence de la torsion. Une révision attentive du travail fait par Zouzou et Schii-
cker a révélé ’'apparition de nouvelles composantes de la connexion métrique aprés vouloir
imposer les symétries de rotations et de translation temporelle (modéle de Kottler) a cette
derniére via la méthode de Killing qui représente un passage obligatoire dans la théorie
d’Einstein-Cartan. Par conséquent, le tenseur de courbure, de Ricci et de torsion sont
modifiés, ce qui offre la possibilité au tenseur de Cartan d’étre complétement antisymé-
trique, une condition nécessaire et suffisante pour que les géodésiques définies & partir de
la connexion métrique et des symbole de Christoffel coincident. Ainsi, les modifications
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que nous avons apporté nous ont permis de trouver une solution exacte aux équations
d’Einstein-Cartan en déterminant toutes les fonctions qui apparaissent au niveau de la mé-
trique et du tenseur énergie-impulsion dans le cas particulier d’une étoile de Schwarzschild
ou la densité d’énergie et de spin sont considérées constantes. En utilisant la continuité de
la fonction A (r), c’est-a-dire la composante rr de la métrique de Kottler, sur la frontiére de
la distribution de matiére, on a introduit les concepts de masse interne M; et masse externe
M., la premiére définie comme étant la masse “réelle” (matiére baryonique) renfermée dans
la sphére de matiére et la seconde jouant le role de la masse mesurée (matiére noire) par
un observateur situé a ’extérieur de celle-ci. Deux cas se sont alors présentés a nous :

— M; > M., ce cas n’est pas intéressant du point de vue cosmologique du moment qu’il
ne résout pas le probléeme posé dans cette thése, a savoir, la torsion peut-elle étre
une alternative a la matiére noire 7. De plus, le fait de considérer le cas d’une étoile
de Schwarzschild (densité constante) nous a permis d’éliminer cette possibilité en
utilisant 'argument de l'invariance par renversement du temps.

— M; < M, c’est le résultat recherché puisqu’on sait que la matiére ordinaire ne
représente qu’une fraction minime du contenu global de 'univers, ce qui a conduit
a conclure que la torsion pouvait bien étre un substitut & la matiére noire.

Les deux cas ci-dessus mettent ainsi en évidence la brisure de la loi de Gauss faible dans
la théorie d’Einstein-Cartan, chose qui n’est plus vraie en relativité générale. On a montré
avec un exemple numérique concret, correspondant a la masse de notre soleil et un amas de
galaxies, que la valeur du paramétre d’état (parameétre qui relie la torsion a la densité de
spin) est améliorée et permet de tenir compte des observations faites en 2011 par le WMAP.
Un autre phénomeéne dans lequel la torsion pourrait aussi étre impliquée est la déflexion
de la lumiére. En effet, I’étude des géodésiques des photons lorsque ces derniers pénétrent
a 'intérieur de la distribution de matiére qui fait office de lentille gravitationnelle (Kottler
intérieur) a révélé de maniére qualitative que le terme contenant la torsion apparait a deux
ordres de grandeur différents. A I'ordre 2, au méme titre que la constante cosmologique,
mais aussi et surtout a l'ordre 1, ce qui indique que la torsion pourrait jouer un role plus
important que celle-ci dans le phénoméne de déviation de la lumiére. Nous avons enfin
montré que le modéle d’Einstein-Strauss ne pouvait étre traitée dans le cadre de la théorie
Einstein-Cartan, du moins sous la forme présentée dans le chapitre 2. Pour cause, I’équation
de Cartan reliant la densité de spin a la torsion est de nature algébrique empéchant cette
derniére de se propager a travers I’espace-temps, ce qui, par conséquent, fait apparaitre une
discontinuité de la torsion au niveau de la jonction entre la métrique de Robertson-Walker
et celle de Kottler et, de ce fait, un probléme de constance de la masse centrale qui est
injustifiable du point de vue physique.
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Chapitre A

Autre forme des équations d’Einstein-Cartan

Dans cette annexe, nous allons donner une autre formulation des équations d’Einstein-
Cartan en choisissant, cette fois-ci, la métrique et le tenseur de contorsion comme variables
indépendantes.

A.1 Tenseur de courbure, tenseur de Ricci et courbure scalaire

Le tenseur de courbure est donné par
R oo = 0o yo — 06T o + T 6T 3o = T4, T 6. (A1)

En utilisant la définition de la connexion de Riemann-Cartan (2.38), la relation précédente
devient

R" vpo — apF“ vo T apKu va — aUF” vp aaKu vp + ’I:A VUFIJ Ap
- F)\ vau 2o+ F)\ vaKu Ap + K)\ VUFH Ap + K)\ vaKu Ap
— T K s — K )T g — KA K . (A.2)

Sachant que le tenseur de courbure dans I'espace de Riemann s’écrit en fonction des symbols
de Christoffel [ comme

ﬁu vpo = apFu vo aO‘FH vp + 'I:)\ VUFH )\p - ‘I:)\ vau AO (A.?))
I'expression (A.2), prend alors la forme suivante
R" vpo — iéll vpo + apKH va aaKu vp + F)\ VO'KH Ap + K)\ vaFu Ap
+K)\ vaKu)\p_rAvpr)\a_K/\ vpruAa_KAvpKu)\a‘ <A4)

En calculant la dérivée covariante du tenseur de contorsion par rapport a la connexion de
Riemann, on obtient

6pl<u va = apKu va F)\ vaU Ao F)\ poKu va T FH p)\K)\ va <A5)

87



Annexe

et

VUKH vp — 00/(“ vp r)\ avKu Ap rA UpKu vi T r a/\K)\ vpr <A6)
en substituant aux termes 9,K* ,, et 9,K*,, leurs expressions respectives (A.5) et (A.6),
la relation (A.4) devient

R* vpo — "éu vpo + %pKu vo 6al<u vp + F)\paKy VA T F/\ UpKu vA
+ K)\ vaKu/\p_ K)\ vpKuAa-

Enfin, en utilisant la symétrie de la connexion de Christoffel, on obtient ’expression de la
courbure de Riemann-Cartan suivante

R vps = R" vps + VK" vo — VK" )y + K* 0o KY 3 — KM K 6. (A7)
La contraction de (A.7) par 8/ permet d’obtenir le tenseur de Ricci-Cartan
Rva - F?vo + 6;1/(” vo — %UK” v + K)\ VUKH Au K)\ vyKy Ao -
On défini le vecteur de torsion 7, par KY,, = 27,, de ce fait, le tenseur de Ricci-Cartan
s’écrit _ B B
Rie = Ruo + VK" o =2V, T, + 2K* ;5 Ty — K* ,, K" 1. (A.8)
En contractant I’expression précédente, on obtient le scalaire de Ricci-Cartan
R=R+YV,K", =V K g+ K" K", — K ,KH 5,
sachant que K* ,, = —K,*,, la relation ci-dessus devient
R =R—2V,K" , + K™K 5, — K" K" 1. (A.9)
En terme du vecteur de torsion, on obtient

R=R—4V,T7 = T°T, — K" ,K" ).
A.2 Equations d’Einstein-Cartan
L’action d’Einstein-Hilbert dans la théorie EC est donnée par
S= / (;—kR\/—_g+ ,9,”,,,) d*x, (A.10)
avec R le scalaire de Ricci-Cartan donné par (A.9), g = det(g,,) le déterminant de la
métrique, k = 87G la constante gravitationnelle, .%,, le lagrangien de matiére et d*x
I’élément de volume. En insérant 1’expression dans (A.10), on obtient
S= / [i (R+ K™ 0K gy = K27 K ) \/—_g+,$m] d'x
_%/\/——g%gw”udo, (A.11)

le deuxiéme terme de cette relation représente le terme de surface, ce dernier ne contribue
pas aux équations et peut donc étre négligé.
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A.2.1 Variation de ’action par rapport a la métrique

En faisant varier 'action (A.11) par rapport a la métrique, on obtient

5 [1
57 [2/< (R+K"" K¥ oy — K2, K“M)\/_+($ ]_o. (A.12)

Cette relation peut étre réécrite comme

OA | A byTg_ 2% 02,
597 g 0g7 =g og7

avec

A =R+ K™K gy — K KH ). (A.13)
Aprés quelques manipulations, ’expression prend la forme suivante

0 ~ 0/— 2k 0%,
|07 (Row = K* iKY o + K K" 1) | + A = Lo (a4
0g° V=9 59”" V=g 097
Il est possible de montrer que
' ov=g_ T 99 _ 1
V=g 0gr" _ 2g8grm 27"
et
1 0/— 1 09 1
vV 59;70 29 0gps 2 '
ainsi, I’équation (A.14) se transforme en
~ 1 2k 0.7,
Rog = K* iKY g + K 0yK” s = 5Ag o = e s (A.15)
Le terme de droite défini la partie symétrique du tenseur énergie-impulsion
2k 0L =17, (A.16)

g =

puisque les variations par rapport a la métrique sont synonymes de changements au niveau
des distances entre les points de I'espace-temps, la relation traduit donc le fait que
le tenseur énergie-impulsion est relié aux degrés de liberté de translation. Dans I’espace de
Riemann, le tenseur d’Einstein est donnée par

- - 1 -
Gpa = Rpa - zgpaR: (A17>
en utilisant (A.73) et (A.77) dans (A.T5), on obtient
E’~p0 =k (’Tpa +up0) ’ (A18>

89



Annexe

oll Uy, est un tenseur symétrique traduisant l'effet de la torsion de l'espace-temps, il est
donné par

1
K

en terme du vecteur de torsion, il devient

1
Z/{po: [K/\pAK”au_K)\UuKupA_zgpa(K/\v/\Kuvu_KW\uKy)\V)]' (A.19)

k

les expressions (A.160) et (A.19) définissent le “tenseur énergie-impulsion effectif ” qui joue
le role de source pour la partie purement riemannienne du tenseur d’Einstein.

1 1
Upo = — [4TPT0 — K K" 51 = 5900 (4T, T" - KM,,KHM)] ,

A.2.2 Variation de ’action par rapport au tenseur de contorsion

En faisant varier 'action (A.11) par rapport au tenseur de contorsion, on obtient

) 1 (=
[— (R+KU)\)\K‘UUH—K)\U”KIJ)\U) \/_g+$m:| = 0:

OKPB, | 2k
ou bien 5 ok 5P
SKPe (977 (Roo = KK 04 K K )| = V=g SKFe
14 14
Sachant que K* ,, = —K,,*,, la relation précédente devient
) ~ 2k 0%,
5KPe, (97 Roo + 977K, K" = 97K 4K ) = /=g oKE=,’
donc
0K, %, oK* 0K, ,
po P u po A o _po P A
A T T T

0K* 5, B 2k 0.2,
YoKBa, /=g oKB )’
ot on a utilisé le fait que g°” et KB, sont des variables indépendantes, c’est-a-dire,

0gP?
5K,

—g" K, " (A.20)

= 0. En définissant le tenseur moment angulaire de spin comme étant

1 0%,
Spa ¥ = ——— :
V=g 0KPBx,

I’équation (A.20) s’écrit
050,08y K" 5 + 05050, K, " ) — 05040y K 4y — 04050, K, " ) = 2ksp ",
donc, la deuxiéme des équations d’Einstein-Cartan est donnée par
0rK" g, — 6;/(“ ap + KY op — KY go = 2ksp,”.
Enfin, en utilisant la convention d’antisymétrisation, on obtient le résultat suivant

KY (ag) + 0, K" g1 = ksga ¥ (A.21)
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