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Chapitre 1

Introduction Génerale

La création de paires de particules chargées dans le vide par un champ électrique externe a
été étudiée par Schwinger il y a plusieurs ans. Bien qu'un demi-siecle se soit écoulé depuis la
publication de I'ceuvre classique de Schwinger, le sujet de la création de paires reste largement
discuté dans la théorie des cordes et des trous noirs [1],[2]. Le mécanisme de Schwinger de
la production par paires, mis en avant pour étudier la production de paires électron-positon
dans un champ électrique fort et uniforme, a été appliqué a de nombreux problemes de la
physique contemporaine. Dans la physique des circuits électroniques macroscopiques, l'effet de la
production de particules est entravée par la petite taille de I’énergie de transition par rapport a la
hauteur de barriere qui est de 'ordre de la masse d’électrons [3],[4]. Le mécanisme de Schwinger a
souvent été invoqué pour étudier la production de particules dans chromodynamique quantique,
appliqué aux collisions nucléon-nucléon ou e + e—, le champ entre un quark et un antiquark
est représenté en approximation par un champ de jauge abélien sous la méme forme que le
champ électrique constant entre deux plaques de condenseur en électrodynamique quantique
QED)]5],[6].

Des nombreux travaux (expérimentaux et théoriques) ont été publiés sur le systéme a deux
nucléons. Cependant, nos informations sur les forces nucléaires sont encore plutot petites. Du
point de vue théorique, cela est du en partie a la difficulté de résoudre le probleme de la diffusion.
Par conséquent, il nous semble intéressant de discuter d’un potentiel nucléaire spécial pour
lequel nous pouvons obtenir facilement une solution exacte. Ce potentiel est non local et donc

de forme fondamentalement différente de ceux habituellement discutés, mais comme personne



ne connait la forme correcte, il reste de la place pour tester de nouveaux types [7]. Les potentiels
séparables ont été largement utilisés en physique nucléaire, il y a depuis de nombreuses années
que I’équation de Schrédinger avec un potentiel séparable peut étre résolue analytiquement. Les
potentiels séparables sont tres pratiques du point de vue mathématique car ceux-ci réduisent un
ensemble d’équations algébriques faciles a résoudre. Cependant, physiquement, ces potentiels
ne sont pas une bonne représentation car la non-localité est diffusée sur toute la gamme. De
nombreux potentiels séparables ont été construits pour reproduire les données de décalage de
phase a deux corps et I’énergie de liaison de deutéron, mais ceux-ci ne reproduisent pas d’autres
propriétés de deutéron comme les facteurs de forme, la probabilité d’état D, etc [8].

Des potentiels séparables ont été utilisés dans différents calculs & plusieurs corps comme la
matiére nucléaire, le triton et les noyaux finis. ces potentiels, en raison de leur simplicité, sont
presque exclusivement utilisés pour ’étude de problemes a trois corps en physique nucléaire.

Dans une tentative de réconcilier la mécanique quantique avec la relativité, Dirac a proposé
de linéariser I’équation de Klein Gordon (KG) des particules libres, en se basant sur la relation
relativiste quadratique entre I’énergie et la quantité de mouvement. Il a bien obtenu une équation
relativiste de premier ordre par rapport au temps décrivant ainsi le mouvement d’une particule
de spin-1/2, tels que I’électron. Historiquement Dirac a introduit son équation sous la forme :

() = (@.F + Bm)(a) = i 27 (11)

ot H est Popérateur Hamiltonien, ¢ (x) et m sont respectivement la fonction d’onde et la
masse de la particule relativiste, P est I'opérateur impulsion et @ et 3 sont des coefficients a
déterminer.

—

_
Or comme p = —iV I’ “equation de Dirac s’écrit explicitement :

(—iﬁ.? + Bm)yY = i%f (1.2)

Comme on le verra plus loin, les coefficients a; (i = 1,2, 3) et § ne peuvent pas étre des nom-
bres. Ce sont des matrices n X n et ’équation de Dirac peut-étre considérée comme une équation

matricielle dans la quelle la fonction d’onde 1 est une matrice colonne a n composantes :



Y

Pour que I'équation de Dirac soit considérée comme l’équation décrivant le mouvement
relativiste d’'une particule libre de masse m, chacune des composantes v; de la matrice colonne
1 doit satisfaire 1’équation de Klein-Gordon c-a-d
32%(1')

(@ +m?) (@) =0 = (= V2emAi(a) = -5 (1.4)

Pour cela, il suffit d’appliquer Popérateur Hamiltonien H & 1’équation de Dirac. En effet, on

obtient dans ce cas

= . — 82
(—i@.V + Bm)(—id.V + Bm)y = —8—;5 (1.5)
soit donc explicitement :
1 3 82¢ . 3 oY 2 9 82¢ =2 2
5 > (aiaj+ajai)m—lm Z(aiﬂwai)w MY =—og = (=V7+m7 )y (1.6)
ij=1 i=1

Cette relation impose donc, comme on peut le voir, des conditions sur les coefficients «; et 5.

Ces conditions sont

Q0 + oy = {Oéi , O[j} = 25”1
B+ Ba;={a;, B} = 0 (L.7)
0‘12 = 32 = I

ou I est la matrice unité.

La relation d’anticommutation {c;, 3} = 0, indique clairement que les coefficients a; et 3
doivent étre des matrices et non des nombres. D’autre part pour que l'opérateur Hamiltonien,
H :(—iﬁ.§>+ﬁm), soit un opérateur hermitien, il est nécessaire que les matrices a; et 8 soient
des matrices hermitiennes c-a-d 8 = 3 et

ol =o; Vi =1,2,3.



On montre que la plus petite dimension avec laquelle on peut construire les matrices a; et
a est la dimension n = 4. Le choix de ces matrices n’est cependant pas unique.

En choisissant la représentation dite de Dirac-Pauli, les matrices 5 et a; s’écrivent

0 I g; 0 .
ﬁ: y Q; = 722172’3 (18)
-1 0 0 o;

La physique est indépendante du choix de la représentation préférée.
ou I et 0 sont respectivement les matrices unité et nulle 2 x 2 et 0; = (i = 1,2, 3) sont

les matrices de Pauli :
o1 = , 09 = , 09 = (1.9)
Le fait que les matrices «; et § soient d’ordre 4, conduit nécessairement, dans ’équation de

Dirac, a ce que la fonction d’onde de la particule soit une matrice colonne a 4 éléments :

P = (1.10)

Cette fonction d’onde a 4 composantes n’est pas un quadrivecteur mais un nouvel objet appelé
bi-spineur de Dirac (On dit aussi spineur par abus de langage).

Ecrivons maintenant I’équation de Dirac sous forme covariante en introduisant

Y =7 =5, (1.11)
7 ==y = (1.12)

qui conduit a
iy, — m)y (7, t) = 0. (1.13)



Réécrivons ainsi les relations (1.7) comme suit :

{1%9°} =2 (1°)* = 2 x Laxa,
{+*.7'} =0,

o (1.14)
{717’7]} = 0,1 # j,
"y = 29",
en présence d’une intéraction, I’équation de Dirac s’écrit comme suit
(V" (i0, — eAu) — m] o (7, t) = 0. (1.15)
Multiplions I’équation de Dirac a gauche par
ol 0 Qs 0 —
0 za—eAg—{—a(z@i—eAi)—ym Y (7, t) =0, (1.16)
.0
zaw = Hop + V), (1.17)
ou
Hy = —a'8; ++°m,
0 i (1.18)

V =eAy+ea’A;.
cette derniere équation ressemble a 1’équation de Schrodinger en interaction classique avec un
champ électromagnétique, méme si la fonction d’onde est un spineur. Notamment, dans le cas
particulier on A, = (¢, 0) le potentiel se réduit au potentiel électrique multiplié par la charge
de la particule e.

L’équation de Dirac découle de la densité lagrangienne :

L= Ui 0 —ms = £+ 20, [Irv] (1.19)

ou

£ = & [0 (0u) — (29) 79 (1.20)



avec : 1) et 1) qui est un spineur “ligne” ¢ = (ﬂl,@%@?ﬂﬁl). Dans les deux cas, les densités
lagrangiennes £ et £’ s’annulent lorsqu’elles sont évaluées pour un spineur solution de I’équation
de Dirac.

L’équation relativiste de premier ordre du Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) est une équation
décrivant les particules de spin-0 et de spin-1. Elle a considéré est une extension du formalisme
covariant de I’équation de Dirac, décrit les particules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1,
dans lequel on remplace les matrices gamma par des matrices béta vérifiant un algebre plus

compliquée connue sous le nom de ’algebre de Kemmer
(189, — My, = 0, (1.21)

avec " sont des matrices satisfaisant les relations de commutation suivants :

p

o Lt e 1 2o 2ot VIR =
BB +B8BB =689"+5g" (1.22)
dont les matrices possedent trois représentations irréductibles, une triviale de dimension 0 , et

les deux autres de dimensions 5 et 10 représentant respectivement

les particules de spin s = 0 et s = 1. Elles génerent 1’algebre de Kemmer suivant
~U~V=\  =A=U~u ~A ~u
BBB +688 =g +g78. (1.23)

aux matrices des algebres de spin demi-entier, tel que l'algebre de Dirac, elles possedent la
propriété des algebres de spin entier non inversibles.
. . . N ~k+ ~k =0+
On choisit une représentation pour les matrices Bu dans laquelle 5 =-—(§,et 3 = —

~0 , . . .
B, et on écrit pour le cas de spin-0 les matrices suivantes comme

suit :
~ 9 0 ~i 0 ¢
L B I L P ) i=1,2,3 (1.24)
0 0 —ph 0
avec
0 1 ) 100 [0 -1 0 5 00 -1
0= y P= » P » P= (1.25)
10 0 0 0 0 0 0 00 0



et pp représentant la matrice transposée de p et 0 étant la matrice nulle. Par contre, pour le

cas de spin-1 on a

0 00O 0 0 ¢ O

i " 01 0 i 00 0 0 —is .

B=| . . B = i=1,2,3 (1.26)
00 1 0 0 - 0 0 o0
o' 00 0 00 —is; 00

avec 0 et e; sont données par :

Gz(ooo),elz(l00),612(010),612(001) (1.27)

et 1 et 0 étant respectivement, la matrice unité et la matrice nulle. Les si sont les s; matrices

standards non-relativistes du spin-1

0 0 O 0 0 ¢ 0 —i 0
s1=1 00 —i |,s1=[ 0 00 |,s=|4 0 0 (1.28)
0 « 0 - 0 0 0 0 O
En présence d’une interaction électromagnétique A*, Eq. (1.21) prend la forme :
{iB" (B +ieAy) — M} b (Z,1) = 0. (1.29)
Conjuguons maintenant I’équation (1.21) :
i, 8" + Myt =o0. (1.30)

On définit 1) par :
_ ~0\ 2
b=t {2 (5) —1}, (1.31)

d’ou

9B =yt B, (1.32)



avec 1) étant I’adjoint det) qui vérifie I’équation adjointe suivante :

i (0, —ieAu) B + My =0, (1.33)
Sachant que :
—~p~0 ~4~0
VBB =yt R (1.34)
on tire I’équation de continuité :
o J" =0, (1.35)

ou J# s’écrit de la facon suivante :
= (0, ) = 9By, (1.36)

avec

TF = 95"y (1.37)

La densité de probabilité est alors donnée par
0 -~0
JU =B 1. (1.38)

qui est aussi n’est pas définie positive : comme dans le cas avec des équations de Proca et de KG,
il est donc nécessaire de recourir a la réinterprétation de Pauli et Weisskopf qui est basée sur
la symétrie de charge. Contrairement aux matrices gamma de 1’algebre de Dirac, ces matrices
sont des inversibles.

Les exemples standards et apparemment les seuls pour les solutions des équations relativistes
discutés dans les manuels de mécanique quantique sont ceux du puits carré et du potentiel de
Coulomb. Dans ce contexte, le but de notre travail est d’étudier la probabilité de création des
paires dans I’équation de Dirac en présence du potentiel non local et séparable, et la solution
de I’équation de DKP lorsque le potentiel est aussi séparable et non local.

Cette these comporte deux chapitre de la fagon suivante : Dans le premier chapitre nous
traitons l’effet de perturbation de vide par une intéraction non locale et séparables sur le

processus de création de paires de particules de Dirac, ol nous utilisons ’approche de Schwinger
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de l'action effective pour calculer la probabilité. I’équation de continuité est déterminer et
finalement nous appliquons le potentiel delta de Dirac comme un cas particulier d’un potentiel
non local et séparable.

Le deuxieme chapitre consiste a étudier le spectre d’énergie de I’équation de DKP avec une
intéraction non locale et séparable en passant par le calcul de 'expession de la fonction de
Green des particules de spin —0.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion globale.
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Chapitre 2

Création Des Paires

2.1 Introduction

Nous savons que le processus de création de paires de particules formulé par Schwinger
[2] au moyen de amplitude de transition vide-vide et en termes d’action effective est en
fait le mécanisme le plus étudié. Ainsi, pour la compréhension de ces phénomeénes physiques,
différentes approches ont été développées telles que celles basées sur la fonction de Green [9], ou
la méthode adiabatique[10] , la technique de diagonalisation hamiltonienne[11] , ’approximation
semi-classique de WKB et plus particulierement la soi-disant approche des états de vide ”in”
et "out” basés sur la transformation de Bogoliubov [12] , le théoréme des statistiques de spin
[13] et les antiparticules décrites par les solutions d’énergie négative remontant dans le temps
étant a la base de cette approche.

Succinctement, la plupart des travaux de la littérature liés au processus de création de
particules considerent la probabilité et un grand intérét est focalisé sur 'obtention de formes
analytiques de cette probabilité. Parmi les expressions, la plus simple est celle que Schwinger a
obtenue en considérant comme interactions avec le vide, un champ électromagnétique constant
et une onde de Volkov. Pour cette derniere interaction, il n’y a pas de processus de création de
paires.

Parmi les travaux utilisant 'approche de Schwinger de ’action effective, nous pouvons encore

trouver d’autres résultats simples pour la probabilité [14, 15] .
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Dans ce chapitre, nous considérons une interaction ayant une forme particuliere en con-
traste avec celle classiquement utilisée : il s’agit d’une forme non locale et séparable [16] Cette
interaction a été considérée dans le cadre du probleme posé par le potentiel de la fonction —§
dans le contexte structure périodique unidimensionnelle [17] et en particulier sur ’ambiguité
du comportement au point x = 0 de la fonction d’onde. L’avantage de la séparabilité confere
au potentiel une certaine flexibilité puisque les calculs sont faciles & manipuler ce qui explique
son utilisation dans de nombreux domaines et plus particulierement en physique nucléaire voir
par exemple [18].

De plus, sachant que I’équation de Dirac avec cette interaction non-locale est résoluble
analytiquement, il nous a semblé utile de considérer le processus de création de paires de
particules de Dirac lorsque le vide est perturbé par cette interaction séparable et non locale et
de voir son effet, la détermination de la probabilité relative a ce mécanisme est notre objectif
principal.

Symboliquement, cette interaction séparable, qui perturbe le vide a une forme de type

matriciel. Elle est la suivante
V=(8g+h)|v><v], (2.1)

ou g et h sont des parametres rééls et 5 les matrices de Dirac habituelles 4 x 4.
Dans l’espace de configuration, son action sur la fonction d’onde (spineur) ¥ (z,t) est définée

par

(o)

<z|V|¥(@t)>= /dx' <z|V]z >0 («/,t) = (ﬁg-l—h)v@)/ dz'v (') ¥ (o, 1),
) (2.2)
ou v (x) = (x| v) est choisi réel et tel que v (z) = v (—z) et v (+oo) = 0.

Il est évident au moment ¢ , cette interaction dépend de ’espace entier via la fonction d’onde

Notez que si 'on se développe v (z') en série au voisinage du point x , nous obtenons avec

l'aide de 'opérateur de déplacement e'(*'~%)P la relation v (z) = ¢ *'~%)Py () . Ainsi , nous

13



avons

<z|V]e >=(Bg+hv(@)v (z) = (Bg + h)v (z) =00y () (2.3)

et son action sur ¥ est donnée par

<a V1w >= (G40 o) [

—00

dx’ei(m/x)ﬁ} v (z) U (x,t), (2.4)

— 2 (Bg + W) v ()8 () v () ¥ (a,1), (2.5)

c-a-d que la non-localité de l'interaction est caractérisée par la dépendance a 'impulsion p

(opérateur). Formellement, la série [ de’etl@'—2)p — 72 da [1 + i(x/;!w)ﬁ + (i(mlg!‘r)ﬁf + ]
est noté par Popérateur 27d (p) .

Apres cette précision, nous procédons comme suit : premierement, 'action effective S*ef 1.
est exprimé en fonction des fonctions Green G ( avec interaction) et G (libre) . Puis, de la
partie imaginaire de S, 1. la probabilité liée au processus de création de paires est déterminée.

En tant qu’application, nous choisissons pour le produit un potentiel non local v(x)v(z’) la
forme du produit d’une fonction de Dirac §(z)d(z") au lieu d’une forme locale §(x) .Le probléme
du potentiel —¢ est connu [19]pour les différents résultats obtenus par la limite de la solution a

Porigine x = 0 quand le potentiel —§ est remplacé par un potentiel fini .

2.2 Action effective

D’abord, il est facile de s’assurer que ’action relative a 'interaction non locale est la suivante

S(¥,0h) = /dxdtc

Ut (z,t) (Oz%% + Bm) U (z,t) — iV (z,1) %\Il (x,t)
:/d:cdt

, 2.6
+0T (z,t) (Bg + h)v () /da:’v ()W (', 1) (26)

puisque par la variation par rapport aux champs ¥'et ¥, nous obtenons les équations d’Euler-

Lagrange
oS _ oL 9 9L 09 OC _ 0 (2.7)
ov+t (y,u) 0¥t Ot aag’% oz 8351{; - '

14



d + (0 d
i YT (g, + B8m) ¥ (z,t) — TS, /R a4
oS | /d:cdt ITF (y,u) (o7 ) T (y,u) (2.8)

OV (y,u) +Nﬁwm+(ﬂg+h)v(x)/dm( N (o 1)

o8 9 0 I /
9T () /dwdté(w—y)é(t—u) Kamx—i—Bm)\I/(x,t)—zat\lf—i-(ﬁg—l-h)v(a:)/da:v(x)\Il(a:,t)

(2.9)
c-a-d on obtient respectivement 1’équation de Dirac
10 .0
(aia:p—{—ﬁm—z(%)\lf( t)+ (Bg+h)v /da:v 2’ t) =0, (2.10)
et son adjoint avec les mémes étapes
oS oL 0 oL 0 oL
- = _ Y 2= - 2.11
OV (y,u) 0¥  otol oz ot ’ (2.11)
+ (-0 9
/dl’dt v (aiax + ﬁm) oY (y,u v (:L‘,t)
3‘1’ (y,u —iut L 8\1/( o Y+ Ut (Bg+h)v(z) [ da'v(z)) M,&u)‘lf (2',t)
(2.12)

o ) [ dat U (a0 (@ =) 8 (=) + Bmd (v — )6 (t = w) = i¥0 ( —y) G (¢

OV (y,u N +Ut (ﬁg+h)v(az)/dx’v(az’)5(az’—y)é(t—u)

(2.13)

15
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05 = /dmdtlll+a86 (r—y)o(t—u)

oV (y,u) i0x
+ / drdtUt ms (x — 1) § (t — u)
—i / dzdtV"6 (z — y) %5 (t —u)
+ / drdtU™ (Bg + h)v () /da:’v ()6 (2’ —y) 6 (t —w) (2.14)
Alors
oS 0
) /da:\I/Jr (z,u) aia—xé (x—y) + 97" (y,u) Bm
—i / dt¥t (y,t) %5 (t—u)+ /dm\I/+ (z,u) (Bg+ h)v(z)v(y)o (t —{B.15)
U (2,t) <_188xa + pm + 188t> + v () /dw’v () ¥t (2',¢t) (Bg + h) =0, (2.16)

«a et B étant les matrices habituelles de Dirac 4x4.

Nous savons que "amplitude de la transition vide-vide A(vac. — vac.) est donnée par [20]

A(vac — vac) = / DYDYl [ drdt ¥ Op¥ / DU DU (2.17)

= NDetOp = ¢'%i7, (2.18)

ol maintenant, U et ¥ sont des variables de Grassmann et Sef ¢ est laction effective qui,

dans notre cas, est donné par ’expression suivante

, ap+ Bm — E +i0+
Seff = iexp

—Trln —
ap+ pm—E+V 440t

(2.19)

V' étant la perturbation qui est I'interaction non-locale.

La détermination de la probabilité P qui est le but de notre travail est défini en termes
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d’action effective par

& 2 G Gk & _
P=1— eS| =1 - (e Sip) =1 - 2mSs ~ 21m 5,y (2.20)

Pour la détermination de S, tf » il est plus approprié d’utiliser I'identité

n% _ / ds [ezs(bHO*) . ezs(a+10+):| 7 (2.21)
b+ 10 0 S

afin d’utiliser la forme exponentielle. Puis, S, 7t prend la forme suivante

Seff —iTr /+°O @ [eis(aﬁJerfEJrVJriO“') _ ez’s(aﬁ+5meA'+i0+):| (2.22)
0 S
+ . .
=iTrpTr, / = @ [eis(aﬁ+ﬁm+v+io+) B eis(aﬁ+ﬁm+i0+)} Tr, <€_st> ’ (2.23)
0 S

ou le symbole Tr = Tr,Tr;T'rp indique une sommation diagonale respectivement sur les co-
ordonnées spatio-temporelles et sur les indices spinoriels. La derniere trace ayant été factorisée
parce que les opérateurs p et F commute.

Notons par |t > et | z > les vecteurs propres des operateurs Z et ¢ . Ces kets sont tels que
tt>=t[t>, Flt>=id |[t>d|a>=a|a>etp|o>=2|z>.
is

La derniere trace par rapport a 'opérateur de translation temporelle e~ E st facilement

calculable . Tout d’abord, développons-nous en série ¢~E on tenant compte de 'action de E

sur le ket | ¢ > le résultat est simplement égal a

2
s 0 s2
e BB |t >= <1+s+( i) +> |t >

ot 2!

=|t+s>. (2.24)

Ensuite, 'élément de matrice de e ¥ a comme résultat

<ty | €5 | to >= (ty| ta + 5)

=0(s—(ty —ta)), (2.25)
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cela nous permet d’obtenir sa trace

T
Trietor = /dt <ty |eShi |ty > = /dta(s (th = ta))lyy gt = 5(5)/ dt = T6 (s).
0

ty=ta=t
(2.26)
L’action effective est réduite a
g R} (s) is(ap+Bm+V+i0T) is(ap+pm—+i0t)
Sepp =T alsTTrDTTJc {9 (s) <e —e )} , (2.27)

ou la fonction de Heaviside 0 (s)a été ajouté afin d’étendre les limites des intégrations (0, c0)
en (—oo, 00) .Ainsi, nous avons exprimé l’action effective en fonction des opérateurs d’évolution
(ou propagateurs) avec et sans interaction.

Cependant, il nous semble plus approprié d’utiliser les fonctions de Green pour la détermination
de S.ss . Pour cela, avec la représentation intégrale suivante de 6 (s)

oo ge  gifs ,
0(3)/00 Y pour9(0)7§7

qui devient avec le passage & — £ — H

9( ) /—I—OO d& eis(é’fﬁ)
s) = _—
oo 2T E—H —i0

nous obtenons la représentation intégrale du propagateur au moyen de la fonction de Green
s +oo qe ei€s
0 (s) el :/ S — (2.28)

oo 2iTE — H — 0t

ot —H est le Hamiltonien qui régit le mouvement. En remplacant H par (ap+ fm) et par
(ap 4+ Bm + V), nous avons respectivement les opérateurs de Green

- sans interaction (libre)

- 1
Go (&) = E — (ap+ pm +i0+)’

(2.29)
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- et en présence de 'interaction non-locale V

(&) = ! (2.30)

E— (aﬁ+6m+f/+z’0+)'

Ainsi, 'action effective est maintenant fonction de G et Gy

5 o too g . .
_ eff:z'T/ ds(;)/ %elfsTrDTrw [G(S)—GO (5)] (2.31)
Too £dE A R
=1 [T [6(6) - Ga(e)] (232
avec la propriété fj;o ds@eiss = — fj;o dsd' (s) e'¢® = i€ fj;o dsé (s) €' = i€ a été utilisé

afin de simplifier les intégrations.

Il reste a déterminer GG. Formellement, observons que G et Ggvérifie les équations suivantes

~

[€ = (ap+ B+ (Bg + h) [v) (v])] G (€) =1, (2.33)
€ — (ap+ Bm)] Go (€) =1 (2.34)

et de ces deux équations, nous obtenons la relation entre G (€) et Gy (€)

G (€)= Go(€) +Go (€) (Bg+h)|v) (v] G (€). (2.35)
Afin de déterminer G’, nous pouvons procéder en suivant deux méthodes non perturbatives
et perturbatives :

1-méthode non perturbative : premiérement, en multipliant Eq.(2.35) & gauche par le bra

< v|, nous obtenons

(0| G (€) = (v[Go (€), (2.36)

oll nous avons posé

I = (v|Go (€) (Bg + h) |v). (2.37)
qui est une matrice. Ensuite, en remplacant cette expression dans I’équation, nous obtenons
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lopérateur Green lié a I'interaction

A~ ~

G (€) = Go(€) + Go (€) [v) (Bg + h) 1

= (o] Go (€). (2:33)

en fonction de Go(libre). Cette méthode pour obtenir G est donc non perturbative.
2- autre méthode (itération) est perturbative : elle consiste a remplacer successivement G

du deuxiéme membre par son expression (2.35)

G () = Go (&) +Go (€) (Bg + 1) |v) (v] G (€)
= Go (&) + Go (8) (Bg + 1) [v) (v] (Go (€) + Go (€) (Bg + M) v} (v] G (&)

= Go (&) +Go (€) (Bg + h) [v) (v] Go ()

0 (£) (Bg + h) [v) (v] Go (€) (Bg + h) [v) (v] Go (€) +
0 (£) + Go (&) (Bg + h) [v) (v] Go (€) + Gy (€) (Bg + h) [0) T (v] Gy (€)
0 (€) (Bg + h) [0) T2 (v] G (€) +
0(E) +Go(E) (Bg+h) vy (1+T +T2+...) (v] Go ()
Go (€) + Go (€) ) (Bg + h) 1

m+ 1+
Q> Q> Q> Q>

= (0] Go (€), (2.39)

Donc, le résultat est le méme suivant les deux méthodes.
De plus, il est remarquable de noter que le deuxieme terme de la fonction de Green, qui est
le seul a contribuer au calcul de I’action efficective, a une forme séparable grace a la séparabilité

du potentiel.

En effet, dans 'espace de configuration, ce 2éme terme peut s’écrire comme suit

(] Go (€) [0) (Bg + h) 1= (] Go (€) [wa) = (] Go (&) [v) (Bg + 1) T (vl Go (€) |a)

= V" (x,€) (Bg + h) fv (Ta; €)

=27V* (23,£) 6 (p )(59+h)7v(%75) (2.40)
ou V (z;€) fdxcv (xc) Go (ze,x; E)
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Ainsi, une fois de plus, il apparait au deuxieme terme de la fonction de Green la car-
actéristique de non-localité & travers lopérateur & (p) depuis G (xp, xq; E) est une solution d’une

équation pseudo différentielle suivante.

oo

S+iai—6m+(ﬁg+h)v($b) </

Iy D R
e da'e® b)awb) v (:Bb):| G (zp,20;E) =0 (Tp — T4a)

(2.41)

Il est clair que la dépendance infinie dans 0%17 pose le probleme du traitement du potentiel
comme perturbation puisque le terme iaa%b peut aussi étre considéré comme une perturbation
par comparaison avec le potentiel.

Cependant, puisque I'expression de G est de méme selon les méthodes directes et perturba-
tives, on conclut qu’il y a continuité analytique et que le traitement est indépendant du choix
de la forme de la perturbation.

Maintenant, déterminons les deux fonctions de Green avec et sans interaction.

2.2.1 Détermination de I’action effective et probabilité

Tout d’abord, déterminons explicitement la fonction de Green Gy (x4 x4; €) qui est 'élément

de matrice de Popérateur Gy. En insérant le projecteur [ dp|p) (p| = 1 et avec I'aide de la relation

etpT

plp) = plp) , Vopérateur p est éliminaté . Alors, utiliser le produit scalaire (x| p) = G5 1OUS
avons
Go (xb,wm 5) = <IL‘b’ éo (8) ’ma>
e . 2)
"LE —(ap+ pm +i0F)
+o00 dp eip((a:;,—a:a))
- /oo 27 € = (ap + Bm +i07)
400 dp eip((zbfxa))
N 2 2.
/_oo 2w52_p2_m2_i0+(5+ap+6m), (2.42)

Il est évident qu’il y a deux poles + (\/ E2 —m?2 — 1'0+) situé sur les plans 1/2 inférieur et
supérieur. Selon la méthode des résidus, il est facile d’effectuer 'intégrale. Pour les différents

cas de xp et x,, le résultat peut étre obtenu par les manipulations suivantes
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400 1 )
Go(wp2a;E) = (Bm+ E) / ” elPienan) (2.43)

oo 2 E2 —i0F — (p2 + m?2)

+o0 d )
ap p ip(Tp—a) 2 44
+a/_oo om €2 — 0t — (p% + m2)© (244)

et utilisons les décompositions

1 1 1 1 1
= = — 2.45
E?— (p24+m2) pi—p*> 2po [p+p0 p—po] (245)

D D 1 [ 1 1 ]
_ - __ + 2.46
E?—(p2+m?) py—p*>  2[p+p0 p—po (2.46)
donc
too g 1 1 ,
/4 _
Go (zp,xa; E :ﬂm—i—E/ [ — ]elp(wb Ta)
(oo €)= 50 ( ) oo 2T [PFDPO DP—Do
+
_ 0‘/ = dp [ 1 + 1 } eiP(Tp—ta) (2.47)
2/ 21 |p+po  P—DPo
si xp, — x4 > 0 demi-plan supérieur pg = — [\/ E?2 —m? — i()}
Comme les résultats des intégrations sont simples
_l’_
/ Tdp [ L2 ] eP@ =) —§ TLim (p+ po) [ SR ] e Po(@o=Ta) — je=iPo(2p—Ta)
—0o 2T [p+P0 P —Po p——Po P+po P—Dpo
(2.48)

+
/Oodp[ L, 1 ]e@(rb—%):i lim (P+p0)[ L, ]e‘ipo(mr%):z’e—im(%—%)
—oo 2 [P+Po P—DPo P——Po pP+po P—Do

(2.49)

Alors, la fonction de Green libre est la suivante
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Go (wp,74;E) = QLpo (—apo + (Bm + E)) e~ Pol@s—a) (2.50)

si zp — o < 0 demi-plan inférieur py = [\/ E?2 —m?2 — iO}

+
/ 0o @ [ 1 _ 1 ] eip(xb—xa) = —7 lim (p_po) [ 1 _ 1 ] ez‘po(:cb—za) _ Z'eipo(wb—wu)
2r [p+po  P—DPo P—po Ptp P—po
(2.51)

—00

teod 1 1 . 1 1 ’ :
/ ap |: 4 :| ezp(acbfxa) = —¢ lim (p _ po) |: + :| ezp(xbf:ca) — _Zveng(:pb—:pa)

—c0 2T [pH+po P —po P=po p+po P—po
(2.52)
Alors, la fonction de Green libre est la suivante
Go (zp,x4;E) = QL (apo + (B + &)) ePo(@o=2a) (2.53)
Po
Finalment, la fonction de Green est
R R GEN7=a _ ) —iVEZ—m2|(zp—a)|
Go (xpxq;E) = Wiz ( aVE? —m?sin (xp —z4) + (Bm+E) ) e b
(2.54)
Pour le trosieme cas c-a-d
2 <m? (2.55)
pg=E>—m?=—(m? - &) = —«* (2.56)
la fonction de Green sera définit comme suit
dp 1 9o (25— dp P o0 (2 —
G L&) = £ oF ipo(T6—2a) / halsd ipo(Tp—Ta)
0 (@5,a; £) = (Fm + )/ 21 €2 — 0T — (p2 + m2)" T e o e md)©
(2.57)
utilisons toujours la méthode de décomposition
1 1 1 1 1 1
— - _ = — 2.58
E2— (p24+m?2) —p?——k? p? + K2 2ik {p +ik  p— z‘m] (2:58)
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p D D 1 1 1
- - _ =_= 2.59
E?2 — (p2+m?) —k2-—p? K2+ p? 2[p+m+p—i/<c} (2:59)
donc
1 dp 1 1 - _ 1 dp 1 1 ; _
G &= — E “r o ipo(Tp—Ta) T~ / ipo(Tp—Tq)
0 (%, 70; &) 2iﬁ(ﬁm+ )/27r [eri/{ pm}e 2% on p+il€+p7il-€ ¢
(2.60)
pour (xp — x4) > 0;pg = ik
k =vm? — E? ——demi-plan inférieur
Comme les résultats des intégrations sont simples
/dp [ ! — — ! ; ] ePo@=Ta) — i lim (p — ir) [ ! — — ! , } ePo(@p—Ta) — jo—r(b—a)
27 |p+ik  p—1ik p—ik p+ik  p—1IK
(2.61)

1 1], 1 1],
/ ;l—p [ + } e =a) = —j lim (p — ix) [ + ] ePo(Er=ra) = _je=r(ba)
™

p+ik  p—iK p—ik p+ik  p—ikK
(2.62)
1
Go (w,20; €) = o (iak + (Bm + £)) e (@o—Ta) (2.63)
pour (zp — x4) < 0;pg = —ik
k = vm? — E? ——demi-plan supérieur
Comme les résultats des intégrations sont simples
/dp LI ePo(Tv=2a) — 4 lim (p —iK) L1 ePo(@o—Ta) — jotr(zp—2a)
2r |p+ik  p—1iK p—ik p+ik  p—iK
(2.64)
/d]? 1 + 1 €ip0(xb—xa) — Z llm (p o Z,‘-ﬁj) 1 + 1 eipo(xb—xa) — 7;€+H($b—$a)
T p+ik p—1ik p—ik p+ik  p—ik
(2.65)
1
Go (w70 €) = o - (—iak + (Bm + £)) etr(@—za) (2.66)
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donc

1
Go (xprq;E) = o (iaksin(zy — ) + (Bm + £)) e Fle—a (2.67)

Enfin, on trouve que 'expression de la fonction de Green dans le cas libre est

1 _—klxp—z
2—6‘ al [

— iaksign (zp — 4) + fm + E] pour £2 < m?
Go (zp,Ta; €) =

2\/8+726_“52_m2|$b_“‘ [—a\/52 —m2sign (xp — z4) + fm + 5} pour £2 > m?
12 —m

(2.68)
ot le lien entre k = vVm?2 — £2 (avec £2 < m?) et poy=vE2 — m? (avec £2 > m?),est donnée par
R = ipo.

Ainsi, la fonction de Green G liés a notre interaction non locale est

1 .
G (xp,xq; E) = %eﬂpo‘xb*x“ [—aposign (zp — x4) + fm + E]
0

1 2 p4o0 ptoo ] ]
+ (—> / / dz.dz,v (x)v(x,) e Polro—ze| o —ipolzz—Tal
2”70 —o0 —00

[—aposign (zp — zc) + fm + E] (Bg + h)

(2.69)
X [ﬁ} [—aposign (x, — z4) + Bm + &]
et l'action effective a pour expression
- EdE [ 1)
Seff = _iT/ i <—>
¢ 2im \ 2ipg
fj;o fj;o dzed,v (x.) v (x,) e~ Poles el g=ipolz: —zal
xTrpTry [—aposign (zy, — x.) + Bm + E] (Bg + h) [ﬁ} , (2.70)

[—aposign (x, — xq) + fm + &]
ot pg = VEZ —m?2 pour £2 > m?2.

Calculons la matrice I'. En insérant les deux projecteurs [ dxy |zp) (x| = [ dzg |24) (24| =

1,nous obtenons
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I'=<v|Go(Bg+h)|v>
+oo  p+o0
/ / dxydz,v (zp) Go (2, 245 E) (Bg + k) v (24)

“+o0o “+o0o
/ / dxydzav (zp) {—e”’o'xbx“ [—aposign (xp — zq) + fm + E]| (Bg + h) v (z4)

2ipo
(2.71)
1 “+o00 “+xp —+00
= T ), @) </ / ) dage™ ol el [—apgsign (zy, — 24) + Bm + E] (Bg + h) v (24)
0
(2.72)
1 J75 dapv () e Po% [T dgv (24) €707 [—apo + B + €] 89+ 1)
2ipo + fj;o dxpv (xp) e~ "Po%o f;;oo dz v (z4) €P0% [apy + Sm + &]
(2.73)
1 +o0 ) +xp )
= [ da / dav (za) €707 (Bm + €) (Bg + ) (2.74)
ZpO —00
= —J[Eh—l—mg+ﬁ(€g—|—mh)] (2.75)
21pg
avec
+oo e’} )
J = / / daydzqv () v (z4) € PolTe—al,
telque

+o00 0o ‘
/ / dzpdz v (xp) v (24) e~ ipolry—Ta

. +OO— z +oo .
i ([

+oo z ) +oo +oo )
:/ dapv (fﬁb)/ dzqv (Zq) e_Zpo(xb_“)%—/ dxyv (:cb)/ dzqv (z4) ePo@o=Ta)

—00 —00

+oo ) Ty ) +oo ) “+o0o )
:/ dxpv (xp) e_”’ow"/ dzqv (xg) €P0%e —I—/ dzpv (xp) e”’owb/ dzav (xg) e Po%a
xX

+oo ) T )
:2/ dxpv (:Bb)e_lpox”/ dxav (x4) €P0%e (2.76)
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Ensuite, nous pouvons déduire ﬁ qui est aussi une matrice. C’est égal a
1 1 B 2ipy
1-T  1-— ﬁ,][é’h—l—mg—l—ﬁ(é'g—i—mh)] "~ 2ipo — J (Eh +mg) — BJ (Eg + mh)
2ipg [2ipo — J (Eh 4+ mg) + BT (Eg + mh)]
(2ipo — J (Eh +mg) — J (Eg + mh)) (2ipg — J (Eh + mg) + J (Eg + mh))
2ipg [2ipo — J (Eh 4+ mg) + BT (Eg + mh)]

2o — T (€ +m) (h+ )] Ripo+ (€ —m) (g — W]’ (2.77)

et donc l'action effective S.ff a maintenant, pour l'expression

S T/ EdE 1 1
T Je 2im 2ipy [2ipo — T (€ +m) (h+ 9)] [2ipo + J (€ —m) (9 — h)]
[72 [ dueda,v (ve) v (1) e~ Poleo—el g =ipolzz—aal
- ) — 4 + + g + h
TrpTr [—aposign (zy — xc) + Bm + E] (Bg + h) ‘ (2.78)
X [2ipg — J (Eh +mg) + BJ (Eg + mh)]

X [—aposign (x, — x4) + fm + E]

Passons au calcul des traces relatives aux matrices dans Sy .
Apres le développement des 4 produits des facteurs contenant les matrices a et 5 et I'utili-
sation des propriétés des traces Tra = Trf3 = Tr (aB) = 0 , il est facile de voir S, rf est réduit

a

S —4T/d€ £ :
el ¢ 2im 2ipg [2ipo — J (€ +m) (h + g)] [2ipo + J (€ — m) (g — h))

[ [ daeda v (we) v () e~ Polovael g =ipolzz—aal
Try 2mé& (Jm (h2 — g2) + Qipgg) )
+ (£J (g% — h?) + 2ipoh) (€2 + m? + pdsign (z. — x4) sign (zp — z))
(2.79)

ou le facteur 4 provient de Trl = 4.

Il reste a effectuer la derniere trace T'r, = fj;o dz ()] relative a l’espace de config-

Tp=Tq=T '

uration
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Apres quelques manipulations, le résultat est le suivant
- EdE 1
- |
" ¢ 2im [2ipo — J (€ +m) (h+ g)] [2ipo — T (€ = m) (h — g))
: , 2
2im (hm + g€) [T2° dwe=?Por <ffoo dzoePoTey (:1:0)>
+& [Jpg (g2 — h2) + 2 (hg—i-mg)] fj;o dx f;oo dz.e~Po%ey (z,) ffoo dw v (z,) ePor=

)

(2.80)

ou nous avons utilisé la propriété v(x) = v(—z) . Cette expression peut encore étre réduite si

I'on prend en compte les simplifications apres intégrations par une partie des deux intégrales

triples suivantes. Pour la lére intégrale nous avons

+o0 ) z ) 2 1 ) z ) 2
/ dxe= 2Pt / dzePo%y (z,) | = ———e 2P0" / dz.e?v (z.)
—00 —00 —2ipo

—00

o0

1 [o© . z . -
+— dxe™ 0%y (m)/ dz.eP%v (x.)
Po J -0 —0o0
2 o0 , v , J
= dxe "P0%y (x dx.eP% v (x.) = —,
2ipo J oo ()/_oo ‘ (e = 2img

(2.81)

ol le premier terme égal & 0 comme le montre 'annexe A .Pour la deuxiéme intégrale, nous

avons

—00 o0 T

+o00 +o00 ) T ) +00 ) T ) oo
/ dac/ dx.e”PoTey (xc)/ dz v (x,)ePor = a:/ dx.e” Py (xc)/ dx v (x,)ePor=
xX

—0o0

—0oQ
+o00 ) )
+/ xdxe Py () dz,v (x,) ePor=

—00

T
—00
+o0 . +o0 .
- / xdxe%v () / dx.e” "%y (z,)

. 0J
= i35, (2.82)

ou le premier terme égal & 0 comme le montre 'annexe A. Ces deux intégrales triples sont

fonction de J .
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Ainsi, nous obtenons une expression pour S, #f ce qui est plus pratique
~ EdE 1
Sers = —8iT / - : .
" ¢ 2im [2ipo — J (€ +m) (h + g)] [2ipo — T (€ —m) (h = g)]

m oJ
— (hm+ g&) J +iE[J 2 h%) 4+ 2 (hE+ —= . 2.83
L an+-8) T+ € [T (57— 12) + 2 (16 4mg)] (2.83)

Dans cette expression, il est évident qu’il y a 2 points de branchementE = +m a cause de
la racine carrée vVE2—m?2 = pg . Par conséquent, il est nécessaire d’introduire 2 coupes situées
dans les 2 intervalles || > m . Les poles (ou singularités) situés dans l'intervalle—m < £ < m,
correspondent aux états liés du spectre discret et les 2 coupes correspondent au spectre continu.

Notons par C™ le chemin]oo — i0,m — i0[U Jm + i0, 0o + 0] et par C~ le chemin |—oo — 0, —m — i0[ U
|—m + 0, —oo + i0[ en entourant les points m et —m dans les orientations négatives et posi-
tives et par fCB le contour entourant les poles sur le—m < E < m axes. L’intégrale sur C se
décompose en 3 intégrales par rapport aux 3 contours : [,= [o4 + [o- + [or

D’abord, laissez-nous déterminer fCB relatives aux états liés et qui correspondent aux poles
(ou singularités, c’est-a-dire que le dénominateur est égal a 0). Ces énergies d’états liés Ep sont

obtenus en résolvant les équations suivantes

2ipg — J(E+m) (h+g) =0, (2.84)

2ipg — J(E —m) (h—g) =0. (2.85)

En remplagant pg parvE2 —m? il est facile d’obtenir les énergies des états liés. Pour la

premiere équation, on obtient ’énergie de 1’état 1ié By

4—(g+h)? Jg,

Ep = m
"o A+ (g+h)1? IR

avec (g + h) <0, (2.86)
(h+9)JIB

=4im————g5—
PBy 4+(}L+g)2J%1

alors que pour la deuxiéme équation, ou il suffit de changer (m,g) — (—m, —g), nous avons
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I’énergie de I'état 1ié By

4-(9-h)?*JR
AH—(g—h)2Jf92

m avec (g —h) < 0. (2.87)
(h—9)JB,
4+ (h=9)? 5,

Ep, =
pBy=—4%im

Les conditions (g & h) < 0 sont dus & la détermination de la racine carrée vVE? —m? =

—iv/mZ €7

Laissez-nous maintenant déterminer la contribution de chaque pole. Pour le ler pole By, a

proximité Binous avons

1 - 2ipo + J (€ +m) (h+ g)
2ipg — J(E+m) (h+g) [2ipo — J (€ +m) (h+ g)] [2ipo + J (£ +m) (h+ g)]
2ipg + J (E+m) (h+g)
—4pg — J2 (€ +m)? (h+ g)?
—2J(E+m)(h+g)
T 4R+ 2 (E+m)P(h+g)°

B
_ _2JB1 (h+g)
Ea+ 3, (h+ 97| —m (1= 73, (h+9)?)
_ e (hty) 1 (2.88)

A+ J3 (h+9)°€—Ep’

et la contribution de ce pole Bj a l'action efficace effective est alors

5:531 ’
pP=PB,
J=Jp,

(2.89)

- &T (h+g)& 1 m . 0J ‘
5 i 2 12
Seir = 13 2 (ht g2 g€ +hm | p (hm + &) J +i55 € [Jp (9> — b?) +2i (hg—i-mg)]}

A la ) TE (g+h) 5,
d+(g+h) TR, A+(g+h)* T3
Depuis Jp,dans un intégral (sur le variable x ) est réel et que Sfflﬁ est réel, cette action

avec £, = et pp, = 4im

effective ne contribue pas a I'expression de la probabilité.

Avec le changement (m,g) — (—m, —g), 'action effective S fof. relatif a By a une forme

similaire & celle de Sgclf. et son expression est
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- 8T (h—g)& 1 m .0J 9 o .
She = — — (h EYJ +i——E [Jp(¢* — h?) + 2i (hE
S 44 g2 (h—g)? g€ + hm p mt9E) Tt ine, Tp (g = h) +2i (hEtmg)) e
p=pg22
J=Jp,
(2.90)
_ 4—(9-h)?JR . (9-Rh)Js
avec 832 = mm et PB, = 4me
Aussi, laction 5’33]{ ne contribue pas a le calcul de la probabilité.
Maintenant, considérons la partie continue. Premiére réécriture S, ff. comme suit
_ € & 1
Se = &iT - ;
J =2 /c++c— 2im po po (J2 (g2 — h?) +4) + 4iJ (hE + gm)
m 0J
R — (hm 4+ g&) J +i€& Jpo (g% — h?) 4 2i (hE+m } 2.91
{2 G+ 98) i8S [ (5 = 12) + 21 (1-+09)] 29)

> : : Qcont.
et apres quelques manipulations, nous pouvons montrer que S¢ 77 prend une forme plus com-

pacte (voir annexe B)

too—ilt ge g po (hm+9€)J © g0 Irolg?=h?)12i(hEtmg)
geont- — _ 16T Re ve o po(J2(92—h2)+4)+4iJ (hE+gm) 20po po(J2(g2—h2)+4)+4iJ(hE+gm)
e m—io+ 2T Do vy (P —9€)J o 00 Tpo(g’—h?)+2i(—hE+mg)
T P22 FA) 1+ 4iJ (—hEtgm)  “C 20po po(J2(gZ—h2)+A) 1 4iJ (—hE+gm)
(2.92)
Il est évident que S’gﬁf‘est purement réel, sa partie imaginaire est alors égale a zéro
Im S¢¢3 =0, (2.93)

c-a-d la partie continue de ’action effective ne contribue pas au calcul de la probabilité. La

probabilité liée a notre interaction non locale est alors simplement nulle.
Geont. | GB &B
P=1-exp (—zlm ( cont- 1 §BL Se;f.)) —1—exp(0) = 0. (2.94)

c-a-d qu’il n’y a pas de processus de création de paire de particules (Dirac) lorsque le vide

est perturbé par une telle forme d’interaction séparable.
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Ce résultat nécessite cependant quelques clarifications ou remarques.
A-Considérons I’équation de continuité. Apres avoir multiplié I’équation de Dirac et son

adjoint respectivement par Ut et Wet par différence, nous obtenons I’équation suivante

O i (1T dat () W (@,0)) (g + h) W (2, t) v (@)

(2.95)
v (2) U (z,1) (Bg + h) ( [ da'w (o ) v (m')) =0,

oll j =0TV est la densité de courant standard . Cette équation n’est pas la forme standard

de I’équation de continuité, mais en utilisant la relation f (z,t) = % i " dsf (z, s), nous pouvons
absorber les deux derniers termes du premier terme de 1’équation précédente et on obtient
maintenant

o , 0 _

= 2.
T +(93: 0, (2.96)

ou

p=UtU4

i/t " (fj;o dx'v (") U (2, s)) (Bg + h) ¥ (z,s)v(x)

, (2.97)
—v (2) ¥ (z,5) (Bg + h) (fj;o dx'v (2') U (2, s))

est la nouvelle densité qui n’est clairement définie positive pour tout v (z) # 6 (z). Cependant,
notons que [ pdz = [T Ut ¥dz = 1 pour tout v (z).

Ainsi, pour ce type de potentiel, localement il n’y a pas de conservation du nombre de
particules (c’est-a-dire que les particules sont créées ou absorbées) mais globalement il y a
conservation du nombre de particules.

Comme, on sait que pour I’équation de Dirac, ¥ est la fonction d’onde , p = ¥T¥ > 0 est la
densité de probabilité et U devient une variable de Grassmann dans le formalisme de I'intégrale
fonctionnelle . Dans notre cas p dépend de v(x) n’est pas toujours > 0 et I'utilisation de 'Eq.11
nous semble non appropriée puisque I’Eq.11 concerne les particules de Dirac (ayant p > 0 ).

Ainsi, le résultat de la probabilité = 0 peut s’expliquer par le fait que la création de paires
de particules de type Dirac ( p > 0) n’est pas possible avec le potentiel non local.

Avec une autre approche, par exemple avec la méthode des états de vide 7in” et ”out”,
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il faut prendre en compte la nature de la particule et les statistiques correspondantes. Nous
savons que nous avons des statistiques de Bose pour les particules satisfaisant 1’équation de
Klein - Gordon et des statistiques de Fermi pour les particules de Dirac correspondantes. Dans
notre cas, il y a une ambiguité sur la nature de la particule.

B- Sur le plan procédural : la forme linéaire E (: i%) utilisé, a conduit a I'apparition de
la fonction Dirac & (s — (t, — t,)) au lieu de la forme quadratique habituelle £2 (z —g—;)que
I’on obtient en général en appliquant I'opération de conjugaison de charge C. Dans notre cas
du potentiel non local, cette opération C' conduirait & une forme non exploitable.

A titre d’illustration, choisissons le cas ot v(z) a une forme simple qui est la fonction delta
de Dirac,

v(z)=0(z). (2.98)

Dans ce cas, l'interaction non locale devient une interaction locale. Nous savons que la
fonction —¢ est mal défini dans ’espace de Hilbert et il peut étre défini par une séquence de
fonctions. Pour résoudre 1’équation de Dirac par exemple, il faut habituellement une séquence
comme un potentiel de puits carré fini, puis prendre la fin de la solution obtenue. Pour le cas
de I’équation de Dirac, on trouve cependant que la solution dépend du choix de la séquence,

contrairement a l’équation de Schrédinger.

2.2.2 Cas particulier : Potentiel —) non local et séparable

Notons que l'intégrale J devient simple

+o0 +00 ) +oo +o0 .
J = / dxv (ac)/ dzv (y) e~ Pole—vl = / dxo (1:)/ dzb (y) e~ Polr=vl = 1 (2.99)

— 00 —00 —0o0 —00

et les énergies des états liés sont égales a

4_ 2

Ep, = = Egime avec (g + h) <0, (2.100)
4—(g—h)’

Ep, = 1 (o~ h)2m avec (g —h) <0, (2.101)
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et les actions effectives liées aux états liés et aux états continus sont respectivement les

suivantes
Sefy. = 2T¢€p,, (2.102)
Sefy. = 2T¢€n,, (2.103)
oo '0+ m (hm+gg) m (hm gg)
Seont- = —16T Re T dEE po((g? h2)+4)+42(h8+gm) po((g? h2)+4)+4z( hE+gm)
SEA m—i0+ 27 po pO( —g€) 0 I (hm—g&)

+po((g2—h2)+4) —4i(h€+gm) ~ po((g2—h?)+4)—4i(—hE+gm)

B Joo—i0t —m—i0"\ 4e £ pﬂo (hm + g&) (po (92 _ h2) n 4)
= -32T (/m_zm +/_oo_,~0+ ) 27 po o (g% — h2) + D)) + [4 (hE + gm)] (2.104)

et que la probabilité pour ce cas de potentiel delta de Dirac

Py=1-— 21‘“(52??” +S.7y. +”eff) —1-1=0. (2.105)

est aussi nulle!

Cependant, ce résultat nécessite a nouveau quelques clarifications

1- D’abord, laissez-nous calculer explicitement Scont en effectuant les deux intégrations.
Comme
£ g€+hm
€2 —m2 [po (9% — h2) +4)]* + [4 (h€ + gm)]?
1 1 1 g+h g+nh Ep,
== + (h,€B,) — (—h, & ,
292—h2+4 /52—m2 4+(g+h)2 4+(g—l—h)25—531 ( B1) ( Bz)
(2.106)
et avec 'aide de I’ Eq.2.261 [21]
R =a+bx+ cz?
/ 1I1<2\/CR—|—2C:B+b> c>0
va 4+ br + cx? \/
-1 . 2cx+b 9
= arcsin c<0 A=4dac—b"<0, 2.107
V=" (2107



et I'Eq.2.281 (avec n=1) [21]

/ da __/ " Ldt R S
(z+p)" Va+br + ca? e+ (b—2pe)t+ (a—bp + cp?) t2 T+Dp ’

(2.108)
nous obtenons le résultat suivant de ces deux intégrales
o d€ VE2—m?2+ €&
/ = lim In mTre) (2.109)
m E2 _m2 E—o0 m
& d€ 1 1 . Ep,
— = — 2 2.110
/m T3¢ —531 - 75129 <arcsm m +7T/ ) > ( )
1
Et ainsi
+h g E2om24E +h 1 . EB
/ e 1 1 i time oo In (VSR ) £, 1, N (avesin 3+ 7/2)
dé...= -————+—
2¢g%2—h?+4 ~h__ 1 VEZT—mP+E ~h 1 £ ’
m g + +4+?97—h)2 limg_,o In (Tm +&p, 4+?g—h)2 \/ng?% arcsin 52 + /2
(2.111)

et aprés quelques manipulations, nous obtenons pour le potentiel delta de Dirac ’expression de

la partie continue de ’action effective

_gth VET—m24E g+h Ep, ( . Epy )
Seont- = 32T o Hme—se In (YESP2) 4 i, Jmr—eg, (T
eff,':_ m g—h . VEITmILE g—h £p . ,
g +m11m5~>00 1n( m ) + T (gh)? \/mzf‘%z (arcsm %)

(2.112)
et il est évident que S'g’c?t — 00 .

Dans notre cas de le potentiel —§ , notons que 'amplitude vide-vide A(vac—vac) = eiSers =
NDetOp — €™ et par conséquent le passage de ’équation 12 a 1’équation 13 pour obtenir la
fonction de Green n’est pas clair. en outre, le potentiel —9 est connu pour le probléme posé
par l'obtention de la solution de I’équation de Dirac et bien que des suggestions [18] comme le

w(0t)+w(07)
2

remplacement de ¢ (z) ¥ (z) par J (x) , la solution de ce probleme reste ambigu.

Sinon, comme la solution de I’équation de Dirac pour le potentiel —¢ est
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(€ (g* — h?) + 2iph) (€ + mp)
(h2 — g%) g + 4ih (hE + gm) po — 4p}
(m (h* — g*) + 2ipog) (m + BE)
(h2 — %) pg + 4ih (hE + gm) po — 4p}

T (z) = B¢ () + 277070 (—1) ®g (0)

+ 2¢'PoTy ()

d; (0), (2.113)

ou le spineur @ (0) est tel que [apg + fm + E] Py (0) = 0 (Pg (x) étant la solution libre de
I’équation de Dirac). Nous reconnaissons dans cette expression une superposition de trois ondes :
incidente, réfléchie et transmise.

De chaque c6té de 'origine, nous avons

B (m (h2 — g2) + 2ip0g)
)= (1 i (h? — g2) p§ + 4ih (hE + gm) po — 4p} m + ﬁg)) 20(0) (2114)

3 (€ (g* — h?) + 2iph)
v (O ) =(1+2 2 2\ .2 : .2
(h? — g?) pg + 4ih (hE + gm) po — 4pj

(€ + mﬂ)) D (0) . (2.115)

et il est clair que ¥ (07) # ¥ (07) et pour z =0, ¥ (0) est indéfinie.

Ainsi, pour le cas particulier v (x) = ¢ (z), la propriété 6 (z) ¥ (z,s) = 0 (z) ¥ (0, s) est non
valide si W (0, s) est indéfinie et Suivant I’ Eq.61, nous n’avons pas le formulaire standard p
= UT¥ pour la densité. En outre p (0,t) et 7 (0,¢) = UTaW¥ sont mal définis.

En un mot, puisqu’il n’y a pas d’équation de continuité pour ce cas particulier, Le potentiel

—4 ne peut pas créer de particules de type Dirac (p > 0) et donc la probabilité est nulle.
2.3 Conclusion

Dans ce travail qui peut étre considéré comme une contribution au probleme du potentiel —9
dans I’équation de Dirac , nous avons considéré le processus de création de paires en déterminant
la probabilité suivant 'approche de I’action effective, le vide étant perturbé par un potentiel

non local et séparable.
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De I'équation de continuité, il a été montré que sous l'effet de 'interaction non locale clas-
siquement, p n’est pas défini positif alors qu’une particule de Dirac a un p > 0 et le résultat
est évidemment une probabilité nulle de créer des particules de type Dirac. Avec une autre ap-
proche comme la méthode des états de vide ”in” et ”out”, la méme ambiguité subsiste, puisque
la nature de la particule en relation avec le théoreme de statistique de spin est nécessaire pour
obtenir la probabilité

Pour le cas limite du potentiel —§, la solution a l'origine x = 0 est mal définie. Dans ce cas,
il n’y a pas de continuité car (p, j) ne sont pas définis a l'origine. Alors, la probabilité de créer

des particules de Dirac est également nul.
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Chapitre 3

Equation de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) avec une interaction non

locale et séparable

3.1 Introduction

Nous savons que les particules relativistes de spin-0 sont décrites par I’équation de Klein
Gordon (KG), équation dont le défaut majeur est une densité p non définie positive et que les
particules de spin -1/2 sont décrites par une équation de type matriciel et linéaire - équation
de Dirac- qu’on obtient en faisant jouer I’espace et le temps un méme role. Si la densité p est
dans ce cas définie positive, 'importance de cette équation réside surtout dans la prédiction de
I'existence d’antiparticules .

Il existe cependant une autre équation relativiste ol I'espace et le temps jouent le méme
role et qui ressemble & celle de Dirac : il s’agit de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)[22],][23],[24]
qui est réservée a la description du mouvement des particules de spin-0 et de spin-1. Pour le
cas du spin 0, les deux equations DKP et KG dans certaines situations,peuvent donner des
résultats différents [25],[26] . C’est ainsi qu’il a été montré pour les réactions meson-noyau, que
I’ajustement des résultats théoriques par rapport aux résultats expérimentaux est meilleur pour

I’équation de DKP que pour 'équation de KG [27]

38



Rappelons que I'équation DKP est de type matriciel et a une certaine ressemblance avec
celle de Dirac ou le temps et ’espace jouent le méme roéle, et ou les matrices de Dirac 4* sont

remplacées par les matrices Bu mais obéissant aux relations suivantes
BB BB =B g (3.1)
En présence d’une interaction cette équation DKP a la forme suivante
(z'B“au - m) O (z,t) + VO (z,t) = 0. (3.2)

Dans ce papier , on se propose d’utiliser des interactions de type non locale et séparable[4][3]
pour I'obtention de la solution de I’équation DKP. Dans le cas non relativiste, il est connu les
interactions de type non local ont été largement utilisées en physique nucléaire.

Cette interaction nous la choissons avec la forme simple suivante
V=M |v) (v] (3.3)

ou M est matrice .

Son action sur la fonction d’onde est donnée par

400
Vo (z,t) = Mvu(zx) / dz'v*(a")® (2, 1), (3.4)

—00

ou l'on peut voir a travers I'intégrale,que I'interaction dépend de la fonction d’onde non seule-

ment d’un point mais de tout ’espace.
3.2 Détermination de Gy (7, 2,,&) et de G(zp2,,E)

Commencons par 'equation de DKP libre (V = 0)

(iE()@O +if'o, - m) U (z,1) =0, (3.5)
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ou les 3 obéissent aux relations suivantes

BB BB =B g (3.6)

D’abord, posons ]Aj = Buﬁu et multiplions par p,

BB BB =08+ (37)
et ensuite par p,
b8+ 5 b=+ b, (3.8)
et par py
bbb+ bbb =70 b+0 b (3.9)

on obient la propriété suivante, utile pour la suite

b (3.10)

ol 'on peut noter que p? est sans matrice.

En présence de l'interaction V, I’équation DKP devient
(iﬁ“&u - m> U=V (3.11)

Pour obtenir sa solution on procede comme suit

a—on résoud d’abord 'eq. libre (sans intercation)

(iﬁ“au - m) By = 0. (3.12)
b—on détermine la fonction de Green libre solution de
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(8", —m) Go (o/,¥5t,2) = 6 (X' - X) (3.13)
(z‘BO% +iB d, - m) Go (2, t';t,) =0 (t' —t) 6 (' — z) .

Alors la solution de I’équation de DKP avec interaction se deduit de a et b. Elle est donnée

par

(x| | ) = (2| |@o) — (2| GoV |¥)
U (z) = B () — (x| GoV |T)
@, (J:)—/da:' (2] Go [2') (/] V| W)

= Pq (z) — /dx/Go (z,2'; E) <:C" Vo) (3.14)

Déterminons d’abord la fonction de Green Gg (2/, z.F) qui est reliée a G (2/,t';t, ) par

2 : / !
Go (iU/,t/;t,l‘) _ / d p2 Go (E,p) e—z[E(t —t)—p(z' —)]
(2m)
dEd B )l s
_ / 4Edp 1 (B, p) e~ 1P - -pla'~2)
2m)
CLE‘LP —i[E(t~t)—p(a'—2)]
/ 2m 27 Go(E,p)e
dE g —1) ,
i E 1
/27T GO(xwx )7 (3 5)
en rappelant au passage que
dE v
I 4) — G E({ —t)
(' —1t) / 5 ¢ . (3.16)
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Ainsi nous avons respectivement

~0 ~1 dE . Y
(Zﬁ C% +1if3 3’1 - m) / Ee_zE(t e x',az;E) =0

(
dE .y ~ ~
/2776_“5@ —t) (iﬁoE + 1515/1 — m) Go (x',:n; E) =4
(

~ ~ d
(iﬁOE+iﬂ1(7’1 —m> /QiGO (B,p) &= Z § (' — 3
_ dp ip(z’ —)
=[5 , (3.17)
et par identification
~0 ~1
(B'E-Bp—m)Go(Ep) =1
I

GO (Evp) = 20 ~1 ) (318)

BE—-Bp—m

ou encore de maniere symbolique

_ G Im) - </’2 + ;) _ (3.19)
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Dans cette expression, notons que le dénominateur contient encore des matrices( /P)

Comme

alors, finalement

2

I i . I
GFﬁwﬂm<ﬁ+fﬁ‘m

Dans ”espace des configurations la fonction de Green libre s’écrit

dp e
Go (x’,:c;E) :/ 271_})27

m

m

</P2 P)_d(x’—x'

)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Il est clair que le denominateur s’annule lorsque P2 — m? = E? — p? — m? = 0,c’est & dire

pour k = v E? — m? = (2 poles)

Développons 'intégrale

dp eip(a:’ z) E dp 6ip(a:’—w)
21 P2 —m?2 +7 /27rE2—(p2+m2—z’0)

~0 ~1
(28"~ p3")’
+EB —pp
~02 ~12 ~ ~1 ~1~0
dp ip(a’~2) E23 +p°B —Ep B+
/27rE2—(p2+m2)+i0 m
(3.23)

et utilisons les décompositions

1 1

1

E2— (P +m?) +i0 —pP+E2—m?2+i0
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1

T ok

(

1

p—k

1
p+k

).

+ EBU - pﬁl



p _ p __.pr _ it T
E2—(p2+m2)+i0 —p*+k2+i0  p2—k2  2\p—-k p+k/)’

Comme les résultats des intégrations sont simples

/dpeip(m'—m)l — b (CE’ N 1‘) 6ik(m'—z),

27 p—k
dp ip(z' —x) 1 . 1 —ik(z'—x)
/271_6 ik z&(x x)e ,

Alors, la fonction de Green libre est finalement la suivante

ﬁ12 +1 i ik(z' —x K2
Go (¢/,z;E) = - = 5(x'—x)—ﬁ0(:p/—x)e (2'—2) E—i_K (3.24)
i N ik [ K
—ﬂQ (z—2)e H—i_K , (3.25)
k——k
oun KF=(E, k)
Passons a la solution générale de I’équation de DKP
D’abord, symboliquement nous avons
(W) = |@o) — Go (E) M [v) (v][¥), (3.26)
Multiplions a gauche par (v| , on obient
(W[ ) = (v]|®o) — (v] Go (E) M |v) (v] |¥), (3.27)
ou encore
(I + (v| Go (E) M [v)) (v] [¥) = (v| [®o) - (3.28)
Ce qui nous permet de tirer
1
(o] [W) = (v] Do) - (3.29)

I+ (v|Go (E) M |v)
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Posons maintenant

T = (v| Go (E) M |v), (3.30)

d’ou

W) = [90) — Go (B) M Io) 71— (v] o), (3.31)
et en terme de fonction d’onde
¥ () = @ () / dyGo (. B) Mo (y) I+IF / dzv (2) By (). (3.32)
Posons
['= (v| Go (E) M |v)
= [wlGo(E) 1)
= /dx/deo (¢/,2; E) Mv (a') v (z). (3.33)

Il est clair que l'expression [ +1I" = I+ (v| Go (E) M |v) se trouvant au dénominateur dans la
fonction d’onde est une matrice et que IJ%FSOH inverse est également une matrice. Nous savons
que pour inverser une matrice il faut passer par le déterminant et finalement le spectre des

énergies est donnée par 1”équation suivante

Det (I +T) = 0, (3.34)

I1 nous reste a fixer la matrice M en utilisant des considérations d’invariance relativiste.
Pour le choix simple suivant

M=h3' (3.35)

et aprés avoir calculé le déterminant dans le cas du spin 0 ou les matrices sont des matrices
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5X%X5

01000 00 -1 00
100 0O 00 0 00O
~0 ~1
f = 00000 =10 0 00
00 00O 00 0 00O
00 00O 00 0 00O
nous trouvons la valeur suivante pour ’énergie
2 _ m?
 4J%R?

ou

1 0 . T )
J = 2/ dze*®y (x’)/ dze * 2y (z),

—00 —0o0

! !

J* =1 % dve ™y (2') [T dwe*Tu(z) = L [* dze v (2f) [T dwe *u(z)

)
Remarquons que J est reel si k est de la forme k = ip,c’est a dire maginaire pur . Comme
E? =k +m? = —p>+m? > 0 alors p* < m?
Distinguons alors les 2 cas
-Cas 1 : si h réel, alors F' = +i57. = imaginaire pur . Dans ce cas il n’ya pas d’états liés

2

-Cas 2 : si h =imagimaire pur = ia . Alors E* = ;75 et £ = 457 .Dans ce cas il ya deux

états liés a condition —m < E = i% <m.
3.3 Conclusion

Nous avons montré pour un potentiel non local et separable comment obtenir analytique-

ment le spectre d’énergie relative a des particules de spin 0 , décrites par ’équation DKP. Pour
~0  ~1

le cas du spin 1 on doit utiliser des matrices d’ordre 10 x 10 pour les matrices 8 et 5 . Le

résultat peut etre trouvé ailleurs.
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Chapitre 4

Conclusion générale

Dans cette thése qui traite essentiellement des équations de Dirac (spin —1/2)et Duffin-
Kemmer-Petiau (spin —0) , nous pouvons voir qu’elle se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons étudié la probabilité de création des paires dans
I’équation de Dirac, ou le vide est perturbé par un potentiel séparable et non local d’une forme
matricielle. En suivant ’approche de 'action effective par I'utilisation des fonctions de Green
(libre) et (avec interaction). La probabilité étant déterminée via la partie imaginaire de ’action
effective, et nous avons trouvé que cette probabilité est nulle c-a-d il n’y a pas de processus de
création de paires pour le type du potentiel non local traité.

A titre d’illustration, le potentiel non local est pris de forme simple ‘le potentiel delta de
Dirac —¢ ’ qui nous permis de confirmer que puisqu’il n’y a pas d’équation de continuité pour
ce cas particulier, on ne peut pas créer de particules de type Dirac.

Dans le deuxieme chapitre, La solution de I’équation de DKP décrite les particules bosoniques
de Spin—0 est discutée en présence d’une interaction matricielle de type non locale et séparable.
Dans ce cas, le spectre d’énergie est obtenu analytiquement a travers le calcul de la fonction
de Green (libre) de I’équation de DKP. Enfin, nous avons choisi une forme simple pour une
matrice M présenté cette interaction.

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent a l’issue de cette these concernant
les résultats trouvés, nous pouvons envisager de compléter les travaux suivants :

-Utiliser ’approche de transformation de Bogoliobov pour calculer la probabilité de création

des paires dans I’équation de Dirac avec le type d’interaction choisie (séparable et non locale).
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- Tester I'influence de ce potentiel non local sur autres équations relativistes.

4.0.1 Annexe A

Dans cette annexe, nous proposons de montrer que les deux termes suivants sont null :

- Pour le premier terme

T 2
e~ 2ipoT (/ dz.ePo%ey (a:c)>
—0o0

o0

R 2
lim — lim | e %PoR dx.ePv (x.)
R—oo R——o0 — oo

(R dmeere ()
= lim lim — lim .
e—0t \R—o© R——00 eoReeR

_ (foooo dﬂjceipmccv (SCC) B cte _ 0>2

(.¢]

0 0

B (f_oooo dzcePoey (z.) 0)2

=0— lim lim
e—0+ R——oc0

= — lim lim <“(R)>2

e—0t R——o0 ipg

— _ lim lim <”(R)>2 _ v (=)

e—0t R——o0 ipg p%

(eipoReeRv (R) ) 2

ipoeipoREER

0 (po#0).

-Pour le deuxiéme terme
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(e o]

+m . T .
:13/ dx.e”"P0%ey (xc)/ dz,v (z,) ePor=
xr

—00

—o0
400 ) R )
= lim — lim |R dx.e "%y (z,) dx,v(x,)ePor=
R—oo R——o0 R —oo

) ;OO dw.e~Po%ey (z.) f_Roo dz,v (z,) ePors
=( lim — lim T

R—oo R——00 =

R

0 . +o0 dﬂf e_ipowc/v T “+oo ) R dﬂf v(x el'p().’L‘Z
:/ dx.v(z,)ePo% lim =£ . (ze) —/ dxe.e” "%y (z.) lim S oo - 1( 2

— 00 R—o00 7 oo R——o00 7

00 A _e~i(po—i0T)R (B +00 _ R) ¢i(po—i0")R
= dx,v (x,) €% lim ¢ T o )—/ dx.e” Py (x.) lim v(R)e T

— oo R—oo — Rz — oo R——o00 — Rz
=0-0=0

parce que limpg_, o e—i(Po—i0F)R _ ot limp__ oo ei(po—i0")R _
4.0.2 Annexe B

Dans cette annexe, nous développons 1’expression Sg’c’}t'.

Depuit [_ dEf(E) = [+ dEf (=€) , premierement

%(hm+g5)] £ o7 Jpo(QQ—h2)+2i(h£+mg)
Seant- — 8T / dac & PG P AT RE + i) T mpo(J2(92(—512)-1;3:)-1‘4@](}184-9771)
€ 2 — o (hm—g o 57 Jpo(g?—h?)+2i(—hE+myg) ;
e O ey £ 7w ww v v yarrrry S 2 ey sy

ol nous pouvons observer le changement (m,g,h) — (—m,—g,—h)dans le deuxiéme intégral
(Je-) -

Maintenant, laissez-nous décomposer l'intégrale comme suit

[aeo=| O / ()= / e+ / =0,

+o00—i0t m-+i0+ m—i0+ m+i0+

en prenant en compte pour pgle changement de signe :

= +v &2 —m? sur le chemin Joo — 0, m — 0]
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= —V &2 —m? sur le chemin |oo + i0, m + 0] .

alors Sg?’}t devient

too—i0t go £ pg (P+9E) L ig2] (Jpo(g?~h?)+2i(h€+mg))
geont. _ _ g <© po(J2(g2—722)+4)+4zj(h5+gm) 20po pO(J2(g2—£L2)—g4)+41J(h5+gm)
bk m—iot  2impo | _ oy (hm—9E)7 g0l Ip(g Rt hetmg)
po(J2(g2—h?)+4)+4iJ (—hE+gm) 20p0 po(J2(g2—h2)+4)+4iJ (—hE+gm)

£

coti0t I pp (hm+9€)J” oot Jpo(9°—h*)—2i(h€+myg)
+ 8T ﬁi po(J*2(g% —h?)+4) —4i.J* (h€ +-gm) S 20p0 po (T2 (g2 —h2)+4)—4iJ* (hE+gm)
maiot 20T —po pg (P —9€)J o9y J'po(97—h?)—2i(~hE+myg)

T (T (2 —hD) T A)—4iT  (—hE+gm) _ “© 20po po (T (g2 —h2)+4)—4iT* (—hE+gm)

Cette expression peut étre écrite sous forme compacte (Eq.56 ).
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tial is considered and the probability is also found null.

Keywords: pair creation, Dirac equation, effective action, non local potential

DOI: 10.1134/S1547477118010065

1. INTRODUCTION

‘We know that the process of pair creation of parti-
cles formulated by Schwinger [1]. by means of the
transition amplitude vacuum-vacuum and in terms of
effective action is actually the mechanism the most
studied. Thus, for the understanding of this physical
phenomena, different approaches have been devel-
oped such as those based on Green function [2], or the
adiabatic method [3], the Hamiltonian diagonaliza-
tion technique [4], the semiclassical WKB approxima-
tion and more especially the so-called approach of
“in” and “out” vacuum states based on the transfor-
mation of Bogoliubov [5], the spin-statistics theorem
[6] and the antiparticles described by the negative
energy solutions moving backward in time being at the
basis of this approach.

Succinctly, the most of the works in the literature
related to the particle creation process consider the
probability and a great interest is focused on the
obtaining of analytical forms of this probability.
Among the expressions, the simplest is the one
obtained by Schwinger by considering as interactions
with the vacuum, a constant electromagnetic field and
a Volkov wave. For this last interaction, there is no
process of creation of pairs.

Among the works using the Schwinger’ approach of
the effective action we can still find others simple
results for the probability [7, 8].

In this paper, we consider an interaction having a
particular form in contrast to that conventionally used:
it is about a nonlocal and separable form [9]. This
interaction has been considered in the framework of
the problem posed by the d-function potential in the
context one-dimensional periodic structure [10] and

! The article is published in the original.
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in particular on the ambiguity of the behavior at the
point x = 0 of the wave function. The advantage of the
separability confers to the potential a certain flexibility
since the calculations are easy manipulable which
explains its use in many fields and more particularly in
the nuclear physics, see for example [11].

In addition, knowing that the Dirac equation with
this nonlocal interaction is solvable analytically, it
seemed to us that it would be useful to consider the
process of pairs creation of Dirac particles when the
vacuum is perturbed by this separable and non local
interaction and to see its effect, the determination of
the probability relative to this mechanism is our main
objective.

Symbolically, this separable interaction, which
perturb the vide has a form of matrix type. It is the fol-
lowing

V = (Bg +h)v)vl, (1)
where g and /4 are real parameters and 3 the usual
Dirac matrix 4 X 4.

In the configuration space, its action on the wave
function (spinor) ¥ (x,7) is defined by
(xIVI¥ (1)) = _[dx' xIWlx (x',1)
r 2)
= (Bg + M (x) [ dx' v (x'1),
where v(x)=(xlv) is chosen real and such as
v(x) =v(-x)and v(£e) = 0.
It is obvious at the time ¢, this interaction depends
on the entire space via the wave function.

Note that if one develops v(x') in series in the
vicinity of the point x, we obtain with the help of the
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i(x'=x)p

displacement  operator e , the relation
v(x')= ei(x'_x)ﬁv(x). Thus, we have
(xIVlx) = (Bg + h) v (x)v(x") 3)
= (Bg +h)v (x)e' v (x),
and its action on ¥ is given by
(xWVT¥ (1)) = (Bg + h)
- o A
v(x) [ dxe™™ ™ v (x) ¥ (x1), @
=2m(Bg + M) v(x)6(p)v(x)¥(x1), (5

i.e. that the non-locality for the interaction is charac-
terized by the dependence in impulsion p (operator).

Formally, the Jm do' e XX _
= ol i =) p (= x)p)
‘Lo dx {1 + T 5

by the operator 218 ( p).
After this precision, we proceed as follows: first,

series

} is noted

the effective action S, is expressed in function of the
Green functions G (with interaction) and G, (free).
Then, from the imaginary part of §eff the probability
related of process of pair creation is determined.

As application, we choose for the product non-
local potential v(x)v(x') the form of product of a
Dirac function 8(x)3(x") instead of a local form &(x).
The problem of the 3-potential is known [12] for the
different results obtained by the limit of the solution at
the origin x = 0 when the 3-potential is replaced by a
finite potential.

2. EFFECTIVE ACTION

First, it is easy to ensure that the action related to
our problem with the non-local interaction is as follow

S(W, W) = [dxdi = [ dxdr [‘I’ (x, z)(cxlai + Bm)

1 OX

X W (x,1) — P (x,t)%‘l’(x, 1)

Idx v(x¥(x', 1)}

(6)
+ ¥ (x,0)(Bg+h)v

since by variation with respect to the fields ¥ and P,
we obtain the Euler—Lagrange equations

0F  _3¥ 02 2% 2 ¥

=0, (7)
0¥ (you) ¥ 150%" 0x50%"
ot ox
0F 9% 9 0% 3 A% _ ®
oV (y,u) oY ataaa‘l’ axa%‘l’ ’

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

i.e. we obtain respectively the Dirac equation and its
adjoint

( 19 4 gm- a)‘l’(x,t)

zax 8t 9)
+PBg+h)v Ia’x v(x)¥ (x',¢) =0,
+ 10 d
N _lo 9
(x,t)[ laxoc+Bm+lat) (10

+ v(x)J‘dx'v(x')‘I’+ (x,t)(Bg +h) =

o and [ being the usual Dirac matrices 4 X 4.
We know that the vacuum—vacuum transition
amplitude S{(vac—vac.) is given by [13].

i| dxdr¥*0,¥
HA(vac—vac) = J-QD‘I”QD‘PeJ‘ t (10
= (e awe”,
= NDetO,, = &', (12)

+ .
where now, ¥ and ¥ are Grassmann variables and
S, is the effective action which, in our case, is given

b)ef the following expression
J, (13)
14 being the perturbation which is the nonlocal
interaction.

The determination of the probability P which is the
aim of our paper is defined in term of effective action by

op+Ppm—E+i0"
op +Bm—E+V +i0

S, = iexp {—Trln

=1- ei(gerr— )

P=1-l

-2ImS, S
=1—e et =2[mSeff.

(14)
For the determination of .S, it is more suitable to

use the identity
+o0
J’ ds{ is(b+i0*)
—_— e J—
s
0

in order to use the exponential form. Then, S, takes
the following form

1na+i0+:

. eis(a+i0+)} , (15)
b+i0

+oo
geff = l'TI‘J. d_s{eis((xﬁJer—EﬁJrVﬁw) 3
N

0

eis(ocﬁ+[5m—E+iO*)

(16)

oo

=iTrpTr, I ds e
s

is(op+Bm+V+i0*) _ eis‘((xﬁ+Bm+iO+)

(17)
x Tr, (e_iSE),

where the symbol Tr = Tr, Tr, Tt indicates a diagonal
summation respectively on the space-time coordinates
Vol. 15

No.1 2018



PAIR CREATION BY A NON-LOCAL POTENTIAL 59

and on the spinorial indices. The last trace having been
factorized because the operators p and £ commute.

Let us denote by |#) and |x) the eigenvectors of
operators X and 7. These kets are such as /1) = ¢19),

3 —Q > = 9 :i
Elp = lat|t>, £1x) = xIx) and plx) i8x|x>'

The last trace relative to the time translation oper-

—isk

ator e is easily calculable. First, let us expand in

series e F by taking into account the action of E on
the ket | 7), the result is simply equal to

a 2
. S_
ey =|14s2 @+ 1) =

+ lt+s). (18)
ot
Then, the matrix element of e_iSE has as result
8
<tb e o a>=<tb|ta+s>=8(s_(tb_ta))’ (19)
this allows us to obtain its trace
2 2
Tre 9" = J-dt <tb e 9 ta> e
r (20)
= [di(s = (1, = 1.)),_,, = 8(s) [ ar = T8(s).
The effective action is reduced to
O
‘§eff = T'[ dSﬁTI‘D
K (21)

< TI' |:9 (S)( is ocp+Bm+V+10 *) e'S(Otﬁ+Bm+io*)):'

>

where the Heaviside function 6(s) has been added in
order to extend the limits of integrations (0,0) into
(—oo,0). Thus, we have expressed the effective action
in function of the evolution operators (or propagators)
with and without interaction.

However, it seems to us more appropriate to use the
Green functions for the determination of S, ;. For this,
with the following integral representation of 6 (s)

+ee iEs
0(s)= [ 4L
2iTé — i0

with (0) = %

which becomes with the shift € — € — A

e
0(s)= | ——————,
(s) - 2in€é— H —i0

is(€-A)
e

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS
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we obtain the integral representation of propagator by
means of the Green’s function

N re i€s
o(s)e = [d6__e " (22)
2iné - H -i0"
where —H is the Hamiltonian which governs the
movement. By replacing H by (ap +Pm) and by
(ap + Bm + V'), we have respectively the Green oper-

ators

—without interaction (free)

G,y (€) = 1 ,
0 (6) € —(ap+Pm+i0*)

(23)

—and in presence of the nonlocal interaction 14

G (€)= — .
() E—(ap+Pm+V +i0")

(24)

Thus, the effective action is now function of G
and ¢,

) d% i€s
S, =iT| d
or = I r ; 2 (25)
x TrpTr, [é (€) - éo(%)}
_ TJ- %d%TrDTr [6(€) - ()] (26)
where the propriety ” ds %S) e'®
I dsd' (s et = I%J. dsd(s)e "€ — /€, has been

used in order to simplify the integrations.

It remains to determine G. Formally, let us observe
that G and G, verifies the following equations

[€ - (0p +Bm+ (Bg + h)|[ V)W) G (€) =1,
[€ - (0p + Bm)]|G, (€) =1 (28)

and from this two equations, we obtain the relation
between G (€) and G, (€)

G (€)= G,y (€) + Gy (€)(Bg + h)| WG ().

27)

(29)

In order to determine é, we can proceed following
two methods nonperturbative and perturbative:

(1) Non perturbative method: first, by multiplying
the Eq. (29) on the left by the bra {v|, we obtain

w6 (€)= ﬁ«,mo(%), (30)

No.1 2018
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where we have posed

I =G, (€)(Bg + )| v). (31)

which is a matrix. Then, by replacing this expression in
the equation, we obtain the Green operator related to
the interaction

G(€) =Gy ()

+ G, (€)v)(Bg + h)ﬁméo (®), (32)

in function of éo (free). This method to get G is thus
nonperturbative.

(2) The other method (iteration) is perturbative: it

consists to replace successively G of the second mem-
ber by its expression (29)

~ P

G(%)—G (€) + G, (€)(Bg + )|V {vIG(€)
70 (€) + Gy (€) (Bg + h)v)(vl(Gy (€)
+é( )(Bg + W)V vIG (€)) = G, (€) + G, (€)
x (Bg + W) V|G, (€) + Gy (€)(Bg + h)| V) (vl
X Gy (€)(Bg + h)|VvIG, (€) +...

. . . (33)
=G,y (€) + Gy (€)(Bg + h) V) (v, (€) +

+ G,y (€)(Bg + W)INTIG, (€) + G,y (€)(Bg + h)
TGy (€) + ... = Gy (€) + Gy (€) (Bg + h)
XIV(1+T+T7 + . )vlG (€) = G, (€) +

+ G,y (€)1v) (Bg + h)ﬁméo (©),

So the result is the same following the two methods.

Moreover, it is remarkable to note that the
2nd term of the Green function, which is the only one
to contribute to the calculation of the effective, has a
separable form thanks to the separability of potential.

Indeed, in the configuration space, this 2nd term
can be written as follows

(x,|G, (€)lv) (Bg + h)1—|v>G0

(#)/x)
®)x)
=V (3, €) (B + WV (3:%)

= 21 (x,, €)8(5) (B + h) =V (x,:%)

= (x,| G, (€ |v>(Bg+h)—|v>GO

(34)

where V (x;€) = Idxcv(xc) G, (x,,x;€).

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

Thus, once again it appears in the 2nd term of the
Green function the characteristic of non-locality
through the operator §( ) since G (x,, x,;€) is a solu-
tion of a following pseudodifferential equation.

[% + iaai— Bm+ (Bg + h)v(x,)

- ; (35)
J‘dx'e(x_ma}v(xb)} (x5, x,;€) = 8(x, — x,).

—oo

It is clear that the infinite dependence in 9 poses

0x,

the problem of treatment of the potential as perturba-

J

tion since the term zoca— can also be considered as
b

perturbation by comparison to the potential.

However, since the obtained expression of G is the
same according to the direct and perturbative meth-
ods, we conclude that there is analytic continuity and
furthermore the treatment is independent of the
choice of the form of the perturbation.

Now, let us determine the two Green functions
with and without interaction.

2.1. Determination of the Effective Action
and Probability

First, let us determine explicitly the Green function
G, (x,, x,;€) which is the matrix element of the oper-

ator G,. By inserting the projector Idp| p){p|=1and

with the help the relation p|p) = p|p), the operator
pis eliminated. Then, using the scalar product

(xl p) = J—

GO (xb7xa’

we have

€) = (x,] Gy (€)|x,)
1
‘(‘Z—(oci;+Bm+iO+

= (%,

%)
)

+oo

dp eip((xb—xa)) (36)
__ 2n%—(0¢p+ﬁm+i0+)
+oo
ip((xp=x,))
- [ > e2 5 —(€+op+Pm),
J2nE ~pt—m”~i0
It is obvious that there are two poles

i[\/%z —m*—io*
1/2 planes. According to the residue method, it is easy

to perform the integral. For the different cases of x,
and x,, the result can be summarized as follows

j located on the lower and upper

Vol. 15 No.1 2018
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*K‘xb*

1pt12Ke [ioesgn (x, — x,) + Bm + €] for € < m’

61

G s uQ% = fe2_ 2 37
o (X %43 6) 1pr12iNE? — mPe & e [—0(\/%2 —m’sgn (x, — x,) +Bm + %J for €* > m’, 7

where the link between x = Vm® —€* (with € < m?) Thus, the Green function G related to our non

local interaction is

and p, = V& — m® (with € > m?), isgivenby K = ip,.

G (xy,x,;€) = 1p1 Dipye okl [~opesgn (x, — x,) + Bm + €] + (1p11 2ip, )’

+o0 400

X J. J. dx.dx v (x,) v(xz)e7i”°‘thx"‘e7"”°‘xfx“‘ [—opgsgn (x, — x.) + Bm + €] (Bg + h) (38)
X [ﬁ} [—opesgn (x, — x,) + Bm + €],
and the effective action has for expression
+o0 o0
Seff — ITJ. %d% (lptl 2lp0) TI‘DTI' [ .[ J. dx dx V(x )v( ) —IPO‘Xb_Xc"e*ipo‘xz_*xa‘
oo o0 (39)
<[-apsan (s~ x) B+ €](Bg + 1] -] [omsen(x, ~x) +Bm+ €] .
where p, = V&> —m’ for €* > m’. where we have posed
Let us calculate the matrix I". By inserting the two o
projectors de,, |x,)(x,| = Ia’xa |x,)(x, =|1, we obtain J = J' J' dxdx v (x,) v (x,) e Pk, (41)
+o0 +oo o0 —oo
= (v (Bs + )| v .[ .[ dx,dx v (x,) Then, we can deduce —— which is also a matrix.

X Gy (xp,%,5€) (Bg + h) v(x,) (40) It is equal to
= 1pt12ipyJ [€h+ mg + B(€g + mh)],

1 _ 1 2ipy
1-T  1-1ptl2ip,J [€h+mg +B(€g+ mh)] 2ipy —J (€h+ mg)—PBJ (€g + mh)
3 2ip, [2ipy — J (€h+ mg) +BJ (€g + mh)]
(2ipy —J (€h+mg) —J (€g + mh))(2ip, — J (€h+ mg) + J (€g + mh))
3 2ip, [2ipy — J (€h+ mg) +BJ (€g + mh)]
[2ipy = J (€ + m) (h+ g)][2ipy + J (€= m)(g = h)]
and thus the effective action S, has now, for expression

Tj%d%

1

2in PP gy — (s m) (h+ 2)[2ie + (& - m) (g — )]

eff -
+00 +oo
X TrpTr, I J. dx.dx, v(xc)v(xz)e_i”°‘x”_x“e_ip°‘xz_x”‘ [—opesgn(x, — x.) +Pm + €](Bg + h)
X [2ipy = J (€h+ mg) + BJ (€g + mh)|[-opysgn (x, — x,) + Pm + €] |.
Let us proceed to the calculation of the traces relating to the matrices in S-.
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After the development of the 4 products of the factors containing the matrices o and B and the use of the
properties of the traces Tro. = Trp = Tr(af) = 0, it is easy to see S,y is reduced to

1
[2ipy = J (€ +m)(h+ g)][2ip, + J (€ —m)(g - h)]

Sur = 4Tj£1p%2ipo
v 1

x Tr, _[ J- dx.dx, v(xc)v(xz)e_ip‘)‘x”_x”‘e_[p”‘x"_x"‘ [2m% (Jm (n* - g2)2ip0g) (44)

—00 —o0

+ (%J(g2 - h2)2ip0h)(%2 +m’ + pisgn (x, —x,)sgn(x, — x.))] |,
where the factor 4 arises from Tr/ = 4.

+oo
It remains to perform the last trace Tr, = j dx(.)|x N relating to the configuration space.
—oco b=ra—

After some manipulations, the result is the following

8T €dé 1

Serr = — ) it [2jp0 —J(%+m)(h+g)][2ip0 —J(Cé—m)(h—g)]

+oo x 2
X [2im (hm + g€) I dxe " [I dxceip°va(xc)] + %[Jpo (g2 - hz) +2i(h€ + mg)]

—oo

too oo x
X Idxj dx.e " v (x,) I dxzv(xz)eiPOXZ],
e e

where we have used the property v(x) = v(—x). This expression can be again reduced if we take into account the
simplifications after integrations by part of the two following triple integral. For the 1st integral we have

Foo X 2 x 2|
J‘ dxe " {J- dxe” “va(xc)} = L.e_%” o j dx.e"v(x,)
—2ip,
= - - - (45)
+ L j dxe "v (x) j dx e v (x,) = L I dxe " v (x) I dx.e”v(x,) = _L’
o * -, 2ip, -, - 2ip,
where the 1st term = 0 as it is shown in appendix A. For the 2nd integral, we have
+oo +oo X +oo X i
J- a’x.[ dx.e " v (x,) I dxv(x,)e™ = xJ. dx.e " v (x,) J. dxv(x,)e™"
= = x = - (46)
+oo x +oo +o0 5
—ipox ipoxX; ipox —ipoX. — 7
+ _I xdxe v(x)_j dx.v(x,)e _‘[ xdxe” v (x) J dx.e " v(x.) 1281)0’

where the 1st term = 0 as it is shown in appendix A. This two triple integrals are function of J.

Thus, we obtain an expression for S,;; which is more practical

€dé 1
2 2im [2ipy = J (€ +m)(h+ g)][2ipy — J (€ = m) (h - g)]

oJ }
20p, .
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X [ﬂ(hm +8€)J +i¢€ [Jpo (&% —n)+2i(he+ mg)}
Do
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In this expression, it is obvious that there are
2 branch points é = +m because of the square root

V€ —m® = p,- Therefore, it is necessary to introduce
2 cuts located in the 2 intervals |€| > m. The poles

(or singularities) located in the interval —m < € < m,
correspond to the bound states of the discrete spec-
trum and the 2 cuts correspond to the continuous
spectrum.

denote by c’ the path
Joo = i0,m — i0[ U]m + i0,0 + i0[ and by C~ the path
J-ee = i0,—m — i0] U]-m + i0,— + i0[ by surrounding
the points m and —m in the negative and positive ori-

Let us

entations and by I , the contour surrounding the
c

poles on the —m < E < m axis. The integral over C is
decomposing into 3 integrals relative to the 3 contours:

Jo=ler Lo+l

First, let us determine relating to bound states

c
and which correspond to the poles (or singularities i.e.
the denominator is = 0). These energies of bound states
€ , are obtained by solving the following equations

2ipy—J (€+m)(h+g)=0, (48)

2ipy—J (€-m)(h—g) =0. (49)

By replacing p, by v € —m’itis easy to obtain the
energies of bound states. For the 1st Eq. we obtain the
energy of the bound state B,

_4-(g+n)Yy

€
"4t (g+h)

(h+g)J By
2,2
4+(h+g) JBI

(50)

pB]:4im
with (g + &) < 0,

while for the 2nd Eq., where it is sufficient to change
(m,g) — (—m,—g), we have the energy of the bound
state B,

o __4-(g-n
=T s !
4+ (g—h)Js

(h—g)J B)
2,2
d+lh=g) 5,

Ps, =—4im (51 )

with (g —h) < 0.

The conditions (g + 4) < 0 are due to the determi-

nation of the square root \/%2 -m’ = —i\/m2 -8

Let us note at this level that due to the non-locality
of the potential, the energies of the bound states are
solutions of transcendental equations.
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Let us now determine the contribution of each
pole. For the 1st pole B,, at its vicinity B, we have

1
2ipy—J (€+m)(h+g)
2ipy+J(€+m)(h+g)

[2ipy = J (€ + m)(h + g)][2ipy + J (€ + m)(h +g)]
_ 2ipy+JE(E+m)(h+g)
_—4p§—J2(<<€+m)2(h+g)2

-2J (€+m)(h+g) |
Caps+ (€ m)(h+g)],
B —-2J5 (h+g)
_%[4+J§](h+g)z]—m(4—J12;](h+g)2)
Jp (h+g) 1
4+J5(h+g) €€y

and the contribution of this pole B, to the effective
action effective is then

(52)

_ [T
sh -8 (i“fg)%2 1 {ﬂ(hm+g((g).]
4+J(h+g)gé+hmlp
(53)
+ l'a_JC(,%[Jp(gz —h2)+2i(hcé+mg)ﬂ E=E, >
20p p=p5,]
J=lp
4_ 22
with %B] = —m ( )2 1231 and
4+(g+h)Jp
+h)J
P =4lm(g—)f'2~
4+(g+h)Jp

Since J, is an integral (on the variable x) is real

and that Eﬁ‘f is real, this effective action does not con-
tribute to the expression of the probability.

With the change (m,g) — (—-m,—g), the effective
action .S erzf relative to B, has a similar form to that of

B . . .
S, and its expression is

o5 _ S8iT(h-g)€
C?f:_4 (2 ) 2 % h |:m(hm+g%)']
+J(h—g) go+hm|p
(54)
+ ,-a_J%[Jp(gz —h2)+2i(h%+mg)ﬂ%_%gz,
20p p=ps,
J=J,
4—(g—h)J?
with %Bz = le )2 1;2 and
g—h)Jy,
ps, =4 ( ) f 2
4+ (g—h)Js,

Also, this action S, e’;ﬁ does not contribute to the cal-
culation of probability.

No.1 2018
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Now, let us consider the continuous part. First
rewriting S.;; as follows

déé

Seff =8iT .
2iT p,

CcT+C
1
o (7 (&% = n*) + 4) + 4i (H€ + gm)
aJ
20p,

x Jp, (g2 — ) +2i (hé + mg)},

X
(55)

{ (hm+ g€)J +i€
Po

‘o cont

and after some manipulations, we can show that .S
takes a more compact form (see Appendix B)

+o0—i0*
S =—16TRe J. %E
ot Do
M (hm + g€)J
> Do

Do (J2 (g2 - hz) + 4) +4iJ (W€ + gm)
Jp, (g2 = h*) + 2i (h€ + mg)

+ %E)J 5
—h )+4)+4iJ(h%+gm)

20p, po( (g2
M (pm— g€)J
po( 4 )

(56)

(V3 (7 - 1Y)+ 4) + 4id (hE+ gm)

gl Ip(g’-n)+2i(-hE+mg) |
20pg po (17 (g” = 1*) +4) + 4iJ (& + gm)

ccont

It is obvious that S
part is then equal to zero

is purely real, its imaginary

ImSG™ =0, (57)

i.e. the continuous part of the effective action does not
contributes to the calculation of the probability. The
probability related to our non local interaction is then
simply null

P=1-exp (_21m(§;f?m + Setp + Seff))
=1-exp(0)=0.

(58)

i.e. that there is no process of pair creation of particle
(Dirac) when the vacuum is perturbed by one such
separable form of interaction.

This result requires however, some clarifications or
remarks.

(A) Let us consider the continuity equation. After
having multiplied the Dirac equation and its adjoint

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

respectively by ¥ and W and by difference, we obtain
the following equation

o (‘P)/8t+—+z jdxv(x)qf (x.1) |(g + h)

x P ( (59)

x,1)v(x) - lv(x)‘I‘ (x,1)(Bg + h)

[ axw (x,)v| =

where j = W oW is the standard current density. This
equation is not the standard form of continuity equa-

tion, but by using the relation f(x,7) = a@ | "dsf (x, 5),
1

we can absorb the last two terms in the first term and
the previous equation becomes now

op/ot + 4 a =0, (60)
where
p=Y l}'+zjds jdx v (x',s) | (Bg + h)
x W(x, s)v(x) — v(x)¥ " (x,s) (61)

+oo

x (Bg + h) j dx'v(x)P (x,s) ||,

—oo

is the new density which is clearly not defined positive
for any v(x)# 8(x). However, let us note that

+eo boo
pdx=| WY 'Wdx =1forany v(x).

—oo —oo

Thus, for this type of potential, locally there is no
conservation of the number of particles (i.e. particles
are created or absorbed ) but globally there is conser-
vation of the number of particles.

As, it is known that for the Dirac equation, ¥ is a

wave function, p = ¥ > 0 is the probability density
and ¥ becomes a Grassmann variable in the formal-
ism of functional integral. In our case p depends on
v(x) is not always >0 and the use of the Eq. (11) seems
to us unappropriated since the Eq. (11) concerns the
Dirac particles (having p > 0).

Thus, the result of the probability = 0 can be
explained by the fact that the pair creation of particles
de type Dirac (p > 0) is not possible with the non local
potential.

With an another approach, for example with the

in” and “out” vacuum states method, we must take
into account the nature of the particle and the corre-
sponding statistics. We known that we have Bose sta-
tistics for particles satisfying the Klein—Gordon equa-
tion and Fermi statistics for corresponding Dirac par-
ticles. In our case there is ambiguity on the nature of
particle.
Vol. 15
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(B) On the procedural point of view: the linear

form in E (: zai) used, has led to the appearance of
t

the Dirac function &(s — (7,
2
quadratic form £ [: i —zj that one obtains in general

—t,)) instead of the usual

by applying the operation of charge conjugation C. In
our case of the non-local potential, this operation C
would lead to a non-exploitable form.

As an illustration let us choose the case where v(x)
has a simple form which is the Dirac delta function,

(62)

In this case, the non local interaction becomes a
local interaction. We know that the 8-function is ill-
defined in the Hilbert space and it can be defined by a
sequence of functions. To solve the Dirac equation for
example, usually it takes a sequence as finite square
well potential then one take the limit of the obtained
solution at the end. For the case of the Dirac equation,
it is found, however, that the solution depends on the

choice of the sequence, contrary to the Schrodinger
equation.

2.2. Particular Case: Non Local
and Separable &-Potential

Let us note that integral J becomes simple

o0 +oo

J = I dxv(x)J. dxv (y)e Pk
- - (63)
j dxd(x j dx8(y)e " =,
and the energles of the bound states are equal to
4
5 = Mm with (g+h) <0,  (64)
4+(g+ h)
4—(o—p)
- —(g—h)2m with (g—h) <0, (65)

B
Y 4+ (g-h)

and the effective actions related to the bound states

and to continuous states are respectively the following

Se =2T€,, Sii=2T¢€,,

+oo—i0" M (hm+ g€ m p €
gcf?m=—16TRe dE€E Po( m+ g%é) _ Po( m— g€)
L amp po((8” = 1)+ 4)+ 4i(hE + gm) p,((g” = n®) +4) + 4i (-h€ + gm)
pﬂo(hm -g€) . M (hm - g€) (66)
+
po((g> =)+ 4) —4i(h€+ gm) py((g> — ') +4) - 4i (-h& + gm)
+oo—i0T  —m—i0" h % _ h 4
=-321| | j a€e_p 8 (s’ +4)
i0 —eai0® 21 p, [p ((g —-h ) 4)} [4(h€ + gm)]

and that the probability for this case of Dirac delta
potential

cont

~21m(S" +3 A +v
Ps=1-e¢ ( )=l—l=0.
is also zero !

However, this result requires again some clarifica-
tions

‘ccont

(1) First, let us calculate explicitly S, by per-
forming the two integrations. As
é g€+ hm
2
V€ —m® [ po((g” = 17) +4) | +[4(hE+ gm)]
_1 12 1 g+h (67)
287 R 4@ —m?|a+(g+h)

g+h %B]
4+ (g+n)€-¢,

+(hEp)— (—h,%gz)}
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and with the help of the Eq.2.261 [14]

R:a+bx+cx2jL2
Na+ bx +cx

= Lin(2JeR+2ex +6) ¢>0

Je
1 . 2cex+b
——arcsin ——~
V—c v=A

and of the Eq. (2.281) (with n = 1) [14]

c<0 Adac-b><0,

J‘ dx _
(x+p)' Va + bx + ex
_I 1" dt
\/c +(b—2pc)t+ (a —bp + cp2]1‘2
t= 1 > 0,
X+p
No.1 2018
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we obtain the following result of this two integrals

[-—2&_~ timn \/%2—m2+%]
w/%z_mZ E—ro0 m ’
- " ‘. (68)
dé 1 _ 1
J.\/%z_mz%_%B —\/mz_%z [arcsm7+n/2j
m ! B,
and thus
[ 2 2
J.d%...= I gth >lim In V€ -m +¢ +%BIL}12
. 27 —h’ + 4|4+ (g+h) Eom m 4+(g+h)
(69)

m

€ _
X ;(HICSIH— + 7'[/2) g—hz
2 2
m — %BI

4+(g—h)

[02 2
Xlimln[MJ+% g~
E—o0 m

1 . € )
arcsin—2=+ m/2 ||,
Bz4+(g—h)2\/m2—%iz( m / :|

and after some manipulations, we obtain for the Dirac delta potential the expression of the continuous part of

the effective action

_ [o2 2 €
Secf(;m - 32T 1 g+h 111’1’111’1 <€ m-+ € n g+h . B
g —h +4|4+(g+h) e m 4+ (g+h) \/m2—%23. 70)
V&2 _ - €
X (arcsin —B‘j + g—h limln € -m’+% +—& h > 5 (arcsin@) ,
m) 4+ (g—h) e m 4+(g—h)'m* - €, m
and it is obvious that So™" — oo W (x) = @, (x) + 270 (~x)
In our case of the 8-potential, we note that the ampli- (C(g ( g2 _ hz) + 2ip h) (€ -+ mp) _
tude  vacuum—vacuum  sl(vac—vac) = e = X ) 0(0) +2e™"
\ - ( ) (h* — %) py + 4ih (K& + gm) p, — 4p; (1)
NDetO, — e~ and consequently the passage of ( ) 2) . €
Eq. (12) to the Eq. (13) in order to obtain the Green func- X 8(x) (m h™—g7)2ip,g ) (m+pé) ®, (0)
tion is not clear. In addition, the -potential is known for ( P gZ) p2 4 4ih( hE + gm) p, — 4 p2 0~/
the problem posed by the obtaining of the solution of the 0 0 0
Dirac equation and although suggestions [11. as the where the spinor @ (0) is such as

replacement of & (x) ¥ (x) by 8(x) w

solution of this problem remains ambiguous.
Otherwise, as the solution of Dirac equation for

, the

(m(n* - &%) 2ipyg)

[opg + Bm + €] D (0) = 0 (@, (x) being the free solu-
tion of Dirac equation). We recognize in this expres-
sion a superposition of three waves: incident, reflected
and transmitted.

On cither side of the origin, we have

d-potential is
wmﬂ=®+

(h2 -g )po + 41h(h<<7'§ +gm)py — 4p0
(% (g2 -n)+ 2lph)

(72)

(m+B%J 0(0),

$(0)={1+2—
(h -g )po +4ih(h€ + gm) p, —4p;

and it is clear that W(0") # W(0") and for x = 0, ¥ (0)
is undefined.

Thus, for the particular case v(x)=
property &(x)¥(x,s)=0(x)¥

d(x), the
(0,5) is not valid if

PHYSICS OF PARTICLES AND NUCLEI LETTERS

(%’+m[3)} 0 (0). (73)

¥ (0,s) is undefined and following the Eq. (61), we
do not have the standard form p = ¥ for the den-

sity. In addition p(0,7) and j(0,7) = ¥ a¥ are ill
definite.
Vol. 15
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In a word, since there is no continuity equation for
this particular case, the 8-potential can not create par-
ticles of type Dirac (p > 0) and thus the probability
is null.

3. CONCLUSIONS

In this paper which can be considered as a contri-
bution to the problem of the &-potential in Dirac
equation, we have considered the process of pair cre-
ation by determining the probability following the
approach of the effective action, the vacuum being
perturbed by a non-local and separable potential.

From the continuity equation, it has been shown
that under the effect of non local interaction classi-
cally, p is not defined positive while a Dirac particle

67

has a p > 0 and the result is obviously a probability
null to create particles of type Dirac. With another
approach like the “in” and “out” vacuum states
method the same ambiguity remains, since the nature
of particle in connection with the spin-statistics theo-
rem are necessary to obtain the probability.

For the limit case of d-potential, the solution at the
origin x = 0 isill definite .In this case, there is no con-
tinuity because (p, j) are not definite at the origin. So,
the probability to create Dirac particles is also null.

4. APPENDIX A

In this appendix, we propose to show that the two
following terms are null:

—for the Ist term

x 2|™ R 2
e [ dxe™ vix) || = im= 1im)e ™) [ dx e vix,)| = lim (lim~ lim )
R—e0  R——oco £-50" \R—5e0 R——o0
R 2 oo 2 —oo 2
'[ dx e v(x,) J. dx e v(x,) Idxceip “ev(x,)
o Sy == =<e—o| -|= =2
e™"e oo oo 0 0
ipgR _€R 2 2 2 2
e e v(R v(R v(R v (—o0
=0-1im lim —R;) =—1lim lim ( ) =—Ilim lim ( ) = (2 ):0 (po;tO)_
€507 R—>—c0 ipoelpo e £-0" Ro—e\_ 1Py £-0" Ro—eo\_ 1Py Do
—for the 2nd term
+o0 x e +o0 R
xj dxce_i”Ox"v(xc)J dx v(x,)e™| = (lim= lim ) R j dxce_i”Ox"v(xc)J dx v(x, )™
R—» R——x
X —oc0 —oo R —o0
+oo R +oo

'[ dx e " v(x,) J. dx v(x, e

N I dx.e " v (x,)

() I
R

R
ipox
. I dx v(x,)e "

- j dx.e " ev(x,) lim =

R—

= I dx,v(x,)e™  lim £
~ R

=

~i(po-i0*)R
ipoX, 1 — R
= dezv(xz)ep°zllm ¢ v(R)

R——o0 l R—eo _L
R R?
e i(po=i0")R
—ipoX, . ( )e
— | dx.e v(x,) lim =0-0=0
R——oo _%
- R
. —i[ py—i0*|R . il py—i0*|R
because limg_,., e G — 0andlimg_,__e (om0 — 0.
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5. APPENDIX B
In this appendix, we develop the expression Sy

Since Ic def (€)= j d%f (<€), first we have

eff =8 T'[ d%i
| 2iT p

mp +%’J
Po(m g)

X
po (17 (g* = h*) +4) + 4iJ (H& + gm)

Y Jp, [gz - hz) +2i (€ + mg)
20p0 py (4 (g2 -h)+ 4) +4iJ (h€ + gm)

— (hm— gé€)J
+ Py
po (17 (87 = 17) + 4) + 4i (—h& + gm)
L e 90 Ipo(g’ =) +2i (K€ + mg)
20p p, (J2 (g7 —n")+ 4) +4iJ (~h€ + gm)[’

+o0—i0"

m
JEE ) (hm+ g€)J

HAFDALLAH, CHETOUANI

the
(m,g,h) — (—m,—g,—h) in the second integral ( .[c* )

where we can observe change

Now, let us decompose the integral as follows

jd%( Jﬁo d€ )+m+j’0 dé()
+oo—i0* m+i0*
+mj10 dé(.)+ M+Ji0 dé(.)
— m+i0*

by taking into account for p, the change of sign:
= €’ —m” on the path Jeo — i0,m — i([
= €* —m’ on the path Jeo + i0,m + i0].

e t
Then S;;" becomes

3J (Jp0 (g2 - h?) +2i(h%+mg))

§:Om - _8iT
g J. 217Ep0 pO
M (hm— g€)J

0

T (g% = n*) + 4) + 4iJ (H& + gm)

20py (47 (87 — 1*) +4) + 4iJ (hE + gm)

(72 (gP — 1)+ 4) + 4id (~hE + gm)

oJ Jp, (g2 —h2)+2i(—h%+mg)
20p, p, (J2 (g2 -n)+ 4) + 4iJ (—=h€ + gm)

. 8iT°°+f°+&ﬁ o, (hm+ g€)J* oy Trpo(g’ = 17) =2 (hE+ mg)
2 Am=py | p, (J*2 (g% -n*)+ 4) —4iJ*(hE + gm) 28po Do (J*2 (g —n*)+ 4) — 4iJ* (h€ + gm)
pmo(hm—g%).]* 9% J*p, (g2 —hz) 2i (-h€ + mg)
po (%7 (87 = 1*) +4) - 4iJ* (—h€ + gm) 28po po (%2 (87 = 1*) +4) - 4iJ* (—h€ + gm)|

This expression can be written in compact form
(Eq. (56)).
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Abstract

The Duffin-Kemmer-Petiau equation (DKP) is solved for a separable and non-local matrix interaction via the
determination of the free Green function.

Thus, it has been shown that the spectrum of the energies is obtained from the calculation of the determinant and
as an illustration we have chosen a simple form for the matrix M relative to the interaction and we have calculated the
determinant for the case of spin 0 (8 matrices of order 5 x 5).

Keywords: non-local, Green function

Résumé

L'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) est solutionnée pour une interaction de type matriciel , séparable et non-local
via la détermination de la fonction de Green libre.

Clest ainsi qu'il a été montré que le spectre des énergies s'obtient a partir du calcul du déterminant et comme illustration
nous avons choisi une forme simple pour la matrice M relative a l'interaction et nous avons calculé le déterminant pour le
cas du spin 0 (matrices B d'ordre 5x5).

Mots clés : non-local, , fonction de Green.
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DKP and KG in some situations may give different

results [4], [5]. Thus, it has been shown for the meson
- noyau reactions that the adjustment of the theoretical

I- Introduction

We know that the relativistic particles of spin 0 are
described by the equation of Klein Gordon (KG) and
that the main defect is an undefined positive density p
and that the particles of spin 1/2 are described by the
Dirac equation obtained by making space and time
play the same role. The Dirac equation is a matricial
type and has a linear form and the density p in this
case is positive,. The importance of this equation
resides mainly in the prediction of the existence of
antiparticles.

There is, however, another relativistic equation where
the space and time play the same role and resembles to
that of Dirac:it is Duffin Kemmer-Petiau (DKP)
equation [1], [2], [3] which is reserved for the
description of the motion of spin-0 and spin-1
particles. For the case of spin 0, the two equations

results with respect to the experimental results is
better for the DKP equation than for the KG equation
[6].
Recall that the DKP equation is of the matricial type
and has a certain resemblance to that of Dirac where
time and space play the same role, and where the
Dirac matrices y* are replaced by the matrices " but
obeying the following relations
BHBYB* + BABYB* = g B + gV BH. €3]
In the presence of an interaction, this DKP equation
has the following form

(ip9, — m)®(x, t) + Vo (x,t) = 0. (2)
Where u=0,1 i.e D=(1+1)

In this paper, it is proposed to use interactions of

non-local and separable type [7] [8] for obtaining the

© Université des Fréres Mentouri Constantine 1, Algérie, 2016
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solution of the DKP equation. In the non-relativistic
case, it is known that non-local interactions have been
wide
V = M|v >< v| used in nuclear physics. We choose
the following simple form for the interaction in
question

V =Mlv><vl|, 3)

where M is a certain matrix .
In representation of coordinates we have
<x'|VPx >=M <x'|lv><vlx >

i.e. aseparable formin x and x’ .1ts action on the
wave function is defined by

Vo (x,t) = Mv(x) f dx'v'(xNo(x',t). (4
+00

where we can see through the integral that the

interaction depends on the wave function not

only of a time but of the entire space.

I1-Determination of Gy(x;, x,, €) and of
G(xp, x4, E)

Let us start with the free DKP equation (V = 0)

(iB°0y + if1d; — m)¥(x,t) =0 (5)
Where the B obey the following relationships
BHBUBY + BABYR* = g*' B + g B, (6)
First, let us put P=B*Pn and multiply by p,,
PBYB* + B B"p =B + 9"p, @)
And then by p,, , and by p;
P#p + pop = p*p + P’ ®)

We obtain the following property, useful for the
following

P =57

Where it may be noted that p? is without matrix.
In the presence of the interaction V, The DKP
equation becomes

(ip*d, - m)¥ = V¥

)

(10)
To obtain its solution, we proceed as follows

a — We first solve the DKP equation for a free
particle or without interaction

(iph, —m)Py =0 , (11)

b — We determine the solution of free Green function

10

(iﬂoa/O’ + iﬁ}/al’ - m)Go(x,, t’; X, t)

=8t —t)6(x' —x) , (12)
Then, the solution of DKP eq. with interaction is
deduced from a and b. It is given by

<x||¥ > =<x||Po > —< x|G V¥ >,

V(x) = @ (x) )

—[dx'Go(x,x"; E) < x’|V|lIJ > (13)
Let us first determine the Green function Go(x', x; E)
which is connected to Go(x', t'; ¢, x) by

2

Go(x t't, x) - f Go(E, p)e—z [E(tr—t)—p(xr—x)]

(2n )2
dE . !
= Ee-f(t “Go(x',x;E)  (14)
reminding the passage that
dE . ..,
st —t)=[ Ee—w(f -t), (15)

Thus we have respectively

BBy’ + i 9y —m)f I e HE Gy, x; E)

— r_ d_E —iE(t'-t)

=6(x"—x)f 2ne , (16)
(B°E + %0, —m) [ SEGo(E, pe=r(x'—)

dp e~ p(x'-x)

=) -e™? ) 17)
And by identification

(B°E = B'p —m)Go(E,p) = I, (18)

1

Go(E,p) = FE—fip—m (19)
Or symbollcally
Go = ﬁ_ (20)
Having found Go,Lnodify its expression by
multiplying by (%2 +.P), we have
Go = —— 2

vt
-1 7
g ﬁ/( +ﬁ) 1)

In this expression, note that the denominator still
contains matrices as £, we have
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ﬂGo = mGo +1
1 (P
=P2— —+IS ) (22)
(T’”)(m )
then, finally
ngm(§+ﬁ)—i, (23)

in the configuration space, the Free Green function is
written

Go(x’!x; E) = f

—00 27 (PZ_mZ)

8(x'-x)

0 —ip(x'-x) 2
+oodp e”'P (/ - (24)

tB)-
It is clear that the denominator vanishes when P? —
m? = E?> — p* —m? = 0, That is to say for k =
+VE? —m? = (2 poles)

Let's develop the integral

+P)

f+oo d_p e_ip("’_x) (K

—® 21 (P2-m2) \m

+oo dp e—ip(x’—x) (EB°—pBY? o
- 27 E2—(p2+mZ2—i0) ( m +EB” -
pp). (25)
And use the decompositions
1 _ 1
E2—@*+m®)+i0 —p?+k*+i0
1 < 1 1 ) 26
- 2k\p—-k p+k/) (26)
p 101 1
E2— (P> +m») +i0 2(p—k+p+k)' @7)
As the integration results are simple
+o g e—ip(x'—x) o
f_oo %ﬁ - ie(x’ B x)elk(x _X) ’ (28)

f+oo dp e—ip(x'—x)

- = —j — 2" p—ik(x'—x)
2 pEk i0(x —x')e ,(29)

Then, the free Green function is finally the following

Go(x’;x;E) =
LB s e ik (K

— o(x' —x) 2kH(x x)ett X —x (m+4()
_L — e~ k&' -x) é

700G —x"e k (m +K))1H_k , (30)

where K* = (E, k)

Let's move on to the general solution of the DKP
equation. First, symbolically we have
|¥ >= |®y > —Go(E)M|v >< v||¥ >,

11

Multiplying at the left by < v| , we get
< V||V >=<v||Po > —< V|Go(E)M|v >< v||¥ >,

Or
(I+< v|Go(E)M|v >) < v||¥ >=< v||®, >.(31)

This allows us to

<v||¥ >= < v||®o >. (32)

1+< v|Go(E)M|v >
Now, we have
I' =< v|Go(E)M|v >, (33)

where

I
|¥ >= |Po > —Go(E)Mlv > H'_F < v||Dg >, (34)

and in terms of wave function
Y(x) = Po(x)
1
—J dyGo(x,y, EYMv(y) H—rfdzv(2)<1>o(2)-(35)
Hence

I' =< v|Gy(E)M|v >
= [dx'dxGo(x', x; E)Mv(x")v(x) (36)
It is clear that the expression

[+ T = [+<v|Go(E)M]|v > in the denominator of
the wave function is a matrix and that # its inverse

is also a matrix. We know that in order to inverse a
matrix it is necessary to pass by the determinant and
finally the spectrum of the energies is given by the
following equation

Det(I+T) = 0. (37)

It remains for us to fix the matrix M by using
relativistic invariance considerations.
For the following simple choice

M = hp?, (38)
And after calculating the determinant in the case of the

spin 0 where the matrices are of dimension 5x5

|
0

0,
0
o)
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(=}

|

—
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We find the following value for the energy

mZ

__W.

2

(39)

where
+00 ) x! )
] = f dx e”‘x’ﬁ(x’)f dx e~**9(x), (40)

+oo ) v Lo x
I =f dx e’”‘"'ﬁ(x')f dx e**9(x) =Ef dxe”‘"'ﬂ(x’)f dx e **9(x),

Note that J is real if k has the form k = ip, that is
to say pure imaginary. As
E*=k*+m?=—p?>+m*> 0 then p*> <m?

Let us distinguish the two cases

-Case 1: if h is real, then E = iiﬂih = pure

imaginary. In this case there are no linked states.

-Case 2 : if h= pure imagimary = ia , then

E? = and E? = izjﬂa In this case there are

4J%a®
two bounded states with the condition —-m < E =

-|_-£<m.
2ja

CONCLUSION

We have shown for a non-local and separable
potential how to obtain analytically the energy
spectrum relative to particles of spin 0 and described
by the DKP equation. For the case of spin 1, the
matrices of 10x10 order must be used for the matrices
Band (1. The result can be found elsewhere.
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Efect of non-local and separable interaction on the process

of particle’s pair creation

Abstract

The probability of pair creation of the Dirac equation by a separable and
non-local potential of the matrix type is calculated as follows the Schwinger
approach. It was found that this probability was zero. In a particular case, the
potential & is considered separable. Also, the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
equation describing the spin-0 particles is solved for the same interaction via
the determination of the free Green function. Thus, it has been shown that the
spectrum of energies is obtained from the calculation of the determinant and as
illustration we have chosen a simple form for the matrix M relative to the

interaction.

Keywords : pair creation , Dirac equation , effective action , non local

potential, DKP eqution



Résumé

La probabilité de création de paire de I'équation de Dirac par un potentiel
séparable et non local de type matriciel est calculé comme suit l'approche de
Schwinger.On a constaté que cette probabiliteé était nulle. Dans un cas
particulier, on considere le potentiel & séparable. Aussi, I'équation de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) deécrivante les particules du spin-0 est solutionnée pour
la méme interaction via la détermination de la fonction de Green libre. Clest
ainsi on a été montré que le spectre des énergies s'obtient a partir du calcul du
déterminant et comme illustration on a choisi une forme simple pour la matrice

M relative a l'interaction.

Mots clés creation de paire , équation de Dirac , action effective ,

potentiel non local , équation de DKP
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