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Chapitre 1

Introduction G�enerale

La cr�eation de paires de particules charg�ees dans le vide par un champ �electrique externe a

�et�e �etudi�ee par Schwinger il y a plusieurs ans. Bien qu'un demi-si�ecle se soit �ecoul�e depuis la

publication de l'�uvre classique de Schwinger, le sujet de la cr�eation de paires reste largement

discut�e dans la th�eorie des cordes et des trous noirs [1],[2]. Le m�ecanisme de Schwinger de

la production par paires, mis en avant pour �etudier la production de paires �electron-positon

dans un champ �electrique fort et uniforme, a �et�e appliqu�e �a de nombreux probl�emes de la

physique contemporaine. Dans la physique des circuits �electroniques macroscopiques, l'e�et de la

production de particules est entrav�ee par la petite taille de l'�energie de transition par rapport �a la

hauteur de barri�ere qui est de l'ordre de la masse d'�electrons [3],[4]. Le m�ecanisme de Schwinger a

souvent �et�e invoqu�e pour �etudier la production de particules dans chromodynamique quantique,

appliqu�e aux collisions nucl�eon-nucl�eon ou e + e�, le champ entre un quark et un antiquark

est repr�esent�e en approximation par un champ de jauge ab�elien sous la même forme que le

champ �electrique constant entre deux plaques de condenseur en �electrodynamique quantique

QED)[5],[6].

Des nombreux travaux (exp�erimentaux et th�eoriques) ont �et�e publi�es sur le syst�eme �a deux

nucl�eons. Cependant, nos informations sur les forces nucl�eaires sont encore plutôt petites. Du

point de vue th�eorique, cela est dû en partie �a la di�cult�e de r�esoudre le probl�eme de la di�usion.

Par cons�equent, il nous semble int�eressant de discuter d'un potentiel nucl�eaire sp�ecial pour

lequel nous pouvons obtenir facilement une solution exacte. Ce potentiel est non local et donc

de forme fondamentalement di��erente de ceux habituellement discut�es, mais comme personne
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ne connâ�t la forme correcte, il reste de la place pour tester de nouveaux types [7]. Les potentiels

s�eparables ont �et�e largement utilis�es en physique nucl�eaire, il y a depuis de nombreuses ann�ees

que l'�equation de Schr�odinger avec un potentiel s�eparable peut être r�esolue analytiquement. Les

potentiels s�eparables sont tr�es pratiques du point de vue math�ematique car ceux-ci r�eduisent un

ensemble d'�equations alg�ebriques faciles �a r�esoudre. Cependant, physiquement, ces potentiels

ne sont pas une bonne repr�esentation car la non-localit�e est di�us�ee sur toute la gamme. De

nombreux potentiels s�eparables ont �et�e construits pour reproduire les donn�ees de d�ecalage de

phase �a deux corps et l'�energie de liaison de deut�eron, mais ceux-ci ne reproduisent pas d'autres

propri�et�es de deut�eron comme les facteurs de forme, la probabilit�e d'�etat D, etc [8].

Des potentiels s�eparables ont �et�e utilis�es dans di��erents calculs �a plusieurs corps comme la

mati�ere nucl�eaire, le triton et les noyaux �nis. ces potentiels, en raison de leur simplicit�e, sont

presque exclusivement utilis�es pour l'�etude de probl�emes �a trois corps en physique nucl�eaire.

Dans une tentative de r�econcilier la m�ecanique quantique avec la relativit�e, Dirac a propos�e

de lin�eariser l'�equation de Klein Gordon (KG) des particules libres, en se basant sur la relation

relativiste quadratique entre l'�energie et la quantit�e de mouvement. Il a bien obtenu une �equation

relativiste de premier ordre par rapport au temps d�ecrivant ainsi le mouvement d'une particule

de spin-1/2, tels que l'�electron. Historiquement Dirac a introduit son �equation sous la forme :

Ĥ (x) = (�!� :�!p + �m) (x) = i
@ (x)

@t
(1.1)

o�u Ĥ est l'op�erateur Hamiltonien,  (x) et m sont respectivement la fonction d'onde et la

masse de la particule relativiste, �!p est l'op�erateur impulsion et �!� et � sont des coe�cients a

d�eterminer.

Or comme c�!p � �i�!r l'�equation de Dirac s'�ecrit explicitement :

(�i�!� :�!r + �m) = i
@ 

@t
(1.2)

Comme on le verra plus loin, les coe�cients �i (i = 1; 2; 3) et � ne peuvent pas être des nom-

bres. Ce sont des matrices n�n et l'�equation de Dirac peut-être consid�er�ee comme une �equation

matricielle dans la quelle la fonction d'onde  est une matrice colonne a n composantes :
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 =

0BBBBBBBBB@

 
1

 
2

:

:

 
n

1CCCCCCCCCA
; (1.3)

Pour que l'�equation de Dirac soit consid�er�ee comme l'�equation d�ecrivant le mouvement

relativiste d'une particule libre de masse m, chacune des composantes  i de la matrice colonne

 doit satisfaire l'�equation de Klein-Gordon c-�a-d

�
@2 +m2

�
 i(x) = 0 ) ( ��!r2 +m2) i(x) = �

@2 i(x)

@t2
(1.4)

Pour cela, il su�t d'appliquer l'op�erateur Hamiltonien Ĥ �a l'�equation de Dirac. En e�et, on

obtient dans ce cas

(�i�!� :�!r + �m)(�i�!� :�!r + �m) = �@
2 

@t2
(1.5)

soit donc explicitement :

�1
2

3X
i;j=1

(�i�j+�j�i)
@2 

@xi@xj
�im

3X
i=1

(�i�+��i)
@ 

@xi
+�2m2 = �@

2 

@t2
= ( ��!r2+m2) (1.6)

Cette relation impose donc, comme on peut le voir, des conditions sur les coe�cients �i et �.

Ces conditions sont

�i�j + �j�i = f�i ; �jg = 2�ijI

�i� + ��i = f�i ; �g = 0

�2i = �2 = I

(1.7)

o�u I est la matrice unit�e.

La relation d'anticommutation f�i; �g = 0, indique clairement que les coe�cients �i et �

doivent être des matrices et non des nombres. D'autre part pour que l'op�erateur Hamiltonien,

Ĥ =(�i�!� :�!r+�m), soit un op�erateur hermitien, il est n�ecessaire que les matrices �i et � soient

des matrices hermitiennes c-�a-d �y = � et

�yi = �i 8i = 1; 2; 3:
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On montre que la plus petite dimension avec laquelle on peut construire les matrices �i et

� est la dimension n = 4. Le choix de ces matrices n'est cependant pas unique.

En choisissant la repr�esentation dite de Dirac-Pauli, les matrices � et �i s'�ecrivent

� =

0@ 0 I

�I 0

1A , �i =

0@ �i 0

0 �i

1A , i = 1; 2; 3 (1.8)

La physique est ind�ependante du choix de la repr�esentation pr�ef�er�ee.

o�u I et 0 sont respectivement les matrices unit�e et nulle 2� 2 et �i = (i = 1; 2; 3) sont

les matrices de Pauli :

�1 =

0@ 0 1

1 0

1A , �2 =

0@ 0 �i

i 0

1A , �2 =

0@ 1 0

0 �1

1A (1.9)

Le fait que les matrices �i et � soient d'ordre 4, conduit n�ecessairement, dans l'�equation de

Dirac, �a ce que la fonction d'onde de la particule soit une matrice colonne �a 4 �el�ements :

 =

0BBBBBB@
 1

 2

 3

 4

1CCCCCCA (1.10)

Cette fonction d'onde a 4 composantes n'est pas un quadrivecteur mais un nouvel objet appel�e

bi-spineur de Dirac (On dit aussi spineur par abus de langage).

�Ecrivons maintenant l'�equation de Dirac sous forme covariante en introduisant


0 = 
0 = �; (1.11)


i = �
i = 
0�i (1.12)

qui conduit �a

(i
�@� �m) (�!r ; t) = 0: (1.13)
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R�e�ecrivons ainsi les relations (1:7) comme suit :

�

0; 
0

	
= 2

�

0
�2
= 2� 14�4;�


0; 
i
	
= 0;�


i; 
j
	
= 0; i 6= j;

f
�; 
�g = 2g�� ;

(1.14)

en pr�esence d'une int�eraction, l'�equation de Dirac s'�ecrit comme suit

[
� (i@� � eA�)�m] (�!r ; t) = 0: (1.15)

Multiplions l'�equation de Dirac �a gauche par


0
�
i
@

@t
� eA0 + �i (i@i � eAi)� 
0m

�
 (�!r ; t) = 0; (1.16)

i
@

@t
 = H0 + V  ; (1.17)

o�u

H0 = ��i@i + 
0m;

V = eA0 + e�
iAi:

(1.18)

cette derni�ere �equation ressemble �a l'�equation de Schr�odinger en interaction classique avec un

champ �electromagn�etique, même si la fonction d'onde est un spineur. Notamment, dans le cas

particulier o�u A� = ('; 0) le potentiel se r�eduit au potentiel �electrique multipli�e par la charge

de la particule e.

L'�equation de Dirac d�ecoule de la densit�e lagrangienne :

L =  (i
�@� �m) = L0 +
i

2
@�
�
 
� 

�
(1.19)

ou

L0 = i

2

�
 
� (@� )�

�
@� 

�

� 

�
(1.20)
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avec :  et  qui est un spineur \ligne"  =
�
 1;  2;  3;  4

�
. Dans les deux cas, les densit�es

lagrangiennes L et L0 s'annulent lorsqu'elles sont �evalu�ees pour un spineur solution de l'�equation

de Dirac.

L'�equation relativiste de premier ordre du Du�n-Kemmer-Petiau (DKP) est une �equation

d�ecrivant les particules de spin-0 et de spin-1. Elle a consid�er�e est une extension du formalisme

covariant de l'�equation de Dirac, d�ecrit les particules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1,

dans lequel on remplace les matrices gamma par des matrices bêta v�eri�ant un alg�ebre plus

compliqu�ee connue sous le nom de l'alg�ebre de Kemmer

(ie��@� �M) k = 0; (1.21)

avec �� sont des matrices satisfaisant les relations de commutation suivants :

e��e��e�� + e��e��e�� = e��g�� + e��g��: (1.22)

dont les matrices poss�edent trois repr�esentations irr�eductibles, une triviale de dimension 0 , et

les deux autres de dimensions 5 et 10 repr�esentant respectivement

les particules de spin s = 0 et s = 1. Elles g�en�erent l'alg�ebre de Kemmer suivant

e��e��e�� + e��e��e�� = g��e�� + g��e��: (1.23)

aux matrices des alg�ebres de spin demi-entier, tel que l'alg�ebre de Dirac, elles poss�edent la

propri�et�e des alg�ebres de spin entier non inversibles.

On choisit une repr�esentation pour les matrices e�� dans laquelle e�k+ = � e�k, et e�0+ = �e�0, et on �ecrit pour le cas de spin-0 les matrices suivantes comme
suit :

e�0 =
0@ �2�2 03�3

0 0

1A ; e�i =
0@ 0 �i

��iT 0

1A ; i = 1; 2; 3 (1.24)

avec

� =

0@ 0 1

1 0

1A ; �1 =

0@ �1 0 0

0 0 0

1A ; �2

0@ 0 �1 0

0 0 0

1A ; �3 =

0@ 0 0 �1

0 0 0

1A (1.25)
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et �T repr�esentant la matrice transpos�ee de � et 0 �etant la matrice nulle. Par contre, pour le

cas de spin-1 on a

e�0 =
0BBBBBB@

0 0 0 0

0
T

0 1 0

0
T

1 0 0

0
T

0 0 0

1CCCCCCA ; e�i =
0BBBBBB@

0 0 ei 0

0
T

0 0 �isi
�eT 0 0 0

0
T �isi 0 0

1CCCCCCA , i = 1; 2; 3 (1.26)

avec 0 et ei sont donn�ees par :

0 =
�
0 0 0

�
; e1 =

�
1 0 0

�
; e1 =

�
0 1 0

�
; e1 =

�
0 0 1

�
(1.27)

et 1 et 0 �etant respectivement, la matrice unit�e et la matrice nulle. Les si sont les si matrices

standards non-relativistes du spin-1

s1 =

0BBB@
0 0 0

0 0 �i

0 i 0

1CCCA ; s1 =

0BBB@
0 0 i

0 0 0

�i 0 0

1CCCA ; s3 =

0BBB@
0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1CCCA (1.28)

En pr�esence d'une interaction �electromagn�etique A�; Eq. (1:21) prend la forme :

n
ie�� (@� + ieA�)�Mo (~x; t) = 0: (1.29)

Conjuguons maintenant l'�equation (1:21) :

i@� 
+e�� +M + = 0: (1.30)

On d�e�nit � par :

� =  +
�
2
�e�0�2 � 1� ; (1.31)

d'o�u

� e�0 =  +e�0; (1.32)
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avec � �etant l'adjoint de qui v�eri�e l'�equation adjointe suivante :

i (@� � ieA�) � e�� +M � = 0: (1.33)

Sachant que :

� e��e�0 =  +e��+e�0; (1.34)

on tire l'�equation de continuit�e :

@�J
� = 0; (1.35)

o�u J� s'�ecrit de la fa�con suivante :

J� =
�
J0; Jk

�
= � e�� ; (1.36)

avec

Jk = � e�k : (1.37)

La densit�e de probabilit�e est alors donn�ee par

J0 = � e�0 : (1.38)

qui est aussi n'est pas d�e�nie positive : comme dans le cas avec des �equations de Proca et de KG,

il est donc n�ecessaire de recourir �a la r�einterpr�etation de Pauli et Weisskopf qui est bas�ee sur

la sym�etrie de charge. Contrairement aux matrices gamma de l'alg�ebre de Dirac, ces matrices

sont des inversibles.

Les exemples standards et apparemment les seuls pour les solutions des �equations relativistes

discut�es dans les manuels de m�ecanique quantique sont ceux du puits carr�e et du potentiel de

Coulomb. Dans ce contexte, le but de notre travail est d'�etudier la probabilit�e de cr�eation des

paires dans l'�equation de Dirac en pr�esence du potentiel non local et s�eparable, et la solution

de l'�equation de DKP lorsque le potentiel est aussi s�eparable et non local.

Cette th�ese comporte deux chapitre de la fa�con suivante : Dans le premier chapitre nous

traitons l'e�et de perturbation de vide par une int�eraction non locale et s�eparables sur le

processus de cr�eation de paires de particules de Dirac, o�u nous utilisons l'approche de Schwinger
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de l'action e�ective pour calculer la probabilit�e. l'�equation de continuit�e est d�eterminer et

�nalement nous appliquons le potentiel delta de Dirac comme un cas particulier d'un potentiel

non local et s�eparable.

Le deuxi�eme chapitre consiste �a �etudier le spectre d'�energie de l'�equation de DKP avec une

int�eraction non locale et s�eparable en passant par le calcul de l'expession de la fonction de

Green des particules de spin �0.

En�n, nous terminons notre travail par une conclusion globale.
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Chapitre 2

Cr�eation Des Paires

2.1 Introduction

Nous savons que le processus de cr�eation de paires de particules formul�e par Schwinger

[2] au moyen de l'amplitude de transition vide-vide et en termes d'action e�ective est en

fait le m�ecanisme le plus �etudi�e. Ainsi, pour la compr�ehension de ces ph�enom�enes physiques,

di��erentes approches ont �et�e d�evelopp�ees telles que celles bas�ees sur la fonction de Green [9], ou

la m�ethode adiabatique[10] , la technique de diagonalisation hamiltonienne[11] , l'approximation

semi-classique de WKB et plus particuli�erement la soi-disant approche des �etats de vide "in"

et "out" bas�es sur la transformation de Bogoliubov [12] , le th�eor�eme des statistiques de spin

[13] et les antiparticules d�ecrites par les solutions d'�energie n�egative remontant dans le temps

�etant �a la base de cette approche.

Succinctement, la plupart des travaux de la litt�erature li�es au processus de cr�eation de

particules consid�erent la probabilit�e et un grand int�erêt est focalis�e sur l'obtention de formes

analytiques de cette probabilit�e. Parmi les expressions, la plus simple est celle que Schwinger a

obtenue en consid�erant comme interactions avec le vide, un champ �electromagn�etique constant

et une onde de Volkov. Pour cette derni�ere interaction, il n'y a pas de processus de cr�eation de

paires.

Parmi les travaux utilisant l'approche de Schwinger de l'action e�ective, nous pouvons encore

trouver d'autres r�esultats simples pour la probabilit�e [14, 15] .
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Dans ce chapitre, nous consid�erons une interaction ayant une forme particuli�ere en con-

traste avec celle classiquement utilis�ee : il s'agit d'une forme non locale et s�eparable [16] Cette

interaction a �et�e consid�er�ee dans le cadre du probl�eme pos�e par le potentiel de la fonction ��

dans le contexte structure p�eriodique unidimensionnelle [17] et en particulier sur l'ambigu��t�e

du comportement au point x = 0 de la fonction d'onde. L'avantage de la s�eparabilit�e conf�ere

au potentiel une certaine 
exibilit�e puisque les calculs sont faciles �a manipuler ce qui explique

son utilisation dans de nombreux domaines et plus particuli�erement en physique nucl�eaire voir

par exemple [18].

De plus, sachant que l'�equation de Dirac avec cette interaction non-locale est r�esoluble

analytiquement, il nous a sembl�e utile de consid�erer le processus de cr�eation de paires de

particules de Dirac lorsque le vide est perturb�e par cette interaction s�eparable et non locale et

de voir son e�et, la d�etermination de la probabilit�e relative �a ce m�ecanisme est notre objectif

principal.

Symboliquement, cette interaction s�eparable, qui perturbe le vide a une forme de type

matriciel. Elle est la suivante

V̂ = (�g + h) j v >< v j , (2.1)

o�u g et h sont des param�etres r�e�els et � les matrices de Dirac habituelles 4� 4.

Dans l'espace de con�guration, son action sur la fonction d'onde (spineur) 	 (x; t) est d�e�n�ee

par

< x j V̂ j 	(t) >=
Z
dx0 < x j V̂ j x0 > 	

�
x0; t

�
= (�g + h) v (x)

Z 1

�1
dx0v

�
x0
�
	
�
x0; t

�
;

(2.2)

o�u v (x) = hxj vi est choisi r�eel et tel que v (x) = v (�x) et v (�1) = 0.

Il est �evident au moment t , cette interaction d�epend de l'espace entier via la fonction d'onde

.

Notez que si l'on se d�eveloppe v (x0) en s�erie au voisinage du point x , nous obtenons avec

l'aide de l'op�erateur de d�eplacement ei(x
0�x)p̂, la relation v (x) = ei(x

0�x)p̂v (x) : Ainsi , nous
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avons

< x j V̂ j x0 >= (�g + h) v (x) v
�
x0
�
= (�g + h) v (x) ei(x

0�x)p̂v (x) ; (2.3)

et son action sur 	 est donn�ee par

< x j V̂ j 	(t) >= (�g + h)
�
v (x)

Z 1

�1
dx0ei(x

0�x)p̂
�
v (x)	 (x; t) ; (2.4)

= 2� (�g + h) v (x) �̂ (p̂) v (x)	 (x; t) ; (2.5)

c-�a-d que la non-localit�e de l'interaction est caract�eris�ee par la d�ependance �a l'impulsion p̂

(op�erateur). Formellement, la s�erie
R1
�1 dx0ei(x

0�x)p̂ =
R1
�1 dx0

h
1 + i(x0�x)p̂

1! + (i(x0�x)p̂)2
2! + :::

i
est not�e par l'op�erateur 2��̂ (p̂) :

Apr�es cette pr�ecision, nous proc�edons comme suit : premi�erement, l'action e�ective �Seff:

est exprim�e en fonction des fonctions Green G ( avec interaction) et G0 (libre) . Puis, de la

partie imaginaire de �Seff: la probabilit�e li�ee au processus de cr�eation de paires est d�etermin�ee:

En tant qu'application, nous choisissons pour le produit un potentiel non local v(x)v(x0) la

forme du produit d'une fonction de Dirac �(x)�(x0) au lieu d'une forme locale �(x) .Le probl�eme

du potentiel �� est connu [19]pour les di��erents r�esultats obtenus par la limite de la solution �a

l'origine x = 0 quand le potentiel �� est remplac�e par un potentiel �ni .

2.2 Action e�ective

D'abord, il est facile de s'assurer que l'action relative �a l'interaction non locale est la suivante

S
�
	;	+

�
=

Z
dxdtL

=

Z
dxdt

264 	+ (x; t)
�
�1i

@
@x + �m

�
	(x; t)� i	+ (x; t) @@t	(x; t)

+	+ (x; t) (�g + h) v (x)

Z
dx0v (x0)	 (x0; t)

375 ; (2.6)

puisque par la variation par rapport aux champs 	+et 	, nous obtenons les �equations d'Euler-

Lagrange
@S

@	+ (y; u)
=

@L
@	+

� @

@t

@L
@ @	

+

@t

� @

@x

@L
@ @	

+

@x

= 0 , (2.7)
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@S
@	+ (y; u)

=

Z
dxdt

264 @
@	+(y;u)

	+
�
� @
i@x + �m

�
	(x; t)� i @

@	+(y;u)
	+ @

@t	

+ @
@	+(y;u)

	+ (�g + h) v (x)

Z
dx0v (x0)	 (x0; t)

375 (2.8)

@S
@	+ (y; u)

=

Z
dxdt� (x� y) � (t� u)

��
�
@

i@x
+ �m

�
	(x; t)� i @

@t
	+ (�g + h) v (x)

Z
dx0v

�
x0
�
	
�
x0; t

��
(2.9)

c-�a-d on obtient respectivement l'�equation de Dirac

�
�
1

i

@

@x
+ �m� i @

@t

�
	(x; t) + (�g + h) v (x)

Z
dx0v

�
x0
�
	
�
x0; t

�
= 0; (2.10)

et son adjoint avec les mêmes �etapes

@S
@	(y; u)

=
@L
@	
� @

@t

@L
@ @	@t

� @

@x

@L
@ @	@x

= 0; (2.11)

@S
@	(y; u)

=

Z
dxdt

264 	+
�
� @
i@x + �m

�
@

@	(y;u)	(x; t)

�i	+ @
@t

@
@	(y;u)	+	

+ (�g + h) v (x)

Z
dx0v (x0) @

@	(y;u)	(x
0; t)

375
(2.12)

@S
@	(y; u)

=

Z
dxdt

264 	+
�
� @
i@x� (x� y) � (t� u) + �m� (x� y) � (t� u)

�
� i	+� (x� y) @@t� (t� u)

+	+ (�g + h) v (x)

Z
dx0v (x0) � (x0 � y) � (t� u)

375
(2.13)
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@S
@	(y; u)

=

Z
dxdt	+�

@

i@x
� (x� y) � (t� u)

+

Z
dxdt	+�m� (x� y) � (t� u)

�i
Z
dxdt	+� (x� y) @

@t
� (t� u)

+

Z
dxdt	+ (�g + h) v (x)

Z
dx0v

�
x0
�
�
�
x0 � y

�
� (t� u) (2.14)

Alors

@S
@	(y; u)

=

Z
dx	+ (x; u)�

@

i@x
� (x� y) + 	+ (y; u)�m

�i
Z
dt	+ (y; t)

@

@t
� (t� u) +

Z
dx	+ (x; u) (�g + h) v (x) v (y) � (t� u)(2.15)

	+ (x; t)

 
�1
i

 �
@

@x
�+ �m+ i

 �
@

@t

!
+ v (x)

Z
dx0v

�
x0
�
	+

�
x0; t

�
(�g + h) = 0; (2.16)

� et � �etant les matrices habituelles de Dirac 4x4.

Nous savons que l'amplitude de la transition vide-vide A(vac:� vac:) est donn�ee par [20]

A(vac� vac) =
Z
D	+D	ei

R
dxdt	+ÔD	 =

Z
D	+D	eiS (2.17)

= NDetÔD = ei
�Seff ; (2.18)

o�u maintenant, 	+ et 	 sont des variables de Grassmann et �Seff est l'action e�ective qui,

dans notre cas, est donn�e par l'expression suivante

�Seff = i exp

"
�Tr ln �p̂+ �m� Ê + i0+

�p̂+ �m� Ê + V̂ + i0+

#
; (2.19)

V̂ �etant la perturbation qui est l'interaction non-locale.

La d�etermination de la probabilit�e P qui est le but de notre travail est d�e�ni en termes
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d'action e�ective par

P = 1�
���ei �Seff ���2 = 1� ei( �Seff� �S�eff) = 1� e�2 Im �Seff ' 2 Im �Seff : (2.20)

Pour la d�etermination de �Seff , il est plus appropri�e d'utiliser l'identit�e

ln
a+ i0+

b+ i0+
=

Z +1

0

ds

s

h
eis(b+i0

+) � eis(a+i0+)
i
; (2.21)

a�n d'utiliser la forme exponentielle. Puis, �Seff prend la forme suivante

�Seff = iT r

Z +1

0

ds

s

h
eis(�p̂+�m�Ê+V̂+i0

+) � eis(�p̂+�m�Ê+i0+)
i

(2.22)

= iT rDTrx

Z +1

0

ds

s

h
eis(�p̂+�m+V̂+i0

+) � eis(�p̂+�m+i0+)
i
Trt

�
e�isÊ

�
; (2.23)

o�u le symbole Tr = TrxTrtTrD indique une sommation diagonale respectivement sur les co-

ordonn�ees spatio-temporelles et sur les indices spinoriels. La derni�ere trace ayant �et�e factoris�ee

parce que les op�erateurs p̂ et Ê commute:

Notons par j t > et j x > les vecteurs propres des operateurs x̂ et t̂ . Ces kets sont tels que

t̂ j t > = t j t > , Ê j t >= i @@t j t >, x̂ j x > =x j x > et p̂ j x > = @
i@x j x > :

La derni�ere trace par rapport �a l'op�erateur de translation temporelle e�isÊ est facilement

calculable . Tout d'abord, d�eveloppons-nous en s�erie e�isÊ en tenant compte de l'action de Ê

sur le ket j t >;le r�esultat est simplement �egal �a

e�isÊ j t >=
 
1 + s

@

@t
+

�
s @@t
�2

2!
+ :::

!
j t >

=j t+ s > : (2.24)

Ensuite, l'�el�ement de matrice de e�isÊ a comme r�esultat

< tb j es
@
@t j ta >= htbj ta + si

= � (s� (tb � ta)) ; (2.25)
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cela nous permet d'obtenir sa trace

Trte
s @
@t =

Z
dt < tb j es

@
@t j ta >

���
tb=ta=t

=

Z
dt � (s� (tb � ta))jtb=ta=t = � (s)

Z T

0
dt = T� (s) :

(2.26)

L'action e�ective est r�eduite �a

�Seff = T

Z +1

�1
ds
� (s)

s
TrDTrx

h
� (s)

�
eis(�p̂+�m+V̂+i0

+) � eis(�p̂+�m+i0+)
�i
; (2.27)

o�u la fonction de Heaviside � (s)a �et�e ajout�e a�n d'�etendre les limites des int�egrations (0;1)

en (�1;1) .Ainsi, nous avons exprim�e l'action e�ective en fonction des op�erateurs d'�evolution

(ou propagateurs) avec et sans interaction.

Cependant, il nous semble plus appropri�e d'utiliser les fonctions de Green pour la d�etermination

de �Seff . Pour cela, avec la repr�esentation int�egrale suivante de � (s)

� (s) =

Z +1

�1

dE
2i�

eiEs

E � i0 pour � (0) =
1

2
;

qui devient avec le passage E ! E � Ĥ

� (s) =

Z +1

�1

dE
2i�

eis(E�Ĥ)

E � Ĥ � i0
;

nous obtenons la repr�esentation int�egrale du propagateur au moyen de la fonction de Green

� (s) eiĤs =

Z +1

�1

dE
2i�

eiEs

E � Ĥ � i0+
; (2.28)

o�u �Ĥ est le Hamiltonien qui r�egit le mouvement. En rempla�cant Ĥ par (�p̂+ �m) et par

(�p̂+ �m+ V ) ; nous avons respectivement les op�erateurs de Green

- sans interaction (libre)

Ĝ0 (E) =
1

E � (�p̂+ �m+ i0+)
; (2.29)
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- et en pr�esence de l'interaction non-locale V̂

Ĝ (E) = 1

E �
�
�p̂+ �m+ V̂ + i0+

� : (2.30)

Ainsi, l'action e�ective est maintenant fonction de Ĝ et Ĝ0

� �Seff = iT

Z +1

�1
ds
� (s)

s

Z +1

�1

dE
2i�

eiEsTrDTrx
h
Ĝ (E)� Ĝ0 (E)

i
(2.31)

= T

Z +1

�1

EdE
2i�

TrDTrx

h
Ĝ (E)� Ĝ0 (E)

i
; (2.32)

avec la propri�et�e
R +1
�1 ds �(s)s eiEs = �

R +1
�1 ds�0 (s) eiEs = iE

R +1
�1 ds� (s) eiEs = iE ;a �et�e utilis�e

a�n de simpli�er les int�egrations.

Il reste �a d�eterminer Ĝ. Formellement, observons que Ĝ et Ĝ0v�eri�e les �equations suivantes

[E � (�p̂+ �m+ (�g + h) jvi hvj)] Ĝ (E) = 1; (2.33)

[E � (�p̂+ �m)] Ĝ0 (E) = 1 (2.34)

et de ces deux �equations, nous obtenons la relation entre Ĝ (E) et Ĝ0 (E)

Ĝ (E) = Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ (E) : (2.35)

A�n de d�eterminer Ĝ; nous pouvons proc�eder en suivant deux m�ethodes non perturbatives

et perturbatives :

1-m�ethode non perturbative : premi�erement, en multipliant Eq.(2:35) �a gauche par le bra

< vj, nous obtenons

hvj Ĝ (E) = 1

1� � hvj Ĝ0 (E) ; (2.36)

o�u nous avons pos�e

� = hvj Ĝ0 (E) (�g + h) jvi : (2.37)

qui est une matrice. Ensuite, en rempla�cant cette expression dans l'�equation, nous obtenons
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l'op�erateur Green li�e �a l'interaction

Ĝ (E) = Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) jvi (�g + h)
1

1� � hvj Ĝ0 (E) ; (2.38)

en fonction de Ĝ0(libre). Cette m�ethode pour obtenir Ĝ est donc non perturbative.

2- l'autre m�ethode (it�eration) est perturbative : elle consiste �a remplacer successivement Ĝ

du deuxi�eme membre par son expression (2:35)

Ĝ (E) = Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ (E)

= Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj
�
Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ (E)

�
= Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ0 (E)

+ Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ0 (E)+

= Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi hvj Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi� hvj Ĝ0 (E)

+ Ĝ0 (E) (�g + h) jvi�2 hvj Ĝ0 (E) + :::

= Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) (�g + h) jvi
�
1 + � + �2 + :::

�
hvj Ĝ0 (E)

= Ĝ0 (E) + Ĝ0 (E) jvi (�g + h)
1

1� � hvj Ĝ0 (E) ; (2.39)

Donc, le r�esultat est le même suivant les deux m�ethodes.

De plus, il est remarquable de noter que le deuxi�eme terme de la fonction de Green, qui est

le seul �a contribuer au calcul de l'action e�cective, a une forme s�eparable grâce �a la s�eparabilit�e

du potentiel.

En e�et, dans l'espace de con�guration, ce 2�eme terme peut s'�ecrire comme suit

hxbj Ĝ0 (E) jvi (�g + h)
1

1� � hvj Ĝ0 (E) jxai = hxbj Ĝ0 (E) jvi (�g + h)
1

1� � hvj Ĝ0 (E) jxai

= V � (xb;E) (�g + h)
1

1� �V (xa; E)

= 2�V � (xb;E) �̂ (p̂) (�g + h)
1

1� �V (xa; E) (2.40)

o�u V (x; E)=
R
dxcv (xc)G0 (xc;x; E) :
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Ainsi, une fois de plus, il apparâ�t au deuxi�eme terme de la fonction de Green la car-

act�eristique de non-localit�e �a travers l'op�erateur �̂ (p̂) depuis Ĝ (xb; xa; E) est une solution d'une

�equation pseudo di��erentielle suivante.

�
E + i� @

@xb
� �m+ (�g + h) v (xb)

�Z 1

�1
dx0e

(x0�xb) @
@xb

�
v (xb)

�
Ĝ (xb; xa; E) = � (xb � xa)

(2.41)

Il est clair que la d�ependance in�nie dans @
@xb

pose le probl�eme du traitement du potentiel

comme perturbation puisque le terme i� @
@xb

peut aussi être consid�er�e comme une perturbation

par comparaison avec le potentiel.

Cependant, puisque l'expression de Ĝ est de même selon les m�ethodes directes et perturba-

tives, on conclut qu'il y a continuit�e analytique et que le traitement est ind�ependant du choix

de la forme de la perturbation.

Maintenant, d�eterminons les deux fonctions de Green avec et sans interaction.

2.2.1 D�etermination de l'action e�ective et probabilit�e

Tout d'abord, d�eterminons explicitement la fonction de Green G0 (xb;xa; E) qui est l'�el�ement

de matrice de l'op�erateur Ĝ0. En ins�erant le projecteur
R
dp jpi hpj = 1 et avec l'aide de la relation

p̂ jpi = p jpi , l'op�erateur p̂ est �eliminat�e . Alors, utiliser le produit scalaire hxj pi = eipxp
2�
; nous

avons

G0 (xb;xa; E) = hxbj Ĝ0 (E) jxai

= hxbj
1

E � (�p̂+ �m+ i0+)
jxai

=

Z +1

�1

dp

2�

eip((xb�xa))

E � (�p+ �m+ i0+)

=

Z +1

�1

dp

2�

eip((xb�xa))

E2 � p2 �m2 � i0+ (E + �p+ �m) ; (2.42)

Il est �evident qu'il y a deux pôles �
�p
E2 �m2 � i0+

�
situ�e sur les plans 1/2 inf�erieur et

sup�erieur. Selon la m�ethode des r�esidus, il est facile d'e�ectuer l'int�egrale. Pour les di��erents

cas de xb et xa, le r�esultat peut être obtenu par les manipulations suivantes
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G0 (xb;xa; E) = (�m+ E)

Z +1

�1

dp

2�

1

E2 � i0+ � (p2 +m2)
eip(xb�xa) (2.43)

+�

Z +1

�1

dp

2�

p

E2 � i0+ � (p2 +m2)
eip(xb�xa) (2.44)

et utilisons les d�ecompositions

1

E2 � (p2 +m2)
=

1

p20 � p2
=

1

2p0

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
(2.45)

p

E2 � (p2 +m2)
=

p

p20 � p2
= �1

2

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
(2.46)

donc

G0 (xb;xa; E) =
1

2p0
(�m+ E)

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
eip(xb�xa)

� �

2

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
eip(xb�xa) (2.47)

si xb � xa > 0 demi-plan sup�erieur p0 = �
hp

E2 �m2 � i0
i

Comme les r�esultats des int�egrations sont simples

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
eip(xb�xa) = i lim

p!�p0
(p+ p0)

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
e�ip0(xb�xa) = ie�ip0(xb�xa)

(2.48)

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
eip(xb�xa) = i lim

p!�p0
(p+ p0)

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
e�ip0(xb�xa) = ie�ip0(xb�xa)

(2.49)

Alors, la fonction de Green libre est la suivante
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G0 (xb;xa; E) =
i

2p0
(��p0 + (�m+ E)) e�ip0(xb�xa) (2.50)

si xb � xa < 0 demi-plan inf�erieur p0 =
hp

E2 �m2 � i0
i

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
eip(xb�xa) = �i lim

p!p0
(p� p0)

�
1

p+ p0
� 1

p� p0

�
eip0(xb�xa) = ieip0(xb�xa)

(2.51)

Z +1

�1

dp

2�

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
eip(xb�xa) = �i lim

p!p0
(p� p0)

�
1

p+ p0
+

1

p� p0

�
eip(xb�xa) = �ieip0(xb�xa)

(2.52)

Alors, la fonction de Green libre est la suivante

G0 (xb;xa; E) =
i

2p0
(�p0 + (�m+ E)) eip0(xb�xa) (2.53)

Finalment, la fonction de Green est

G0 (xb;xa; E) =
i

2
p
E2 �m2

�
��
p
E2 �m2 sin (xb � xa) + (�m+ E)

�
e�i

p
E2�m2j(xb�xa)j

(2.54)

Pour le trosi�eme cas c-�a-d

E2 < m2 (2.55)

p20 = E2 �m2 = �
�
m2 � E2

�
= ��2 (2.56)

la fonction de Green sera d�e�nit comme suit

G0 (xb;xa; E) = (�m+ E)
Z

dp

2�

1

E2 � i0+ � (p2 +m2)
eip0(xb�xa)+�

Z
dp

2�

p

E2 � i0+ � (p2 +m2)
eip0(xb�xa)

(2.57)

utilisons toujours la m�ethode de d�ecomposition

1

E2 � (p2 +m2)
=

1

�p2 ���2 = �
1

p2 + �2
==

1

2i�

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
(2.58)
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p

E2 � (p2 +m2)
=

p

��2 � p2 = �
p

�2 + p2
= �1

2

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
(2.59)

donc

G0 (xb;xa; E) =
1

2i�
(�m+ E)

Z
dp

2�

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
eip0(xb�xa)�1

2
�

Z
dp

2�

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
eip0(xb�xa)

(2.60)

pour (xb � xa) > 0; p0 = i�

� =
p
m2 � E2 !!demi-plan inf�erieur

Comme les r�esultats des int�egrations sont simples

Z
dp

2�

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = �i lim

p!i�
(p� i�)

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = ie��(b�a)

(2.61)

Z
dp

2�

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = �i lim

p!i�
(p� i�)

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = �ie��(b�a)

(2.62)

G0 (xb;xa; E) =
1

2�
(i��+ (�m+ E)) e��(xb�xa) (2.63)

pour (xb � xa) < 0; p0 = �i�

� =
p
m2 � E2 !!demi-plan sup�erieur

Comme les r�esultats des int�egrations sont simples

Z
dp

2�

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = i lim

p!i�
(p� i�)

�
1

p+ i�
� 1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = ie+�(xb�xa)

(2.64)Z
dp

2�

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = i lim

p!i�
(p� i�)

�
1

p+ i�
+

1

p� i�

�
eip0(xb�xa) = ie+�(xb�xa)

(2.65)

G0 (xb;xa; E) =
1

2�
(�i��+ (�m+ E)) e+�(xb�xa) (2.66)
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donc

G0 (xb;xa; E) =
1

2�
(i�� sin(xb � xa) + (�m+ E)) e��jxb�xaj (2.67)

En�n, on trouve que l'expression de la fonction de Green dans le cas libre est

G0 (xb; xa; E) =

8<:
1
2�e

��jxb�xaj [i��sign (xb � xa) + �m+ E ] pour E2 < m2

1

2i
p
E2�m2

e�i
p
E2�m2jxb�xaj

h
��
p
E2 �m2sign (xb � xa) + �m+ E

i
pour E2 > m2;

(2.68)

o�u le lien entre � =
p
m2 � E2 (avec E2 < m2) et p0=

p
E2 �m2 (avec E2 > m2);est donn�ee par

� = ip0:

Ainsi, la fonction de Green G li�es �a notre interaction non locale est

G (xb; xa; E) =
1

2ip0
e�ip0jxb�xaj [��p0sign (xb � xa) + �m+ E ]

+

�
1

2ip0

�2 Z +1

�1

Z +1

�1
dxcdxzv (xc) v (xz) e

�ip0jxb�xcje�ip0jxz�xaj�

[��p0sign (xb � xc) + �m+ E ] (�g + h)

�
h

1
1��

i
[��p0sign (xz � xa) + �m+ E ]

; (2.69)

et l'action e�ective a pour expression

�Seff = �iT
Z
C

EdE
2i�

�
1

2ip0

�2

�TrDTrx

26664
R +1
�1

R +1
�1 dxcdxzv (xc) v (xz) e

�ip0jxb�xcje�ip0jxz�xaj

[��p0sign (xb � xc) + �m+ E ] (�g + h)
h

1
1��

i
[��p0sign (xz � xa) + �m+ E ]

37775 ; (2.70)

o�u p0 =
p
E2 �m2 pour E2 > m2:

Calculons la matrice �. En ins�erant les deux projecteurs
R
dxb jxbi hxbj =

R
dxa jxai hxaj =

1,nous obtenons
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� =< v j G0 (�g + h) j v >

=

Z +1

�1

Z +1

�1
dxbdxav (xb)G0 (xb; xa; E) (�g + h) v (xa)

=

Z +1

�1

Z +1

�1
dxbdxav (xb)

�
1

2ip0
e�ip0jxb�xaj [��p0sign (xb � xa) + �m+ E ]

�
(�g + h) v (xa)

(2.71)

=
1

2ip0

Z +1

�1
dxbv (xb)

�Z +xb

�1
+

Z +1

xb

�
dxae

�ip0jxb�xaj [��p0sign (xb � xa) + �m+ E ] (�g + h) v (xa)

(2.72)

=
1

2ip0

240@ R +1
�1 dxbv (xb) e

�ip0xb
R +xb
�1 dxav (xa) e

ip0xa [��p0 + �m+ E ]

+
R +1
�1 dxbv (xb) e

�ip0xb
R +1
xb

dxav (xa) e
ip0xa [�p0 + �m+ E ]

1A35 (�g + h)
(2.73)

=
1

ip0

Z +1

�1
dxbv (xb) e

�ip0xb
Z +xb

�1
dxav (xa) e

ip0xa (�m+ E) (�g + h) (2.74)

=
1

2ip0
J [Eh+mg + � (Eg +mh)] : (2.75)

avec

J =

Z +1

�1

Z 1

�1
dxbdxav (xb) v (xa) e

�ip0jxb�xaj:

telque

Z +1

�1

Z 1

�1
dxbdxav (xb) v (xa) e

�ip0jxb�xaj

=

Z +1

�1
dxbv (xb)

�Z x

�1
+

Z +1

x

�
dxav (x) e

�ip0jxb�xaj

=

Z +1

�1
dxbv (xb)

Z x

�1
dxav (xa) e

�ip0(xb�xa) +

Z +1

�1
dxbv (xb)

Z +1

x
dxav (xa) e

ip0(xb�xa)

=

Z +1

�1
dxbv (xb) e

�ip0xb
Z xb

�1
dxav (xa) e

ip0xa +

Z +1

�1
dxbv (xb) e

ip0xb

Z +1

x
dxav (xa) e

�ip0xa

= 2

Z +1

�1
dxbv (xb) e

�ip0xb
Z x

�1
dxav (xa) e

ip0xa (2.76)
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Ensuite, nous pouvons d�eduire 1
1�� qui est aussi une matrice. C'est �egal �a

1

1� � =
1

1� 1
2ip0

J [Eh+mg + � (Eg +mh)]
=

2ip0
2ip0 � J (Eh+mg)� �J (Eg +mh)

=
2ip0 [2ip0 � J (Eh+mg) + �J (Eg +mh)]

(2ip0 � J (Eh+mg)� J (Eg +mh)) (2ip0 � J (Eh+mg) + J (Eg +mh))

=
2ip0 [2ip0 � J (Eh+mg) + �J (Eg +mh)]

[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 + J (E �m) (g � h)]
; (2.77)

et donc l'action e�ective �Seff a maintenant, pour l'expression

�Seff = T

Z
C

EdE
2i�

1

2ip0

1

[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 + J (E �m) (g � h)]

TrDTrx

26666664

R +1
�1

R +1
�1 dxcdxzv (xc) v (xz) e

�ip0jxb�xcje�ip0jxz�xaj

[��p0sign (xb � xc) + �m+ E ] (�g + h)

� [2ip0 � J (Eh+mg) + �J (Eg +mh)]

� [��p0sign (xz � xa) + �m+ E ]

37777775 : (2.78)

Passons au calcul des traces relatives aux matrices dans Seff :

Apr�es le d�eveloppement des 4 produits des facteurs contenant les matrices � et � et l'utili-

sation des propri�et�es des traces Tr� = Tr� = Tr (��) = 0 , il est facile de voir �Seff est r�eduit

�a

�Seff = 4T

Z
C

dE
2i�

E
2ip0

1

[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 + J (E �m) (g � h)]

Trx

26664
R +1
�1

R +1
�1 dxcdxzv (xc) v (xz) e

�ip0jxb�xcje�ip0jxz�xaj24 2mE
�
Jm

�
h2 � g2

�
+ 2ip0g

�
+
�
EJ
�
g2 � h2

�
+ 2ip0h

� �
E2 +m2 + p20sign (xz � xa) sign (xb � xc)

�
35
37775 ;
(2.79)

o�u le facteur 4 provient de TrI = 4:

Il reste �a e�ectuer la derni�ere trace Trx =
R +1
�1 dx (:)jxb=xa=x : relative �a l'espace de con�g-

uration
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Apr�es quelques manipulations, le r�esultat est le suivant

�Seff = �8T
Z
C

EdE
2i�

1

[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 � J (E �m) (h� g)]24 2im (hm+ gE)
R +1
�1 dxe�2ip0x

�R x
�1 dxce

ip0xcv (xc)
�2

+E
�
Jp0

�
g2 � h2

�
+ 2i (hE+mg)

� R +1
�1 dx

R +1
x dxce

�ip0xcv (xc)
R x
�1 dxzv (xz) e

ip0xz

35 ;
(2.80)

o�u nous avons utilis�e la propri�et�e v(x) = v(�x) . Cette expression peut encore être r�eduite si

l'on prend en compte les simpli�cations apr�es int�egrations par une partie des deux int�egrales

triples suivantes. Pour la 1�ere int�egrale nous avons

Z +1

�1
dxe�2ip0x

�Z x

�1
dxce

ip0xcv (xc)

�2
=

1

�2ip0
e�2ip0x

�Z x

�1
dxce

ip0xcv (xc)

�2�����
1

�1

+
1

ip0

Z 1

�1
dxe�ip0xv (x)

Z x

�1
dxce

ip0xcv (xc)

=
2

2ip0

Z 1

�1
dxe�ip0xv (x)

Z x

�1
dxce

ip0xcv (xc) =
J

2ip0
;

(2.81)

o�u le premier terme �egal �a 0 comme le montre l'annexe A :Pour la deuxi�eme int�egrale, nous

avons

Z +1

�1
dx

Z +1

x
dxce

�ip0xcv (xc)

Z x

�1
dxzv (xz) e

ip0xz = x

Z +1

x
dxce

�ip0xcv (xc)

Z x

�1
dxzv (xz) e

ip0xz

����1
�1

+

Z +1

�1
xdxe�ip0xv (x)

Z x

�1
dxzv (xz) e

ip0xz

�
Z +1

�1
xdxeip0xv (x)

Z +1

x
dxce

�ip0xcv (xc)

= i
@J

2@p0
; (2.82)

o�u le premier terme �egal �a 0 comme le montre l'annexe A. Ces deux int�egrales triples sont

fonction de J .
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Ainsi, nous obtenons une expression pour �Seff ce qui est plus pratique

�Seff = �8iT
Z
C

EdE
2i�

1

[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 � J (E �m) (h� g)]�
m

p0
(hm+ gE) J + iE

�
Jp0

�
g2 � h2

�
+ 2i (hE+mg)

� @J

2@p0

�
: (2.83)

Dans cette expression, il est �evident qu'il y a 2 points de branchementE = �m �a cause de

la racine carr�ee
p
E2�m2 = p0 . Par cons�equent, il est n�ecessaire d'introduire 2 coupes situ�ees

dans les 2 intervalles jEj � m . Les pôles (ou singularit�es) situ�es dans l'intervalle�m < E < m,

correspondent aux �etats li�es du spectre discret et les 2 coupes correspondent au spectre continu.

Notons par C+ le chemin]1� i0;m� i0[[ ]m+ i0;1+ i0[ et par C� le chemin ]�1� i0;�m� i0[[

]�m+ i0;�1+ i0[ en entourant les points m et �m dans les orientations n�egatives et posi-

tives et par
R
CB le contour entourant les pôles sur le�m < E < m axes. L'int�egrale sur C se

d�ecompose en 3 int�egrales par rapport aux 3 contours :
R
C=

R
C+ +

R
C� +

R
CB

D'abord, laissez-nous d�eterminer
R
CB relatives aux �etats li�es et qui correspondent aux pôles

(ou singularit�es, c'est-�a-dire que le d�enominateur est �egal �a 0). Ces �energies d'�etats li�es EB sont

obtenus en r�esolvant les �equations suivantes

2ip0 � J (E +m) (h+ g) = 0; (2.84)

2ip0 � J (E �m) (h� g) = 0: (2.85)

En rempla�cant p0 par
p
E2 �m2 il est facile d'obtenir les �energies des �etats li�es. Pour la

premi�ere �equation, on obtient l'�energie de l'�etat li�e B1

EB1 =
4� (g + h)2 J2B1
4 + (g + h)2 J2B1

m

�����
pB1=4im

(h+g)JB1
4+(h+g)2J2

B1

avec (g + h) < 0; (2.86)

alors que pour la deuxi�eme �equation, o�u il su�t de changer (m; g) ! (�m;�g), nous avons
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l'�energie de l'�etat li�e B2

EB2 = �
4� (g � h)2 J2B2
4 + (g � h)2 J2B2

m

�����
pB2=�4im

(h�g)JB2
4+(h�g)2J2

B2

avec (g � h) < 0: (2.87)

Les conditions (g � h) < 0 sont dus �a la d�etermination de la racine carr�ee
p
E2 �m2 =

�i
p
m2 � E2:

Laissez-nous maintenant d�eterminer la contribution de chaque pôle. Pour le 1er pôle B1, �a

proximit�e B1nous avons

1

2ip0 � J (E +m) (h+ g)
=

2ip0 + J (E +m) (h+ g)
[2ip0 � J (E +m) (h+ g)] [2ip0 + J (E +m) (h+ g)]

=
2ip0 + J (E +m) (h+ g)
�4p20 � J2 (E +m)

2 (h+ g)2

� �2J (E +m) (h+ g)
4p20 + J

2 (E +m)2 (h+ g)2

�����
B1

=
�2JB1 (h+ g)

E
h
4 + J2B1 (h+ g)

2
i
�m

�
4� J2B1 (h+ g)

2
�

= �2 JB1 (h+ g)

4 + J2B1 (h+ g)
2

1

E � EB1
; (2.88)

et la contribution de ce pôle B1 �a l'action e�cace e�ective est alors

�SB1eff: =
8iT (h+ g) E
4 + J2 (h+ g)2

1

gE + hm

�
m

p
(hm+ gE) J + i @J

2@p
E
�
Jp
�
g2 � h2

�
+ 2i (hE+mg)

������E=EB1
p=pB1
J=JB1

;

(2.89)

avec EB1 = �m
4�(g+h)2J2B1
4+(g+h)2J2B1

et pB1 = 4im
(g+h)JB1

4+(g+h)2J2B1
:

Depuis JB1dans un int�egral (sur le variable x ) est r�eel et que
�SB1eff: est r�eel, cette action

e�ective ne contribue pas �a l'expression de la probabilit�e.

Avec le changement (m; g) ! (�m;�g) ; l'action e�ective SB2eff: relatif �a B2 a une forme

similaire �a celle de SB1eff: et son expression est
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�SB2eff: = �
8iT (h� g) E
4 + J2 (h� g)2

1

gE + hm

�
m

p
(hm+ gE) J + i @J

2@p
E
�
Jp
�
g2 � h2

�
+ 2i (hE+mg)

������
E=EB2
p=pB2
J=JB2

;

(2.90)

avec EB2 = m
4�(g�h)2J2B2
4+(g�h)2J2B2

et pB2 = 4im
(g�h)JB2

4+(g�h)2J2B2
:

Aussi, l'action �SB2eff: ne contribue pas �a le calcul de la probabilit�e.

Maintenant, consid�erons la partie continue. Premi�ere r�e�ecriture �Seff: comme suit

�Seff: = 8iT

Z
C++C�

dE
2i�

E
p0

1

p0 (J2 (g2 � h2) + 4) + 4iJ (hE + gm)

:

�
m

p0
(hm+ gE) J + iE @J

2@p0

�
Jp0

�
g2 � h2

�
+ 2i (hE+mg)

��
; (2.91)

et apr�es quelques manipulations, nous pouvons montrer que �Scont:eff: prend une forme plus com-

pacte (voir l'annexe B)

�Scont:eff: = �16T Re
Z +1�i0+

m�i0+

dE
2�

E
p0

8<:
m
p0
(hm+gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm) + iE
@J
2@p0

Jp0(g2�h2)+2i(hE+mg)
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm)

�
m
p0
(hm�gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm) � iE
@J
2@p0

Jp0(g2�h2)+2i(�hE+mg)
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm)

9=; :

(2.92)

Il est �evident que �Scont:eff: est purement r�eel, sa partie imaginaire est alors �egale �a z�ero

Im �Scont:eff: = 0; (2.93)

c-�a-d la partie continue de l'action e�ective ne contribue pas au calcul de la probabilit�e. La

probabilit�e li�ee �a notre interaction non locale est alors simplement nulle.

P = 1� exp
�
�2 Im

�
�Scont:eff: +

�SB1eff: +
�SB2eff:

��
= 1� exp (0) = 0: (2.94)

c-�a-d qu'il n'y a pas de processus de cr�eation de paire de particules (Dirac) lorsque le vide

est perturb�e par une telle forme d'interaction s�eparable.
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Ce r�esultat n�ecessite cependant quelques clari�cations ou remarques.

A-Consid�erons l'�equation de continuit�e. Apr�es avoir multipli�e l'�equation de Dirac et son

adjoint respectivement par 	+ et 	et par di��erence, nous obtenons l'�equation suivante

@	+	
@t + @j

@x + i
�R +1
�1 dx0v (x0)	+ (x0; t)

�
(g + h)	 (x; t) v (x)

�iv (x)	+ (x; t) (�g + h)
�R +1
�1 dx0	(x0; t) v (x0)

�
= 0;

(2.95)

o�u j =	+�	 est la densit�e de courant standard : Cette �equation n'est pas la forme standard

de l'�equation de continuit�e, mais en utilisant la relation f (x; t) = @
@t

R t
dsf (x; s), nous pouvons

absorber les deux derniers termes du premier terme de l'�equation pr�ec�edente et on obtient

maintenant
@�

@t
+
@j

@x
= 0; (2.96)

o�u

� = 	+	+

i

Z t

ds

24 �R +1
�1 dx0v (x0)	+ (x0; s)

�
(�g + h)	 (x; s) v (x)

�v (x)	+ (x; s) (�g + h)
�R +1
�1 dx0v (x0)	 (x0; s)

�
35 ; (2.97)

est la nouvelle densit�e qui n'est clairement d�e�nie positive pour tout v (x) 6= � (x). Cependant,

notons que
R +1
�1 �dx =

R +1
�1 	+	dx = 1 pour tout v (x) :

Ainsi, pour ce type de potentiel, localement il n'y a pas de conservation du nombre de

particules (c'est-�a-dire que les particules sont cr�e�ees ou absorb�ees) mais globalement il y a

conservation du nombre de particules.

Comme, on sait que pour l'�equation de Dirac, 	 est la fonction d'onde , � = 	+	 > 0 est la

densit�e de probabilit�e et 	 devient une variable de Grassmann dans le formalisme de l'int�egrale

fonctionnelle . Dans notre cas � d�epend de v(x) n'est pas toujours > 0 et l'utilisation de l'Eq.11

nous semble non appropri�ee puisque l'Eq.11 concerne les particules de Dirac (ayant � > 0 ):

Ainsi, le r�esultat de la probabilit�e = 0 peut s'expliquer par le fait que la cr�eation de paires

de particules de type Dirac ( � > 0) n'est pas possible avec le potentiel non local.

Avec une autre approche, par exemple avec la m�ethode des �etats de vide "in" et "out",
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il faut prendre en compte la nature de la particule et les statistiques correspondantes. Nous

savons que nous avons des statistiques de Bose pour les particules satisfaisant l'�equation de

Klein - Gordon et des statistiques de Fermi pour les particules de Dirac correspondantes. Dans

notre cas, il y a une ambigu��t�e sur la nature de la particule.

B- Sur le plan proc�edural : la forme lin�eaire Ê
�
= i @@t

�
utilis�e, a conduit �a l'apparition de

la fonction Dirac � (s� (tb � ta)) au lieu de la forme quadratique habituelle Ê2
�
= � @2

@t2

�
que

l'on obtient en g�en�eral en appliquant l'op�eration de conjugaison de charge C. Dans notre cas

du potentiel non local, cette op�eration C conduirait �a une forme non exploitable.

�A titre d'illustration, choisissons le cas o�u v(x) a une forme simple qui est la fonction delta

de Dirac,

v (x) = � (x) : (2.98)

Dans ce cas, l'interaction non locale devient une interaction locale. Nous savons que la

fonction �� est mal d�e�ni dans l'espace de Hilbert et il peut être d�e�ni par une s�equence de

fonctions. Pour r�esoudre l'�equation de Dirac par exemple, il faut habituellement une s�equence

comme un potentiel de puits carr�e �ni, puis prendre la �n de la solution obtenue. Pour le cas

de l'�equation de Dirac, on trouve cependant que la solution d�epend du choix de la s�equence,

contrairement �a l'�equation de Schr�odinger.

2.2.2 Cas particulier : Potentiel �� non local et s�eparable

Notons que l'int�egrale J devient simple

J =

Z +1

�1
dxv (x)

Z +1

�1
dxv (y) e�ip0jx�yj =

Z +1

�1
dx� (x)

Z +1

�1
dx� (y) e�ip0jx�yj = 1; (2.99)

et les �energies des �etats li�es sont �egales �a

EB1 =
4� (g + h)2

4 + (g + h)2
m avec (g + h) < 0; (2.100)

EB2 = �
4� (g � h)2

4 + (g � h)2
m avec (g � h) < 0; (2.101)
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et les actions e�ectives li�ees aux �etats li�es et aux �etats continus sont respectivement les

suivantes

�SB1eff: = 2TEB1 ; (2.102)

�SB2eff: = 2TEB2 ; (2.103)

�Scont:eff: = �16T Re
Z +1�i0+

m�i0+

dE
2�

E
p0

8<:
m
p0
(hm+gE)

p0((g2�h2)+4)+4i(hE+gm) �
m
p0
(hm�gE)

p0((g2�h2)+4)+4i(�hE+gm)

+
m
p0
(hm�gE)

p0((g2�h2)+4)�4i(hE+gm) �
m
p0
(hm�gE)

p0((g2�h2)+4)�4i(�hE+gm)

9=;
= �32T

 Z +1�i0+

m�i0+
+

Z �m�i0+

�1�i0+

!
dE
2�

E
p0

m
p0
(hm+ gE)

�
p0
�
g2 � h2

�
+ 4
�

[p0 ((g2 � h2) + 4)]2 + [4 (hE + gm)]2
; (2.104)

et que la probabilit�e pour ce cas de potentiel delta de Dirac

P� = 1� e
�2 Im

�
�Scont:eff: +

�S
B1
eff:+v

B2
eff:

�
= 1� 1 = 0: (2.105)

est aussi nulle !

Cependant, ce r�esultat n�ecessite �a nouveau quelques clari�cations

1- D'abord, laissez-nous calculer explicitement �Scont:eff: en e�ectuant les deux int�egrations.

Comme

Ep
E2 �m2

gE+hm
[p0 ((g2 � h2) + 4)]2 + [4 (hE + gm)]2

=
1

2

1

g2 � h2 + 4
1p

E2 �m2

�
g + h

4 + (g + h)2
+

g + h

4 + (g + h)2
EB1
E � EB1

+ (h; EB1)! (�h; EB2)
�
;

(2.106)

et avec l'aide de l' Eq.2.261 [21]

R = a+ bx+ cx2Z
dxp

a+ bx+ cx2
=

1p
c
ln
�
2
p
cR+ 2cx+ b

�
c > 0

=
�1p
�c

arc sin
2cx+ bp
��

c < 0 � = 4ac� b2 < 0; (2.107)
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et l'Eq.2.281 (avec n=1) [21]

Z
dx

(x+ p)n
p
a+ bx+ cx2

= �
Z

tn�1dtp
c+ (b� 2pc) t+ (a� bp+ cp2) t2

t =
1

x+ p
> 0;

(2.108)

nous obtenons le r�esultat suivant de ces deux int�egrales

Z 1

m

dEp
E2 �m2

= lim
E!1

ln

 p
E2 �m2 + E

m

!
; (2.109)

Z 1

m

dEp
E2 �m2

1

E � EB1
=

1q
m2 � E2B1

�
arcsin

EB1
m

+ �=2

�
; (2.110)

Et ainsi

Z 1

m
dE ::: = 1

2

1

g2 � h2 + 4

2664
g+h

4+(g+h)2
limE!1 ln

�p
E2�m2+E

m

�
+ EB1

g+h

4+(g+h)2
1q

m2�E2B1

�
arcsin

EB1
m + �=2

�
+ g�h
4+(g�h)2 limE!1 ln

�p
E2�m2+E

m

�
+ EB2

g�h
4+(g�h)2

1q
m2�E2B2

�
arcsin EB2m + �=2

�
3775 ;

(2.111)

et apr�es quelques manipulations, nous obtenons pour le potentiel delta de Dirac l'expression de

la partie continue de l'action e�ective

�Scont:eff: = �32T
1

g2 � h2 + 4

2664
g+h

4+(g+h)2
limE!1 ln

�p
E2�m2+E

m

�
+ g+h

4+(g+h)2
EB1q
m2�E2B1

�
arcsin

EB1
m

�
+ g�h
4+(g�h)2 limE!1 ln

�p
E2�m2+E

m

�
+ g�h

4+(g�h)2
EB2q
m2�E2B2

�
arcsin EB2m

�
3775 ;

(2.112)

et il est �evident que �Scont:eff: ! 1 .

Dans notre cas de le potentiel �� , notons que l'amplitude vide-vide A(vac�vac) = ei
�Seff =

NDetÔD ! ei1 et par cons�equent le passage de l'�equation 12 �a l'�equation 13 pour obtenir la

fonction de Green n'est pas clair. en outre, le potentiel �� est connu pour le probl�eme pos�e

par l'obtention de la solution de l'�equation de Dirac et bien que des suggestions [18] comme le

remplacement de � (x)	 (x) par � (x)
	(0+)+	(0�)

2 , la solution de ce probl�eme reste ambigu.

Sinon, comme la solution de l'�equation de Dirac pour le potentiel �� est
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	(x) = �0 (x) + 2e
�ip0x� (�x)

�
E
�
g2 � h2

�
+ 2iph

�
(E +m�)

(h2 � g2) p20 + 4ih (hE + gm) p0 � 4p20
�0 (0)

+ 2eip0x� (x)

�
m
�
h2 � g2

�
+ 2ip0g

�
(m+ �E)

(h2 � g2) p20 + 4ih (hE + gm) p0 � 4p20
�0 (0) ; (2.113)

o�u le spineur �0 (0) est tel que [�p0 + �m+ E ] �0 (0) = 0 (�0 (x) �etant la solution libre de

l'�equation de Dirac). Nous reconnaissons dans cette expression une superposition de trois ondes :

incidente, r�e
�echie et transmise.

De chaque côt�e de l'origine, nous avons

	
�
0+
�
=

 
1 + 2

�
m
�
h2 � g2

�
+ 2ip0g

�
(h2 � g2) p20 + 4ih (hE + gm) p0 � 4p20

(m+ �E)
!
�0 (0) ; (2.114)

	
�
0�
�
=

 
1 + 2

�
E
�
g2 � h2

�
+ 2iph

�
(h2 � g2) p20 + 4ih (hE + gm) p0 � 4p20

(E +m�)
!
�0 (0) : (2.115)

et il est clair que 	 (0+) 6= 	(0�) et pour x = 0, 	 (0) est ind�e�nie.

Ainsi, pour le cas particulier v (x) = � (x), la propri�et�e � (x)	 (x; s) = � (x)	 (0; s) est non

valide si 	 (0; s) est ind�e�nie et Suivant l' Eq.61, nous n'avons pas le formulaire standard �

= 	+	 pour la densit�e. En outre � (0; t) et j (0; t) = 	+�	 sont mal d�e�nis.

En un mot, puisqu'il n'y a pas d'�equation de continuit�e pour ce cas particulier, Le potentiel

�� ne peut pas cr�eer de particules de type Dirac (� > 0) et donc la probabilit�e est nulle.

2.3 Conclusion

Dans ce travail qui peut être consid�er�e comme une contribution au probl�eme du potentiel ��

dans l'�equation de Dirac , nous avons consid�er�e le processus de cr�eation de paires en d�eterminant

la probabilit�e suivant l'approche de l'action e�ective, le vide �etant perturb�e par un potentiel

non local et s�eparable.
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De l'�equation de continuit�e, il a �et�e montr�e que sous l'e�et de l'interaction non locale clas-

siquement, � n'est pas d�e�ni positif alors qu'une particule de Dirac a un � > 0 et le r�esultat

est �evidemment une probabilit�e nulle de cr�eer des particules de type Dirac. Avec une autre ap-

proche comme la m�ethode des �etats de vide "in" et "out", la même ambigu��t�e subsiste, puisque

la nature de la particule en relation avec le th�eor�eme de statistique de spin est n�ecessaire pour

obtenir la probabilit�e

Pour le cas limite du potentiel ��, la solution �a l'origine x = 0 est mal d�e�nie. Dans ce cas,

il n'y a pas de continuit�e car (�; j) ne sont pas d�e�nis �a l'origine. Alors, la probabilit�e de cr�eer

des particules de Dirac est �egalement nul.
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Chapitre 3

Equation de Du�n-Kemmer-Petiau

(DKP) avec une interaction non

locale et s�eparable

3.1 Introduction

Nous savons que les particules relativistes de spin-0 sont d�ecrites par l'�equation de Klein

Gordon (KG), �equation dont le d�efaut majeur est une densit�e � non d�e�nie positive et que les

particules de spin -1/2 sont d�ecrites par une �equation de type matriciel et lin�eaire - �equation

de Dirac- qu'on obtient en faisant jouer l'espace et le temps un même rôle. Si la densit�e � est

dans ce cas d�e�nie positive, l'importance de cette �equation r�eside surtout dans la pr�ediction de

l'existence d'antiparticules .

Il existe cependant une autre �equation relativiste o�u l'espace et le temps jouent le même

rôle et qui ressemble �a celle de Dirac : il s'agit de Du�n-Kemmer-Petiau (DKP)[22],[23],[24]

qui est r�eserv�ee �a la description du mouvement des particules de spin-0 et de spin-1. Pour le

cas du spin 0, les deux equations DKP et KG dans certaines situations,peuvent donner des

r�esultats di��erents [25],[26] . C'est ainsi qu'il a �et�e montr�e pour les r�eactions meson-noyau, que

l'ajustement des r�esultats th�eoriques par rapport aux r�esultats exp�erimentaux est meilleur pour

l'�equation de DKP que pour l'�equation de KG [27]
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Rappelons que l'�equation DKP est de type matriciel et a une certaine ressemblance avec

celle de Dirac o�u le temps et l'espace jouent le même rôle, et o�u les matrices de Dirac 
� sont

remplac�ees par les matrices e�u mais ob�eissant aux relations suivantes
e��e��e�� + e��e��e�� = g��e�� + g��e��: (3.1)

En pr�esence d'une interaction cette �equation DKP a la forme suivante

�
ie��@� �m�� (x; t) + V � (x; t) = 0: (3.2)

Dans ce papier , on se propose d'utiliser des interactions de type non locale et s�eparable[4][3]

pour l'obtention de la solution de l'�equation DKP. Dans le cas non relativiste, il est connu les

interactions de type non local ont �et�e largement utilis�ees en physique nucl�eaire.

Cette interaction nous la choissons avec la forme simple suivante

V̂ =M jvi hvj (3.3)

o�u M est matrice .

Son action sur la fonction d'onde est donn�ee par

V � (x; t) =Mv(x)

Z +1

�1
dx0v�(x0)�

�
x0; t

�
; (3.4)

o�u l'on peut voir �a travers l'int�egrale,que l'interaction d�epend de la fonction d'onde non seule-

ment d'un point mais de tout l'espace.

3.2 D�etermination de G0 (xb;xa; E) et de G(xb;xa; E)

Commen�cons par l'equation de DKP libre (V = 0)

�
ie�0@0 + ie�1@1 �m�	(x; t) = 0; (3.5)
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o�u les e� ob�eissent aux relations suivantes
e��e��e�� + e��e��e�� = g��e�� + g��e��: (3.6)

D'abord, posons /̂p = e��p̂� et multiplions par p̂�
/̂pe��e�� + e��e�� /̂p = p̂�e�� + g�� /̂p; (3.7)

et ensuite par p̂�

^6 p^6 p�� + �� ^6 p^6 p = p̂2�� + p̂� ^6 p; (3.8)

,

et par p̂�

^6 p^6 p^6 p+ ^6 p^6 p^6 p = p̂2 ^6 p+ p̂2 ^6 p; (3.9)

on obient la propri�et�e suivante, utile pour la suite

^6 p3 = p̂2 ^6 p; (3.10)

o�u l'on peut noter que p̂2 est sans matrice.

En pr�esence de l'interaction V̂ ; l'�equation DKP devient

�
ie�� /@� �m�	 = �V̂	: (3.11)

Pour obtenir sa solution on proc�ede comme suit

a�on r�esoud d'abord l'eq. libre (sans intercation)

�
ie�� /@� �m��0 = 0: (3.12)

b�on d�etermine la fonction de Green libre solution de
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�
ie�� /@0� �m�G0 �x0; t0; t; x� = �2

�
X 0 �X

�
(3.13)�

ie�0 /@00 + ie�1 /@01 �m�G0 �x0; t0; t; x� = �
�
t0 � t

�
�
�
x0 � x

�
:

Alors la solution de l'�equation de DKP avec interaction se deduit de a et b. Elle est donn�ee

par

hxj j	i = hxj j�0i � hxjG0V̂ j	i

	(x) = �0 (x)� hxjG0V̂ j	i

= �0 (x)�
Z
dx0 hxjG0

��x0� 
x0�� V̂ j	i
= �0 (x)�

Z
dx0G0

�
x; x0;E

� 

x0
�� V̂ j	i (3.14)

D�eterminons d'abord la fonction de Green G0 (x
0; x:E) qui est reli�ee �a G0 (x0; t0; t; x) par

G0
�
x0; t0; t; x

�
=

Z
d2p

(2�)2
G0 (E; p) e

�i[E(t0�t)�p(x0�x)]

=

Z
dEdp

(2�)2
G0 (E; p) e

�i[E(t0�t)�p(x0�x)]

=

Z
dE

2�

dp

2�
G0 (E; p) e

�i[E(t0�t)�p(x0�x)]

=

Z
dE

2�
e�iE(t

0�t)G0
�
x0; x:E

�
; (3.15)

en rappelant au passage que

�
�
t0 � t

�
=

Z
dE

2�
e�iE(t

0�t): (3.16)
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Ainsi nous avons respectivement

�
ie�0 /@00 + ie�1 /@01 �m�Z dE

2�
e�iE(t

0�t)G0
�
x0; x;E

�
= �

�
x0 � x

� Z dE

2�
e�iE(t

0�t)Z
dE

2�
e�iE(t

0�t)
�
ie�0E + ie�1 /@01 �m�G0 �x0; x;E� = �

�
x0 � x

� Z dE

2�
e�iE(t

0�t)�e�0E + ie�1 /@01 �m�G0 �x0; x;E� = �
�
x0 � x

�
�
ie�0E + ie�1 /@01 �m�Z dp

2�
G0 (E; p) e

ip(x0�x) = �
�
x0 � x

�
=

Z
dp

2�
eip(x

0�x); (3.17)

et par identi�cation

�e�0E � e�1p̂�m�G0 (E; p) = I

G0 (E; p) =
Ie�0E � e�1p̂�m; (3.18)

ou encore de mani�ere symbolique

G0 =
I

^6 P �m
:

Ayant trouv�e G0, modi�ons son expression en multipliant par

 
^/P
2

m + /̂P

!
: Nous avons

G0 =
I�

^6P 2
m + ^6 P

��
^6 P �m

�
 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!

=
I

^6P 3
m + ^6 P 2 � ^6 P 2 �m ^6 P

 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!

=
I

^6P 3
m �m ^6 P

 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!

=
I�

P̂ 2

m �m
�
^6 P

 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!
: (3.19)
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Dans cette expression, notons que le d�enominateur contient encore des matrices
�
^6 P
�
:

Comme

^6 PG0 = mG0 + I

=
I

P 2

m �m

 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!
; (3.20)

alors, �nalement

G0 =
I

P 2 �m2

 
^6 P 2

m
+ ^6 P

!
� I

m
: (3.21)

Dans l"espace des con�gurations la fonction de Green libre s'�ecrit

G0
�
x0; x;E

�
=

Z 1

�1

dp

2�

eip(x
0�x)

P 2 �m2

�
6 P 2
m
+ 6 P

�
� � (x0 � x)

m
: (3.22)

Il est clair que le denominateur s'annule lorsque P 2 �m2 = E2 � p2 �m2 = 0;c'est �a dire

pour k = �
p
E2 �m2 =(2 pôles)

D�eveloppons l'int�egrale

Z
dp

2�

eip(x
0�x)

P 2 �m2

 
/̂P
2

m
+ /̂P

!
=

Z
dp

2�

eip(x
0�x)

E2 � (p2 +m2 � i0)

0B@
�
Ee�0 � pe�1�2

m
+ Ee�0 � pe�1

1CA
=

Z
dp

2�

eip(x
0�x)

E2 � (p2 +m2) + i0

0@E2e�02 + p2e�12 � Ep
�e�0e�1 + e�1e�0�

m
+ Ee�0 � pe�1

1A ;

(3.23)

et utilisons les d�ecompositions

1

E2 � (p2 +m2) + i0
=

1

�p2 + E2 �m2 + i0
=

1

�p2 + k2 + i0 = �
1

2k

�
1

p� k �
1

p+ k

�
;
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p

E2 � (p2 +m2) + i0
=

p

�p2 + k2 + i0 = �
p

p2 � k2 = �
1

2

�
1

p� k +
1

p+ k

�
:

Comme les r�esultats des int�egrations sont simples

Z
dp

2�
eip(x

0�x) 1

p� k = i�
�
x0 � x

�
eik(x

0�x);

Z
dp

2�
eip(x

0�x) 1

p+ k
= �i�

�
x� x0

�
e�ik(x

0�x);

Alors, la fonction de Green libre est �nalement la suivante

G0
�
x0; x;E

�
= ��

12 + I

m
�
�
x0 � x

�
� i

2k
�
�
x0 � x

�
eik(x

0�x)

 
/K2

m
+ /K

!
(3.24)

� i

2k
�
�
x� x0

�
e�ik(x

0�x)

 
/K2

m
+ /K

!
k!�k

; (3.25)

o�u K�=(E; k)

Passons �a la solution g�en�erale de l'�equation de DKP

D'abord, symboliquement nous avons

j	i = j�0i �G0 (E)M jvi hvj j	i ; (3.26)

Multiplions �a gauche par hvj , on obient

hvj j	i = hvj j�0i � hvjG0 (E)M jvi hvj j	i ; (3.27)

ou encore

(I + hvjG0 (E)M jvi) hvj j	i = hvj j�0i : (3.28)

Ce qui nous permet de tirer

hvj j	i = I

I + hvjG0 (E)M jvi
hvj j�0i : (3.29)
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Posons maintenant

� = hvjG0 (E)M jvi ; (3.30)

d'o�u

j	i = j�0i �G0 (E)M jvi
I

I + �
hvj j�0i ; (3.31)

et en terme de fonction d'onde

	 (x) = �0 (x)�
Z
dyG0 (x; y;E)Mv (y)

I

I + �

Z
dzv (z) �0 (z) : (3.32)

Posons

� = hvjG0 (E)M jvi

=

Z
hvjG0 (E)M jvi

=

Z
dx0dxG0

�
x0; x;E

�
Mv

�
x0
�
v (x) : (3.33)

Il est clair que l'expression I+� = I+hvjG0 (E)M jvi se trouvant au d�enominateur dans la

fonction d'onde est une matrice et que I
I+�son inverse est �egalement une matrice. Nous savons

que pour inverser une matrice il faut passer par le d�eterminant et �nalement le spectre des

�energies est donn�ee par l"�equation suivante

Det (I + �) = 0: (3.34)

Il nous reste �a �xer la matrice M en utilisant des consid�erations d'invariance relativiste.

Pour le choix simple suivant

M = he�1; (3.35)

et apr�es avoir calcul�e le d�eterminant dans le cas du spin 0 o�u les matrices sont des matrices

45



5� 5

e�0 =

0BBBBBBBBB@

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
:e�1 =

0BBBBBBBBB@

0 0 �1 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
nous trouvons la valeur suivante pour l'�energie

E2 = � m2

4J2h2

o�u

J =
1

2

Z 1

�1
dxeikx

0
v
�
x0
� Z x

0

�1
dxe�ikxv(x);

J� = 1
2

R1
�1 dxe�ikx

0
v (x0)

R x0
�1 dxeikxv(x) = 1

2

R1
�1 dxeikx

0
v (x0)

R x0
�1 dxe�ikxv(x)

Remarquons que J est reel si k est de la forme k = i�;c'est �a dire maginaire pur . Comme

E2 = k2 +m2 = ��2 +m2 > 0 alors �2 < m2

Distinguons alors les 2 cas

-Cas 1 : si h r�eel, alors E = �i m2Jh = imaginaire pur . Dans ce cas il n'ya pas d'�etats li�es

-Cas 2 : si h =imagimaire pur = ia . Alors E2 = m2

4J2a2
et E = � m

2Ja :Dans ce cas il ya deux

�etats li�es �a condition �m < E = � m
2Ja < m .

3.3 Conclusion

Nous avons montr�e pour un potentiel non local et separable comment obtenir analytique-

ment le spectre d'�energie relative �a des particules de spin 0 , d�ecrites par l'�equation DKP. Pour

le cas du spin 1 on doit utiliser des matrices d'ordre 10 � 10 pour les matrices e�0 et e�1: Le
r�esultat peut �etre trouv�e ailleurs.
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Chapitre 4

Conclusion g�en�erale

Dans cette th�ese qui traite essentiellement des �equations de Dirac (spin �1=2)et Du�n-

Kemmer-Petiau (spin �0) , nous pouvons voir qu'elle se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons �etudi�e la probabilit�e de cr�eation des paires dans

l'�equation de Dirac, o�u le vide est perturb�e par un potentiel s�eparable et non local d'une forme

matricielle. En suivant l'approche de l'action e�ective par l'utilisation des fonctions de Green

(libre) et (avec interaction). La probabilit�e �etant d�etermin�ee via la partie imaginaire de l'action

e�ective, et nous avons trouv�e que cette probabilit�e est nulle c-�a-d il n'y a pas de processus de

cr�eation de paires pour le type du potentiel non local trait�e.

�A titre d'illustration, le potentiel non local est pris de forme simple `le potentiel delta de

Dirac �� ' qui nous permis de con�rmer que puisqu'il n'y a pas d'�equation de continuit�e pour

ce cas particulier, on ne peut pas cr�eer de particules de type Dirac.

Dans le deuxi�eme chapitre, La solution de l'�equation de DKP d�ecrite les particules bosoniques

de Spin�0 est discut�ee en pr�esence d'une interaction matricielle de type non locale et s�eparable.

Dans ce cas, le spectre d'�energie est obtenu analytiquement �a travers le calcul de la fonction

de Green (libre) de l'�equation de DKP. En�n, nous avons choisi une forme simple pour une

matrice M pr�esent�e cette interaction.

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent �a l'issue de cette th�ese concernant

les r�esultats trouv�es, nous pouvons envisager de compl�eter les travaux suivants :

-Utiliser l'approche de transformation de Bogoliobov pour calculer la probabilit�e de cr�eation

des paires dans l'�equation de Dirac avec le type d'interaction choisie (s�eparable et non locale).
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- Tester l'in
uence de ce potentiel non local sur autres �equations relativistes.

4.0.1 Annexe A

Dans cette annexe, nous proposons de montrer que les deux termes suivants sont null :

- Pour le premier terme

e�2ip0x
�Z x

�1
dxce

ip0xcv (xc)

�2�����
1

�1

=

�
lim
R!1

� lim
R!�1

�
e�2ip0R

�Z R

�1
dxce

ip0xcv (xc)

�2

= lim
"!0+

�
lim
R!1

� lim
R!�1

� R R
�1 dxce

ip0xcv (xc)

eip0Re"R

!2

=

 R1
�1 dxce

ip0xcv (xc)

1 =
cte

1 = 0

!2
�

�
 R �1

�1 dxce
ip0xcv (xc)

0
=
0

0

!2

= 0� lim
"!0+

lim
R!�1

�
eip0Re"Rv (R)

ip0eip0Re"R

�2
= � lim

"!0+
lim

R!�1

�
v (R)

ip0

�2
= � lim

"!0+
lim

R!�1

�
v (R)

ip0

�2
=
v2 (�1)

p20

= 0 (p0 6= 0) :

-Pour le deuxi�eme terme
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x

Z +1

x
dxce

�ip0xcv (xc)

Z x

�1
dxzv (xz) e

ip0xz

����1
�1

=

�
lim
R!1

� lim
R!�1

�
R

Z +1

R
dxce

�ip0xcv (xc)

Z R

�1
dxzv (xz) e

ip0xz

=

�
lim
R!1

� lim
R!�1

� R +1
R dxce

�ip0xcv (xc)
R R
�1 dxzv (xz) e

ip0xz

1
R

=

Z 1

�1
dxzv (xz) e

ip0xz lim
R!1

R +1
R dxce

�ip0xcv (xc)
1
R

�
Z +1

�1
dxce

�ip0xcv (xc) lim
R!�1

R R
�1 dxzv (xz) e

ip0xz

1
R

=

Z 1

�1
dxzv (xz) e

ip0xz lim
R!1

�e�i(p0�i0+)Rv (R)
� 1
R2

�
Z +1

�1
dxce

�ip0xcv (xc) lim
R!�1

v (R) ei(p0�i0
+)R

� 1
R2

= 0� 0 = 0:

parce que limR!1 e�i(p0�i0
+)R ! 0 et limR!�1 ei(p0�i0

+)R ! 0

4.0.2 Annexe B

Dans cette annexe, nous d�eveloppons l'expression �Scont:eff :

Depuit
R
C� dEf (E) =

R
C+ dEf (�E) , premi�erement

�Scont:eff = 8iT

Z
C+

dE
2i�

E
p0

8<:
m
p0
(hm+gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm) + iE
@J
2@p0

Jp0(g2�h2)+2i(hE+mg)
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm)

+
�m
p0
(hm�gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm) + iE
@J
2@p0

Jp0(g2�h2)+2i(�hE+mg)
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm)

9=; ;

o�u nous pouvons observer le changement (m; g; h) ! (�m;�g;�h)dans le deuxi�eme int�egral�R
C�
�
:

Maintenant, laissez-nous d�ecomposer l'int�egrale comme suit

Z
C+

dE (:) =
Z m�i0+

+1�i0+
dE (:) +

Z 1+i0+

m+i0+
dE (:) = �

Z +1�i0+

m�i0+
dE (:) +

Z 1+i0+

m+i0+
dE (:) ;

en prenant en compte pour p0le changement de signe :

= +
p
E2 �m2 sur le chemin ]1� i0;m� i0[
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= �
p
E2 �m2 sur le chemin ]1+ i0;m+ i0[ .

alors �Scont:eff: devient

�Scont:eff: = �8iT
Z +1�i0+

m�i0+

dE
2i�

E
p0

8<:
m
p0
(hm+gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm) + iE
@J
2@p0

(Jp0(g2�h2)+2i(hE+mg))
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(hE+gm)

�
m
p0
(hm�gE)J

p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm) + iE
@J
2@p0

Jp0(g2�h2)+2i(�hE+mg)
p0(J2(g2�h2)+4)+4iJ(�hE+gm)

9=;
+ 8iT

Z 1+i0+

m+i0+

dE
2i�

E
�p0

8<: +
m
p0
(hm+gE)J�

p0(J�2(g2�h2)+4)�4iJ�(hE+gm) � iE
@J�

2@p0

J�p0(g2�h2)�2i(hE+mg)
p0(J�2(g2�h2)+4)�4iJ�(hE+gm)

�
m
p0
(hm�gE)J�

p0(J�2(g2�h2)+4)�4iJ�(�hE+gm) � iE
@J�

2@p0

J�p0(g2�h2)�2i(�hE+mg)
p0(J�2(g2�h2)+4)�4iJ�(�hE+gm)

9=; :

Cette expression peut être �ecrite sous forme compacte (Eq.56 ).
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Abstract⎯The probability of pair creation by a separable and non-local potential is considered following the
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1. INTRODUCTION
We know that the process of pair creation of parti-

cles formulated by Schwinger [1]. by means of the
transition amplitude vacuum-vacuum and in terms of
effective action is actually the mechanism the most
studied. Thus, for the understanding of this physical
phenomena, different approaches have been devel-
oped such as those based on Green function [2], or the
adiabatic method [3], the Hamiltonian diagonaliza-
tion technique [4], the semiclassical WKB approxima-
tion and more especially the so-called approach of
“in” and “out” vacuum states based on the transfor-
mation of Bogoliubov [5], the spin-statistics theorem
[6] and the antiparticles described by the negative
energy solutions moving backward in time being at the
basis of this approach.

Succinctly, the most of the works in the literature
related to the particle creation process consider the
probability and a great interest is focused on the
obtaining of analytical forms of this probability.
Among the expressions, the simplest is the one
obtained by Schwinger by considering as interactions
with the vacuum, a constant electromagnetic field and
a Volkov wave. For this last interaction, there is no
process of creation of pairs.

Among the works using the Schwinger’ approach of
the effective action we can still find others simple
results for the probability [7, 8].

In this paper, we consider an interaction having a
particular form in contrast to that conventionally used:
it is about a nonlocal and separable form [9]. This
interaction has been considered in the framework of
the problem posed by the δ-function potential in the
context one-dimensional periodic structure [10] and

in particular on the ambiguity of the behavior at the
point  of the wave function. The advantage of the
separability confers to the potential a certain f lexibility
since the calculations are easy manipulable which
explains its use in many fields and more particularly in
the nuclear physics, see for example [11].

In addition, knowing that the Dirac equation with
this nonlocal interaction is solvable analytically, it
seemed to us that it would be useful to consider the
process of pairs creation of Dirac particles when the
vacuum is perturbed by this separable and non local
interaction and to see its effect, the determination of
the probability relative to this mechanism is our main
objective.

Symbolically, this separable interaction, which
perturb the vide has a form of matrix type. It is the fol-
lowing

(1)
where g and h are real parameters and β the usual
Dirac matrix 4 × 4.

In the configuration space, its action on the wave
function (spinor)  is defined by

(2)

where  is chosen real and such as
 and 

It is obvious at the time t, this interaction depends
on the entire space via the wave function.

Note that if one develops  in series in the
vicinity of the point x, we obtain with the help of the1 The article is published in the original.

= 0x

( )= β +ˆ ,V g h v v

( )Ψ ,x t

( ) ( )

( ) ( ) ( )
∞

−∞

Ψ = Ψ

= β + Ψ

∫

∫

ˆ ˆ' ' ',

' ( ') ', ,

x V t dx x V x x t

g h x dx x x tv v

( ) =x xv v

( ) ( )= −x xv v ( )±∞ = 0.v

( ')xv
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displacement operator  the relation
 Thus, we have

(3)

and its action on Ψ is given by

(4)

(5)
i.e. that the non-locality for the interaction is charac-
terized by the dependence in impulsion  (operator).

Formally, the series  =

 is noted

by the operator 
After this precision, we proceed as follows: first,

the effective action  is expressed in function of the
Green functions G (with interaction) and  (free).
Then, from the imaginary part of  the probability
related of process of pair creation is determined.

As application, we choose for the product non-
local potential  the form of product of a
Dirac function  instead of a local form 
The problem of the δ-potential is known [12] for the
different results obtained by the limit of the solution at
the origin  when the δ-potential is replaced by a
finite potential.

2. EFFECTIVE ACTION
First, it is easy to ensure that the action related to

our problem with the non-local interaction is as follow

(6)

since by variation with respect to the fields  and Ψ,
we obtain the Euler–Lagrange equations

(7)

(8)

( )− ˆ' ,i x x pe

( ) ( ) ( )−= ˆ'' .i x x px e xv v
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( ) ( ) ( ) ( )−
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= β + ,ˆ'
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g h x e x

v v

v v
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× Ψ , ,∫
ˆ'

ˆ

' i x x p

x V t g h

x dx e x x tv v

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= π β + δ Ψˆ ˆ2 , ,g h x p x x tv v

p̂
( )∞ −

−∞∫
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' 1
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effS
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effS
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i.e. we obtain respectively the Dirac equation and its
adjoint

(9)

(10)

α and β being the usual Dirac matrices 4 × 4.
We know that the vacuum–vacuum transition

amplitude  is given by [13].

(11)

(12)

where now,  and Ψ are Grassmann variables and
 is the effective action which, in our case, is given

by the following expression

(13)

 being the perturbation which is the nonlocal
interaction.

The determination of the probability P which is the
aim of our paper is defined in term of effective action by

(14)

For the determination of  it is more suitable to
use the identity

(15)

in order to use the exponential form. Then,  takes
the following form

(16)

(17)
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and on the spinorial indices. The last trace having been
factorized because the operators  and  commute

Let us denote by  and  the eigenvectors of
operators  and  These kets are such as  = 

  =  and 

The last trace relative to the time translation oper-
ator  is easily calculable. First, let us expand in
series  by taking into account the action of  on
the ket  the result is simply equal to

(18)

Then, the matrix element of  has as result

(19)

this allows us to obtain its trace

(20)

The effective action is reduced to

(21)

where the Heaviside function  has been added in
order to extend the limits of integrations  into

 Thus, we have expressed the effective action
in function of the evolution operators (or propagators)
with and without interaction.

However, it seems to us more appropriate to use the
Green functions for the determination of  For this,
with the following integral representation of 

which becomes with the shift 
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,t

( )−
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ ∂= + + + ... = + .⎜ ⎟∂ !⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

ˆ
1

2
isE

s
te t s t t s

t

− ˆisEe

( )( )
∂
∂ = + = δ − − ,

s
t

b a b a b at e t t t s s t t

( )( ) ( ) ( )

∂ ∂
∂ ∂

= =

= =

=

= δ − − = δ = δ .

∫

∫ ∫
0

Tr
b a

b a

s s
t t

t b a t t t

T

b a t t t

e dt t e t

dt s t t s dt T s

( )

( ) ( ) ( )( )+ +

+∞

−∞
α +β + + α +β +

δ=

⎡ ⎤× θ − ,⎣ ⎦

∫eff

ˆˆ ˆ0 0

Tr

Tr

D

is p m V i is p m i
x

s
S T ds

s

s e e

( )θ s
( ), ∞0

( )−∞,∞ .

eff .S
( )θ s

( ) ( )
+∞

−∞

θ = θ = ,
π −∫

1with 0
2 0 2

iEsd es
i i
%

%

−→ Ĥ% %
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we obtain the integral representation of propagator by
means of the Green’s function

(22)

where  is the Hamiltonian which governs the
movement. By replacing  by  and by

 we have respectively the Green oper-
ators

—without interaction (free)

(23)

—and in presence of the nonlocal interaction 

(24)

Thus, the effective action is now function of 
and

(25)

(26)

where the propriety  =

 =  has been
used in order to simplify the integrations.

It remains to determine  Formally, let us observe
that  and verifies the following equations

(27)

(28)

and from this two equations, we obtain the relation
between  and 

(29)

In order to determine  we can proceed following
two methods nonperturbative and perturbative:

(1) Non perturbative method: first, by multiplying
the Eq. (29) on the left by the bra  we obtain
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Ĥ ( )α + βp̂ m

( )α + β + ,p̂ m V

( ) ( )+= ,
− α + β +

0
1ˆ

ˆ 0
G

p m i
%

%

V̂

( ) ( )+= .
− α + β + +

1ˆ
ˆˆ 0

G
p m V i

%
%

Ĝ
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where we have posed

(31)

which is a matrix. Then, by replacing this expression in
the equation, we obtain the Green operator related to
the interaction

(32)

in function of  (free). This method to get  is thus
nonperturbative.

(2) The other method (iteration) is perturbative: it
consists to replace successively  of the second mem-
ber by its expression (29)

(33)

So the result is the same following the two methods.

Moreover, it is remarkable to note that the
2nd term of the Green function, which is the only one
to contribute to the calculation of the effective, has a
separable form thanks to the separability of potential.

Indeed, in the configuration space, this 2nd term
can be written as follows
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where 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

=

+ β + ,
− Γ

0

0 0

ˆ ˆ

1ˆ ˆ
1

G G

G g h Gv v

% %

% %

0Ĝ Ĝ
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Thus, once again it appears in the 2nd term of the
Green function the characteristic of non-locality
through the operator  since  is a solu-
tion of a following pseudodifferential equation.

(35)

It is clear that the infinite dependence in  poses

the problem of treatment of the potential as perturba-

tion since the term  can also be considered as

perturbation by comparison to the potential.

However, since the obtained expression of  is the
same according to the direct and perturbative meth-
ods, we conclude that there is analytic continuity and
furthermore the treatment is independent of the
choice of the form of the perturbation.

Now, let us determine the two Green functions
with and without interaction.

2.1. Determination of the Effective Action 
and Probability

First, let us determine explicitly the Green function
 which is the matrix element of the oper-

ator  By inserting the projector  and

with the help the relation  the operator
is eliminated. Then, using the scalar product

 we have

(36)

It is obvious that there are two poles
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1/2 planes. According to the residue method, it is easy
to perform the integral. For the different cases of 
and  the result can be summarized as follows
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(37)

where the link between  (with )

and  (with  is given by 

Thus, the Green function G related to our non
local interaction is

(38)

and the effective action has for expression

(39)

where  for 
Let us calculate the matrix Γ. By inserting the two

projectors  =  we obtain
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where we  have posed
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Then, we can deduce  which is also a matrix.
It is equal to

(42)

and thus the effective action  has now, for expression
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After the development of the 4 products of the factors containing the matrices α and β and the use of the
properties of the traces  =  it is easy to see  is reduced to

(44)

where the factor  arises from 

It remains to perform the last trace  relating to the configuration space.

After some manipulations, the result is the following

where we have used the property  This expression can be again reduced if we take into account the
simplifications after integrations by part of the two following triple integral. For the 1st integral we have

(45)

where the 1st term  as it is shown in appendix A. For the 2nd integral, we have

(46)

where the 1st term  as it is shown in appendix A. This two triple integrals are function of J.
Thus, we obtain an expression for  which is more practical
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In this expression, it is obvious that there are
2 branch points  because of the square root

 Therefore, it is necessary to introduce
2 cuts located in the 2 intervals  The poles
(or singularities) located in the interval 
correspond to the bound states of the discrete spec-
trum and the 2 cuts correspond to the continuous
spectrum.

Let us denote by  the path
 and by  the path

 by surrounding
the points m and –m in the negative and positive ori-
entations and by  the contour surrounding the
poles on the  axis. The integral over  is
decomposing into 3 integrals relative to the 3 contours:

First, let us determine  relating to bound states
and which correspond to the poles (or singularities i.e.
the denominator is ). These energies of bound states

 are obtained by solving the following equations

(48)

(49)

By replacing  by  it is easy to obtain the
energies of bound states. For the 1st Eq. we obtain the
energy of the bound state 

(50)

while for the 2nd Eq., where it is sufficient to change
 we have the energy of the bound

state 

(51)

The conditions  are due to the determi-

nation of the square root 

Let us note at this level that due to the non-locality
of the potential, the energies of the bound states are
solutions of transcendental equations.

Let us now determine the contribution of each
pole. For the 1st pole  at its vicinity  we have

(52)

and the contribution of this pole  to the effective
action effective is then

(53)

with  and

Since  is an integral (on the variable x) is real

and that  is real, this effective action does not con-
tribute to the expression of the probability.

With the change  the effective

action  relative to  has a similar form to that of
 and its expression is

(54)

with  and

Also, this action  does not contribute to the cal-
culation of probability.
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Now, let us consider the  continuous part. First
rewriting  as follows

(55)

and after some manipulations, we can show that 
takes a more compact form (see Appendix B)

(56)

It is obvious that  is purely real, its imaginary
part is then equal to zero

(57)

i.e. the continuous part of the effective action does not
contributes to the calculation of the probability. The
probability related to our non local interaction is then
simply null

(58)

i.e. that there is no process of pair creation of particle
(Dirac) when the vacuum is perturbed by one such
separable form of interaction.

This result requires however, some clarifications or
remarks.

(A) Let us consider the continuity equation. After
having multiplied the Dirac equation and its adjoint
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respectively by  and Ψ and by difference, we obtain
the following equation

(59)

where j =  is the standard current density. This
equation is not the standard form of continuity equa-

tion, but by using the relation 

we can absorb the last two terms in the first term and
the previous equation becomes now

(60)

where

(61)

is the new density which is clearly not defined positive
for any  However, let us note that

 for any 

Thus, for this type of potential, locally there is no
conservation of the number of particles (i.e. particles
are created or absorbed ) but globally there is conser-
vation of the number of particles.

As, it is known that for the Dirac equation, Ψ is a
wave function,  is the probability density
and Ψ becomes a Grassmann variable in the formal-
ism of functional integral. In our case ρ depends on

 is not always >0 and the use of the Eq. (11) seems
to us unappropriated since the Eq. (11) concerns the
Dirac particles (having ).

Thus, the result of the probability = 0 can be
explained by the fact that the pair creation of particles
de type Dirac (ρ > 0) is not possible with the non local
potential.

With an another approach, for example with the
“in” and “out” vacuum states method, we must take
into account the nature of the particle and the corre-
sponding statistics. We known that we have Bose sta-
tistics for particles satisfying the Klein–Gordon equa-
tion and Fermi statistics for corresponding Dirac par-
ticles. In our case there is ambiguity on the nature of
particle.
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(B) On the procedural point of view: the linear

form in  used, has led to the appearance of

the Dirac function  instead of the usual

quadratic form  that one obtains in general

by applying the operation of charge conjugation C. In
our case of the non-local potential, this operation C
would lead to a non-exploitable form.

As an illustration let us choose the case where 
has a simple form which is the Dirac delta function,

(62)

In this case, the non local interaction becomes a
local interaction. We know that the δ-function is ill-
defined in the Hilbert space and it can be defined by a
sequence of functions. To solve the Dirac equation for
example, usually it takes a sequence as finite square
well potential then one take the limit of the obtained
solution at the end. For the case of the Dirac equation,
it is found, however, that the solution depends on the

choice of the sequence, contrary to the Schrödinger
equation.

2.2. Particular Case: Non Local 
and Separable δ-Potential

Let us note that integral J becomes simple

(63)

and the energies of the bound states are equal to

(64)

(65)

and the effective actions related to the bound states
and to continuous states are respectively the following

(66)

and that the probability for this case of Dirac delta
potential

is also zero !
However, this result requires again some clarifica-
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forming the two integrations. As
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we obtain the following result of this two integrals

(68)

and thus

(69)

and after some manipulations, we obtain for the Dirac delta potential the expression of the continuous part of
the effective action

(70)

and it is obvious that 
In our case of the δ-potential, we note that the ampli-

tude vacuum–vacuum  =

 and consequently the passage of
Eq. (12) to the Eq. (13) in order to obtain the Green func-
tion is not clear. In addition, the δ-potential is known for
the problem posed by the obtaining of the solution of the
Dirac equation and although suggestions [11. as the

replacement of  by  the
solution of this problem remains ambiguous.

Otherwise, as the solution of Dirac equation for
δ-potential is

(71)

where the spinor  is such as
 (  being the free solu-

tion of Dirac equation). We recognize in this expres-
sion a superposition of three waves: incident, reflected
and transmitted.
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In a word, since there is no continuity equation for
this particular case, the δ-potential can not create par-
ticles of type Dirac  and thus the probability
is null.

3. CONCLUSIONS

In this paper which can be considered as a contri-
bution to the problem of the δ-potential in Dirac
equation, we have considered the process of pair cre-
ation by determining the probability following the
approach of the effective action, the vacuum being
perturbed by a non-local and separable potential.

From the continuity equation, it has been shown
that under the effect of non local interaction classi-
cally, ρ is not defined positive while a Dirac particle

has a  and the result is obviously a probability
null to create particles of type Dirac. With another
approach like the “in” and “out” vacuum states
method the same ambiguity remains, since the nature
of particle in connection with the spin-statistics theo-
rem are necessary to obtain the probability.

For the limit case of δ-potential, the solution at the
origin  is ill definite .In this case, there is no con-
tinuity because  are not definite at the origin. So,
the probability to create Dirac particles is also null.

4. APPENDIX A
In this appendix, we propose to show that the two

following terms are null:
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5. APPENDIX B

In this appendix, we develop the expression 

Since  first we have

where we can observe the change
 in the second integral 

Now, let us decompose the integral as follows

by taking into account for  the change of sign:

=  on the path 

=  on the path 

Then  becomes

 

This expression can be written in compact form
(Eq. (56)).

REFERENCES
1. J. Schwinger, Phys. Rev. 82, 664 (1955).
2. H. Ayoama and M. Kobayashi, Prog. Theor. Phys. 64,

1045 (1980).
3. L. Parker, Phys. Rev. Lett. 21, 562 (1968), Phys. Rev. D

3, 346 (1971).
4. A. A. Grip, S. G. Mamayev, and V. M. Mostepanenko,

Gen. Rel. Grav. 7, 535 (1976); J. Phys. A: Math. Gen.
13, 2057 (1980).

5. A. I. Nikishov, arXiv:hep-th/0207085.
6. A. Hansen and F. Ravndal, Phys. Scr. 23, 1030 (1981).
7. B. Hamil and L. Chetouani, Phys. Scr. 89, 115301

(2014); Eur. Phys. J. Plus.   doi 10.1140/epjp/i2016-
16311-4

8. S. Boudieb and L. Chetouani, Eur. Phys. J. Plus (2015).
doi 10.1140/epjp/i2015-15042-4

9. M. G. Calkin, D. Kiang, and Y. Nogami, Phys. Rev. 38,
1076 (1988), B. Sutherland and D. C. Mattis, Phys.
Rev. A 24, 1194 (1981).

10. B. H. McKellar and G. J. Stephenson, Jr., Phys. Rev. C
35, 2262 (1987).

11. Yoshio Yamaguhi, Phys. Rev. 95, 1628 (1954).
12. D. Griffiths and S. Walborn, Am. J. Phys. 67, 5 (1999),

F. A. B. Coutinho, Y. Nogami, and F. M. Toyama, Rev.
Bras. Ensino Fis. 31, 4302 (2009).

13. C. Itzykson and J. B. Zuber, Quantum Field Theory
(McGraw-Hill, New York, 1980); A. A. Grib, S. G. Mama-
yev, and V. M. Mostepanenko, Vacuum Quantum Effects
in Strong Fields (Friedmann Lab., St. Petersburg,
1994).

14. I. S. Gradstein and I. M. Ryzhik, Tables of Integrals,
Sums, Series, and Products (Academic, New York,
1965).

cont
effS

( ) ( )− +
= −∫ ∫ ,

C C
d f d f% % % %

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
π

⎧ +⎪
⎨×

− + + +⎪⎩

− + +∂+
∂ − + + +

− −
+

− + + − +

⎫− + − +∂ ⎪+ ⎬∂ − + + − + ⎪⎭

∫
cont

eff
0

0
2 2 2

0

2 2
0

2 2 2
0 0

0
2 2 2

0

2 2
0

2 2 2
0 0

8
2

4 4

2

2 4 4

4 4

2
,

2 4 4

C

dS iT
i p

m hm g J
p

p J g h iJ h gm

Jp g h i h mgJi
p p J g h iJ h gm

m hm g J
p

p J g h iJ h gm

Jp g h i h mgJi
p p J g h iJ h gm

% %

%

%

%
%

%

%

%

%
%

%

( ) ( )→ − − −, , , ,m g h m g h ( )−∫ .
C

( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ +

+ + +

+ +

+ +

− ∞+

+∞− +
+∞− ∞+

− +

= +

= − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

0 0

0 0
0 0

0 0

. . .

. . ,

m i i

C i m i

i i

m i m i

d d d

d d

% % %

% %

0p

+ −2 2m% ] [∞ − −0, 0i m i

− −2 2m% ] [∞ + +0, 0 .i m i

cont
effS

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

+

+

+∞−

−

⎧ + − + +⎪ ∂⎨= − +
π ∂− + + + − + + +⎪⎩

− ⎫− + − +∂ ⎪− + ⎬∂− + + − + − + + − + ⎪⎭

+

∫
0 2 2

0cont 0
eff 2 2 2 2 2 2

0 00 00

2 2
00

2 2 2 2 2 2
00 0

2
8

2 24 4 4 4

2
24 4 4 4

8

i

m i

m hm g J Jp g h i h mgpd JS iT
i p pp J g h iJ h gm p J g h iJ h gm

m hm g J Jp g h i h mgp Ji
pp J g h iJ h gm p J g h iJ h gm

diT

% %
% %

%
%

%
%

%
% %

%

%

( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

+

+

∞+

+

⎧ + − − +⎪ ∂⎨+ −π − ∂− + − + − + − +⎪⎩

⎫− − − − + ⎪∂ ⎬− − .∂− + − − + − + − − + ⎪⎭

∫
0 2 2

00
2 2 2 2 2 2

0 00 00

2 2
00

2 2 2 2 2 2
00 0

* * 2*
2 2* 4 4 * * 4 4 *

* * 2*
2* 4 4 * * 4 4 *

i

m i

m hm g J J p g h i h mgp Ji
i p pp J g h iJ h gm p J g h iJ h gm

m hm g J J p g h i h mgp Ji
pp J g h iJ h gm p J g h iJ h gm

% %
% %

% %

% %
%

% %



Sciences & Technologie A – N°44, Décembre 2016, 09-16 
 

© Université des Frères Mentouri Constantine 1, Algérie, 2016 

 ملخص

The Duffin-Kemmer-Petiau equation (DKP) with non local and 
separable interaction 

 
A. HAFDALLAH, L. CHETOUANI 

Laboratoire de physique mathématique et de physique subatomique (LPMPS),  Université Constantine1, Algérie. 
Reçu le  /  /2017 – Accepté le   / /2017 

 
Abstract   

 
The Duffin-Kemmer-Petiau equation (DKP) is solved for a separable and non-local matrix interaction via the 

determination of the free Green function. 
Thus, it has been shown that the spectrum of the energies is obtained from the calculation of the determinant and 

as an illustration we have chosen a simple form for the matrix M relative to the interaction and we have calculated the 
determinant for the case of spin 0 ( 𝛽𝛽  matrices of order 5 × 5). 

Keywords: non-local, Green function 
 

 
Résumé   
 

L'équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) est solutionnée pour une interaction de type matriciel , séparable et non-local 
via la détermination de la fonction de Green libre. 
C'est ainsi qu'il a été montré que le spectre des énergies s'obtient à partir du calcul du déterminant  et comme illustration 
nous avons choisi une forme simple pour la matrice M relative à l'interaction et nous avons calculé le déterminant pour le 
cas du spin 0 (matrices 𝛽𝛽 d'ordre 5×5).  
 
Mots clés : non-local, , fonction de Green.  
 
 
 

، بتحدید دالة قرین في الحالة الحرة كما تم إثبات أن طیف الطاقة   قابل للإنفصالو بوجود كمون غیر محلي  (DKP) بیتیو -كمار -دیفان تم حل معادلة        

المرتبطة بالكمون , وقمنا بحساب المحدد من أجل حالة  Mیتم الحصول علیھ من خلال حساب المحدد وكمثال على ذلك إخترنا شكل بسیط من أجل المصفوفة 

 . )5×5رتبة  𝛽𝛽السبین صفر (المصفوفة 

 .دالة قرین,  محلي غیر الكلمات المفتاحیة
 

 
 

I- Introduction 
 

We know that the relativistic particles of spin 0 are 
described by the equation of Klein Gordon (KG) and 
that the main defect  is an undefined positive density ρ 
and that the particles of spin 1/2 are described by the 
Dirac equation  obtained by making space and time 
play the same role. The Dirac equation is a matricial  
type and has a linear form and the density 𝜌𝜌  in this 
case is  positive,. The importance of this equation 
resides mainly in the prediction of the existence of 
antiparticles. 
There is, however, another relativistic equation  where 
the space and time play the same role and resembles to 
that of Dirac:it is  Duffin Kemmer-Petiau (DKP) 
equation [1], [2], [3] which is reserved for the 
description of the motion of spin-0 and spin-1 
particles. For the case of spin 0, the two equations 

DKP and KG in some situations may give different 
results [4], [5]. Thus, it has been shown for the meson 
- noyau reactions that the adjustment of the theoretical 
results with respect to the experimental results is 
better for the DKP equation than for the KG equation 
[6]. 
Recall that the DKP equation is of the matricial type 
and has a certain resemblance to that of  Dirac where 
time and space play the same role, and where the 
Dirac matrices γµ are replaced by the matrices βµ but 
obeying the following relations 
 𝛽𝛽𝜇𝜇𝛽𝛽𝑣𝑣𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝛽𝛽𝜆𝜆𝛽𝛽𝑣𝑣𝛽𝛽𝜇𝜇 = 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈𝛽𝛽𝜇𝜇.               (1)  
In the presence of an interaction, this DKP equation 
has the following form  
�𝑖𝑖𝛽𝛽𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇 − 𝑚𝑚�𝛷𝛷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0.              (2) 

Where    𝜇𝜇 = 0,1           i.e  D =(1+1) 
    In this paper, it is proposed to use interactions of 

non-local and separable type [7] [8] for obtaining the 
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solution of the DKP equation. In the non-relativistic 

case, it is known that non-local interactions have been 

wide 

 𝑉𝑉� = 𝑀𝑀|𝑣𝑣 >< 𝑣𝑣|  used in nuclear physics. We choose 

the following simple form for the interaction in 

question  

 𝑉𝑉� = 𝑀𝑀|𝑣𝑣 >< 𝑣𝑣| ,                                                    (3) 

where M is a certain matrix . 
In representation of coordinates we have  

< 𝑥𝑥′�𝑉𝑉��𝑥𝑥 >= 𝑀𝑀 < 𝑥𝑥′||𝑣𝑣 >< 𝑣𝑣|𝑥𝑥 > 
 
i.e.  a separable form in x and x’ .Its action on the 
wave function is defined by  

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑥𝑥) � 𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑣𝑣∗(𝑥𝑥′)𝛷𝛷(𝑥𝑥′, 𝑡𝑡)
−∞

+∞

.       (4) 

 where we can see through the integral that the 
interaction depends on the wave function not 
only of a time but of the entire space. 

 
II-Determination of  G₀(𝒙𝒙𝒃𝒃, 𝒙𝒙𝒂𝒂, 𝓔𝓔) and of 

G(𝒙𝒙𝒃𝒃, 𝒙𝒙𝒂𝒂, 𝓔𝓔) 
 

Let us start with the free DKP equation (𝑉𝑉 = 0) 
 

(𝑖𝑖𝛽𝛽0𝜕𝜕0 + 𝑖𝑖𝑖𝑖1𝜕𝜕1 − 𝑚𝑚)𝛹𝛹(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0    .        (5) 
 
Where the 𝛽𝛽  obey the following relationships 
 

𝛽𝛽𝜇𝜇𝛽𝛽𝑣𝑣𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝛽𝛽𝜆𝜆𝛽𝛽𝑣𝑣𝛽𝛽𝜇𝜇 = 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈𝛽𝛽𝜇𝜇,      (6)  
 
First, let us put 𝑝̂𝑝=𝛽𝛽𝜇𝜇𝑝𝑝𝜇𝜇� and multiply by 𝑝𝑝𝜇𝜇�  
 
𝑝̂𝑝𝛽𝛽𝑣𝑣𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝛽𝛽𝜆𝜆𝛽𝛽𝑣𝑣𝑝̂𝑝 = 𝑝̂𝑝𝜈𝜈𝛽𝛽𝜆𝜆 + 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈𝑝̂𝑝 ,                     (7)  
 
And then by  𝑝𝑝𝑣𝑣 , and by 𝑝𝑝𝜆𝜆  
 
𝑝̂𝑝𝑝̂𝑝𝑝̂𝑝 + 𝑝̂𝑝𝑝̂𝑝𝑝̂𝑝 = 𝑝̂𝑝2𝑝̂𝑝 + 𝑝̂𝑝2𝑝̂𝑝 ,                                   (8) 
 
We obtain the following property, useful for the 
following 
𝑝̂𝑝3 = 𝑝̂𝑝2𝑝𝑝 �  ,                                                             (9) 
 
    Where it may be noted that 𝑝̂𝑝2 is without matrix. 
    In the presence of the interaction 𝑉𝑉, The DKP 
equation becomes  
�𝑖𝑖𝛽𝛽𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇 −𝑚𝑚�𝛹𝛹 = −𝑉𝑉�𝛹𝛹 ,                                  (10) 
 
To obtain its solution, we proceed as follows 
𝑎𝑎 − We first solve the DKP equation for a free 
particle or without interaction  
 
�𝑖𝑖𝛽𝛽𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇 −𝑚𝑚�𝛷𝛷0 = 0   ,                                    (11) 
 
𝑏𝑏 − We determine the solution of free Green function 

 
 

(𝑖𝑖𝛽𝛽0𝜕𝜕0′ + 𝑖𝑖𝑖𝑖1𝜕𝜕1′ − 𝑚𝑚)𝐺𝐺0(𝑥𝑥′, 𝑡𝑡′; 𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 
= 𝛿𝛿(𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡)𝛿𝛿(𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥)    ,            (12) 

 
Then,  the solution of DKP eq. with interaction is 
deduced from a and b. It is given by 
 
< 𝑥𝑥||𝛹𝛹 > = < 𝑥𝑥||𝛷𝛷₀ > −< 𝑥𝑥|𝐺𝐺₀𝑉𝑉�|𝛹𝛹 > , 

 
         𝛹𝛹(𝑥𝑥) = 𝛷𝛷0 (𝑥𝑥) 
                          −∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥′𝐺𝐺₀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥′; 𝐸𝐸) < 𝑥𝑥′�𝑉𝑉��𝛹𝛹 >           (13)  
 
Let us first determine the Green function 𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸) 
which is connected to 𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑡𝑡′; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥) by 
 

 

𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑡𝑡′; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥)  =  ∫
𝑑𝑑²𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)²
𝐺𝐺₀(𝐸𝐸, 𝑝𝑝)𝑒𝑒−𝑖𝑖[𝐸𝐸(𝑡𝑡′−𝑡𝑡)−𝑝𝑝(𝑥𝑥′−𝑥𝑥)] 

                        

                    = ∫
𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑡𝑡′−𝑡𝑡�𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸)        (14) 
 
reminding the passage that  

𝛿𝛿(𝑡𝑡′ − 𝑡𝑡) = ∫
𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑡𝑡′−𝑡𝑡�.                           (15) 
Thus we have respectively 
 

(𝑖𝑖𝛽𝛽0𝜕𝜕0′ + 𝑖𝑖𝛽𝛽1𝜕𝜕1′ − 𝑚𝑚)∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑡𝑡′−𝑡𝑡�𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸) 

 

= 𝛿𝛿(𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥)∫
𝑑𝑑𝐸𝐸
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑡𝑡′−𝑡𝑡� ,                        (16) 
 

(𝑖𝑖𝑖𝑖0𝐸𝐸 + 𝑖𝑖𝛽𝛽1𝜕𝜕₁′ − 𝑚𝑚)∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋
𝐺𝐺₀(𝐸𝐸, 𝑝𝑝)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥� 

= ∫
𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥�  ,                                        (17) 

And by identification 
 

(𝛽𝛽0𝐸𝐸 − 𝛽𝛽1𝑝̂𝑝 − 𝑚𝑚)𝐺𝐺₀(𝐸𝐸, 𝑝𝑝) =  𝐼𝐼 ,                  (18) 

𝐺𝐺₀(𝐸𝐸, 𝑝𝑝) =  
𝐼𝐼

𝛽𝛽0𝐸𝐸 − 𝛽𝛽1𝑝̂𝑝 − 𝑚𝑚
   ,                       (19) 

Or symbolically 
𝐺𝐺₀ = 𝐼𝐼

𝑝𝑝�−𝑚𝑚
   ,                                                              (20) 

Having found 𝐺𝐺₀, modify its expression by 

multiplying by  (  𝑃𝑃²�

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃�), we have 

   

𝐺𝐺₀ =  𝐼𝐼

� 𝑃𝑃²�
𝑚𝑚+𝑃𝑃��(𝑃𝑃�−𝑚𝑚)

� 𝑃𝑃²�

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃�� 

      = 𝐼𝐼

(𝑃𝑃
�2 
𝑚𝑚 −𝑚𝑚)𝑃𝑃�

� 𝑃𝑃²�

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃�� ,                                    (21) 

In this expression, note that the denominator still 
contains matrices as 𝑃𝑃�, we have 
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𝑝̂𝑝𝐺𝐺₀ = 𝑚𝑚𝑚𝑚₀ + 𝐼𝐼 

= 𝐼𝐼

� 𝑃𝑃2
𝑚𝑚 −𝑚𝑚�

� 𝑃𝑃²�

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃��,                                        (22) 

then, finally  

 𝐺𝐺₀ =  𝐼𝐼
(𝑃𝑃2−𝑚𝑚2)

� 𝑃𝑃2�

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃�� − 𝐼𝐼

𝑚𝑚
  ,                    (23) 

in the configuration space, the Free Green function is 
written 
𝐺𝐺0(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸) = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋
+∞
−∞

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥�

(𝑃𝑃2−𝑚𝑚2) �
 𝑃𝑃2

𝑚𝑚
+ 𝑝𝑝�� − 𝛿𝛿(𝑥𝑥′−𝑥𝑥)

𝑚𝑚
 (24) 

                                                               

It is clear that the denominator vanishes when 𝑃𝑃² −

𝑚𝑚² = 𝐸𝐸² − 𝑝𝑝² − 𝑚𝑚² = 0, That is to say for 𝑘𝑘 =

±√𝐸𝐸2 − 𝑚𝑚2 = (2 poles)  

    Let's develop the integral 
 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

+∞
−∞

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥
′−𝑥𝑥�

(𝑃𝑃2−𝑚𝑚2)
� 𝑃𝑃2

𝑚𝑚
+ 𝑃𝑃� =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

+∞
−∞

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥
′−𝑥𝑥�

𝐸𝐸2−(𝑝𝑝2+𝑚𝑚2−𝑖𝑖0)
�(𝐸𝐸𝐸𝐸⁰−𝑝𝑝𝑝𝑝¹)²

𝑚𝑚
+ 𝐸𝐸𝛽𝛽0 −

𝑝𝑝𝑝𝑝¹� .                                                                        (25) 

And use the decompositions 
1

𝐸𝐸² − (𝑝𝑝² + 𝑚𝑚²) + 𝑖𝑖0
=

1
−𝑝𝑝² + 𝑘𝑘² + 𝑖𝑖0

= −
1

2𝑘𝑘
�

1
𝑝𝑝 − 𝑘𝑘

−
1

𝑝𝑝 + 𝑘𝑘
�.        (26) 

 
𝑝𝑝

𝐸𝐸² − (𝑝𝑝² + 𝑚𝑚²) + 𝑖𝑖0
= −

1
2 �

1
𝑝𝑝 − 𝑘𝑘 +

1
𝑝𝑝 + 𝑘𝑘� .         (27) 

As the integration results are simple 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

+∞

−∞

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥�

𝑝𝑝 − 𝑘𝑘
= 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥�   ,       (28) 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

+∞

−∞

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥�

𝑝𝑝 + 𝑘𝑘
= −𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥′−𝑥𝑥� , (29) 

 
Then, the free Green function is finally the following 
 

𝐺𝐺₀(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸) = 

−𝛽𝛽12+𝐼𝐼
𝑚𝑚

𝛿𝛿(𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥) − 𝑖𝑖
2𝑘𝑘
𝜃𝜃(𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥′−𝑥𝑥) �𝐾𝐾

2

𝑚𝑚
+ 𝐾𝐾� 

− 𝑖𝑖
2𝑘𝑘
𝜃𝜃(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥′−𝑥𝑥) �𝐾𝐾

2

𝑚𝑚
+ 𝐾𝐾)�

𝑘𝑘→−𝑘𝑘
   ,                 (30) 

   where 𝐾𝐾𝜇𝜇 = (𝐸𝐸, 𝑘𝑘) 

Let's move on to the general solution of the DKP 
equation. First, symbolically we have  

|𝛹𝛹 >= |𝛷𝛷₀ > −𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 >< 𝑣𝑣||𝛹𝛹 >, 

Multiplying at the left by < 𝑣𝑣| , we get 

< 𝑣𝑣||𝛹𝛹 >=< 𝑣𝑣||𝛷𝛷₀ > −< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 >< 𝑣𝑣||𝛹𝛹 >, 

Or 
(𝐼𝐼+< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 >) < 𝑣𝑣�|𝛹𝛹 >=< 𝑣𝑣|�𝛷𝛷₀ >. (31) 

This allows us to  

< 𝑣𝑣||𝛹𝛹 >=
𝐼𝐼

𝐼𝐼+< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 >
< 𝑣𝑣||𝛷𝛷₀ > .  (32) 

Now, we have   

𝛤𝛤 =< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 > ,   (33) 

   where 

|𝛹𝛹 >= |𝛷𝛷₀ > −𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 >
𝐼𝐼

𝐼𝐼 + 𝛤𝛤
< 𝑣𝑣||𝛷𝛷₀ >, (34)  

and in terms of wave function 

 𝛹𝛹(𝑥𝑥) = 𝛷𝛷₀(𝑥𝑥) 

−∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐺𝐺₀(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝐸𝐸)𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑦𝑦) 
𝐼𝐼

𝐼𝐼 + 𝛤𝛤
∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)𝛷𝛷₀(𝑧𝑧). (35) 

Hence 

𝛤𝛤 =< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 > 

= ∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑₀(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥; 𝐸𝐸)𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑥𝑥′)𝑣𝑣(𝑥𝑥)  (36) 

   It is clear that the expression  

  𝐼𝐼 + 𝛤𝛤 =  𝐼𝐼+< 𝑣𝑣|𝐺𝐺₀(𝐸𝐸)𝑀𝑀|𝑣𝑣 > in the denominator of 

the wave function is a matrix and that  𝐼𝐼
I+Γ

  its inverse 

is also a matrix. We know that in order to inverse a 

matrix it is necessary to pass by the determinant and 

finally the spectrum of the energies is given by the 

following equation 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐼𝐼 + 𝛤𝛤) = 0.                                      (37) 

    It remains for us to fix the matrix M by using 

relativistic invariance considerations. 

    For the following simple choice 

𝑀𝑀 = ℎ𝛽𝛽¹,                                           (38) 

And after calculating the determinant in the case of the 

spin 0 where the matrices are of dimension 5×5 

    𝛽𝛽0 =

⎝

⎜
⎛

0 1 0 0 0
1
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0⎠

⎟
⎞

,   
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 𝛽𝛽¹ =

⎝

⎜
⎛

0 0 −1 0 0
0
1
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0 ⎠

⎟
⎞

, 

 

    We find the following value for the energy 

𝐸𝐸² = −
𝑚𝑚2

4𝐽𝐽2ℎ2
.                                               (39) 

 

where 

𝐽𝐽 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝜗𝜗(𝑥𝑥′)� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥′

−∞
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜗𝜗(𝑥𝑥), (40) 

𝐽𝐽∗ = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝜗𝜗(𝑥𝑥′)� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥′

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜗𝜗(𝑥𝑥) =

1
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖′𝜗𝜗(𝑥𝑥′)� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

−∞
𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜗𝜗(𝑥𝑥), 

 

    Note that 𝐽𝐽 is real  if 𝑘𝑘 has the form 𝑘𝑘 = 𝑖𝑖𝑖𝑖, that is 

to say pure imaginary. As 

 𝐸𝐸² = 𝑘𝑘² + 𝑚𝑚² = −𝜌𝜌² + 𝑚𝑚² > 0  then  𝜌𝜌² < 𝑚𝑚² 

Let us distinguish the two cases 

    -Case 1: if ℎ is real, then 𝐸𝐸 = ±𝑖𝑖 𝑚𝑚
2𝐽𝐽ℎ

 = pure 

imaginary. In this case there are no linked states. 

   -Case 2 : if ℎ= pure imagimary = 𝑖𝑖𝑖𝑖 , then 

  𝐸𝐸² = 𝑚𝑚²
4𝐽𝐽²𝑎𝑎²

   and 𝐸𝐸² = ± 𝑚𝑚
2𝐽𝐽𝐽𝐽

   In this case there are 

two bounded states with the condition −𝑚𝑚 < 𝐸𝐸 =

± 𝑚𝑚
2𝐽𝐽𝐽𝐽

< 𝑚𝑚 . 

 
      CONCLUSION 
 
We have shown for a non-local and separable 
potential how to obtain analytically the energy 
spectrum relative to  particles of spin 0 and described 
by the DKP equation. For  the case of spin 1, the 
matrices of 10×10 order must be used for the  matrices 
𝛽𝛽0𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝛽𝛽¹. The result can be found elsewhere. 
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 ثیر تفاعل غیر محلي و منفصل على عملیة إنشاء ازواج الجسیماتتأ

 

 ملخص
 

احتم���ال خل���ق الأزواج لمعادل���ة دی���راك ع���ن طری���ق كم���ون منفص���ل و غی���ر محل���ي م���ن ن���وع ت���م حس���اب 

 δالكم���ون  أن مص���فوفي اتباع���ا لمقارب���ة ش���وینغر, لق���د وج���دنا أن ھ���ذا الاحتم���ال مع���دوم. كحال���ة خاص���ة، اعتبرن���ا

ت���م حلھ���ا م���ن أج���ل نف���س الكم���ون  0-بیتی���و الواص���فة لجزیئ���ات ذات س���بین-كیمی���ر-دیف���انمنفص���ل. أیض���ا، معادل���ة 

ی��تم الحص��ول علی��ھ م��ن حس��اب المح��دد و   ع��ن طری��ق تحدی��د دال��ة غ��رین الح��رة. و ھك��ذا اثبتن��ا أن طی��ف الطاق��ة

 المرتبطة بالكمون. Mكمثال نختار شكلا بسیط للمصفوفة 

 

 DKPمعادلة  ,الفعل الفعال كمون غیر محلي ,  معادلة دیراك, خلق الأزواج  الكلمات المفتاحیة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Efect of non-local and separable interaction on the process 

of particle’s pair creation 

 

Abstract 

The probability of pair creation of the Dirac equation by a separable and 

non-local potential of the matrix type is calculated as follows the Schwinger 

approach. It was found that this probability was zero. In a particular case, the 

potential δ is considered separable. Also, the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) 

equation describing the spin-0 particles is solved for the same interaction via 

the determination of the free Green function. Thus, it has been shown that the 

spectrum of energies is obtained from the calculation of the determinant and as 

illustration we have chosen a simple form for the matrix M relative to the 

interaction. 

 

Keywords : pair creation , Dirac equation , effective action , non local 

potential, DKP eqution 

 

 

 

 

 

 



Résumé 

 

La probabilité de création de paire de l'équation de Dirac par un potentiel 

séparable et non local de type matriciel est calculé comme suit l'approche de 

Schwinger.On a constaté que cette probabilité était nulle. Dans un cas 

particulier, on considère le potentiel δ séparable. Aussi, l'équation de Duffin-

Kemmer-Petiau (DKP) décrivante les particules du spin-0 est solutionnée pour 

la même interaction via la détermination de la fonction de Green libre. C'est 

ainsi on a été montré que le spectre des énergies s'obtient à partir du calcul du 

déterminant et comme illustration on a choisi une forme simple pour la matrice 

M relative à l'interaction. 

 

Mots clés  création de paire , équation de Dirac , action effective , 

potentiel non local , équation de DKP   
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