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Chapitre 1

Introduction Générale



Comme on le sait, Feynman a introduit sa fameuse technique des intégrales de chemins
qui est alternative aux méthodes de Heisenberg et de Schrodinger afin de répondre au
besoin profond de la compréhension de la physique quantique [1]. L’approche de Feynman
implique la connaissance du lagrangien classique, ayant ainsi plusieurs avantages distincts
par rapport aux autres méthodes basées sur le Hamiltonien [2]. Une approche basée
sur le Lagrangien nous offre une généralisation facile de la mécanique quantique a la
théorie de champs. Le concept essentiel dans cette approche est le propagateur qui,
comme fonction de Green de I’équation de Schrodinger, contient toutes les informations
sur le systéme. Ce propagateur étant une somme de contributions de tous les chemins,
le principe de la superposition se manifeste déja dans cette formulation. Puisque, les
contributions principales au propagateur viennent habituellement des chemins classiques,
il est possible de développer des arrangements comme ’approximation semi-classique
basée sur un développement autour du chemin classique. Ainsi la technique intégrales de
chemins peut rapporter une bonne réponse aux problémes assez difficiles.

De plus, la méthode des intégrales de chemins traite avec des transformations spacio-
temporelles des problemes indépendants du temps et dépendants du temps de la méme
maniere et c’est un vrai avantage par rapport aux autres approches basées sur le Hamil-
tonien pour résoudre des problémes dépendant du temps.

Cependant si a un certaine époque, le développement du formalisme de Feynman
comparé a celui des autres approches (i.e. les équations différentielles de la physique) n’a
pas été aussi rapide, la solution par cette approche des intégrales de chemins du probléme
fondamental que constitue ’atome d’hydrogene et par la suite le succés dans 1’obtention
de la solution a d’autres problémes de la mécanique quantique non relativiste ont été
I'étape décisive pour son développement [3][4][5][6]. Ayant franchie cette étape cruciale,
les intégrales de chemins sont devenus & I’heure actuelle un outil d’une égale importance
a celle que le sont ou 'ont été les équations différentielles de la physique et son essor et
sa puissance nous pouvons les voir dans des domaines comme en cosmologie par exemple

ou la quantification suivant d’autres méthodes de quantification n’est pas adéquate [7]



8].

Notons que la formulation intégrales de chemins en mécanique quantique relativiste
et pour la particule de Dirac n’est pas tout a fait claire & cause du probléme que constitue
I’entité fondamentale de nature discréte qui est le spin et de la difficulté de son insertion
au moyens de chemins qui sont d’essence continus dans le formalisme de Feynman. Le
spin, dans ’équation de Dirac intervenient par l'intermédiaire des matrices v vérifiant
certaines relations d’anticommutations semblables a celles des matrices de Pauli.

Des formulations ont été établies et nous pouvons citer celle qui nous parait la plus
apte a traiter concrétement par les calculs des problemes d’une particule relativiste sou-
mise a une interaction d’origine électromagnétique : il s’agit de celle élaborée par Fradkin
en 1966 et qui a été revue par Fradkin et Gitman en 1991 [9] ou ils ont réussi & obtenir
pour le propagateur relative a la particule de Dirac une formulation Path-Integral et ceci

suivant la forme standard de Feynman

Z exp iA(path), (1.1)

paths
ou A(path) est une action supersymétrique décrivant a la fois les mouvements externes
de la particule par des variables de type bosoniques et la dynamique interne relative au
spin de la particule par des variables de Grassmann.

L’idée de base consiste d’abord & écrire formellement la fonction de Green causale

solution de I’équation

(V" (P, —eA,) —m] S (xp, x4) = —0 (xp — T4) (1.2)

en utilisant 'opérateur associé a ’équation de Dirac et en multitpliant au préalable par

la matrice 7° (7° = 4%v'9%43) afin de rendre 'opérateur [y* (P, — eA,) — m] homogene

en matrices y

|24) - (1.3)



En changeant de représentation en passant & des nouvelles matrices 3# = v?y# et 7° = +°
qui obéissent & la relation d’anticommutation [¥™,5"], = #™" , ou ™" =diag(1, —1,
—1, =1, —1) et m,n = 0, 3,5, Voperateur ' = v°y* (P, — eA,) — v®m devient alors un
opérateur homogéne en matrices v; F = (3" (P, — eA,) —4°m] . Comme ces matrices
sont des opérateurs de type Fermionique Popérateur F est aussi de genre fermionique et

son carré F? est un opérateur de genre bosonique. En utilisant la technique de Schwinger,

le propagateur prend alors la forme en exponentielle suivante

1 ~ 1
S (o 2)7 = (@l laa) = (@l F=; foa) (1.4

— /dA/(wdexpi [)\Fz—i—xlﬂ |z,) dx,

ol x est une variable de Grassmann (impaire) anticommutant avec les matrices 5. A
partir de cette représentation, nous pouvons construire la forme intégrales de chemins
avec une action supersymétrique [10][11] [12] [13].

Notons que pour un espace-temps de dimension quelconque la généralisation de la
formulation path integral a été établie par Gitman qui a montré que dans le cas ou la
dimension est impaire (2d + 1) la matrice de genre v° ne peut étre définie et la procédure
d’homogeénisation de 1'opérateur de Dirac en matrices 7 devient alors inapplicable. Un
recours & une autre technique est alors nécessaire pour obtenir la formulation intégrale
de chemin pour ce cas particulier [14]. Egalement la formulation path integral est établie
pour une particule de Dirac soumise a des forces de torsion par Geyer et al [15].

Par ailleurs, il a été montré par Alexandrou et al que le probleme de ’équation de
Dirac avec un champ electromagnetique peut étre formulé suivant deux representations
dites globale et locale [16]. Ainsi donc avec la represention dite globale il est possible
de se passer de la matrice v° pour donner une formulation path integral au propagateur
relatif a ’équation de Dirac.

Dans cette thése nous nous proposons de traiter par I’approche des intégrales de che-

mins supersymétriques le probléme de la particule de Dirac interagissant avec un potentiel



pseudoscalaire selon Lorentz . L’équation de Dirac avec un potentiel pseudoscalaire V,, ()
que nous cherchons a resoudre par la méthode de Feynman s’écrit [17] [18] [19] [20] [21]
[22]

-~ 0 _
i ="V () = m| 4 (2) =0, (1.5)

3. Cette équation peut étre considérée comme la premiére approximation

ot y” ="y
de la théorie des champs décrivant l'interaction de la particule de Dirac (le fermion) avec
une particule pseudoscalaire (qui est en général instable). Le Lagrangien décrivant cette

théorie est [23]
Line = igt (z) 7" () ¢ (2) (1.6)

ou ¢ (z) est le champ du fermion et ¢ (x) et le champ de la particule pseudoscalaire.

Si pour les potentiels scalaires et vectoriels la formulation " Path-Integral" utilisant
une action supersymétrique et une description pseudoclassique est déja établie [9] [14]
[16], pour les potentiels pseudoscalaires et & notre connaissance il n’y a pas de traitement
par la méthode de Feynman.

A cause de la présence de la matrice 4°, la représentation locale des intégrales de
chemins pour ces potentiels reste difficile & obtenir. C’est ainsi que nous ne considérons
que la projection globle.

Cette these se compose essentiellement de quatre parties.

Dans la premiere partie nous nous proposons de trouver la solution de I’équation de
Dirac avec des potentiels pseudoscalaires unidimensionnels en utilisant les intégrales de
chemins. Notre objectif a travers ce traitement est d’examiner ’extension supersyme-
trique de la méthode de Feynman a I’étudiant du mouvement de la particule de Dirac
interagissant avec ce type d’interactions. Nous établissons d’abord une formulation super-
symetrique pour le probléme en question suivant I’approche dite globale et nous représen-
tons le propagateur que nous suggérons de calculer au moyen des intégrales bosonique et

des intégrales fermioniques. Ensuite nous montrons que le calcul de la fonction de Green



dans ce cas se réduit a celui relatif & un probléme nonrelativiste avec des potentiels
supersymmeétriques effectifs. Enfin nous considérons des cas particuliers.

Nous poursuivons dans la deuxiéme partie, I’étude par ’approche des intégrales de
chemins en considérant ’équation de Dirac avec des potentiels pseudoscalaires unidimen-
sionnels pour lesquelles il n’y a pas de solutions analytiques. Le recours aux approxima-
tions devient donc inévitable. Si ’on veut obtenir quelques informations sur le systéme
considéré, ce ne serait que partielles. Parmi les méthodes d’approximations, la méthode
semiclassique est la plus connue et la mieux adaptée pour les intégrales de chemins. Il est
important alors de mettre en oeuvre d’abord la méthode semiclassique pour ce genre de
potentiels. La classe de potentiels que nous considérons dans ce chapitre est de la forme
V (z) = ax®, qui en général n’admet pas de solutions exactes .

La troisieme partie est consacrée a I’é¢tude de la diffusion d’une particule de Dirac
par un potentiel pseudoscalaire en utilisant ’approche " Path-Integral". Le formalisme a
utiliser est le méme que celui de la premiére partie. Pour une barriére du potentiel dont
la forme est bien définie, nous calculons la fonction de Green relative au probléme et nous
déterminons analytiquement les coefficients de transmission et de réflexions.

Dans la quatriéme partie, nous suggérons de trouver la solution par les intégrales
de chemins de I’équation de Dirac avec des potentiels pseudoscalaires dans 'espace le
plus réaliste a (3+1) dimensions. En premiére étape nous établissons une généralisation
de la formulation des intégrales de chemins utilisée dans les chapitres précédents tou-
jours suivant la représentation globale. Ensuite nous considérons le cas d’une onde plane
pseudoscalaire qui ne dépend que du produit (k.z). Dans ce cas nous montrons qu’apres
intégration sur les variables de Grassmann, la fonction de Green relative peut étre ex-
primée par des intégrales bosoniques. Les propriétés de ’onde plane rendent le probleme
facile & intégrer. Ainsi nous avons & utiliser une identité afin de réduire le probléme qua-
dridimensionnel au probléeme unidimensionnel. Enfin nous considérons deux différents
cas;

1) Pour le cas de k? # 0, les calculs se raménent & ceux du premier chapitre.



2) Pour le cas o k% = 0, nous montrons que I'intégration sur les variables bosoniques
est simple et la forme analytique et éxacte de la fonction de Green peut étre achevée

rapidement ainsi que les fonctions d’ondes relatives au probléme.



Chapitre 2

Intégrales de chemins pour la
particule de Dirac dans un champ

pseudoscalaire unidimensionnel

10



2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’examiner ’extension supersymetrique des intégrales de
chemin au cas ou !'interaction a laquelle est soumise la particule relativiste est décrite
par un potentiel pseudoscalaire unidimensionnel ne dépendant que de la position. Nous
voulons donc calculer le propagateur relatif a ce probléme et trouver une solution analy-
tique & I’équation de Dirac par ’approche de Feynman.

Dans une premieére étape nous formulons le propagateur suivant ’approche Path-
Integral en utilisant la representation dite globale et nous décrivons les degrés de liberté
relatives au spin par des variables de Grassman impaires. Dans une deuxiéme étape
aprés élimination de ces variables nous montrons que la fonction de Green peut étre
donnée uniquement par des intégrales de chemin de type bosonique. Le probléme se
réduit alors au calcul du propagateur relatif & une particule non relativiste soumise & un
potentiel supersymetrique effectif. Finalement, nous considérons des exemples explicites

pour illustrer la méthode.

2.2 Formulation du probléme

Le mouvement d’une particule relativiste de spin 1/2 dans un espace-temps a (1+1)
dimensions est régi par 1’équation de Dirac qui s’écrit sous la forme la plus générale

suivante [18] [19] [20] [22]
0
Y = [aP + Bm +V (x)], (2.1)

"ot

ou le potentiel V (x) a la structure de Lorentz suivante

V (2) = Vi (2) + aVi (z) + BV, () + B°V, (). (2.2)

11



Les termes V; (x) et Vi (z) sont les deux composantes du 2-vecteur de Lorentz. V (x) et
V, (x) sont respectivement les potentiels scalaire et pseudoscalaire.

Dans notre cas du potentiel pseudoscalaire (i.e. V (z) = V; (z) = Vi () = 0), & cause
de la présence de la matrice v° dans 'interaction pseudoscalaire, il n’est pas possible de
rendre homogéne en matrices v 'opérateur associé a I’équation de Dirac. Ainsi donc il
n’est pas facile de travailler avec la représentation dite locale avec un parametre super-
symétrique pour décrire I’évolution du systéme. Nous sommes donc contraint d’utiliser
la représentation dite globale pour la fonction de Green causale S¢(xy,x,) solution de

I’équation différentielle

[V P, — ¥V, (2') — m] S (zp, m4) = — 6% (25 — 7)., (2.3)

otz = (2° z') et ! est la position.
La dimension de notre probléme étant (1+1), les matrices de Dirac sont alors repré-

sentées par les matrices de Pauli
V=0, v =io,, V" =i’y =io,. (2.4)

Il est connu que S (zp, z,) , est I’élément de matrice d’un opérateur S°

S (xp, ko) = (x| S |240) (2.5)
avec
1 1
S¢= — =K 2.6
ol les opérateurs K_ et K, sont donnés par
K= [’y“PM - %V, (a:l) + m} . (2.7)

I¢i nous avons multiplié par 'opérateur K. afin de pouvoir construire le propagateur

12



S (xp, x,). Cette procedure est la méme que celle utilisée dans la reference [16] pour ob-
tenir une représentation des intégrales de chemins pour le propagateur systematiquement
sans utiliser Pextention usuelle & 5 dimensions (i.e. sans utiliser 7°). Elle se ressemble
aussi a celle employée dans [14] au cas d’un espace temps a dimension impaire ou il
n'y a pas de matrice de genre 7°. Cependant, dans notre cas présent, malgré que la
matrice 7° existe, nous sommes contraint d’utiliser cette procédure avec le produit des
deux opérateurs K_ et K, pour obtenir un opérateur de type bosonique ayant une forme
quadratique par rapport aux matrices v et aux impulsions P, en méme temps.
Le produit K_ K, est simplement égal a
K. K, =P —m’-V?(a") + lemnwfy” (2.8)
2

ol le tenseur antisymétrique F),,, qui peut étre considéré comme une matrice dont le
premier indice contravariant dénote la ligne et le deuxiéme indice covariant indique la

coulonne, est défini par

0
avec
00 0
f=100 -1]. (2.10)
01 0

Remarquons que dans le cas général lorsque le potentiel V), (z) depend & la fois de la

position et du temps, le tenseur F),, est donné par

13



0

Fy1 = —Fi5= %V}; (z),
0
Fsg = —Fps = %V}? (7)), (2.11)

Fon = Fio=0,

mais, comme il a été mentionné nous ne considérons que le potentiel dépendant unique-
ment de la position (F5y = 0).

Pour construire une représentation "intégrales de chemins" globale pour le propa-

gateur en question utilisons la relation de fermeture suivante [ dz?|z)(z| = 1. Nous
obtenons
0
S (xp, 24) = MNW — 7V, () + m| G (zp, 24) (2.12)
b
ou
G (a1,) = (0] 7 [2) (2.13)
Ty, Tq) = (Tp KK, Tq) . :

I¢i Vopérateur [iv#0,, — v°V, (z') + m] joue le role d’un projecteur qui élimine les états
superflus introduits par le produit KK, dans 'équation (2.8).
En introduisant le temps propre de Schwinger, la fonction de Green G° (3, z,) que

nous proposons de déterminer par les intégrales de chemins s’écrit

G (2, 2a) = i / A (23] exp (—iH () [2a) (2.14)
H) = A <—P2 +m?+ V7 (z') - % mn'ymvn) : (2.15)

Pour obtenir pour G (xy,x,) la forme d’une intégrale de chemins, nous suivons la dé-
marche habituelle en écrivant d’abord exp (—iH (\)) = [exp (—iH (A) )] , avec e = 1/N,

et en insérant (N — 1) identités [ |z) (x|dx = 1 entre deux opérateurs exp (—ieH ()))

14



successifs et également N intégrations f dA0 (A, — Ar—1) = 1. Nous obtenons

N—oo
e—0

G¢ = ¢ lim /dAo / dl’ldl‘g .‘.dCL'N_l /d)\ldAg d)\N
N
X H <l’k| exp (—’i&?H ()\k)) |Ik_1> ) ()\k — )\k—l) . (216)
k=1
Le pas ¢ étant infinitésimal, nous avons au premier ordre
(xg|exp (—ieH (Ag)) |xg_1) =~ (x| 1 —ieH (A\g) |2k_1) (2.17)

Pour éliminer les opérateurs impulsions dans (2.17) nous introduisons également des

relations de fermeture [ |pg) (pi|dpr = 1. A laide du produit scalaire

1 .
(wr | pw) = g™, (2.18)

et comme il n’y a pas de produits mixtes d’opérateurs X, P dans H (A) I'élement de

matrice (2.17) peut étre éxprimé en terme du mid point Ty = (x + 25-1)/2

/(;%exp {z [pk% —H(Ak,ﬁ?k,pk)} 5}. (2.19)

Il nous reste a reécrire le produit des élements de matrices en (2.16) sous forme d’une seule
exponentielle avec pour exposant une somme. Comme ce produit étant noncommutatif a
cause des matrices de Dirac qui ne commutent pas, nous attribuons formellement a ces
matrices un indice k£ et nous introduisons un T-produit qui agit sur les v,. En utilisant

la représentation intégrale pour les fonctions ¢
0 ()\k - )\kfl) = % /emk(/\k)\kl)dﬂ'k. (220)

il est alors possible de regrouper tous les facteurs dans (2.16), sous la forme d’une seule

15



exponentielle .

o0

Gc:T/dAo/Dx/Dp/D)\/Dwx

0

1
exp {2/ dr [)\ (p2 —m? — Vp2 (ml)) + pi + A

0
+)\%an7m7”} } . (2.21)

Les matrices v peuvent étre déplacées a l'aide de sources grassmanniennes p*, et la

fonction de Green prend alors la forme suivante

Gc:/d)\g/Dx/Dp/D/\/Dﬂx
1

0
exp {z/ dr [)\ (p* —m? — V2 (z')) + pi + 7\
0

i ¢ 0y !
+)\§Fm — | ¢ Texp [ p(7)~dr| (2.22)
0

"opm opn

p=0

Dans une derniére étape le terme T exp fol p (T) vdT peut s’exprimer par une intégrale de
chemins sur des trajectoires décrites par des variables impaires de type Grassmann [9]

[16]

1
Texp/ p (1) ~vdT = exp (z‘v”iln) / D1 x
0 09" ) Jp(0)

()=
1
esp{ [ ar [0 =2 p0] 4 0,00 0}, (2.23)

ol la mesure DY est donnée par

1 —1
DY =D D )" d . 2.24
" zﬁ{ /w s wexp{ / bt TH (2.24)

et 0" | ¢"sont des variables grassmanniennes anticommutant avec les matrices 7.

16



Enfin en insérant la derniére représentation intégrale dans I’équation (2.22) nous ob-

tenons pour G¢ son expression en intégrales de chemins

G° =exp (w"i) /d)\o/Dx/Dp/D)\/Dﬂ/ Dy x
90" ) B(0)+6(1)=0

1
exp {2/ dr [)\ (p2 —m? — Vf (:El) + Qian@men)
0

—ip "+ pi mA| 0, (U O] (2.25)

0=0

Notons qu’en effectuant I'intégration sur les impulsions et en séparant le terme de fixation
de jauge 7 et le terme v, (1) 4" (0) nous obtenons I'action invariante selon la repara-

métrisation, la transformation de jauge et la supersymmeétrie

A= / {—— — AV (x Y — g, " + 2AF,p™y" | dr, (2.26)

qui présente une certaine similarité avec ’action de Berezin-Marinov [10] [11].

2.3 Calcul de la fonction de Green

Ayant montré comment formuler le probléme de la particule de Dirac soumise a ’ac-
tion d’un champ pseudoscalaire dans le cadre des intégrales de chemins supersymétriques
de Feynman-Beresin,eliminons les variables fermioniques par intégrations pour obtenir
pour la fonction de Green une expression avec seulement des intégrales bosoniques.

Pour cela fixons la jauge dans ’équation (2.25), en effectuant I'intégration sur 7 et \;

Gczexp(w aen)/d)\/Dx/Dp/)w X
0)+

—ith, "+ pi| + 0, (9" )} . (2:27)

0=0

17



Ensuite, effectuons successivement les intégrations sur py, po et xo (29 = t) pour obtenir

G° = / @eiE(tb—ta)GE
2 ’

ou G est la fonction de Green a énergie fixée,

Gg = exp ify"iln /d)\ ei’\(EQ_m2>/Dx1 X
00
0
exp i/ldT ﬂ—)\\/z (xl) I(xl A 0)
0 4)\ P ) )

avec le facteur de spin de Polyakov [26]

T (a7 0) _/ D
¥(0)+1(1)=0

0=0

1 .
esp{ [ ar [0 = 2Fmumer] 40, 00 O

Pour calculer Z (2!, A, §) changeons, d’abord les variables ) en £, avec

1 0
1/1255‘1‘5-

Les nouvelles variables £ sont sujettes a la condition au limites

£(0)+¢(1) =0.

Effectuons encore un autre changement 7 en o, défini par
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(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



Le facteur Z (x!, A, 6) est alors donné par 'intégrale Grassmannienne de forme Gaussienne

7 (xl,)\,e) = exp (—%fnm 9”6’”) /Df (2.34)

)
0=0

Ly ., - -
o { [ 368" = M €67 = 23, 076" o}

ou
1
A= )\/ V) (z') dr. (2.35)
0

Or fum est constant, Z (x!, \,0) a une forme semblable & celle de la partie spinorielle
relative au propagateur d’un electron soumis a un champ électromagnétique constant est

uniforme. Nous pouvons obtenir son expression par intégrations directes et le résultat est
T (2%, ), 0) = det 3 (cosh X f) (1 = Bon0™), (2.36)
ou B est le tenseur donné par [24] [25]
1 ~
B = - tanh ()\ f) (2.37)
Avec la forme du tenseur f,,,, il est facile de montrer que
cosh </~\f> =1+ f? <1 — cos 5\> (2.38)

et que

1 s
B = §f tan . (2.39)

Ainsi donc la partie fermionique du propagateur est calculable

0 1
— Z L +287 exp (i)\s/ V) (z") dT) , (2.40)
0

6=0 s==%1

exp (m"%) A (xl, A, 9)
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et la fonction de Green G a pour expression

0
Gr=3 T Pl (2.41)

s=+1

ol P, est le noyau relatif & la coordonnée position 2! qui est donné par

[e.9]

P (ap,2l) = / dreN(E—m?)
0

/Dasl exp {z/oA dr [(i)Q — U, (")

avec le potentiel effectif supersymétrique

} , (2.42)

U (a') = V2 (') = sV (21), (2.43)

p

Notons que nous avons réduit notre probléme pseudoscalaire & un probléme non rela-
tiviste d’une particule en mouvement dans un potentiel effectif supersymétrique. Ainsi
notre probleme devient soluble & la condition que le probléme nonrelativiste soit soluble.

Dans le cas ou P, (z,z]) est intégrable, et admet la décomposition spectrale

P, (z},z)) = /d)\eZ)‘ (£%-m? Ze Pengp () o5 (d) (2.44)

ou &, reprsente ’énergie relatif au probleme nonrelativiste la fonction de Green a énergie
fixée devient
IN(E2-m?—€,
(hoad) = X0 [ P20, () 6 a1
n,s 0
En décomposant la matrice

1 _
+287 = U,0,, (2.45)
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sous la forme du produit d’une colonne U et de la ligne U, avec
0 1
Us:—l - 5 U5:+1 - . (246)
1 0

et en effectuant I'intégration sur le parametre de Schwinger A\, nous obtenons

= O (23) &, ()
Gp =Y U, B (2.47)
avec
E? =m*+&,. (2.48)

Effectuons encore I'intégration sur la variable E, nous obtenons

G (xp, ) =
SN Ol lty — ta)] s () B () (2.49)

e=+1s=+1n=0

ol O (At) est la fontion "step" et
ohs (x) = e Ptg, (2h) UL (2.50)

Les spineurs ¢j, ¢ (x) sont solutions de I’équation de Dirac quadratique (& cause du produit
de K_K,).
Pour obtenir les spineurs de Dirac solutions de 1’équation de Dirac du premier ordre,

les états superflus doivent étre éliminés en faisant agir 'opérateur K, (x) sur les spineurs

@5 (1)
)

wn,s (ta SC) = Nn,s Z’Y“@ - 5‘/;7 (xl) +m 90;,5 (.Z') ) (251)

ou N, s est une constante de normalisation.

Nous obtenons alors la solutions complete a notre probléme du potentiel pseudosca-
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laire

. E,+m
wn,s:—i-l (‘T) = Nn,—i-le_zEEnt ¢n ('rl) ) (252)
igor —iV; (a")
et
A —i=25 — iV, (x
Yo () = Ny et | BT Ty (259

—E,+m

Il en résulte ainsi que, pour n’importe quel potentiel pseudoscalaire, il suffit de calculer
le propagateur présenté en (2.42) et de determiner le spectre d’énergie F,, et les fonctions
é,, (z') correspondantes.

Dans ce qui suit nous traitons explicitement des exemples pour illustrer la méthode.

2.4 Exemples

2.4.1 Le potentiel linéaire (un oscillateur relativiste)

Le premier exemple que nous considérons est le potentiel pseudoscalaire linéaire

V, (z') = mwa', (2.54)

qui représente un oscillateur relativiste (i.e. a la limite nonrelativiste il reproduit ’oscil-
lateur harmonique habituel).
Le potentiel supersymétrique correspondant a la méme forme que 'oscillateur har-

monique habituel avec un terme constant en plus
Us (z') = m*w® (xl)Q — smw. (2.55)

Pour ce cas le noyau
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[e.e]

P(hat) = [aren(eontems)

/D;cl exp {z/oT dr [(if — m?w? (x1)2]} (2.56)

est donc intégrable. Les fonctions d’onde ¢, (x!) sont celles de 1'oscillateur Harmonique

nonrelativiste

[N

¢, (z) = (2"nlVT) " (mw)i 67%(11)2[{” (vVmwz") (2.57)

et le spectre d’énergie est donné par

E?2=m?+ (2n+ 1 — s) mw. (2.58)

n

2.4.2 Le potential de P6schl-Teller modifié

Considérons le potentiel suivant

Vi
V, (z') = Vg tanh o' — h o (2.59)
qui donne le potential de Poschl-Teller modifié
1 2 - 411 K — 711
U, = V4 — 2.60
(a: ) O " sinh?z!  cosh®z! (2.60)
avec
| = s
22
Vi
ko= V0+?1+§. (2.61)

23



Le noyau correspondant

[e.o]

Po(ahal) = [drer(Etd)

0
A 2112 21 E2 1
Dz! '/d (””)—( i 4 2.62
/ v {Z 0 T[ 4 sinh®?z!  cosh? 2! ! )

est aussi calculabe. Nous avons [27]

¢, (z') = N (sinh xl)k+1/2 (cosh xl)n_l+1/2

X oFy (—n,k —n,l+1; tanh? z'), (2.63)
ou L2
1 2l—k—-2n—1)T'(l—n)T (1 k
I'(k+1) I'(l—k—n)n!
et
2 2 2 Vi 2
E:=m+V; — 277/—‘/64—?-1-1—8 . (2.65)
Notons ici que le potential de Poschl-Teller
21 k21
U (z') = L 1 2.66
(x ) sin2x!  cos?x! (2.66)
peut étre obtenu a partir du potentiel pseudoscalaire
v
1\ _ 1 1
V, (z') = Votana' — ol (2.67)

C’est encore un cas soluble.
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2.4.3 Le potentiel "Scarf 11"

Le troisiéme exemple que nous considérons est le potentiel complexe

(p—q)
V, (z') = (p+ ¢) tanh 2" — T (2.68)
Le potentiel supersymétric U, (z!) prent la forme
1 9 1 sinh
U, (:1: ) =a— [+ ftanh" 2" +7—=—, (2.69)
cosh” !
ou
2
a = (p+q)
B = =200"+¢*) —s(p+q) (2.70)
v = —ip—a2(p+aq) +4].

Dans ce cas, le hamiltonien relatif est pseudo-hermitien (i.e. H' = nHn™!, ot n étant
I'opérateur de parité) et la norme d’une fonction scalaire (pseudo-norme) est donnée par
20

/ W (2) 6" (—2) da. (2.71)

1

.) & une action complexe, il est commode de rendre

Comme le propagateur P, (z},x
'action réelle, en utilisant une transformation de type Duru-Kleinert [4], o le chemin x

est changé en un autre y , par la relation suivante

sinhz! = —itanhy
1
coshz! = cosh (2.72)
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et le temps propre A transformé en un autre 7', défini par

-1
dr = ———do. (2.73)
cosh”y
Suite a ces transformations, notre probléme se ramene a celui de Rosen-Morse qui comme

on le sait, admet une solution exacte. De maniere explicite nous obtenons

1= s\? .
Bt - (1457 2040 (24 55) (2.71)
et
1 —isinha!\ ") /1 4 iginhal ")
PUP ) (isinhat) (2.75)
ou

:\/[2n—2(p+Q+5—1)]F(n+1_(p+q+§))n!_ (2.76)

T(n+1—2p+2)T(n+1-(2¢+3%))

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons voulu par I’approche des intégrales de chemins, voir com-
ment traiter un probléme de particule de Dirac soumise & I’action d’un potentiel pseudos-
calaire unidimensinnel . Comme le potentiel est matriciel & cause de 7°, des adaptations
du formalisme de Fradkin-Gitman pour ce cas ont été nécessaires. Nous avons obtenu
pour le propagateur une expression avec une action pseudoclassique supersymétrique
qui a une certaine ressemblance a celle de Berezin-Marinov.

Ainsi donc notre probléme pseudoscalaire a trouvé sa solution de maniére simple en
utilisant une voie directe. Ce qui montre la puissance de la méthode des intégrales de

chemins a résoudre des problémes concrets.
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Chapitre 3

Approximation semi-classique
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3.1 Introduction

Au premier chapitre, nous avons solutionné suivant une approche supersymétrique
des intégrales de chemins, le probléeme d’une particule de Dirac soumise & un potentiel
pseudoscalaire. Notons que dans la construction, les variables grassmanniennes impaires
ont été utilisées pour décrire les degrés de liberté fermioniques et que le calcul de la
fonction de Green a été réduit seulement au calcul d’intégrale de chemins de type boso-
nique pour se ramener finalement & un probléme d’une particule nonrelativiste soumise
a un potentiel supersymétrique. Ce lien entre la mécanique quantique supersymétrique
et I’équation de Dirac a été analysé dans [28], ou les auteurs ont discuté le probleme de
la particule de Dirac soumise a un champ magnétique, le potentiel de Coulomb et & un
potentiel scalaire selon Lorentz. Les interactions pseudoscalaires ont été également analy-
sées dans le contexte de I’équation de Dirac en présence d’interactions non hermitiennes
mais admettant un spectre réel. Il a été montré que la symétrie cachée et appropriée a
I’équation de Dirac avec ce type d’interaction est une pseudo-supersymétrie [20].

Par ailleurs avec ’avénement de la mécanique quantique supersymétrique [29] une ap-
proche semiclassique basée sur la méthode WKB a été établie dans le context des approxi-
mations par Comtet, Bandrauk et Campbell (CBC) [30]. Pour I’équation de Schrodinger

avec un potentiel supersymétrique de genre

Us () =V2LYV, (3.1)

la régle de la quantification de CBC est la suivante

/ I (B = VE(@))ds = nr, (3.2)

ol m est la masse de particule, F est son énergie, et x,, xr sont respectivement les points
tournants gauche et droit définis comme étant solutions de V2 (z1) = V? (zg) = E.

Dans le cadre des intégrales de chemins, le méme probléme a été considéré par Inomata
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et Junker en utilisant une approche quasi-classique [31][32]; Il a été montré que la regle
de quantification de CBC est une bonne approximation dans le cas du bonne SUSY, mais

dans le cas de brisure de la SUSY la régle de quantification quasi-classique devient

/ S (B = V2 (@))ds = (n + %) . (3.3)

L

Nous suggérons dans ce chapitre, qui représente une continuation du chapitre précédent,
d’établir rigoureusement la bonne régle quasi-classique de quantification pour la particule
relativiste de spin % soumise & un potentiel pseudoscalaire a partir de la formulation
intégrale de chemin qui a été élaborée auparavant.

En utilisant la méthode d’approximation de la phase stationnaire, nous obtenons
d’abord une expression quasi-classique pour la fonction de Green relative a 1’équation de
Dirac et finalement & partir des poles de cette méme fonction de Green, nous extrayons

la bonne régle de quantification.

3.2 Approximation quasi-classique pour 1’équation

de Dirac

Rappelons que dans le premier chapitre le propagateur relatif & ’équation de Dirac

avec un potentiel pseudoscalaire V), (z) est donné par

— 1V, (20) +m

G (xy, ) - (3.4)

I

ou la fonction de Green

iE
G° (29, ) = / e Gy (3.5)

a été exprimée en fonction d’une fonction de Green a énergie fixée

1+ s7°
Ge =Y. — TP (a0, E) (3.6)
s==£1
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Comme nous I’avons vu pour certaines formes de potentiels le noyau P (zy, z,, ) peut
étre obtenue analytiquement et d’une maniére exacte. Cependant que pour quelques
interactions réalistes, il n’y a pas de solutions exactes et le recours aux approximations
est plus que nécessaire si ’on veut obtenir une information sur la dynamique du systéme.

Pour obtenir une régle de quantification quasi-classique dérivons d’abord pour 1’équa-
tion de Dirac la formule de Gutzwiller [33] qui exprime P (zy, x,, £) en fonction de chemins
quasiclassiques.

A partir de 'expression du noyau P (zy, 4, E)
P (zp,2,,E) = / e P (2, 20, ) dA, (3.7)
0

qui peut étre considéré comme la transformée de Fourier du propagateur P (z, x4, A)

relatif & un systéme physique décrit par 'action

S (@, 7) = /0 S Gﬂ"Q U, (x)) | (3.9)

Nous avons alors

P (zp, 24, \) = /D:I: exp {iS (z,7)} . (3.9)
Séparons dans cette action la partie relative au spin de la partie bosonique (indépendante
du spin)
S(z,2) =Sy (v,2) + S (z, &) (3.10)
avec
A
S, (v, ) = S/ drV, (x) (3.11)
0
et
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Sr(r,7) = /0A dr [%2 - V7 (:c)] (3.12)

Suivant la procédure de 'approximation quasi-classique nous devons déterminer d’abord

la solution quasi-classique ¢ (7) qui s’obtient a partir de

587 (z,%) =0 (3.13)

et effectuer ensuite un développement de S (z, &) au voisinage de ¢ (7).

Il est facile de vérifier que la solution quasi-classique ¢ (7) vérifie I’équation suivante

d
dr=——4 (3.14)
2,/€ =V (q)
ou I’énergie £ est donnée par
8ST (qa Q)
- el 1
£ o (3.15)

En utilisant la méthode de la phase stationnaire et a 1’aide du développement de S (z, &)

au voisinage de ¢ (7), nous obtenons 1’expression semiclassique suivante

P (zp, x4, \) = Zexpi [Sqc + 5] /DfexpiSﬁ (f,é) (3.16)
q(r)
ou
. A 52 1
Sa (g,g) - /0 dr [Z - 7% (7) g2] (3.17)
avec
a2 = L) (3.18)
2 Cdg® P 1 . '

A cause de la dominance de la trajectoire quasi-classique, la contribution de la partie
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relative au spin est donnée par

: =38.(q,q /% V, (q)dg
T VE—V2 @
= 2 lo(m) —a(z)] (3.19)

avec

o (z) = arctan (VP\/%’)) | (3.20)

L’action relative a l'intégrale de chemin dans I’équation (3.16) étant quadratique, alors

P (xy, x4, \) est intégrable et le résultat est le suivant

P (zp, x4, \) = Z m exp i [Sye + 59 . (3.21)

Ainsi nous avons exprimé le resultat en fonction de f (7) qui est solution de I’équation

suivante

{d—g +Q (7)} f(r)=0 (3.22)

et dont la solution est

A
F) = a0 / - (3.23)

Signalons que la vitesse ¢ (7) change son signe & chaque point tournant et la quantité

G ()G (0) a cause de ce changement de signe s’écrit aussi

G (A) ¢ (0) = 4(=1)" |pge (x1) Pye (7a)| (3.24)

ou v est le nombre du points tournant le long d’un chemin quasi-classique particulier
q (7) reliant les deux points x;, et z, qui est également le nombre de zeros de la fonction
f (7) a lintérieur de l'intervalle 7 € [0, 1]. II est appelé aussi indice de Morse [34].

La quantité f (\) peut étre donc s’exprimer en fonction de py. (z4) , Pge (zp) v, A et E.
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En effet, avec ’équation du mouvement quasi-classique nous avons

Ty 1 [
A= / o _1 / N — (3.25)
za 4 (7—) 2 Tq 1€ — ‘/p? (q)
et par dérivation par rapport & £ nous avons encore
A
oA _ —2/ A (3.26)
o€ o [q(7)]

En insérant les deux équations (3.24) et (3.25) dans (3.23) nous obtenons pour f(\)

I’expression suivante

O

fA)=-2(-1)" |pqc (Ta) Pge () 9E (3.27)

Pour obtenir la formule de Gutzwiller comme dans le cas de la mécanique quantique
supersymétrique, il est utile d’introduire ’analogue quasi-classique de la fonction carac-

téristique de Hamilton

Wie (€) = Sr (1, ) + EA = / " e (9) da. (3.28)

Par dérivation de W,. (£) par rapport a I’énergie £,

OW,e PW,e O

p— —_— -2
o0& A 0E? o€ (3:29)
nous obtenons pour le propagateur P (13, 2., A) la forme suivante
i ax\
P(xy, x4, A) = —
o) = D \/ et )
exp [ch (E) — EX+ s — yg] (3.30)

En incorporant cette expression dans 1’équation (3.7) et en changeant la variable d’inté-
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gration A\ en &, avec

oA
== 31
aN = Sz dE (3.31)

nous obtenons

P (zy,74,E")

2 [ \/ AT (2—2) 5

expi {wqc (E) = A(E—E) +sp— yg] . (3.32)

Pour avoir une expression sans intégrale, développons W, (£') au voisinage de &£

Wee (€1) ~ Wiy (€) = A (E — 5'”2—2(5 &2 4 (3.33)

et effectuons une intégration sur & suivie du remplacement de £ par £, nous obtenons

ainsi la formule cherchée de Gutzwiller pour ’équation de Dirac

P xbax(u

Z exp i [ch (&) + sp — VE] (3.34)
\/|pqc Ia Pqc xb)| 2

A ce niveau I’étape restant est la sommation sur tous les chemins quasi-classiques a

énergie fixée. Comme il a été montré dans [31] et [32] (voire aussi [3]) la somme sur ¢ (7)

peut étre convertie & la somme sur les deux indices i = 1,4 et k =0,1,2, ...

4 00
Yeyy 33
q(T) i=1 k=0
ou k est le nombre des cycles et ¢ indique 4 categories de chemins;
1) i = 1 indique les chemins quittant x, a droite et arrivant a x;, a gauche.
2) ¢ = 2 indique les chemins quittant x, & droite et arrivant a z; a droite.
3) ¢ = 3 indique les chemins quittant z, a gauche et arrivant a x, a gauche.

4) i = 4 indique les chemins quittant z, & gauche et arrivant a x; a droite.

Pour effectuer la sommation nous définissons pour chaque chemin quasi-classique noté
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par (i, k) les quantités W,gi), go,(f), et ug) comme suite
W,Ei) = Wki) + 2kw (zR),
o = oy +klaler) —aler),

l/](j) = V(()i)—i—Q/{?,

w@ﬁZ/mvf—Vﬂww,

les quantités Wéi), gog) et V(()i) sont données par

Wé?’) = 2w (zg) — w (xp) — w (z,)

o)) = a(ar) — Lla(a) — alz,)]

V((JS) =1,

et, enfin,
W0(4) = 2w (zgr) — w (xp) + w (4)

0y =a(zr) —a(zp) — §la(m) — a(@,)]
y((;l) = 2.
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Nous obtenons alors

4
1 A ‘ o
Pl 7e. ) = expi (W + 50§ — v
T 2 P ot =47
S expik (2w (zp) + s (a (xr) — a (21)) — 7). a2
k=0

La sommation sur k peut étre effectuer facilement. ( C’est une série géométrique.)

Alors nous avons pour la fonction de Green G 1’expression quasi-classique suivante

1+ s7° 1
Gp =
szﬂgl 2 \/’pqc (Za) Pge (23)]

S expi [W(()i) It sgo((f) — y(()i)%
1—exp{i[2w (zr) + s (a(zgr) —a(xy)) — 7|}’

(3.43)

Il nous reste a déduire la régle de quantification a partir des poles de la fonction de

Green G . Ces poles sont tels que

exp{i[2w (zg) + s (a(xg) —a(zy)) — 7|} = 1. (3.44)

A partir de cette équation nous déduisons la régle de quantification

/: VE = V2(q)dg = (n L Lo galen) —a (“)> . (3.45)

2 2T

Il est important de noter ici qu’il y a deux cas différents ;
I) Cas d’une bonne SUSY ;
Dans ce cas V (vg) = =V (21) = V€ et a(zg) = —a(zr) = Zet la régle de quantifi-

cation quasi-classique est la suivante

TR 1—s
/ VE—-V2(x)dx = <n +— ) . (3.46)
IT) Cas de la brisure de la SUSY ;
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Nous avons dans ce cas V (zg) = V (z1) = £VE et a(zg) = a(zy) = +7. La regle

de quantifiaction est alors
TR 1
/ VE—=V2(x)dx = (n + 5) . (3.47)
xr

3.3 Application : le potentiel V, (z) = ax’;

Comme application, considérons ’exemple d'un potentiel pseudoscalaire proportion-

nel & une puissance de x

V, (z) = aa’, (3.48)

ol ¢ est un entier et o est un réel. Le potentiel supersymétrique correspondant est alors
U(z) = o*2® — sadxr®? (3.49)

qui en général n’est pas soluble et car il n’a plus 'invariance de forme. Dans le cadre de
la mecanique quantique nonrelativiste, les potentiels avec la puissance d paire ou impaire
ont été traités suivant I’approche quasi-classique respectivement dans [32] et [35].

Dans le cadre relativiste de I’équation de Dirac, ’approximation, quasi classique nous

donne

1 T+5
B2 =m? + a1 Kn +5- se) ﬂ , (3.50)

ou

+1 T (2<5_+1)
1= vV 1-— 1’25d$ = \/%Tgil), (351)
-1 20

et € =0 pour § pair (i.e. § = 2k) et e =  pour § impaires (i.e. § = 2k — 1).

Remarquons qu’ en prenant a = mw et § = 1,
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Vp () = mwz, (3.52)

nous obtenons le spectre quasi-classique relatif au potentiel linéaire

Eé_dass_ =m?’+a2n+1-—5s) (3.53)
qui comparé au résultat exact du ler chapitre est exactement le méme

B =m>+mw2n+1-s). (3.54)

Ainsi avec le traitement quasi-classique et surtout avec ’exemple considéré dans ce
chapitre, nous pouvons noter le lien profond qui existe entre la mécanique quantique
supersymétrique et I’équation de Dirac. Le résultat essentiel est que le spin de la particule
contribue au spectre d’énergie quasiclasique uniquement lorsque la SUSY est bonne .

Ailleurs il ne contribue pas au spectre d’énergie quasi-classique.

3.4 Conclusion

En conclusion, nous avons utilisé dans le présent chapitre ’approche des intégrales de
chemins pour obtenir une régle quantification quasi-classique pour le probléme a (1+1)
dimensions d’une particule de Dirac en interaction avec un potentiel pseudoscalaire .
Pour atteindre notre objectif nous avons utilisé d’abord le résultat relatif & la fonction de
Green exprimée au moyen des intégrales de type bosonique pour ensuite obtenir, grace
a la méthode de la phase stationnaire, la formule de Gutzwiller relative a ’équation de
Dirac qui donne la relation entre la fonction de Green a énergie fixée et les chemins
quasi-classiques.

Comme I’a si bien montré Cooper [28], nous pouvons dans ce chapitre, remarquer qu’il
exsite un lien profond entre la mécanique quantique relativiste de la particule de spin %

et la mécanique quantique supersymétrique et qu’explicitement la supersymétrie cachée
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peut étre décrite par une action supersymétrique semblable a celle de Berezin-Marinov.

C’est aussi un autre avantage de la formulation path integral.
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Chapitre 4

Diffusion d’une particule de Dirac

par un champ pseudoscalaire
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4.1 Introduction

Récemment, le probléme de la diffusion d’un fermion neutre par une barriére de

potentiel pseudoscalaire

V, (2) = Vo 0(2), (4.1)

a été étudié dans [22] et la nouveauté dans cette forme d’interactions est I’absence du
paradoxe de Klein.

Dans ce chapitre, nous voulons étudier la diffusion de la particule de Dirac par la
barriére pseudoscalaire suivante

Vo

V(e) =5 (1 + tanh g—;) : (4.2)

Afin d’accomplir cette étude nous employons la technique des intégrales de chemins que
nous avons développée auparavons; Dans les les deux chapitre précédents, nous avons
présenté le propagateur d’une particule de Dirac soumise a ’action d’un potentiel pseu-
doscalaire en (1+1) dimensions au moyen des intégrales de chemin supersymétriques, ol
le mouvement interne relative au spin est décrit par des variables de Grassmann impaires.
Apreés avoir intégré sur les trajectoires fermioniques nous avons pu exprimer la fonction
de Green seulement par des intégrales bosoniques. Le probléme a été réduit au traitement
non relativiste avec un potentiel supersymétrique.

Dans ce chapitre nous employons ces résultats pour obtenir une expression analytique
pour la fonction de Green relative au potentiel (4.2). Nous montrons d’abord que le
probléme présent est similaire au probléme nonrelativiste du potentiel de Rosen-Morse.
En suite, nous extrayons la fonction d’onde propageant a gauche ainsi que la fonction
d’onde propageant a droite et finalement nous déterminons les coefficients de transmission

et de réflexion.
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4.2 Calcul de la fonction de Green

Rappelons d’abord qu’il a été montré dans la premiere partie que le propagateur

relatif & I’équation de Dirac avec un potentiel pseudoscalaire V,, (z) est donné par

0
S (xba xa) = 27# - 75‘/10 ('xb) +m G* (CCb, xa) ) (43)
9 (x),,
ol le nouveau propagateur G¢
dE .
G (2, 74) = / 2 ey, (4.4)
T

est exprimé en fonction de la fonction de Green a énergie fixé Gg qui est donnée par

0
Gr=Y 2 +237 P, («},21), (4.5)
s==+1

avec

o0

P, (z},a}) = / A (FPm?)

/Dxl exp {i/o/\dr [(le)g — U, (1)

et le potentiel effectif U, (') a une forme supersymétrique

} , (4.6)

U (') = V7 (2') — sV (2'). (4.7)

p

Passons maintenant & 1’étude de la diffusion de 1’électron par le potentiel pseudoscalaire.
Notre approche est basée sur la détermination des coéfficients de transmission et de
reflection & partir de la fonction de Green qui contient des informations importantes sur
le systéme considéré.

En utilisons les variables T' = ﬁ et u = %,le noyau P, (z},x!) peut étre rearrangé

comme suite
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avec

+o0 T ,a2
P (xé,a:i) = 4a2/0 dr /Duexp {Z/o do {Z

= (mf + m3 + 2mym, tanh u) +

(a2v02 + saVo) ;2 } } ,

cosn u

m; —my = 2iaVE?— m?

miy+myg = 2ia\/E2 —m?— V&

(4.9)

L’intégrale de chemin présentée en (4.8) a la méme forme que la fonction de Green a

énergie fixée correspondant au potentiel de Rosen-Morse. Il a été montré dans [36] et [4]

qu’en utilisant une transformation spacio-temporelle de Duru-Kleinert, cette fonction de

Green peut étre convertie a celle de Poschl-Teller généralisé (PTG), dont ’énergie de PT

est donnée par

3
EPT — 1_6 = a2V02 + SCLVE).

P, (zi,zl) est alors intégrable. Pour z})z! | Le resultat est
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F(ml—ls)F(ml—l—ls—l—l)
(m1+m2—|—1)F(m1—m2+1)

mi+mg

1—|—tanhub> BERE (1—tanhub) 2
2

1— tanh 1 —tanhu, S 1+ tanhu, 52
2
F

1 + tanh u,
X ( —lg,mq +1ls+1,m; — mg—i—l;u)

Ps(x :17)—4a

X

X

2
1 — tanh
X F<m1—ls,ml—i-ls—i-l,ml%—mg—l—l;#), (411)
avec
1 1
ZS = —5 + E —|— EPT SCL‘/O. (412)

A ce niveau nous pouvons distinguer deux cas différents :

4.2.1 Le premier cas : si £? <m?+ V{;

Pour étre exempt de la condition z} > z}

est afin de trouver la fonction d’onde
propageant a gauche et la fonction d’onde propageant a droite il est commode d’employer
la méthode bien connue décrite dans [36] et [37]. En premiére étape nous appliquons le

théoréeme de Cauchy pour écrire P; (23, ,) sous forme d’intégrale

1 P (x4, T4, 2)

P, (xy,1,) = — - 22dz 4.13

s (%, Ta) 27?2']42 — (E? —m?) (4.13)

ol le contour d’intégration est un demi-cercle dans la moitié supérieure du plan complexe
(Igi P (zp, T4, 2) a la méme forme que Py (13, 7,) avec le changement E? — m? = 22).

11 est facile de monter que P; (13, z,) peut étre exprimé par une intégrale sur I’axe

réel
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1 [T P (xp, Ta, k)
By (2, 2a) = 2_7r2'/_00 2k = (k2 +m2) + i€’

ou

P (2, 20, k) = K iy, () X (%)

(4.14)

(4.15)

et la quantité K est une fonction des variables k et k" ( dans ce cas k' = \/m?2 + Vi — E?)

o (iak — ak’ — 1) T (iak — ak’ + 15+ 1)
['(2iak + 1) T (—2ak’ + 1)

K (k) =4a

Les fonctions ¢, (z) et x, (z) sont respectivement :

o (@) = (1—y) " ()™

F (iak — ak’ — lg,iak — ak’ + I, + 1, 2iak + 1;9),
et

i () = (L= )™ ()

F (iak — ak’ — s, iak — ak’ + 13+ 1, —2ak’ + 1;1 — y)

ou la variable y est donnée par

1

YTy exp (z/a)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

En changeant la variable d’intégration dans l'intervalle | —oo, 0] de k & —k, nous obtenons

1 [T 1
Bolaned) = o5 | 2 ey v

(K op () X (2a) = K7 g () X ()] -
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En utilisant maintenant la formule ( Eq. 5.2.49 dans [39])

F(a,bja+b—c+1;1—y)=A; F(a,b,c;y)+

By “F(b—c+1l,a—c+1,2—cy), (4.21)
avec
4 F'la+b—c+1)T'(1—c¢)
YT Tla—c+1)T(b—cH+1)
B — I‘(c—l)I‘(a+b—c+1)’ (4.22)
()T (b)

nous pouvons écrire la fonction y,, (z) en fonction de xj (x) et ¢} (x), et la fonction ¢} ()

en fonction de x, () and ¢, () ;

) = o (w1 a). (123

avec
_ _ ! _ _ / 1
a:F< iak —ak' — 1) T (—iak 'ak +1s+ ) (4.24)
['(—2ak’ + 1) T (—2iak)

Tenant compte de la propriété

~ 2a|T (iak — ak’ — )T (iak — ak’ + 1, + 1)|°
ik [ (2iak) T (—2ak’ + 1) ’

Ko =—a'K* (4.25)

nous arrivons a
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1 oo 1
P (rp,20) = — [ 2kdk _
(5, 7a) 27 Jo E? — (k2 4+ m?) + ie

Kalop (x0) ¢y, (wa) + X (@) X ()] (4.26)

1

5 (1+ s7°) peut étre écrite comme produit du spineur U, et

Rappelons que la matrice

son conjugué U

1 0 _
+287 — 1,0, (4.27)

Ce qui nous permet d’écrire la décomposition de la fonction de Green a énergie fixée Gg

comme suite

oo |
Gg (ry,x4) = /0 2l<:dkE2 By (S
[ (@) ¥ (2a) + D (20) ¥ (2a)] (4.28)

ou la fonction d’onde propageant a gauche ¢ _, (z) et la fonction d’onde propageant a

droite ¢ (x) s’éxpriment en terme des fonctions hypergeométrique

Yo (@) = Ugx N x(1—y) "y
F (iak — ak' — s iak — ak’ + 1, + 1, —2ak" 4+ 1;y), (4.29)

v (x) = Ugx N x(1-— y)*ak’ (y)zak

F (iak — ak’ — s, iak — ak’ + 1s + 1, 2iak + 1;1 — y) (4.30)

N étant une constante de normalisation
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2a
2rk

[ (iak — ak’ — ;)T (iak — ak’ + 15 + 1)

N = T (2iak) T (—2ak’ + 1)

(4.31)

Il nous reste de calculer les coéflicients de transmission et de reflection. Pour cela nous

utilisons la formule connue (Eq. (9.131.2) [38])

F(a,b,c;y) = A F(a,bya+b—c+1;1—y)+

B(1-—y) “"Flc—a,c—bc—a—b+1;1—y), (4.32)

avec

L)l (c—a—-0»>)
I'(c—a)l'(c—10)

_ I'(gl'(a+b—c)
B = L(a)T ()

(4.33)

Il est facile de montrer qu’a la limite x! — —o0, la fonction d’onde propageant a gauche

se comporte comme

Vo (@) R U x (A g et (4.34)

Le coéfficient de reflection est donc égal &

B2

- |8

T (iak — ak' — 1) T (iak — ak' + 1, +1) |?
['(—iak — ak! — I) T (—iak — ak’ + 15+ 1)
= 1. (4.35)

Quand x! — 400, la fonction d’onde propageant & droite a le comportement suivant
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o (a1) = U, x N ek (4.36)

et par consequent le coéfficient de transmission est nul

T =0. (4.37)

Notons i¢i que dans le cas ou E? < m? + V§ la fonction d’onde est oscillatoire dans la
région x' << 0 et proportionnelle & un exponentiel decroissant dans la région ! >> 0. Il
y a une certaine ressemblence & la mécanique nonrelativiste (i.e. Equation de Schrédinger

avec une barriére de potentiel.)

4.2.2 Le deuxiéme cas : si E? > m? + Voz;

Dans ce cas I’élimination de la condition x; > x, et la détermination des états de diffu-

sion & partir de la fonction de Green a énergie fixée peuvent étre faite en suivant les mémes

étapes. Cependant que pour E? > m?+V_2, on doit prendre |k'| = \/E? — m2 — V2. Dans
notre cas présent l'analogue de 1’équation (4.15) est
7) (mb, Lay k, k,) - ’C (k, k,> ng7k/ (.Tf) Xk‘,k‘/ (.’L’) 5 (4.38)

ot les fonctions ¢, 1, () et x;, s () sont données par

iak

iak’ (

Pk () =(1~-y) Y)

F (iak + iak’ — s, iak + iak’ + I3+ 1, 2iak’ + 1;y) (4.39)

et
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Xk, k' ()= (1~ y)mk/ (y)iak

F (iak + iak’ — ly,iak + iak’ + 1, + 1, 2iak + 151 — y) (4.40)

IC (k, k") étant une fonction des variables k et &’

I (iak +iak’ — I5) T (iak + iak’ + 15+ 1)

N
Kk, ) = [ (2iak +1)T (2iak’ + 1)

(4.41)

Changeant la variable d’intégration de k & —k et tenant compte du fait que k&’ se modifie

comme k' — —k’, nous obtenons, pour P; (zy, z,) ,

1 too 1
Po(wy1,) = — | 2kdk , 4.42
(@5, a) 2mi J, E? — (k%2 +m?) + i€ (442)

(K (B, K'Y g () X, (2a) — K (B K) @5 g (26) X ()] -

En utilisant la formule (4.21) et la propriété (voire Eq. (91) in[36])

2P (1=2)"PF(ri—re+l+1,ry—r—12r+1;2) =

(1 =2)"F(ri+r+l+1,r+m—102r+1;2) (4.43)

nous pouvons exprimer ¢y , (x) en fonction de ¢y ;. () et xy . ()

ot (@) = (‘7% () + S <x>) (4.44)

et Xy (7) en fonction de o} 1/ (7) et ¢ 4 ()

k
e (0) = (9" @)+ Fexin @) (4.49)
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ou

[ (2iak + 1) T (—2iak’)
U (iak —iak’ — ) T (iak —iak’ + 15+ 1)
T (2iak’) T (2iak + 1)
[ (iak + iak! — 1,) T (iak +iak! + 15+ 1)

Le noyau Ps (xp, x,) devient alors

1 +oo 1
P, = — 2
s(@n ) = o5 | R e ) e
[a(ﬁ—kﬁ) () Xop (Ta) +
/8 /8* SOkJC/ Xk,k/ a

kK K

EF Pk k! (zp) 0" (7) — FXk’k/ () xz,k, (za) | -

Compte tenu de la propriété

BE+ K5 =0,

la fonction de Green & énergie fixée Gg se décompose comme suite

oo 1
G (2, %a) = /0 2kdk (k2 + m2) + ic
[77_&—> (xb) Qﬁ—> (ma) + Q_h— (xb) ¢<— (wa)]

ou les états de diffusion ¢_, (x) et ¢_ (x) sont données par

b (@) = Usx N ox (L=y)" ()™
F(ia(k+E)—Lia(k+k)+1+1,2ak + 1;y),

et

o1

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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Yo (@) = Usx N x (1—y)™ (y)™
F (iak + iak’ — ,iak +iak’ + 1+ 1,2iak’ + 1;1 —y) . (4.51)

La constante de normalisation A est dans ce cas

2a

N = 2k

F(ia(k—i—k’)—l)F(ia(k—i—k’)—i—l—l—l)‘.

T (2iak)T (2iak’ + 1) (4.52)

Pour déduire les coéfficients de transmission et de reflection nous faisons comme dans
le cas précédent le comportement asymptotique des fonction de diffusion. Il est facile de

montrer que

2

o |G i ek +ak +iw) D (5 +i(ak + ak' — iw)) (4.53)
B I (3 —i(ak —ak' —iw)) T (5 — i (ak — ak’ + iw)) .
et 2
o L|D (3 +i(ak+ak +iw) D (5 +i(ak +ak’ — iw)) (4.54)
k T (2iak)T (2iak’ + 1) ’ '
ou
1
w = saVp + 5> (4.55)
En utilisant, pour les modules des fonctions gammas, les formules bien connues
I'(z+1) =2l (x), (4.56)
T
T (i) = 4.57
I () ysinh (7y)’ (4.57)

et
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2

1 T
L'(=+1 = 4.58
‘ <2 + ng) cosh (1y) ( )
nous obtenons
_ cosh2ma (k — k') + cos 2w (4.59)

cosh 2ma (k + k') 4 cos 2w

et

T 2sinh (2wak) sinh (2mak’) (4.60)
cosh 2ma (k + k') 4 cos 2w

Notons que R est toujours inferieur & un et la relation R + T = 1 est assurée.
De plus, en prenant la limite a — 0 nous obtenons le cas particulier du potentiel

pseudoscalaire "step"

Vo (2) = Vo 6 (2), (4.61)

dont les coéfficients R et T' sont donnés par

_ Ve =k (4.62)
VE+ (k+ k) '
et
4 /
b (4.63)

V(R

Les expressions (4.62) et (4.63) coincident exactement avec celles obtenues dans [22].

4.3 Conclusion

En conclusion, nous avons étudié la diffusion de la particule de Dirac par un potentiel
pseudoscalaire & (14-1) dimensions. Pour une forme bien définie de la barriére de potentiel
la fonction de Green a été réduite au propagateur connu de Rosen-Morse. La décompo-
sition spectrale de la fonction de Green est obtenue et les fonctions de diffusion sont

déterminées. Les coefficients de transmission et de réflection sont également déterminés.
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Pour E? > m? + V§, nous avons montré que ¢ (x! >> 0) est toujours un exponentiel
decroissant, au contraire du cas d’un potentiel vecteur ot ¢ (! >> 0) est un exponentiel
oscillant. Il y a donc une certaine ressemblance & la mécanique quantique nonrelativistic,
a savoir, le paradoxe du Klein n’apparait pas. Cette conclusion est la méme que celle de
la reference [22]

De plus, I'intervalle entre les énergies positives et les énergies négatives est | —m*, +m*|
pour z << 0 mais pour 2! >> 0, cette intervalle sera | —m*, +m*[, avec m* = /m?2 + V2.
Ceci signifie qu’un état rempli de la mer du Dirac d’un c6té de la barriére ne peut pas per-
cer un tunnel pour étre un état de particules a ’autre coté et par conséquent la création

de paire de particule-antiparticle ne peut y avoir lieu.
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Chapitre 5

Cas d’un champ pseudoscalaire

dépendant du variable (kﬂx“)
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous suggerons de trouver la solution par les intégrales de chemins
de I’équation de Dirac avec des potentiels pseudoscalaires dans un espace-temps a (3+1)
dimensions. En premiére étape nous établissons une généralisation de la formulation des
intégrales de chemins utilisée dans les chapitres précédents suivant la représentation glo-
bale. Ensuite nous considérons le cas d’une onde plane pseudoscalaire qui ne dépend que
du produit (k.z). Dans ce cas nous montrons qu’aprés intégration sur les variables de
Grassmann, la fonction de Green correspondante peut étre exprimée au moyen des in-
tégrales bosoniques. Les propriétés de I’onde plane rendent le probléme facile & intégrer.
Ainsi nous utilisons une identité afin de reduire le probléme quadridimensionnel au pro-
bleme unidimensionnel. Enfin deux cas différents sont explicitement discutés ; Pour le cas
de k% # 0, les calculs se raménent & ceux du premier chapitre. Pour le cas ot k? = 0, nous
montrons que l'intégration sur les variables bosoniques est simple. La forme analytique
et éxacte de la fonction de Green peut étre achevée rapidement ainsi que les fonctions

d’ondes correspondantes.

5.2 Formulation du probléme

Comme nous avons vu au premier chapitre, dans le cas d'un champs pseudoscalaire,
la procedure de rendre 'opérateur associé a ’équation de Dirac homogéne en matrices
gamma ne fonctionne pas. Il est alors difficile de construire une représentation locale en
utilisant un temps propre supersymétrique. Pour étudier le mouvement de la particule
de Dirac par ’approche des intégrales de chemins, il est commode de suivre la projection

globale & partir de I’équation qu’en satisfait le propagateur S° (zy, )

[V Bu = 7°Vp () = m] S° (w4, 20) = = 8* (25 — ). (5.1)
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Il est bien connu que S (z3, x,) peut étre présenté formellement par 1’élément de matrice

d’un operateur S°

S (w6, wa) = (23] $°[a) (5:2)
avec
1 1
SC = — = K .
Les opérateurs K_ et K sont
Ki = [7"Py = 7"Vp () £m] (5.4)

Tenant compte de [y",7"], = 2n™" , avec m,n = 0,3,5 et n™"= diag(1,-1,-1,-1,-1), le
produit KK, s’arrange alors comme suite
2 2 2 ]' m.n
K. Ky =P —m* =V, () + zéanfy 0l (5.5)
ol le tenseur antisymétrique Fi,,, qui peut étre considéré comme une matrice, est défini
par

0
Fs, = —F

5=
K oz

F. = 0, (5.6)

Vi (2),

Pour avoir la représentation globale nous utilisons la relation de ferméture [ dx |z) (x| =

1. Le propagateur S°¢ (3, x,) s’éxprime alors au moyen d’une nouvelle fonction de Green

N,
S (xp, xq) = w“w — YV, (1) + m| G (zp, 74) - (5.7)
b

I¢i Vopérateur [ivd, — v°V, (x) + m] élimine les états superflus causé par le produit
K_K, en (5.5).

La fonction de Green G (zy,x,), que nous proposons a calculer par la méthode des
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intégrale des chemins, a la forme en exponentiel suivante

G (2, ) — i / A (2] exp (—H () |2) (5.9)
H(A) =\ (—P2 +m?+V?(z) - %anwvn) : (5.9)

Comme au cas des potentiels unidimentionnels, nous pouvons obtenir pour G°(xy, x,)

une représentation path integral en considérant les mémes étapes. Le résultat est

G =exp (i'y”iln) /d)\O/Dx/Dp/D)\/Dﬂ/ Dy x
90" ) B(O)+(1)=0

1
exp {2/0 dr [X (p° —m® — Vp2 () 4 2iFpp ™"

i "+ p wA| + 1, (1) (0)}\ (5.10)

)
6=0

oul la mesure D) est toujours donnée par ’équation (2.27) et les variables 6" and ¢" sont
des grassmannienne.
Notons qu’en effectuant I'intégration sur les impulsions et en separant le terme de

fixation de jauge mA et terme 1, (1) %™ (0) nous otenons 'action supersymétique
a2 on
A= / [_ﬁ — V2 () — i, "+ 2iAan¢mw} dr, (5.11)
0

qui se ressemble a 'action de Berezin-Marinov [10] [11] [12] [13].

A partir de cette action nous pouvons deduire les équations classique d’Euler-Lagrange

) 5 s .
% =20V, () 52V (1) + 20 (@an> PP = 0, (5.12)
—2i1), 4+ N tp" = 0. (5.13)

Ayant montré comment formuler le probléme de la particule de Dirac en intéraction
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avec un champ pseudoscalaire dans le cadre des intégrales de chemins de Feynman-

Beresin, examinons notre méthode par exemple explicite.

5.3 Application

Pour illustrer la méthode présentée choisissons pour le champ pseudoscalaire la forme

suivante

Vo () = gf (k.x), (5.14)

ot f(¢) est une fonction arbitraire de la variable ¢ = k.x, et k, est le vecteur de

propagation. Dans ce cas le tenseur antisymétrique F},, sera donné par

Fon = gf" (k.2) fm, (5.15)

avec

fou = —Fus = kus Fuw = 0. (5.16)

Pour commencer, fixons d’abord dans 1’équations (5.10) la jauge sur le temps propre A
en effectuant 'intégrale fonctionnelle sur 7 et \; La fonction de Green prend la forme

suivante

oo

G° = exp <w”iln) /d)\/Dx/Dp/ Dy x
00" ) B(O)+0(1)=0

1
exp {z/ dr [A (p* —m?® = V2 (x)) + p.i] } T(x,\0) (5.17)
0 =0
ou le facteur de spin Z (z, A, f) est donné par
z(:p,x,e):/ Dix
¥(0)+y(1)=0
1
eXp{ / dr |, " = 2A Pt | 4 9, (1) 0" (0)}. (5.18)
0
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Intégrons maintenant sur les variables de Grassmann, pour exprimer G¢ seulement par
des intégrales de chemins bosoniques. Comme les variables Grassmannienne v obéissent
a la condition aux bornes 1 (0) + ¢ (1) = 6, il est commode pour calculer Z (z, A, #), de

changer v par £, ou

6

1

Les nouvelles variables £ obéissent & la condition
€(0)+£(1) =0. (5.20)

Ensuite, afin d’avoir une forme familiere par rapport aux variables &, nous changeons le

temps propre 7 en o, avec

do = f' (k.x)dr. (5.21)

Le facteur Z (z, A, #) est donnée alors au moyen d’une intégrale de Grassmann Gaussienne

T (2, ), 0) = exp <—%anm 9”9m) / Dt

, (5.22)

0=0

1 -n ~ ~
exp{ [ 368"~ 303n €67 = g3 76" do

avec

A= A/Ol f (k.x)dr. (5.23)

Comme f,,,, est constant, Z (x, A, ) se calcule. Le résultat est

M (g)

T(z,\,0) = det? [m

} exp (—gj\fnm 9”6””)
2
1
exp {/ [jm (") (M_l)mn J" (O‘)} da’da} , (5.24)
0
ol la matrice M et le courant 7" sont donnés par

Mo (9) = Umn5' (0 —0') = 29fmnd (0 — 0'), (5.25)
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et

Le determinant dans (5.24) peut étre écrit sous la forme

exp {Tr [log M (g) — log M (0)]} =
exp{ Tr/ dg/da/da'Rg o,0 f}

ol Ry (g;0,0") est la solution de 'équation suivante [24] [25]

d
do

avec la condition initiale
Rinn <g7 1, 0) = —Run (g, 0, U) ; Vo € [0, 1]

En écrivant R sous sa forme explicite

R = (lns (0 —0') — %tanh (g?\f)) exp [g:\f (0 — 0')] )

2

et en utilisant la propriété

exp [Tr (In A)] = det (A),

nous arrivons a

det [%—Egﬂ = det (coshg&f)

Le facteur Z (x, A, 6) se rearrange alors comme suite
T (z,M0) = det 2 (cosh ng) (1 — Bpn0"6™),
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Rm” (g’ g, OJ) - gfmlRln (gu g, OJ) - nmn(s (0 - OJ) )

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)



ou le tenseur B,,, est donné par
1 ~
B = 5 tanh (g/\f> ) (5.34)

A ce niveau nous pouvons envisager deux situations differentes ;

5.3.1 Le premier cas : k% # 0

Dans ce cas, tenant compte de 3 = k%, nous obtenons sans difficulté

T (z,\0) =

cos <g || 5\> + %sin <g || 5\> L (0"6° — 6°6") (5.35)

K|

Donc le facteur de spin prend la forme suivante

. O >
exp (V"= | Z (x, \, 0)
( 90 6=0

2. % <1 Zm )eXp <M8|k\/ Vy (k.x) dr ) (5.36)

s==+1

ol nous avons utilisé la notation suivante k = ¥ = "k, et |k| = \/—k2 + k2= —ktky,.

La fonction de Green G° est ainsi

. 1 kP r
G—Zé(l—sM)/d)\/Dx/Dp
0

exp {2 /01 dr [X (p* —m® =V} (ka) + s[k|V, (k.2)) + p.d] }

(5.37)

0=0

Pour continuer nous exploitons les propriétés de la forme choisie pour le potentiel pseu-
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doscalaire en incorporant l'identité [40]

/ dé, ddy, 3 (6, — k.za) / D¢ Dpy exp {@ /0 1 drpg (¢s . km)} — 1, (5.38)

qui rend la variable k.x indépendant du quadri-vecteur de position x. En suite, en fai-
sant le changement p — p,k — p, il devient possible d’effectuer I'intégration sur = et

p. L’intégration sur = donne § (p), qui signifie que p est constant. La fonction de Green

G est donc
1 AN
=3 S [1-s2) [an
“=23 ( " )/
s==+1 0
dp : : 2 2
7 exp [ip (zp — x4) +iX (p° — m?) ]
(2m)

[ d6.6,5(6, ~ kz2) [ DoDp,

exp {@/01 dr [/\ (K2p% — V2 ($) + 5 K| V! (8)) + po (d> + 2/\pk>] } . (5.39)

Effectuant I'intégration sur pg, nous obtenons une expression simple pour G°¢

1 ik~® / dp e
G°¢ = “l1—-5 eP(@b—2a) o

s=+1

“+oo

/ d)\ exp [i)\ (p2 —m?— (pk]?2>] X

0

/ 06,0, 3 (6, — kva) Ky (6, 0, N) (5.40)
ou

k
Ks (d)ba ¢a7 /\) = exp {_ZZ;_Q (¢b - ¢a)}
2

[ 0 ) :
[ooels (o vmo)]) o
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Le probléme se rameéne au propagateur relatif a la particule de Schrodinger soumise & un
potentiel effectif supersymétrique U (¢) = Vp2 (¢) —s|k| V) (¢). Alors le probléeme & (3+1)
dimensions se raméne tout simplement au calcul d'un propagateur unidimensionnel. En
d’autre terme, le mouvement du fermion dans les (3+1) dimensions est projeté le long
du vecteur de propagation du champ k.

De plus, si nous prenons k, = (0,—1,0,0) nous revenons au cas du potentiel pseu-
doscalaire unidimensionnel étudié au premier chapitre ( V, (z) =V, (z')). En faisant une

intégration sur ¢, dans (5.40) suivie par une intégration sur p'et ¢, nous obtenons

1 1ky
CcC __ 1_
G—E 2( s|k|>><

s==+1
0 2
/dp dpJ_ z[p (z frp) —pi(z1p— xj_a)] « P (%J )\) (542)
2 (27r)
ou
pL = (p>.0°) = (py.p-), (5.43)
et
T = (:UQ,x?’) = (y,2) (5.44)

1

o) est le propagateur d’une la particule nonrelativiste en interaction

Le noyau P; (z},z

avec un potentiel supersymétrique;

“+oo

P, (ah,at) = / rexp [iA (53 — 12 — m?)]

/Da:l exp {2/01 dr [((Z;)Q — AV2 (2') + sAV) (:cl))] } (5.45)
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5.3.2 Le deuxiéme cas : k2 =0

Dans le cas ot k% = 0, il est facile de montrer que 2 = 0 et le tenseur B prend la

forme simple suivante

B = %)\f. (5.46)

Le quantité Z (z, A, 0) est alors

A
T (z,\0) = (1 + Sk (0"6° — 959“)) . (5.47)
et le facteur de spin est par conséquent

1
= 1+k A"\ / V! (k) dr. (5.48)
0

exp (W"%> T (z,\,0)

La fonction de Green G° s’exprime alors en fonction des intégrales de chemins bosoniques

= 1
G° = /d)\/Dp/Dx {1+/A<:’y5)\/ ‘/p/(k‘.fli)dT:| X
0
0

exp {z /1 dr X (p* —m? =V (2)) +pa;~} : (5.49)

0

0=0

Comme précédemment en incorporant Iidentité (5.38) et en faisant le changement p —

pek — p, nous obtenons

7d)\/dgb de, 6 (6, —k.xa)/ngDm/Dx/Dp

0{1 +k 75)\ V! (9) dT} x

exp{ /0 dr [)\ (0? —m®> = V() + po (g’b + 2>\pk> —I—px’} } . (5.50)
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A ce moment nous pouvons effectuer I'intégration sur = et p. Le résultat de cette inté-

gration est

c i d4p ip.(Tp—2q)
G = [ dx [ do,de, 6 (6, — ko) | —Ler e
J (27)

1
/D¢Dp¢ {1+/% fm/ V() dT} X
0

exp {z /01 dr [)\ (p* —m® — V;f (9)) + po <¢ + 2)\pk> —{—pi“} } . (5.51)

Il nous reste d’intégrer sur les variables de l'onde pseudoscalaire. L’intégration sur la
variable ps nous donne la fonctionnelle delta § <¢ + 2)\pk> qui est reliée directement a
I’équation du mouvement classique projetée le long du vecteur de I'onde pseudoscalaire.

Il est évident que
do
2\pk’

(5.52)

En effectuant 'intégration sur la variable ¢ nous obtenons I’expression finale de la fonction

de Green G°
c T d4p < . 2 2 . .
G¢ = O/dA/—(27T)4e p{z)\ (p m ) + ip. (xp xa)}
k.xp ];, 5
exp {ZQp%k/k VZ2(9) dgb} X [1 - 21%/{? (Vp, (k.xp) =V, (k:xa))] . (5.53)

Pour obtenir les fontions d’ondes nous symétrisons d’abord cette expression en utilisant

i TRV
1 -b) | =11 1-— b .54
( + ook (a )) ( + 2pka ook (5.54)

la propriété
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et nous faisons ensuite l'intégration sur le parametre de Schwinger A

d*p i k P 1
c ip.(Tp—2a) 1— k.
“ / (2#)46 < 2pk opi p (k) p? —m? +ie

1 k.xy ];’ 5
exp {1'27]{: /kx V2 () d¢} (1 + 2%]{\/,,(1{.%)) . (5.55)

Nous changeons maintenant p par —p dans ’équation (5.55) et nous incorporons la der-

niere expression de G¢ dans 1’équation (5.7) pour avoir I’expression finale du propagateur

S (zp, T4)

d* k
S (0, 72) =/ D emin (o xa><1+2kv<k >)p2p+m

(2m)* m? + ie
1 k—7v kaa) | ex { kxb V2 (¢) d¢} (5.56)
2pk a P k Tq ‘

En derniére étape nous effectuons l'intégration sur 1’énergie p° et nous utilisons les pro-

jecteurs des états d’énergie positive et d’énergie negative [41]

, (5.57)

et

A== v(p)5(ps)= 2T (5.58)

2
+s m

Le propagateur S¢(xy, z,) se décompose alors comme suite

Sc(l’b,llia) = —i0 (tb — t /d3p2¢ (+)( )

bt — 1) / #p 3 ) () D) () (5.59)
+s

ou

P = (7 +m?)"?, (5.60)



et les fonctions d’onde son données par

L\ 2]
Up @) = G (pﬂ) L 5V (@) ()
: k.x
X exp {—ip.a: — 2]%]{ i V;f (9) d¢} , (5.61)
et
) NS S
Vg (2) = CoRE (E) [1 ~pr @ | v ()
: k.x
X exp {ip.x - Q;Tk i V2 (9) dgb} : (5.62)

Notons que ces solutions ont une structure similaire a celle des solutions de I’équation

de Dirac avec une onde plane ordinaire (champ de photons) [40].

5.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons obtenu la solution de I’équation de Dirac avec des po-
tentiels pseudoscalaires dans un espace-temps a (3+1) dimensions en utilisant 1’approche
des intégrales de chemins supersymétriques. Nous avons établi d’abord une généralisation
de la formulation des intégrales de chemins utilisée dans les chapitres précédents suivant
la représentation globale. Ensuite nous avons considéré le cas de 'onde plane pseudos-
calaire. Il a été montré que pour cette interaction et apres intégration sur les variables
de Grassmann, la fonction de Green relative peut étre exprimée par des intégrales boso-
niques. Comme le champ de 1’onde plane ne dépond que du produit (k.z) et a I’aide d’une
identité le probléme était facile & intégrer. Pour le cas ot k% = 0, une forme analytique
et éxacte pour la fonction de Green est achevée ainsi que les fonctions d’ondes relatives

au probléme.
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Chapitre 6

Conclusion générale
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Dans cette thése nous pouvons voir qu’il a été principalement question d’étude du
mouvement de la particule de Dirac en interaction avec un champ pseudoscalaire de
Lorentz par le formalisme des intégrales de chemins et ceci suivant une formulation su-
persymétrique dans laquelle le mouvement de la particule est décrit par deux variables :
I'une est relative & la position extérieure, et ’autre est Grassmannienne relative au mou-
vement interne (dynamique de spin). A cause de la présence de la matrice gamma 5, il a
fallu utiliser la représentation globale.

Du point de vue descriptive, le formalisme est & peu prés maitrisé (construction,
invariance,...). Par contre, en raison du couplage du mouvement du spin avec le mouve-
ment extérieur de la particule et & cause de la présence de la matrice +°, la solution de
problémes avec des champs pseudoscalaires dans le cas général restait difficile & obtenir.

C’est ainsi que nous avons commencé par traiter le probléme de la particule de Dirac
soumise a l’action des potentiels unidimensionnels admettant des solutions exactes. Apres
avoir formulé le probléme suivant la représentation globale nous avons montré que le
calcul de la fonction de Green dans ce cas se ramene & un probléme d’une particule de
Schrodinger interagie par un potentiel supersymétrique effictif. La méthode est examinée
en étudiant quelques exemples.

Connaissant les difficultés et ayant appris a les contourner on s’est intéressé dans une
deuxiéme étape au méme probléme, mais en considérant une approche semiclassique.
Apres avoir mis la formulation générale du probléme nous avons considéré le potentiel
V (z) = ax’, comme un exemple. Dans ce cas, la nature supersymétrique de 1’équation
de Dirac a été mise en évidence.

Ayant trouvé la solution des problémes avec des états liés nous avons considéré dans
une troisiéme étape la diffusion d’une particule de spin % par un potentiel pseudoscalaire.
Pour une barriere du potentiel dont la forme est bien définie, nous avons calculé la fonction
de Green relative au probléme et les coefficients de transmission et de reflection.

Les problémes rencontrés durant la troisiéme étape ayant été surmontés, le probleme

de la particule de Dirac soumise a ’action du potentiel pseudoscalaire est finalement
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reconsidéré, dans un espace temps a (3+1) dimensions. Au début nous avons généralisé
la formulation des intégrales de chemins utilisée dans les chapitres précédents toujours
suivant la représentation globale. Ensuite nous avons considéré le cas d’'une onde plane
pseudoscalaire qui ne dépend que du produit (k.x). Dans ce cas nous avons montré
qu’aprés intégration sur les variables de Grassmann, la fonction de Green relative peut
étre exprimée par des intégrales bosoniques. Enfin deux cas différents sont explicitement
discutés ;

1) le cas de k* # 0,

2) et le cas ou k? = 0,

Tous les calculs obtenus ont été soit testés soit comparés avec ceux obtenus par
d’autres auteurs.

Nous pouvons alors affirmer que ce formalisme assez complexe est maintenant presque

maitrisé et que le but de la thése est abouti.
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Techniques des intégrales de chemins appliquées a la solution des
problemes relativistes

Résumé

I1 a été principalement dans cette thése question d'étude de mouvement de particule de Dirac
en interaction avec un champ pseudoscalaire de Lorentz par le formalisme des intégrales de
chemins et ceci suivant une formulation supersymétrique dans laquelle le mouvement de la
particule est décrit par deux variables: 1'une est relative a la position extérieure, et l'autre est
Grassmannienne relative au mouvement interne (dynamique de spin).

Dans une premiére étape des potentiels pseudoscalaires unidimensionnels admettant des
solutions exactes ont été considérés. Il a été montré qu’apres intégration sur les variables de
Grassmann, le calcul de la fonction de Green dans ce cas se rameéne a un probléme d'une
particule de Schrodinger soumise a un potentiel effectif supersymétrique. Quelques exemples
particuliers ont été étudiés.

Dans une deuxieme étape, ’approximation semi-classique a été utilisée pour obtenir la
solution de 1'équation de Dirac avec des potentiels pseudoscalaires unidimensionnels. Une
régle de quantification semi-classique a été dérivée pour n’importe quel potentiel. Il a été
considéré comme exemple le potentiel polynomial (en puissance de x).

La troisieme partie est consacrée a 1'étude de la diffusion d'une particule de Dirac par un
potentiel pseudoscalaire en utilisant l'approche "Path-Integral". Pour une barriére du potentiel
dont la forme est bien définie, la fonction de Green relative au probléme a été calculée ainsi
que les coefficients de transmission et de réflexion.

Dans une quatriéme étape, une interaction de type encore pseudoscalaire est considérée dans
un espace plus réaliste a (3+1) dimensions. La forme choisie pour cette interaction est celle
d'une onde plane pseudoscalaire ne dépendant que du produit (k.x). Pour cette forme, apres
intégration sur les variables de Grassmann, la fonction de Green est réduite a une intégrale de
type bosonique. Grace aux propriétés de 1'onde plane les intégrations peuvent étre encore
menées jusqu'au terme et la fonction de Green devient calculable exactement.

Mots clés : Intégrales de chemins, Actions supersymétrique, Potentiels pseudoscalaires.



Path integral technics applied to solve relativistic problems

Abstract

In this thesis we have applied the supersymetric path integrals to solve the problem
of relativistic spinning particle interacting with pseudoscalar potentials. In the first
stage we have presented the relative propagator associated with the (1+1)
dimensional Dirac equation by means of path integral, where the spin degrees of
freedom are described by odd Grassmannian variables. After integrating over
fermionic variables (Grassmannian variables), the problem is reduced to a
nonrelativistic one with an effective supersymetric potential. Some explicit examples
are considered, where we have extracted the energy spectrum of the electron and the
wave functions.

In a second part, we have applied the semi-classical approximation to solve the
problem of Dirac particle interacting with a pseudoscalar potential in (1+1)
dimension. Then, the semi-classical quantization rule is derived for any pseudoscalar
potential. An explicit example has been considered.

In a third part, we have studied the scattering of spinning particle by a pseudoscalar
smooth potential. The relative Green's function is calculated by means of
supersymetric path integral. The left propagating wave function and the right
propagating one are extracted. The transmission and reflection coefficients are
deduced. The absence of the Klein paradox is also discussed.

In a fourth part, the problem of relativistic spinning particle interacting with
pseudoscalar potentials in (3+1) dimensions is formulated in the framework of
supersymetric path integrals. As an application, we have considered the case of the
plane wave, where the pseudoscalar potential is an arbitrary function of the variable
(k.x). For the case of k?=0, the relative propagator is exactly calculated and the wave
functions are extracted.

Key words: Path integrals, supersymetric actions, pseudoscalar potentials
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