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Préface

Au cours des trois derniéres décennies, une nouvelle théorie révolutionnaire appelée
théorie des cordes est apparue et semblait étre une candidate sérieuse pour la théorie
fondamentale de la nature par le fait que c¢’était la seule théorie qui semblait unifier la
théorie classique de la relativité générale a grande échelle avec le modéle standard de la
physique des particules quantiques a de petites distances.

Cing théories quantiques des supercordes cohérentes sont possibles, en I'occurrence
les types I, ITA, TIB, hétérotiques Es ® Eg et SO(32).

La multiplicité de ces théories additionnée au fait que la supergravité est une théorie a
onze dimensions alors que les théories conformes des supercordes le sont & dix sont autant
d’incovenients pour le statut de la théorie des cordes comme candidate d’unification.

Deés 1995, une nouvelle idée remarquable provoque un changement substantiel par
rapport au statut de la théorie des supercordes en tant que la principale candidate a
une description fondamentale de I'univers. En effet, toutes les théories des cordes cohé-
rentes connues semblent étre des cas limites particuliers d’une théorie plus fondamentale
qui a été baptisée M-Theory [1, 2], cette derniére semble étre naturellement décrite a
onze dimensions. Il est toutefois important de noter que la théorie des cordes contient
des objets dynamiques de plusieurs dimensionalités, en particulier, une double excitation
dimensionnelle de la corde connue sous le nom de membrane donne quelques proprié-
tés intéressantes. Les onze dimensions de la supermembrane quantique est le premier
point qui interpelle les physiciens des cordes et qui les laisse penser & une description
microscopique des onze dimensions de la supergravité.

Un autre point tres intéréssant dans ce contexte est le lien entre la théorie des cordes
et la géométrie noncommutative [3]. Il y a eu une révolution d’activité dans I’analyse
de la noncommutativité en théorie des cordes et des membranes, en particulier, celles
dérivées pour une corde couplée & un champs de fond a 2-form ou une membrane couplée
a une 3-form [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

Contrairement a la théorie des cordes, ’étude de la théorie de la membrane est plus
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compliquée que I’étude analogue dans le cas de la corde, puisque les équations a résoudre
sont non linéaires [12] .

La spécificité de la membrane est le fait que le lagrangien ne dispose pas de 'invariance
de Weyl [12], ce qui suggere que certaines techniques de base en théorie des cordes
telles que la symétrie conforme ne sont pas disponibles. En théorie des cordes il est
bien connu que la dimension critique telle que D = 26, par exemple est liée a I'invariance
de Lorentz dans la jauge du cone de lumiére. La dimension critique de la membrane a été
principalement examinée par une étude de son spectre [13, 14], par une quantification a
la BRST [15] ou par l’algeébre de Lorentz [16], ou D = 27 apparait comme une condition
nécessaire.

La théorie des membranes bosoniques quantiques est formulée dans un espace-temps
de dimension D = 27 [13, 14, 15, 16] alors que la théorie des supermembranes quantiques
est formulée dans un espace-temps de dimension D = 11[17]. L’extension de ces théo-
ries dans le formalisme de la paraquantification nous conduit a des possibilités de leurs
existence pour des dimensions D autres que 27 ou 11.

La premiere étude de l’algebre de Poincaré pour les cordes parabosoniques (resp.
parafermioniques) a été faite par F.Ardalan and F.Mansouri [18]. Cette étude est basée
sur I’hypothése qui consiste & considérer que la coordonnée du centre de masse x* et son
moment conjugué p* vérifient des relations de commutation ordinaires. Ceci est réalisé
par le choix d’une direction spécifique dans le para-espace de Green, caractérisée par
I’hypothése : z#(8) = "o et pHB) = pHozr ol 25 (resp p*®) ) sont les composantes
de Green de z* (resp. p*). La conséquence de cette hypotheése est que les variables de
la corde X* (o,7), P”(0',7) et ¢¥” (¢”,7) ne satisfont plus des relations trilinéaires qui
traduisent un systéme paraquantique. La séparation entre § = 1 et § # 1 nous conduit
a écrire des relations du type anormal (en termes de composantes de Green) entre les
coordonnées du centre de masse et les modes de vibration de la corde et en aucun cas,
on peut les ramener & des relations trilinéaires qui sont la base de la paraquantification.

Sous cette hypothése, les auteurs démontrent que la théorie des cordes bosoniques (resp.



fermioniques) est invariante de Poincaré si la dimension D de 1’espace-temps et 1’ordre
() de la paraquantification sont reliés par I'expression D = 2 + % (resp. D =2+ %)

Le propos de cette thése traite, d’'une part des problémes relatifs & la construction
classique et cohérente des théories des membranes, et d'une autre, des versions paraquan-
tiques de ces modéles et leurs consistances.

La thése est présentée comme suit :

Dans les trois premiers chapitres, on donnera une idée générale sur la théorie des
cordes, la théorie des membranes et le formalisme paraquantique.

Dans le quatriéme chapitre, on va étudier une théorie classique perturbative d’une
membrane bosonique basée sur I’étude d’une limite & basse énergie, on établira la version
paraquantique, et on cherchera les possibilités des dimensions critques de la membrane.
Enfin, on cloturera avec une étude de la théorie de la membrane bosonique en interaction
dans un champ de fond B.

Dans le cingiéme chapitre, on construira ’extension supersymétrique du modele, et
on discutera les possibilités d’exitence d’une théorie de la membrane fermionige & basse
énergie dans le cadre classique et paraquantique.

Dans le sixiéme chapitre, on calculera la densité d’états pour une parasupercorde
ouverte et sa forme asymptotique, on dérivera quelques quantités thermodynamiques,
en particulier la température de Hagedorn Une étude de la fonction de partition d’un
gaz de parasupercodes a une température non nulle sera développée. Un autre point
important est la forme générale des états dans le cadre paraquantique, on terminera avec
une généralisation pour la théorie des (parasuper) p-branes On cloturera enfin cette

these par une conclusion générale.



Chapitre 1

Introduction aux théories des cordes

1.1 Introduction

Pour décrire les phénomenes observés dans la nature, 4 forces fondamentales sont
nécessaires : les intéractions éléctromagnétiques (E.M), faibles (f), fortes (F) et la gravi-
tation (G).

A Torigine, les 3 premiéres concernaient des systémes & 1’échelle microscopique que
décrit la théorie quantique des champs. L’introduction de notions de symétries locales
dans les théories de Yang-Mills (Y.M) a conduit & des modeéles d’unification (théories
de jauge) qui se basent sur le formalisme de la mécanique quantique. La gravitation
était par contre destinée a décrire les phénomeénes a 1’échelle macroscopique a travers la
théorie de la relativité générale d’Einstein qui se base sur une manifestation géométrique
de ’espace-temps.

Le fait que ces théories soient indépendantes est un mystére, que ce soit du point de
vue formalisme mathématique ou des principes.

Au fur et a mesure que se précisent les connaissances, la gravitation s’avére jouer un
role primordial au niveau microscopique. Il surgit alors d’une fagon naturelle le probléme
suivant : comment adapter la théorie de la gravitation pour décrire le monde microsco-

pique 7, en d’autres termes, comment construire une théorie quantique de la gravitation ?



C’est 1'un des problémes majeurs aux quels étaient confrontés les physiciens du 20°¢
siecle.

Plusieurs tentatives (parfois osées) ont conduit & des échecs. Face a ces échecs et
aux problémes associés a I'idéalisation de la particule ponctuelle, certains physiciens ont
opté a I’abandon de cette derniére et la substituer par 1'idée qui consiste a concevoir
une particule comme le résultat de la vibration d’une corde dans I’espace-temps. Cette
option était le fruit de plusieurs années de recherche sur les modeles duaux [19] qui, a
lorigine, étaient déstinés a décrire les interactions fortes, puis, abandonnés par la suite

deés I’apparition de la Q.C.D.

En effet, la théorie des modéles duaux conduit & deux résultats étranges :

1. L’existence d’une nouvelle particule sans masse de spin 2.

2. La dimension de I’espace-temps est supérieure a 4.

Ces deux résultats sont le point de départ de plusieurs recherches, J. Schwartz et J.
Scherck et d’autres [20, 21, 22| ont associé le graviton a la particule sans masse de spin
2, et la dimension D > 4 inspire la théorie de Kaluza-Klein [23, 24]. Ceci a conduit au
développement d’une nouvellle théorie d’unification basée sur une nouvelle définition de
la particule : la corde et la vibration de cette corde détermine le type de la particule.

Une autre notion est venue conforter I’option de la théorie des cordes : c’est la super-
symétrie (SUSY). En effet, sur la base des propriétés géométriques trés différentes des
bosons et des fermions, on a passé longtemps a croire qu’il est impossible de trouver une
symétrie entre eux. Pourtant, cette symétrie éxiste belle et bien, c’est la supersymétrie.
Elle consiste a donner une description unifiée des bosons et des fermions, cette idée est
apparue au début des années soixante-dix, mais prit véritablement son essor avec les
travaux de Ferrara, Van Nueuwenhuizen, Zumino et d’autres.

Le plus beau dans cette théorie est que I'invariance locale nous conduit a la relativité
générale. Voir surgir la gravitation sans I’avoir explicitement incluse est un résultat tres

attrayant, c’est la supergravité.



Cette théorie est formulée pour la dimension D = 11 qui nous inspire une autre fois
la théorie de Kaluza-Klein, malheureusement, cette théorie n’est pas finie.

Le moment est venu de mixer toutes les idées, ce qui conduit plusieurs chercheurs
[25, 26, 27, 28, 29] a développer ce qu’on appelle la théorie des cordes supersymétriques
ou supercordes qui offre beaucoups d’avantages par la résolution de certains problémes
aux quels sont conffrontés les premiers modeéles de la théorie des cordes. En plus, la
théorie des cordes étant une théorie renormalisable, implique une théorie renormalisable
de la supergravité.

Malgré ces avantages, la théorie des supercordes est confrontée a des problémes par
la présence de certaines anomalies, des recherches conduites par Gross, Harvey, Marti-
nec et Rohm ont amené a une théorie hybrides des cordes : C’est la théorie des cordes
hétérotiques qui est construite a partir des groupe Fg ® Fg et SO(32).

La construction de plusieurs théories des cordes indépendantes pose le probléme d’uni-
cité. Des recherches ont évolué dans ce sens et ont donné naissance a d’autres théories :
La M-théory, les branes....

Dans ce qui suit, on ce propose de donner une bréve description de la théorie des

cordes. Pour de plus amples détails, on peut par exemple consulter [30, 31, 32].

1.2 Cordes bosoniques

La corde est un objet a une dimension, elle se présente comme une extension du point
de telle sorte que, de la méme fagon que I’évolution d’un point dans I’espace-temps décrit
une ligne, I’évolution de la corde va d’écrire une surface. Il est donc légitime que la théorie
des cordes découle de la théorie du point.

Nous commencerons cette partie par une bréve déscription de la particle ponctuelle

sans spin.



Dans ce cas ’action est donnée par

1

51 T dx? dz” 2
S = — d - — d - i 1'1
m/;o S m/TO T |: _dT dr n } ( )

ol 7 est un parameétre arbitraire de la ligne d’univers dans ’espace-temps & D dimensions,

a# (1) décrit la position pour chaque valeur de 7, avec pu,v = 0, D — 1 et la convention
N = diag (— ++...+).
Cette action est invariante par 7-reparamétrisation

Le moment conjugué est défini par :

oL

La présence de cette symétrie a pour conséquence la présence de la contrainte :
P?+m?=0 (1.3)

De la méme fagon que 'action de la particule ponctuelle est proportionnelle & la
longueur de la ligne d’univers, en 1970, Nambu postule que celle de la corde devrait étre

proportionnelle a 'aire de la surface d’univers, ce qui permet d’introduire ’action sous

27r10/ /OW /: dodr [(XX'>2 - (X>2 (X’)ﬂé (1.4)

Ou X* (o, 7) est la coordonnée de la corde, 7 est le paramétre d’évolution et o est un

la forme :

S:

parameétre qui dénombre les points de la corde.

. dX#
X =

et X' = X"

1.
dr do (1.5)

avec T = est le facteur de normalisation appelé aussi tension de la corde. Expéri-

2o’

mentalement o’ représente la constante de Regge.

Cette action est invariante par reparamétrisation de la surface d’univers et par trans-
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formation de Lorentz.

D’apres le principe de moindre action, les équations du mouvement sont données par

9 oL | 9 0L
Q;LQXH o oL (16)
m(UIO,T) = 3% (c=m71)=0

La deuxiéme relation représente ce qu’on appelle, la condition aux bords de la corde.

Le moment conjugué est donné par :
Pt(o,T)=——— (1.7)

la conséquence de l'invariance par reparamétrisation est la présence des contraintes :

X/2
PP+ —= =0
m (1.8)

PEX! =0

On définit aussi le moment énergie total de la corde par :
Pt = /7r doP" (o, 7) (1.9)
0
et le moment angulaire total par :
MH* = /Wda (PEXY — PYXH) (1.10)
0

Les équations (1.8) ne sont pas linéaires, un choix convenable de la jauge (jauge

orthogonale) permet de les linéariser sous la forme :

X, (o,7) — X, (0,7)=0 (1.11)

11



En tenant compte de la condition aux bords, la solution générale prend la forme :

X" (o,7) =2t +2d'p"'T + V20 Z exp (—int) — al* exp (inT)} cosno  (1.12)
n=1

Lo
% {an

qui, en posant :

o gk ' [ »
alt = ahexp(—inT) , al™ = ab™ exp (inT)
ab = 2a'pt : ol = V2na'al
o, = ol n>0

se réécrit sous la forme :

= 1
X*(o,7) = 2" + a7 + Z —ab exp (—int) cosno (1.13)
n

n=1

les o représentent les modes de vibration de la corde.

Dans cette jauge les générateurs de Virasoro sont donnés par :

™ )2
L, = 17ro// doexpin (T + o) (732—1—&)

2ma’

= — Z QO = 0 (1.14)

En particulier Ly = H, ot H est 'hamiltonien qui s’écrit

" 12 (XM)Q /.2 —
H——W/O do |a'P +M =a'p +Za,mam (1.15)
m=1

Cecli conduit a écrire la condition de masse de la corde en fonction des modes :

+oo
1
M? = —p*= = Zan_mozm (1.16)
n=1

12



D’autre part le moment angulaire peut s’écrire :
MW = at'p” — a¥ph — ZZ — ¥, ak) (1.17)

1.2.1 Quantification

Notre théorie est riche en symétries, la présence des contraintes nous conduit a utiliser
la méthode de quantification de Dirac.

Il existe deux méthodes de quantification :

1. La premiére consiste a traiter toutes les variables comme indépendantes et les
contraintes seront considérées comme des conditions initiales. Par la suite, seuls
les états soumis a ces contraintes (conditions de Virasoro) seront physiques. C’est

ce qu’on appelle la quantification covariante.

2. La deuxiéme consiste a résoudre les équations des contraintes, ceci nous permet
d’éliminer les variables superflues pour avoir uniquement des variables dynamiques

effectivement indépendantes. C’est la quantification dans la jauge tranverse.

Jauge covariante

On réinterprete les variables dynamiques z#, p” et o en termes d’opérateurs qui

vérifient les relations de commutation suivantes :

[z, p"] = ig"” (1.18.a)
[ah, am] = 208, 1m,09"" (1.18.b)

le moment angulaire garde la méme forme en terme d’opérateurs :

MW = ghp” — Z —a”,ak) (1.19)

13



les générateurs de Virasoro s’écrivent comme :

Ln= Y o 0, : (1.20)

n=—0oo

Mais a cause des ambiguités d’ordes dans L, on ajoute une constante qui nous permet
d’enlever cette ambiguité
Donc on pose Ly — Ly — a

ce qui nous permet d’écrire

+o0
H = op*+ Z A Oy — @ (1.21)
m=1
) 1 +oo a
M= > o pmam, — = (1.22)
m=1

Comme pour ’éléctrodynamique quantique (QED), les états physiques sont détermi-

nés par :

Lo|Y),, = 0 n>1 (1.22.a)

[Lo —a] [¥),, = 0 (1.22.b)

Remarquons ici que 'état |0) (état du vide) est un état tachyonique et que la com-
posante temporelle nous donne un état de ghost, di au fait que la métrique n’est pas
définie positive.

Dans le cadre du “No-ghost theorem” (NGT), on montre que la théorie est libre des
“ghost” pour (a <1, D <25)ou (a=1, D =26).

Les générateurs L,, satisfont I'algébre de Virasoro :

Bn (n® = 1) 6nm (1.23)

Ln7Lm: - an
Lo L) = (0= ) Ly + 2

14



L’algebre de Poincaré est décrite par les relations :

', p"] = 0
[P, M"P] = o (g"p" — g"p")
[M’“’, Mpo] - 3 (gVPMlW — " MY+ ghTMVP — gVUM#P)

Notons ici que la covariance de Lorentz est manifeste.

Jauge transverse

Il est plus commode d’utiliser les coordonnées du cone de lumieére :

Ut — UE, UP! aveci=1,D — 2
1

Ut =
V2

(U +UP)
avec la métrique de Minkowski :
My =1, n_=n_=-1
le produit de 2 vecteurs est défini par :
UV =UV'-U"V —-UV*

ou

Ur=-U;y , U'=10;

(1.24.a)
(1.24.b)
(1.24.c)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

Les opérateurs =z, p*, a', p' et o, (i = 1, D — 2) vérifient les relations de commuta-
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tion :

(27, p"] = i (1.30.a)
(2, p] = 6% (1.30.b)
[OéiL,Oéin} = 2a,n5ij5n+m,0 (1300)
Les composantes «,, s’écrivent :
— 1 tr
=5 (LY — a, 0] (1.31)
ou
r RS i i
L = 4_Oé'n2_:w cal, .l (1.32)

L’opérateur de masse dans cette jauge est donné par :
2 1 i i
M* = — Z (o ,al, — a) (1.33)
n=1

Pour l’algebre de Poincaré, on peut facilement montrer qu’elle est satisfaite sauf pour

le commutateur [M*~, M7~] qui nous donne :

e = 3L ol ity = o) (- 22) - (- 5]

m=1
(1.34)
il est clair que ce commutateur s’annule pour les seules valeurs
D =26
(1.35)
a=1

Cette condition est bien satisfaite par le (NGT'), donc notre théorie est bien libre de
“ghost”.

[’étude du spectre est basée sur la construction d’une fonction génératrice. En effet,
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la dégénéréscence des états pour chaque niveau de masse augmente exponentiellement et

peut étre obtenue a partir de cette fonction génératrice appelée : fonction de partition.

P(z) = Zd(n) a" = Tra®

ou d(n) est la dégénéréscence au niveau éxciteé.

Pour les cordes bosoniques, la fonction est définie par :

avec

dy(N) — nombre d’états pour chaque niveau.

[e.9]

2 _ i
M —E na_,a,
n=1

4

N = o
b

avect, = 1,2

On montre facilement que :

Bl = = ] (1—1;1:”)24

= 1+ 24z + 32422 + 32002° + ...

L’utilité de cette fonction apparaitra dans le chapitre 6

1.2.2 Cordes fermées

Si on impose la périodicité pour les coordonnées X* (o, 1) de telle sorte que :

X' (o,7)=X" (o +m,T)
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(1.37)
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en suivant les mémes démarches que dans le cas des cordes ouvertes, la solution est donnée

(en fonction des modes) par :

Xt = Xt 4 Xt (1.42)
avec
X&(o,7) = lx“ + lp" (1—0)+ Z.\/ 2a/ ;" la“ exp [—2in (T — 0)] (1.43.a)
A 27 2 2 "
1 1 i — 1 ‘
X (o,1) = zat4+=pt(t+0)+ V20 E —ak exp[—2in (T +0)] (1.43.b)
2" T3 2V

Pour quantifier, en plus des relations de commutation (1.18) nous avons :

[&Za&;;z] = 2Oéln5n+m,og‘“/ (144&)
g, @] =0 (1.44.b)

les états physiques sont donnés par :

Lo, = 0 n>1 (1.45.2)
L), = 0 n>1 (1.45.b)
Lo —d]|¢),, = O (1.45.c)
[LO - a} ), = 0 (1.45.d)
avec en plus la condition :
(LO . ZO) ) 0 =0 (1.46)

avec les L, verifient les mémes relations que (1.20), en termes des modes gauches.

la condition de “mass-shell” est traduite par

1
M? = — PP = M? + M3 (1.47)
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ou

+oo

oM} = 2[N—a]=2 [Z Ay — a] (1.48.a)
n=1

oME = 2 [N - a} =2 [Z Oy — a] (1.48.b)
n=1

la condition (1.46) signifie que la théorie est indépendante du choix de l'origine du

parametre o, ce qui nous conduit & la condition de “mass-shell” donnée par :

1 ~
ZO{’MQ =N=N (1.49)

Cette théorie est libre de ghost pour D = 26 et a = 2, et libre de tachyons, ce qui est
intéréssant. La particularité de la corde fermée est la présence d’un état tensoriel sans

masse dont la partie symétrique peut étre assimilée au graviton.

1.3 Cordes fermioniques

Les cordes fermioniques sont construites pour décrire les particules spinorielles.

Pour cela on a introduit des champs fermioniques & ceux de la théorie bosonique.

o

Le champ fermionique est un spineur de Majorana & 2 dimensions ¢" = Yo

i

On écrit I'action sous la forme :
1 a T H_a
S=5 / d*p [aaX“a X, — iy 0.0, (1.50)
avec

P=7 , p=c (1.51)
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et les matrices v a 2 dimensions sont données par :
Y= o= A = (152)

Cette action est invariante sous les transformations supersymétriques (susy) globales :

SXM = (1.53.2)
Wt = —iy0, X" e (1.53.b)

On vérifie la fermeture de ’algébre supersymétrique, en montrant que :

[51, 52] Xr = (2@517%52) XH (154&)

[51, 52] ’QZ)M = (2@'517“52) ’17[)“ (154b)

les équations du mouvement sont données par :

9,0°X = 0 (1.55.a)
V0 = 0 (1.55.b)
HX(p'=0) = X (p=7)=0 (1.55.c)
le choix
Yo (" =0) =9, (p° =0) (1.56)
conduit aux possibilités
Vo (0" =7) =, (p° =) (1.57)

qui correspondent aux deux modéles :
+ modele de Ramond (R)

— modele de Neuveu-Schwarz (N-S)

avec
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les solutions sont :

=1

Xt = o' +pfr+i Z —ab exp (—inT) cosno (1.58.a)
n=1 n

o = Y Cpe ™ (1.58.b)

e}
U o= Y Cue ™ avee O, =C;

- (1.58.c)
avec les conditions ¢, (7,0) = v, (7,0) .
1
n € Z pour le secteur de Ramond et n € Z + 5 pour le secteur de (N-8S).
1.3.1 Quantification
Jauge covariante
On impose les régles de commutation :
o,7),0 , = —7mg"6(0c— 0o .59.a
[X*(0,7),00X" (0, 7)] mg" s ( ) (1.59.a)
V! (o, 1), 0007 (0,7 = —mg"0ud (0 — 0’ 1.59.b
a b +
(X" (o,7),4" (¢',7)] = 0 (1.59.¢)
(00X (0,7), 000" (¢, 7)] = O (1.59.d)
qui, réécrites en fonction des modes, sont données par :
[z o] = —2u/ g (1.60.a)
[ al] = —2a'ng" 0nimo (1.60.b)
[07}57 Crljz]-i- = _gwjér—i-s,o (16OC)

les autres commutateurs et anticommutateurs sont nuls.

Modeéle de Ramond
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On pose

Cy = %v“ ,  Ch= N (1.61)
la superalgebre de Virasoro est donnée par :
(L, Ly) = (m —n) Ly, + gmgémm,o (1.62.a)
(L, Fr] = (%m — n) Foin (1.62.b)
[Fr, Foly = 2Lpin + %szammp (1.62.c)

avec :

—+00 1
Z (n—l— §m) Cd gy (1.63)

n=—oo

1 & 1
Lm = 57; A_pQmyn - "_5

+o0o
Frp = Y a_plmn (1.64)

n=—oo

L’Hamiltonien dans ce cas est
+oo +oo
H=ap"+Y o yon+ Y md_pdy (1.65)
n=1 m=1

les états physiques dans cette jauge sont définis par :

L.l) = 0 n>0 (1.66.a)
(Lo —a)[¢) = 0 (1.66.b)
Fol¢) = 0 (1.66.c)
Fly) = 0 (1.66.d)

On peut montrer que F = Ly qui nous conduit & montrer que a = 0 .

La condition de la couche de masse (1.3) nous donne la forme de la masse en fonction
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des modes par :

“+o00 —+o0
o/ M? = E OOy + E md_p,dm,
n=1 m=1

Ce modele correspond au secteur fermionique.

Modele de Neuveu-Schwarz

De la méme maniére on pose :

T

ce qui nous donne

[b‘;,b?]_i_ = _gwj(sr—i-s,o

1
avecr,s € Z—|—§

On définit les générateurs de la superalgebre de Virasoro :

%) +oo
1 1 1
L, = imEZI: Oélimam—l-n,,u : +§ E (7’+ §m> Db by

r=—00

+0o0
GT‘ = Z Oéfan+n

n=—oo

qui vérifient les relations suivantes :

D
(L, Ly) = (m —n) Lyn + 3 (m® —m) Gpmino
L, Gy = (%m — n) Goir

1 1
[GT7 Gs]+ == 2LT’+S + §D (7"2 _ Z_l) 5T+8,0
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(1-68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72.a)

(1.72.b)

(1.72.c)



Les états physiques doivent satisfaire les conditions :

Loy = 0 n>0
(Lo—a)ly) = 0  a>0
Gr-lvy = 0 r>0

De la méme facon, on définit ’hamiltonien :
400 400
H=dp*+ Z a_pQy + Z rb_,b,
n=1 r:%
et 'opérateur de masse :
+o0 +oo
= Z a_p0ry + Z rb_,b,
n=1 7‘:%

Tous les états de ce sécteur sont des bosons.
Remarquons aussi que I’état fondamental représente un tachyon.

Pour l'algebre de Poincaré le générateur M* s’écrit sous la forme :

M™ = MM (z) + K"

ou M}” () représente la partie bosonique, et 'opérateur K*” est défini par :

[e.9]

Emo= 2N (bbb

—ry Yr —r 'r)

(NS)

K™ = — Z Yoy =A%) (R)

m—foo

ces générateurs vérifient I’algébre de Poincaré c-a-d :

[P, M""] = —1g""p” +19""p"
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(1.73.b)
(1.73.c)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)



(M"Y, MP7] = 1g"? MF —agh” M"P — 19" MPH 4 1g"P M¥° (1.80)

Jauge transverse

Comme on ’a déja vu dans le cas des cordes bosoniques, cette jauge nous permet de
déterminer la dimension critique.
Les relations de commutation et d’anticommutation vérifiées par les opérateurs x—,

pT, at, pl, ol et bl ou di sont :

[ofnod] = 07nd, (L81.a)
[z7.p*] = i (1.81.b)
= 0"0nim  (R) (1.81.c)

( )

(.

AN
[ ;7[)5;] = 5ij6r+s (NS)

avect=1,D — 2

De la méme fagon, on définit les générateurs de Lorentz :
M~ = M (z) + K" (1.82)

(ott M~ (x) représente la partie bosonique).

avec
— 2p+ n_ZWZOO 4 — bl _,b) (1.83)
et
_ 1 X, ., 1 & . a
a, = py 2 S eTTeT +2pﬁ r_z_:oo (7“ - §> by - _%5%0 (1.84)

by = Z ol b (1.85)

r=—00

L’algebre de Lorentz est satisfaite & ’exception du commutateur [M*~, M7~] qui nous
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donne :

—+00

(M M) = =5 (00l — ol ) {n (%) + L <2a - %)] (1.86)

(pt)? = n

Ce commutateur est nul uniquement pour D = 10 et a = % dans le secteur de Ramond
(D =10 et a = 0 dans le secteur de N-S)

Pour déterminer le nombre d’états physiques pour chaque niveau excité, il est plus
commode de passer par la fonction de partition.

Le calcul explicite de cette fonction nous donne :

Pp(x) = Y dp(N)a™

N=0

(14 am\°®
= 8
H(l—x”)
= 8(1+ 8z + 162” + 1442° 4 960z* + ....) (1.87)

les différents coefficients dans ce developpement correspondent aux degrés de dégénérés-
cence pour chaque niveau éxcité.

Pour N-S

Pys(z) = > dys(N)a™

_ i - ; - n—1/2\8 - _,n—1/2\8
— 233”:1(1_3:”)8 {}_[1 (1+a ) TH(l T ) }
= 8(1+ 8z + 162® + 144 + 9602" 4 ....) (1.88)

Remarquons que la fonction de partition a le méme développement pour les deux
secteurs ce qui veut dire qu’il y a autant de bosons que de fermions pour chaque ni-
veau éxcité. Ceci suggere la construction d’un modele supersymétrique qui donnerait une
déscription unifiée des bosons et des fermions. La théorie des supercordes répond a ces

préoccupations.
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1.4 Supercordes

Le principal handicap de la théorie des cordes fermioniques est 'introduction de deux
espaces de Fock indépendants pour décrire les bosons et les fermions (ceci est une consé-

“world-sheet” et non pas sur

quence du fait que la supersymétrie se manifeste sur le
'espace-temps). Cette théorie est baptisée “ancienne” théorie des supercordes.

La nouvelle théorie des supercordes qui est basée sur une SUSY sur ’éspace-temps
nous conduit & un seul espace de Fock décrivant a la fois les bosons et les fermions.

Pour les cordes bosoniques ’action de Polyakov s’écrit :

1
Stos = =5~ / dodr/—gg™? 0, X495 X, (1.89)

ot g*# est la métrique de 'espace-temps, = 0, D — 1.
Par analogie au cas de la théorie supersymétrique du point, supersymétriser cette

action revient a faire la correspondance :

1
Shos — S1 = ~5r /dadﬁ/—ggaﬁﬂa.ﬂg (1.90)

avec

I, = 9, X" — i T0,0" (1.91)

ol 04 est un spineur dont les composantes sont données par 4% avec a = 1, ..., 21P/2 ([ ]
reptrésente la partie entiére et D est la dimension de I'espace-temps), A = 1,....., N (N
entier).

Cette action est invariante sous les transformations supersymétriques globales.

L’invariance locale éxige l'introduction d’un deuxiéme terme Ss.

S =8 +5, (1.92)
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de telle sorte que

1 _ . _ —
Sy =~ / dodr {~ie*0, X" (9'T,000" — 0°T,050%) + 9" T0,0'0°T,056° ) (1.93)
m

€*? est le tenseur de Levi-Civita et a, 5 = 0, 1.

L’invariance de Sy sous les transformations SUSY nous conduit & l'identité :
B [F“G&CEFH(%Q + F“@oﬁag@l““@ + F“(?g@@l“/ﬁaﬁ} =0 (1.94)

avec 0 = 0 ou 0%. En posant ¢, = 0, ¢y = 9,0 = 0' et 15 = 9.0 = 6, Péquation (1.94)

est réécrite sous une forme compacte :

) g3y L by = 0 (1.95)

(le symbole [ | représent 'antisymétrisation des spineurs ).

dont la principale conséquence est que seules les 4 valeurs D = 3, 4, 6, 10 de la
dimension de l’espace-temps sont possibles, avec des exigences sur le type de spineurs
(modele de superYang-Mills). La quantification de cette théorie conduit a la survie d’une

seule possibilité (D = 10).

1.4.1 Quantification dans la jauge transverse :

Le défaut majeur de 'action de Green-Schwarz est qu’une quantification covariante
naive, comme pour la particule ponctuelle, n’existe pas, dans le sens ot les relations de
commutation sont hautement non linéaires!. La solution & ce probléme est de quantifier
directement dans la jauge transverse (du cone de lumiére).

Le modéle a traiter est un modeéle supersymétrique, nous devons donc équilibrer les
degrés de liberté bosoniques et fermioniques. Un spineur de Dirac a 2[°/?l composantes
complexes, c-a-d pour #' et 62 & D = 10 nous avons 32432 composantes complexes, par

contre, pour les bosons, nous avons uniquement 8 composantes transverses. Pour arriver
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a réduire ce surplus, on doit tenir compte de certaines conditions décrites comme suit :

Condition Nombre de composantes

Dirac (32 4 32) C.Complexes

Majorana-Weyl | (16 + 16) C.Complezes
Light cone (84 8) C.Réelles
On-Shell 8 C.Réelles

la condition de la jauge transverse est donnée par

o4 =0 avec A =1,2

Dans cette jauge I’action est donnée par (avec la substitution /pt0 — S) :

1 , —Aa
S = —2—/dad7' (QGXZGQXZ- — 5" pBQBSA“>
T
avec i,a = 1,8 , A, B = 1,2 et la convention 2o/ = 1.

Ot S4 est un spineur & deux composantes et 5 = (5P (10)* (p0) P4

les matrices p? verifient ’algébre de Clifford ot :

=1 . = S e e

Les équations du mouvement sont :

(0, +9,) S = 0
@, —0,) S = 0
(@ - 2) X = 0

remarquons que se sont des équations linéaires faciles a résoudre.

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99.)
(1.99.b)
(1.99.c)

Différents types de supercordes sont construits. On peut les classer comme suit :
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Supercordes : Type I

Les conditions aux limites sont données par

Ste(0,7) = S*(0,7) (1.100.a)
S (m,7) = S*(m,7) (1.100.b)

ce qui nous donne la solution sous la forme :

1
St (o, 7) = —= Z St exp [—in (T — 0)] (1.101.a)
\/5 nez
1
S (g,7) = 7 Z Stexp [—in (T + 0)] (1.101.b)
2 nez
X' (o,7) = a'+p'7+i Z Ea; exp (—int) cosno (1.101.c)
n#0

les modes vérifiant les relations d’anticommutation :
(S, Sm], = 0%6nim (1.102)

alors que les X* vérifient les mémes relations que pour les cordes bosoniques ouvertes.

Supercordes fermées : Type II (fermées)

Les conditions de périodicité sont :

S4 (g, 1) =S4 (0 +7,7) (1.103)
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Le développement en modes donne :

St (o, 1) = Z S¢exp [—2in (7 — 0)] (1.104.a)
nez

S*(o0,7) = Y Stexp[-2in(r +0)] (1.104.b)
nez

. : , 1 .. ~i
X' (o,7) = a'+p'T+i Z — {aﬁle’zm(T"’) + Oc;e’m(”")} (1.104.c)
n
n#0

Pour les supercordes fermées N = 2, on distingue deux types, selon la chiralité des
champs spinoriels (1.104.a) et (1.104.b) :

— chiralité opposée — supercordes type ITA.

— méme chiralité — supercordes type 1IB.

Les régles de commutations et d’anticommutation sont analogues & celle du type 1.

En effet, en plus des relations (1.25) et (1.102) nous avons les relations suivantes :

[3};.5;} S S - (1.105.2)
+
[al.al] = 6nim (1.105.b)

et tous les autres commutateurs sont nuls.

Dans la jauge transverse, les générateurs supersymétriques sont définis par :

Q" = (2p+)% s§ (1.106)

Q= ()7 Ak, D shal (1.107)

et vérifient les relations d’anticommutation :

[Q,Q"], = 2p*e® (1.108)
@.@] = 2tm (1.109)
[Q“,th = V29l .p (1.110)
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ol H est 'hamiltonien défini par

= 1
H=— {Z (o ,al +ns”, st )+ 5]9?} (1.111)

Spectre

La condition de la couche de masse nous permet de définir 'opérateur de masse :

o0
M? = é Z o' al 4+ ns", s (1.112)
n=1
L’état fondamental est une particule vectorielle sans masse avec 8 composantes trans-
verses donné par |i) qui représente le photon et son patenaire fermionique représenté par
|a) qui est le photino .
On définit I’état du spineur par :

ja) = 3 (7:50)" [4) (1.113)
on vérifie alors :
(i ]7) = di (1.114.a)
(a]b) = %(fw*)”b (1.114.b)
i) = 5 Somi) ) (1.114.0)

Pour la fonction de partition
Py(z) = > du(n)a”
n=0
> 142\ °
= 16
(=)

= 16 (1 + 16z + 1442® + 9602° + 52642* + 25 0562° + ...)
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Remarquons bien que cette fonction est équivalente & la somme de celle des deux

secteurs (R) et (N-S).

1.5 Cordes hétérotiques

La théorie des supercordes a fait considérablement progresser la théorie des cordes ,
seulement elle présente des anomalies. Green et Schwarz considérent le cas des anomalies
de jauge pour les supercordes ouverte de type I et découvrent qu’a une boucle, les ano-
malies sont éliminées pour les groupes de jauge SO(32) ou Eg® Es. Cependant la théorie
des supercordes ne peut incorporer de tels groupes, ce qui a amené D. Gross [33, 34] a
introduire la notion de corde hétérotique qui est en fait une ingénieuse idée qui permet
d’introduire ces groupes de jauge. En effet une corde hétérotique est une combinaison
des modes droits des supercordes fermées & D' = 10 dimensions et des modes gauches
des cordes bosoniques fermées & D = 26 dimensions. C’est alors par compactification des
16 dimensions internes (par un mécanisme de Kaluza-Klein [23, 24] généralisé, adapté a
la théorie des cordes) que 'on produit le groupe de symétrie de Yang-Mills Eg @ Eg ou
SO(32).

En effet, les 16 dimensions compactifiées sont représentées sur un réseau, sa nature
nous permet d’introduire le groupe Fg ® FEg.

Les cordes hétérotiques sont des cordes fermées, par conséquent, le réseau doit étre
pair. D’un autre coté, pour que la théorie soit finie a une boucle, I'invariance modulaire
nous permet de faire le calcul d’intégrale sur un domaine libre de poles appelé domaine
fondamental, cependant, cette invariance modulaire exige que le réseau soit self dual.
Sachant que les réseaux self duaux pairs ne peuvent exister que dans des dimensions
multiples de 8, a 16 dimensions, le réseau est celui des racines du groupe Fg ® FEs.

On montre alors qu’a une boucle cette théorie est finie, libre d’anomalies, sans ta-

chyons et libre de ghosts (pour plus de détails, voir par example [30, 21, 32]).
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Chapitre 2

La théorie des membranes

2.1 La membrane bosonique

2.1.1 Introduction

Dans cette section, on présente une bréve introduction a la théorie d’une membrane
bosonique relativiste classique en mouvement dans un espace-temps de Minkovski a D
dimensions. Cette analyse est tres similaire & 1’étude de la théorie d’'une corde bosonique
relativiste classique (chapitre 1). Tout comme une particule qui balaie une trajectoire dé-
crite par une ligne d’univers, une membrane dynamique se déplace dans D —1 dimensions
spatiales qui balaie un world volume en trois dimensions. Nous pouvons penser que le
mouvement de la membrane dans I’espace-temps peut étre décrit par le champ X*. Nous
pouvons localement choisir un ensemble de 3 coordonnées o | a € {0, 1,2}, sur le world
volume de la membrane, analogue a la coordonnée 7 utilisée pour paramétriser la ligne
d’univers d’une particule se déplacant dans I’espace-temps . Nous allons parfois utiliser
la notation 7 = ¢ et nous allons utiliser des indices a, b, ... pour décrire des coordonnées
«spatiales» 0% € {1,2} sur le world volume de la membrane. Dans un tel systéme de
coordonnées, le mouvement de la membrane a travers I’espace-temps est décrit par un

ensemble de fonctions X* (09, 0!, 0?). L’action classique naturelle pour une membrane
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en mouvement dans ’espace-temps prend la forme de celle de Nambu-Goto :

S =T, | dc/—dethys (2.1)

ou 7T, est une constante qui peut étre interprétée comme la tension de la membrane
T, = 1/(277)212, et
hap = 0o, X" 05X, (2.2)

la signature de la métrique de I'espace-temps est ( — + + + ...+).

Avec la racine carrée, il est emmeélant d’analyser la théorie de la membrane direc-
tement en utilisant cette action. Il y a une reformulation pratique de la théorie des
membranes qui conduit aux mémes équations du mouvement en utilisant une action po-
lynomiale. Ceci est I’analogue de celle de Polyakov pour la corde bosonique. Pour décrire
la membrane en utilisant cette approche, nous devons introduire une métrique auxiliaire

Yap Sur le world volume de la membrane. Nous prenons alors 'action sous la forme

T Q v
S = —E/d?’a\/—fy (’y PO, X" X N — 1) (2.3)

Le terme —1 dans la parenthése ne figure pas dans I’action analogue de la corde bo-
sonique. Cette constante supplémentaire «terme cosmologique» est nécessaire en raison
de l’absence d’invariance d’échelle dans la théorie. En faisons varier 7,4 dans I'équation.

(2.3) nous obtenons I’équations du mouvement suivante :
Yap = hap = 0 X" 0 X, (2.4)

Remplacer ceci dans I’équation (2.3) donnerait & nouveau I’équation (2.1), et nous re-
marquons donc que les deux formes de I'action sont effectivement équivalentes. En faisons
varier X* dans I’équation. (2.3), ’équation du mouvement est 0, (\/—_77“506)( “) = 0.
Pour simplifier I’analyse, nous devons utiliser la symétrie de la théorie de jauge pour

fixer la métrique . Malheureusement, contrairement au cas de la corde classique, ot
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il y a trois composantes de la métrique et trois symétries continues (deux symeétries
de difféeomorphisme et une symétrie d’échelle), pour la membrane, nous avons six com-
posantes indépendantes de la métrique et seulement trois symétries de difféomorphisme.
Nous pouvons utiliser ces symétries pour fixer les composantes v, de la métrique comme

suit :

7004 =0 (25)

4

ou v est une constante arbitraire. Une fois que nous avons choisi cette voie, aucune
composante supplémentaire de la métrique v, ne peut étre fixée. Cette jauge ne peut
étre choisie que lorsque le world volume de la membrane est de la forme ¥ x R, ou X est
une surface de Riemann d’une topologie fixe. En utilisant 1’équation (2.4) afin d’éliminer

v, I’action de la membrane dans cette voie est :

Tv IR 4
S = Ve do (X X, — 3 det hag) (2.7)
Il est naturel de réécrire cette action en termes de crochets de Poisson canoniques
pour un 7 égal : {f,g} = €?0,f0yg avec €* = 1. Nous supposons que les coordonnées
o sont choisies de facon que, en ce qui concerne la forme symplectique associée a ces

crochets, le volume de la surface de Riemann ¥ est [ d?c = 47. En termes de crochets

de Poisson, ’action de la membrane devient

Tv s 2 Y
S=—7 d*o <X Xp—— {X* X }{XM,X,,}> (2.8)

Les équations du mouvement pour les champs X* sont

Sy

4 a
X = =0, (Rh™ 9, X ")

= XXX (29)
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Les contraintes auxiliaires sur le systéme résultant de la combinaison des équations

(2.4), (2.5) et (2.6) sont

. 4 2
XX, = == dethag = — = {X*, X"} {X,,, X, } (2.10)
1% 1%

et
X"0.X, =0 (2.11)

11 découle directement de I’équation. (2.11) que
"
{X ,XM} —0 (2.12)

Nous avons ainsi exprimé la théorie classique de la membrane bosonique comme un
systeme dynamique contraint. Les degrés de liberté de ce systéme sont des fonctions de
X*# sur le world volume & 3 dimensions d’une membrane avec une topologie ¥ x R. Cette
théorie est encore complétement covariante. Il est difficile de la quantifier, cependant, en

raison des contraintes et de la non-linéarité des équations du mouvement.

2.1.2 La membrane bosonique dans la jauge transverse

Nous considérons maintenant la théorie de la membrane dans les coordonnées du cone
de lumiére
1
X =—(X"+£x"") (2.13)

V2
Les contraintes (2.10) et (2.11) peuvent étre résolues explicitement dans la jauge du

cone de lumiére

Xt (r,o,p) =71 (2.14)
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Nous avons

X = %XiXiJr%{Xi,Xj}{X",Xj} (2.15)
0.X" = X9,X (2.16)

Nous pouvons passer a un formalisme hamiltonien en calculant les densités des mo-

ments canoniques conjugés. Le moment totale dans la direction PT est alors
pt = /d20P+ = 2mvT (2.17)

et le hamiltonien de la théorie est donné par

H= ”T/d% (X X + % {X", X7} {XZ,XJ}) (2.18)
La seule contrainte qui reste est que les degrés de liberté transverses doivent satisfaire

est

{Xi,Xi} ~0 (2.19)

Cette théorie a une invariance résiduelle sous des diffeomorphismes indépendants de
7. Tels difféomorphismes ne changent pas la forme symplectique et ainsi laissent manifes-
tement I'hamiltonien (2.18) invariant. Malheureusement, cette théorie est toujours assez
difficile a quantifier, contrairement a la théorie des cordes, ou les équations du mouve-
ment sont linéaires dans un formalisme analogue, car dans le cas de la membrane, les
équations du mouvement (2.9) sont non linéaires et difficiles a résoudre.

La spécificité de la membrane est le fait que le lagrangien ne dispose pas de I'invariance
de Weyl [12], ce qui suggeére que certaines techniques de base en théorie des cordes
telles que (les symétries coformes) ne sont pas disponibles. Dans la théorie des cordes
la dimension critique D = 26 est bien connue, elle est par exemple liée a I'invariance de
Lorentz dans la jauge du cone de lumiére. La dimension critique de la membrane a été

principalement examinée au regard de son spectre [13, 14], par d’autres versions comme
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la BRST [15] ou par l'algebre de Lorentz [16], ou la dimension D = 27 apparait comme

une condition nécessaire.

2.2 Les supermembranes

2.2.1 Bases de supermembranes

Comme il existe plusieurs examens de la théorie des supermembranes [35, 36, 37, 38,
39], nous ne résumons ici que les faits de base. Par définition, une p-superbrane est un
objet étendu de p dimensions qui se déplace dans un (super) espace dont la dimension
bosonique D qui peut étre courbé (soumis & des conditions de certaines cohérences),
mais pour simplifier, on considére un espace plat R”. La dimension du sous-espace fer-
mionique est assez généralement déterminée par le nombre de composants d’un spin dans
les dimensions D (éventuellement avec des facteurs supplémentaires de 1 / 2 ou 1 / 4
pour Majorana et / ou spineurs de Weyl). Contrairement au cas bosonique, ou p et D
peuvent étre choisis plus ou moins & volonté, le nombre de possibilités pour des objets
supersymétriques étendus est tres limité. C’est essentiellement parce que le nombre de
composantes d’un spineur augmente d’une facon exponentielle avec la dimension, tandis
que le nombre de composantes d’un vecteur prend une forme linéaire, et il devient im-
possible de faire correspondre les degrés de liberté bosoniques et fermioniques une fois la
dimension D est trop grande.

Nous paramétrisons le world volume & (p + 1)-dimension par les coordonnées locales

G = (CO? Cr) = (7—7 UT) (2'20)

avec les indices r, s, ... = 1,..., p représentent les coordonnées spatiales sur la p-brane.
En conséquence, chaque point dans le world volume est caractérisé par un point dans le

superspace

¢ — (X*(C),0a(0)) (2.21)
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Les indices de l'espace-temps pu,v,... = 0,D — 1, et les indices «, [ représentent
les composantes d’un spineur dans la dimension D. Dans cette section, on s’intéressera
au cas p = 2, c’est la supermembrane, pour laquelle la version classique de la théorie
ne peut exister que dans les espaces-temps de dimensions D = 4,5,7 et 11. Pour la
version quantique, il y aura de nouvelles restrictions, comme pour les supercordes, de
sorte que D = 11 est probablement la seule candidate qui survit pour une supermembrane
quantique cohérente. Donc D = 11 est le cas le plus intéressant, notamment parce qu’il
est lié a la théorie maximale de la supergravité a onze dimensions [40]; dans ce cas, il
y a 32 coordonnées fermioniques réelles 0% (i.e. o, 3,... = 1,...,32) correspondantes aux
composantes d'un spineur de Majorana & onze dimensions. Notons que, du point de vue
du world volume, 8 se transforme comme un scalaire, ceci est une caractéristique générale
des actions de type de Green Schwarz. Pour construire ’action de la supermembrane, on
démarre de celle de Nambu-Goto.

Nous avons donc tout d’abord besoin d’une expression de la métrique induite sur le
world volume qui nous permet de définir un élément de volume. Ceci est simplement

obtenu en utilisant la définition suivante :

ou les Ef{i = 0,1,2} forment un dreibein tangent au world volume. Pour un su-
perspace, ces dreibeins deviennent des supervielbeins avec des composantes fermioniques

supplémentaires 0;. La partie bosonique du vielbein pour la supermembrane est
B! = ;X" + T+ 0,0 (2.23)
Les matrices carrées (32 x 32) I'* vérifient ’algeébre de Clifford, a savoir

(D9 TV} = 2 (2.24)
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Ces ingrédients sont tout ce qui est nécessaire pour écrire ’action de la supermembrane

dans un espace plat a onze dimensions [35, 41]
o1 _ 1- _ _
L=—/—g(X,0)— " 581')(“ + 00,0 + 691“”&991““8]'9 0T, Ox0 (2.25)

ce qui représente une généralisation de I'action de Green-Schwarz pour les supercordes
(qui existe pour les dimensions de 'espace-temps D = 3,4, 6 et 10). Le deuxiéme terme de
cette action peut étre interprété comme un terme de WZW dans le superespace cible [42].
Bien entendu, cette action aura des termes supplémentaires une fois que la supergravité
est allumée ; la cohérence exige ensuite que les champs du fond, satisfont les équations
de mouvement de la supergravité a D = 11 [35, 41] (voir [43] pour une analyse de
la supermembrane dans un fond courbe). Notons également que, pour simplifier, nous
avons mis la tension de la membrane 7}, égale a 'unité. Disons que nous pouvons aussi
traiter la métrique du world volume g;; comme une variable indépendante sur le world
volume & (p+ 1) dimensions. En résolant les équations du mouvement de la métrique g;;
pour le lagrangien suivant :

1 1
L=—5v=g|9"E!Eju+ 5 (1-p) (2.26)

et en la remplacant par la métrique on-shell, on se raméne a l'action précédente de
Nambu-Goto. Malheureusement, cela ne suffit pas a mettre en place une formulation de
la supermembrane qui serait ’analogue du world sheet de la formulation de Ramond et
Neveu-Schwarz pour les supercordes.

Les équations du mouvement d’Euler-Lagrange a partir du dernier lagrangien sont

0 (V=gg"E") = FEL9,0T" 0,0 (2.27)
(1+T)g"T,El0;60 = 0 (2.28)
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62]]{:

T 6/

avec ['? = 1, d’ot1 1 £ T sont des opérateurs de projection. La caractéristique la plus

r E'EYET ., (2.29)

importante de 'action (2.26) est ses symeétries. Les globales sont déterminées par les
symétries de Killing pour une géométrie du fond & D = 11 dans laquelle se déplace la
supermembrane. Pour un espace-temps plat D = 11, elles correspondent aux transfor-

mations de super-Poincaré

SpXP = a+ WX, — a0 (2.30)

1
0p0 = Jwul™0+ e (2.31)

Comme on le sait, les invariances globales donnent des quantités conservées. Par

exemple, le courant associé a la supersymétrie a D = 11 est donné par I’expression :

Jb = 2\/—ggijFpE;9

ik { BYE{T,u0+ [0 (BL,0040) + 0 (A7*0,0)] (E,g _ gawake> } (2.32)

de sorte que les variations de la supersymétrie globale sont générées par les super-

Q:/d20J0

Les autres courants sont donnés par des expressions standards et ne sont pas présen-

charges de Noether

tées ici. Les symétries locales (de jauge) sont associées a 'invariance par reparametrization
des coordonnées du world volume avec un champ vecteur £ et un autre fermionique s

[41, 44, 45]

S XM = E0,X'+R(-T)T"0 (2.33)
6.0 = 0.0+ (1-T)k (2.34)
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Ici k est & nouveau un spineur de Majorana a 32 composantes. Le terme WZW dans
le lagrangien est essentiel pour la symétrie . Comme il est déja indiqué, la combinaison
(1—T) est un projecteur : Il élimine la moitié des composantes du spineur «. Cela signifie
que la symétrie x divise par deux le nombre de composantes du spineur physique.

L’invariance x exige 'identité de Fierz

E[lF“%%Fw% =0 (2.35)

dont la principale conséquence est qu’elle est valable seulement pour les dimensions
D =4,5,7,11 (cette identité est analogue & celle de théories de jauge supersymétriques
[31] et a laction de Green-Schwarz, qui conduit aux valeurs D = 3,4, 6,10). La version
quantique garde uniquement la dimension pertinente onze qui est celle de la M-Theory.
Les invariances locales nous permettent d’éliminer les degrés de liberté non physiques, et
de nous retrouver avec un nombre égal de degrés de liberté bosoniques et fermioniques,
c’est ce que demande la supersymétrie. A savoir, l'invariance par reparamétrisation peut
étre utilisée pour éliminer (sur la couche de masse) trois polarisations de X* tangentes
au world volume. Pour les fermions, nous invitons la symétrie x pour se débarrasser de
la moitié d’entre eux. Au total, on finit avec le compte suivant de degrés de liberté dans

les dimensions autorisées pour les supermembranes classiques :

D=4|D=5|D=7 |D=11

Xtl14—-1|5—2|7T—4 11 — 8

0 4—-2|18—41]116—8]|32—16

Nous avons fixé tous les degrés de liberté pour exposer le spectre supersymétrique
d’une maniére explicite. Nous remarquons que le nombre de fermions est le double de
celui de bosons. C’est I'un des problémes en suspens qui consiste a trouver des champs
auxiliaires qui correspondent aussi & des degrés de liberté off-shell. 11 est probablement
aussi difficile de trouver une formulation off-shell pour N = 8 de la supergravité. En fait,

il est probable quune formulation off-shell dans un sens classique (avec un nombre fini
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de champs auxiliaires) ne peut exister. Néanmoins, quelques équivalents d’une version
off-shell de la supermembrane ou d’un outil aussi puissant est nécessaire si nous voulons

régler ce probléme.
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Chapitre 3

Le formalisme de la

paraquantification

3.1 Introduction

La mécanique quantique (M.Q) configure présque toutes les théories de la physique
moderne.
Son importance est die a son succés a unifier le double aspect de la matiére (onde-
corpuscule)
Ces deux aspects sont bien déterminés par :
La condition de Bohr
hv = E; — Es (3.1)

Et la relation de De Broglie :
h
A= — (3.2)
|
ol v et A représentent ’aspect onde de la matiére et F et |p| la partie corpusculaire.

Dans le cas relativiste on peut montrer que ces deux relations sont une conséquence
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directe des équations du mouvement de Heisenberg :

0A
—ih—— = [A,P .
Zhaqﬂ [A, P, (3.3)
p o= 0,3

A étant une observable arbitraire et P, le quadrivecteur énergie-impulsion ot (Fy, P, P», P3) =
(H, Py, Py, P;) et (qo, 41,42, 3) = (. Gus 4y, G2) -

Nous savons que dans un systéme classique, on peut écrire le Hamiltonien en fonction
des coordonnées ¢; et leurs conjugués p; avec (i = 1,d ; d =DDL)

Ce que nous appelons le principe de correspondance de la M.Q est que toutes les
variables deviennent des opérateurs et que les équations du mouvement restent valables
avec la condition que I’équation de Heisenberg (3.3) soit vérifiée.

Il existe des contraintes sur les opérateurs ¢; et p; :

[9:,q] = [pi,ps] =0 (3.4)
i, p5] = hdy; (3.5)

Le point essentiel de la M.Q est ’equation de Heisenberg (3.3) mais les équations
de commutations (3.4-3.5) ne sont pas uniques [46], ce qui nous conduit a faire une
généralisation de la M.QQ qu’on appellera paraquantification (P.Q).

Pour mieux voir ce formalisme nous étudions le cas simple d’un oscillateur harmonique

[47]
3.1.1 Paraquantification

L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique s’écrit sous la forme

H==>(p"+¢) (3.6)

N | —
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les équations du mouvement sont données par

Le principe de correspondance avec I'’equation de Heisenberg nous donnent

ig = lqg,H]=1p

ip = |[p,H] = —iq

Mais avec la restriction [g, p] = 2, on montre que cette condition n’est pas unique

Pour cela, on utilisera les opérateurs définis par :

1
ﬁ(q p) (3.7)

1
at = —(qg—1i 3.8
ﬁ(q p) (3-8)

Ces relations nous donnent :
L. +\ —

H = é(a a+aat) =N (3.9)
l[a, N] = a, [a+,N}:—a+ (3.10)

Pour le spectre de N on le définit comme suit :

Nn) = Ny|n)
(3.11)
(n|n') = O’
et
N, = Ny+n avec Ny >0, neN (3.12)
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a partir des équations (3.9-3.11) et (3.12) on montre facilement que :

No +n = (]an_17n|2 + |an,n+1]2) (313)

DN | —

Avec

an = (nlaln’)

On peut alors résoudre cette équation par récurrence sur n pour obtenir :

N|=

(2N +n) n pair

Unn+l = Qpyypn = 1 . .
(14 n)2 n impair

et donc de montrer que

(nf [a,a* ]|y = Y {{nlaln”) ([ a” [n') = (n]a® [n") ("] a|n')}

- 5nn’ (’an,n+1|2 - ‘a’:,n71|2)
Ce qui est équivalent & écrire

2N n pair
(nf [a,a*] ') = B { P (3.14)
2(1 — Ny) n impair

Nous définissons 'ordre de la paraquantification de telle sorte que Ny = % ou ( est

Pordre de la PQ.

Remarquons que seule la valeur () = 1 nous conduit a la relation de commutation

ordinaire [a,a’] = 1 qui représente le cas d’un oscillateur harmonique (bosonique) dans

le cadre quantique.

Pour ) = 2 c-a-d Ny = 1 nous aurons une relation du type :

aaat —aTaa = 2a
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De méme, ’hamiltonien d’un oscillateur fermionique est défini par :

H=-(b"b—bb") = N. (3.15)

DO | —

on peut alors monter que

N = (‘bnfl,nIQ - |bn,n+l‘2) (3-16)

DN | —

De la méme maniére, on montre que () = 1 conduit aux relations d’anticommutation
{b,6*y =1, {bb} ={b", 0"} =0 (3.17)

donc 0% = (b+)* =0

Pour () = 2 nous aurons les relations
bb™b = 2b, bbb 4 bTbb = 2b (3.18)

et
b= ()’ =0

3.1.2 Généralisation au cas de plusieurs oscillateurs

Soit un systéme de plusieurs oscillateurs harmoniques bosoniques ou fermioniques
Dans le cadre paraquantique, les opérateurs ay et a; (bosoniques ou fermioniques)

vérifient des relations trilinéaires de telle sorte que

[ak, [a;r, an] 4 = 20a, (3.19)
[ak, o), a] 4 = 20pa; F 20ma) (3.20)
[alm [ah a/n}:':] =0 (321)
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Le signe en haut est associé aux parafermions, celui en bas pour les parabosons

le vide est défini par

010) =1 (3.22)
ap0) = 0 Vk (3.23)

avec la condition qui fixe ’ordre de la paraquantification

Ces relations dépendent du vide, mais on peut trouver des relations qui se suffisent &
elles seules (“self-contained”).

Le probléme qui se pose est que lorsque l'ordre de la paraquantification augmente les
relations se compliquent.

L’une des solutions & ce probléme est d’utiliser la décomposition de Green [48], qui

est définie comme suit :

Q Q
ay = Z al® | af = Z al™"
a=1 a=1

ol a,(f) est la composante de Green qui agit dans le para-espace de Green.

les relations (3.19-3.21) deviennent bilinéaires :

[aé“),al(a”—i = Ow (3.25)
[a,(f),a,(“fi =0 (3.26)
[a,ﬁ“)ﬂz(ﬂH_jF _ [aﬁf“),al(ﬁ)L:O (a # B) (3.27)

le vide |0)" vérifie :

al™ [0Y =0, VE, a



Donc

ap|0)' =0,  Vk

et :

aka;r |0>, = T(Skl |0>,

Ce qui implique que |0)’et |0) sont équivalents.
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Chapitre 4

La membrane bosonique et
parabosonique : Dimensions
critiques et une noncommutativité

déformeée

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier une théorie perturbative classique d’une membrane
bosonique basée sur ’étude d’une limite a basse énergie, on discutera la fermeture de
I’algébre des contraintes. Nous paraquantifierons ce modéle dans les deux approches co-
variante et transverse. A partir de la fermeture de la (para) algeébre de Poincaré, nous
chercherons une relation entre la dimension de ’espace-temps D et ’ordre de la paraquan-
tification (). Enfin, nous discuterons la théorie de la membrane bosonique en interaction

dans un champs de fond B [49]
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4.2 Etude perturbative classique de la membrane bo-

sonique

4.2.1 Action

On considére une membrane bosonique ouverte qui se déplace en (D — 1) dimensions
spatiales et décrivant le world volume, paramétrisé par %, a = 0, 1, 2. Nous utilisons une
métrique Minkovskienne de signature (—, +, ..., +) avec X* (7,0, p) est la coordonnée de

la membrane. L’action de Polyakov pour la membrane bosonique est donnée par [50] :
§=-In [ oy h (K0, X" 0y X", — 1) (4.1)
= 7 o a b 77/“, .

avec

h = det ha (4.2)

et u,v=20,1,...,D — 1. T, décrit la tension de la membrane.

Pour simplifier I’étude de la dynamique des membranes, nous devons utiliser les sy-
métries de la théorie. Malheureusement, contrairement au cas de la théorie classique des
cordes , ou il y a trois composantes de la métrique et trois symétries, en 'occurrence :
deux diffeomorphismes et une symétrie d’échelle, conduisant a une spécification compléte
de la métrique par une fixation de jauge pour la membrane, nous avons six composantes
indépendantes et seulement trois symétries de difféomorphisme et en particulier pas de
symétrie d’échelle.

Comme conséquence, les équations du mouvement de la membrane sont intrinséque-
ment non linéaires, ce qui ne permet pas d’obtenir leurs solutions générales. Certaines
solutions particuliéres ont été considérées dans la littérature. Un chemin particulier de
solutions est ’étude de la limite & basse énergie d’un rayon faible de la membrane cy-
lindrique o1l on choisit la direction 02 = p de la membrane comme enroulée autour d’un

cercle de rayon R (0 < p < 27R).
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Nous cherchons des solutions de la coordonnée de la membrane X* (7,0, p) avec le
choix introduit par [51] comme suit :

On consideére le modele perturbatif suivant (a = («,2)) [51, 52] :

X" (7,0,p) = 2" (r,0) + pW" (7,0) (4.3)
avec une métrique
he? = g (7,0) (4.4)
ha2 = gaﬁ (7-7 U) ¢,6’ (7-7 J) (45)
B2 =14 66,0, (4.6)
a,=0,1

ou W* est un champs constant normé.

Notons cependant que dans [52], la théorie perturbative est considérée jusqu’a l'ordre

Au début, la métrique h® posséde 6 composantes indépendantes, mais dans cette
écriture de h, il ne reste 5 indépendantes tandis que la sixiéme est fixée par la jauge
h?? =1+ g*’¢,¢4 pour satisfaire la condition det h*” = det g”.

L’action (4.1) prend alors la forme suivante :

T
S=-% / d?0/=99*° Do Z" D Z"n,, (4.7)

avec D, ZH = 0, 7"+ ¢, WH, et la tension de la membrane 7;,, se réduit a celle de la corde

T, par la relation :

T, — 2xRT, — & (4.8)

ou [, est la longueur de Planck.

Notons ici que I'invariance par reparamétrisation de p est cachée par son absence dans
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l’action. Cependant, le champ ¢, joue le role de p a I’égard de la symétrie cachée de la
membrane qui est devenue une symétrie supplémentaire a la corde étendue et qui prend

la forme [51, 53]

SAZ" = WHA (4.9)
Sathy = —OaA (4.10)

Cette symétrie supplémentaire doit étre considérée comme une invariance de jauge
supplémentaire de la corde dans lesprit des modeéles de Wess-Zumino-Witten jaugés [53].
Finalement, cette action devient invariante par rapport aux symétries : de Poincaré,
locale, et de Weyl, avec aussi une nouvelle symétrie de jauge supplémentaire de paramétre

A.

Les moments canoniques des champs Z#, gng, ¢, sont respectivement :

% = —T,\/=—gDoZ" (4.11)
af _

% = 0 (4.12)
15 =0 (4.13)

Il est clair que, si IT}, correspond a une véritable dynamique, Hg‘ﬂ et 113 sont des contraintes
principales (primary constraints) de la théorie. La premiére est équivalente a 1’annulation

du tenseur energie-impulsion :

2 08

Ta = ————
P g 0g°

1
~T, (Dazupﬁzu - §gaﬁg”"DpZ“DUZM) —0 (4.14)

et la deuxiéme est equivalente a la solution de I’équation du mouvement du champ induit
¢,, donnée par

W*DoZ, =0 (4.15)
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On peut alors définir les trois équations de contraintes de la théorie comme suit :

X1 = 29T Too = 05, + T.D, Z" D, Z,, = 0 (4.16)
X2 = V9T =1l;D:1Z, =0 (4.17)
xz = W"I, =0 (4.18)

qui représentent les trois conditions imposées sur la métrique du world-volume par une
analyse hamiltonienne détaillée d’'une membrane libre [50].

Le hamiltonien classique est exprimé par :

H= / doH, (4.19)

ou

Hoy = Y X1+ @)@ + @¢1X3 =0 (4.20)
275911 g1 g

L’evolution temporelle du champ Z* et de son moment conjugué I, est décrite par :

Y o0H Y OH
O\ VARES {ZuaH}PB = {ZM7HZ}PB E + {Zu: Z }PB 87 (4-21)

Cette derniere avec le choix particulier correspondant a ¢, = 0 conduit a une forme

ordinaire des crochets de Poisson (P.B) comme suit :

{Z" (o), 11z, (6")}ppg = =080 (0 — &) (4.22)
{gus (0) T (6)} . = % (605 + 6962) 6 (0 — o) (4.23)
{60(0). 1 ("} =85(0—0) (4.24)

{ailleurs} pp =0

maintenant et par la suite, on considére I1, = —T,\/—g0y Z".

Notons ici que le P.B pour le champ induit ¢, n’est pas vérifiée, ce cas est identique
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a celui du champ électrodynamique Ay en QED, lorsque la jauge de Lorentz est utilisée.
A partir des P.B (4.22-4.24), on peut facilement montrer que les contraintes (4.16-

4.18) satisfont 1’algebre fermée suivante :

{1 (0),x1 (0)}pp = 477 [X2 (0) + X2 (07)] 016 (0 — ) (4.25)
{X2(0),x2 ()} ps = X2 (0) + X2 (0)] D16 (0 — o) (4.26)
{Xs (), x5 (0")} ps = (4.27)
{x1(0),x2 (0"} pp = =T [x1 (0) + X2 (0)] 016 (0 — o) (4.28)
{1 (0),x3 (0} = T2 [x3 (0) + x5 (0)] 010 (0 — o) (4.29)

(@), x5 (") (4.30)

I’ensemble de ces relations est ’équivalent de la fermeture de 1’algébre des contraintes
pour la membrane libre donnée dans [11].

Maintenant, et comme il est mentionné ci-dessus, il est possible d’utiliser la symétrie
de Weyl pour fixer la jauge ¢*’ = n®?, qui represente 1'un des avantage de ce modéle.

On peut alors adopter la stratégie habituelle en théorie des cordes par rapport a ’al-
gebre de Virasoro en regroupant les contraintes précédentes dans une écriture compacte,
ceci est fait par la substitution de la contrainte y; dans les deux autres.

Redéfinissons maintenant le moment conjugué II%, comme suit
Y, =11, — (IIz), W (4.31)
ou WH est un tenseur symétrique constant défini comme suit :

WH = WHIVY (4.32)
W, =WH =1 (4.33)
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On peut alors écrire

X1 — X3 =% +T.D,Z"D1Z, =0 (4.34)

Xo — X3 = 114 D1 2, =0 (4.35)

ou 5 est la condition donnée par 'équation @3 = WHD,Z,, =0
Il est facile de voir que

~ 2
4 + 7,0, 2" =0 (4.36)

qui correspond & la forme bien connue des contraintes en théorie des cordes classiques.

L’équation du mouvement du champ Z* est
0.D*Z" =0 (4.37)
on consideére les conditions aux bords de Neumann (pour une corde fermée)
DyZ* (1,0) = D1 Z* (1,2m) =0 (4.38)

En substituant (4.15) dans I’équation (4.37), avec les conditions aux bords (4.38), la
solution générale coincide avec I’équation ordinaire de la corde habituelle qui est donnée

par la relation suivante :

1 { 1 1 —2in(t—0o ~p —2in(T4+0
PTG\ AT Dy (e @) (4.39)
s § k0

Z' (t,0) =25 +

On peut aussi réécrire les relations P.B (4.22-4.24) en fonction des modes comme suit :

{O‘laia O‘Z@}PB = _innuy(sn—l-m (440)
{ah. atpp = —inn™ 0nm (4.41)
{0, 0" pp = 1" (4.42)
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résolvons I'équation (4.15), I'équation (4.36) est réécrite sous la forme B2 = 0 ou

B = (8 — 0) (2" — W Z,) (4.43)
BY = (9 + 01) (2" — W Z,) (4.44)

Introduisons maintenant les générateurs de Virasoro L,, et L, définis & travers les trans-

formations de Fourier des contraintes précédentes :

9 oo
2 —2n(t—o0)
B = §_ Lne (4.45)
2
2 n(r+o)
Bl= m_EOOL e (4.46)

En terme de modes, L,, et Zn prennent les formes suivantes : :

1 14
- § Z AZ_mAnT]NV - Z O/rt m nuy - WMV) (4:.4:7)
+o0 " ~
9 Z AZ_WAZU#V — 5 Z an m~z 77/1,1/ - W,uzz) (448)
avec
AZ = O‘Z o Wupanp (4.49)
Al = aly - W, (4.50)

et qui vérifient la forme habituelle de I’algébre classique de Virasoro.
On peut également voir que les générateurs de Poincaré sont inchangées et vérifier la

fermeture de ’algébre classique.
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4.3 Paraquantification covariante et fermeture de I’al-

gébre

4.3.1 La paraquantification covariante du modéle

La paraquantification de la théorie est conduite par la reinterpretation des variables
dynamiques classiques Z# (1,0) et I, (7,0) comme opérateurs satisfaisant les relations

de commutation trilinéaires :

[Z“ (1,0),[0% (r,0") 114 (T, a”)]+] = 2i [P 115,6 (o — o') + 1176 (o — ")) (4.51)

(1% (7,0), (2" (1,0"), 2" (1,0")],] = =20 [0 Z°6 (6 — &) + in* Z"5 (o — &")]

(4.52)
[Z“ (r,0),[2" (r,0") , 11 (T, a”)]+] = 2in**Z"6 (o0 — o) (4.53)
[H% (r,0),[2" (r,0") , 11 (T, U”)]+] = —2in" 1156 (o — o') (4.54)

Réécrites en termes des variables du centre de masse z)), p* et des modes d’éxcitation a

et al de la corde, les équations (4.51-4.54) sont équivalentes & :

[k, [at, ], ] = 20 (11" Snm00f + 0" 8100, (4.55)
[OJZ, [AV7 Oéranr] = 2nnup6n+m,OAV (456)
[&Z, [a:m O‘ler] =2n (77“”5n+m,0&f + nupén-i-l,oaym) (4'57)
[ak, (B, aﬂ+] = 200" 8y mo B” (4.58)
(26, ", p°)L] = 28 (f""p’ + n"*p”) (4.59)
(26, [C", 9", ] = 2in*C” (4.60)
[, (2, 28], ] = =20 (0™ 25 + 0" =) (4.61)
[p",[D", 2], ] = —2in" D" (4.62)

ici, les operateurs A*, B*, C* et D" sont respectivement :
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Al =2l ol ou pt.
Bt =z, a* ou p*
CH = okt ak ou 2.
DF = ot ol ou pH
Toutes les autres relations sont nulles.

Les composantes de Green d’un paraboson A peuvent étre généralement exprimées

comme suit [46, 47, 48] :
Q Q

A=A =3 e A (4.63)
a=1 a=1

ou a = 1,0, Q est le paramétre de la paraquantification et e* sont des éléments d’une

algebre de Clifford satisfaisant les relations suivantes :

e 4 efe = 257 (4.64)

[e*, AP] =0 (4.65)

alors, la décomposition des variables dynamiques peut étre réécrite sous la forme

Mo

ZM(1,0) = 78 (1. 0)
B=1
_ ¢ w(B) 1 w(B) i 1 1 w(B) ,—2in(t—0o) ~u(B) —2in(t+0)
_BZI Z +7rTSp T—|—§ WTS;OE(O% e +a, e >

(4.66)

En termes de composantes de Green, les relations de commutation trilinéaires (4.55-

4.62) sont équivalentes aux relations bilinéaires anormales suivantes :

(@) ()] — v . (@) (B —
[OJTAL » Oy } - n,r/N 5n+m,0 ) [O[z » Xy ]+ =0 «Q 7& ﬁ (467)
(@@ @] =S [@@@P] =0 a#s (4.68)
+
[Zg(a)apy(a)] - inuy ; [Zg(a)apy(ﬁ)] N =0 (07 7é B (469)



et tous les autres commutateurs (et anticommutateurs) de type [A“(a), BV(Q)} =0 (et

[14,11(04)7 BV(B)]JF = 07 pour « % ﬁ)

4.3.2 (Para) algébres de Poincaré et des contraintes

Dans le cas parastatistique, les générateurs de Virasoro L,, et L,, ont la méme écriture

que dans le cas classique avec une symétrisation adéquate, on peut alors écrire :

]_ o ]- < = « v(a
Lo=7 > ol ], (= W) =530 30+ a0 s (n,, = W)
m=—oo a=1 m=—o0
(4.70)
TR R - U 1SS N2 ) o)
Lo=7 2 (@@, (= W) =530 D @@ s (0 — W)
M——00 a=1 m=—o0
(4.71)

On peut facilement vérifier que I’algebre de Virasoro reste inchangée en dehors de la

charge centrale qui prend la forme cg = Q (D —1) /12 :

L L] = (=) L+ 20 (12 1) 6, (4.72)
[En, Zm] = (n— 1) Losm + %n (12 = 1) Spimo (4.73)
[Ln, Zm] ~0 (4.74)

De la méme maniére, et aussi avec une symétrisation adéquate, nous pouvons définir

les générateurs du moment angulaire associé aux transformations de Poincaré comme
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suit :

1 21
= /0 do ([2#,115], — (27, 11%].)
1 1
=371~ 3l
. 4o 1 e ~u ~v ~
_ % Z > ([Oé/im7aym]+ _ [aim,aglh + [a’im,am]+ = [a,m,a%L) (4.75)
m=1

Ces générateurs avec I'impulsion totale vérifient une (para) algébre de Poincaré fermée

donnée par :

[P, [, )] =0 (4.76)

[p!', M¥*] = —in""p’ + in’p" (4.77)

M™ | MP?| = in“P MOF — inh® MY — in” MP* + in® MY° 4.78
n n 7

Ou la relation habituelle [p*, p¥] = 0 est brisée.
On peut aussi montrer que les conditions des états physiques sont invariantes sous les

transformations de Lorentz. On peut en effet voir ceci & travers les relations suivantes

M, L] = [M’“’,En] —0 (4.79)

4.4 Paraquantification transverse et dimensions cri-

tiques

4.4.1 Paraquantification transverse

Maintenant, aprés avoir exploré la paraquantification de la membrane & la limite
basse énergie dans la jauge covariante, en imposant les conditions de Virasoro comme
des contraintes subsidiaires sur des états physiques, il y a encore une symétrie de jauge

résiduelle qui peut étre utilisée pour faire d’autres choix spécifiques de jauges. En effet,
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en faisant un choix particulier non covariant, il devient possible de résoudre les équations
de contrainte, et de décrire la théorie dans un espace de Fock qui représente les degrés
de liberté physiques seulement.
Ce choix particulier correspond & imposer des conditions de jauges supplémentaires
et qui sera non covariant, mais trés pratique.
— La premiére consiste en la substitution de la contrainte y; dans les deux autres x;
et x, afin de réduire le probleme & une théorie des cordes, ceci se traduit par les

choix spécifiques et convenables suivants :

ZP-1 = ;D1 (4.80)
pPrt=aP =G =0 pourn#0 (4.81)
ZM(1,0) = (2", 2" (1,0)) , i=0,D—2 (4.82)

ce qui réduit le modele & une corde parabosonique fermée étendue qui se déplace dans
un espace-temps plat & (D — 1) dimensions
— Le second correspond a utiliser la jauge transverse habituelle donnée par les équa-

tions :

Zt(r,0) = 2" + d'p"1 (corde fermée) (4.83)

af =al =0 pourn#0 (4.84)

n

dans laquelle les équations de contraintes de Virasoro seront résolues pour obtenir les

variables dynamiques o, @, 25, p*, 2} et p’ avec I =1,D — 3, et T, = 27c/.
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Ces derniéres vérifient les relations trilinéaires suivantes :

[afu [a, ol | =20 (Brimd" ol + 6nr106™a,) (4.85)
[a;, [A,a2] | = 206, 4m00" A (4.86)
[a{“ (@0, 7| = 20 (Onsmod" a5 + Gnri06a2) (4.87)
[ag, B,a2] | = 206.1m08™ B (4.88)
=4, [ ], = 20 (67 + ) (4.89)
[zé Jop’], | =2is7c (4.90)
[pf, (o, A0, | = 20 (8728 + 6752 (4.91)
[pl, D, =] ]+_ = —2iD (4.92)
[Zo_ : [p+,p+]+: = —4ip" (4.93)
[zo_, [E.p%],] = —2iE (4.94)
[ 20],] = iz (4.95)
[er, F, zo‘]+_ =2iF (4.96)

ou les opérateurs A, B, C, D, E et F' sont donnés par :

_J = _— _+ I
A=z, q,, 25, p" ou p.

I S I
B =z, o, 2y, p" ou p

BN et Y I
C=aop,q,, 25, p" ou 2.

N o B I
D=qo, a,, z,,p" oup
N B P I
E =z, o, 2y, o, ou p
Y B R P 1
F =z, a,, z5, a, oup

Toutes les autres relations trilinéaires sont nulles.

En termes de composantes de Green, on peut écrire les relations bilinéaires anormales
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suivantes

[, 0] =n6" 60 m ; [al® 0P, =0 a#8 (4.97)

@O @] = oo [@O@P] =0 azs (4.98)
. +

" =i 0] —0 azp (4.99)
. +

[Z(;(a)ap+(a) =1 ; [Z(;(a)?p+(ﬁ)] =0 « 7A 6 (4100)
. +

et tous les autres commutateurs (et anticommutateurs) de type [A(a),B(a)] =0 (et

[A(O‘), B(m]Jr =0, pour o # 3).

4.4.2 Nouvelles dimensions critiques

Afin de vérifier la cohérence de ce modeéle paraquantique, on va construire les généra-
teurs de Lorentz et vérifier leurs relations de commutation. La seule source de ’anomalie
est le commutateur [M?~, M7~ ]qui doit étre nul. A partir de la relation (4.75) on peut
écrire I'expression du generateur M’~ comme suit (nous avons choisi WP~! = 0) :

1
M- = 3 [Z(I)7p_]+ —3 [Z()_up]]+

) 1 1
Ay _Lf’:b:| - |:_Lt—Tm’ Oévln:|
- V2a ( { pt "], pt n

1~ 1~
+ [&I_m,ijg] - [TLTm,&fn] ) (4.101)
p Lo Lp N

ol la forme paraquantique des modes est imposée de la maniére suivante :

21 21
a, =\| 5L ou a, W =,/ S =I5 (4.102)
o'p a'p
~ 2 1~ — 21
& = /ap__yl’g a;?=4/= . Ltr(ﬁﬁ (4.103)
! 2
ay =qp = %p’ ou g =1/= Lirep) a) (4.104)
o'p
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(a est la constante d’ordre, et a = a)

la partie transverse des générateurs L, et L, est donnée par

Q | D=3 o0 TR
Lir =3 piree - 7 [ mat], =5 3 c ol Ql@) . (4.105)
a=1 I=1 m=—o0 a=1 I=1 m=—o00
_ Q 1D73 +00 lQDf?, 00
EI SIS S SN IS o S SR L RIS
a=1 I=1 m=—o00 a=1 =1 m=—o0
Maintenant, en utilisant les expressions suivantes :
[AB,C], = A[B,C], - [A,C]Bor A[B,C|+[A,C],. B (4.107)
[A,BC|, =[A,B],C—-BI[AC] or [A,B]C+ B[A,C], (4.108)
1
¢(0) = —3 (4.109)

ou ( (s) est la fonction usuelle de Zeta-Riemann definie par :

C(s)=>) n* (4.110)

et en utilisant I’ensemble des relations trilinéaires (4.85-4.96), on peut ficilement voir
que [#,Lﬂ = [#,Zﬂ = 0 . Alors, il n’est pas difficile de vérifier que 'expression

(4.101) peut prendre la forme suivante :

R ) 1.
MI __|:Z(€71F:|+(L6 —a)—§[20,p1}+

o
. +oo
¢ I 1 :| tr tr |: 1 I:|
- Xy Lm_L—m Oy
\/20/;:1 ([ Pty pt n
~ 1 ~ ~ 1
+ [Oéim —J Ly — LY, |:_+7a7[n:| ) (4.111)
R p .

qui coincide exactement avec celle imposée dans la référence [54].

67



Maintenant, en utilisant les relations (4.85-4.100) et (4.111), un calcul direct donne :

1 X
M- M = —— (Oé]_ all o —la? . all +
~I  ~J ~J o~ QD -3) 1 1
(O s ] = [0, %L) [T n—_ )+ a—2n
(4.112)
qui doit étre nul pour les conditions
24
D=3+ — 4.113
0 (4.113)
a=2 (4.114)

En particulier, on peut avoir des membranes parabosoniques avec des dimensions
critiques D = 27, 15, 11, 9, 7, 6, 5 et 4, respectivement pour les ordres ) =1, 2, 3, 4, 6,
8, 12 et 24.

Ce résultat, qui peut étre réécrit sous la forme D — 1 = 2 + %, refléte la relation
D =2+ % pour les cordes parabosoniques [18, 54|, car, comme il était mentionnée
ci-dessous, la corde est dérivée d’une réduction dimensionnelle de la membrane, de sorte

que, 'une des dimension de la membrane est absorbée par une jauge.

4.5 La membrane parabosonique dans un champ de
fond constant

Comme il a été briévement évoqué dans l'introduction, nous allons étudier la mem-

. . 7 9 . 7 7

brane bosonique qui se propage en présence d'un champ (3-form) A4,,,. Comme il a été
mentionné ci-dessous, ici, et & cause des difficultés dans les sections precédentes, on est
obligé de trouver un systéme plus simple qui tire profit des caractéristiques essentielles

de la dynamique d’'une membrane ouverte dans un champ constant a 3-form. Puisque
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la paraquantification directe de la membrane est difficile, jusqu’a présent, nous sommes
amenés a travailler dans le méme secteur des solutions utilisées dans les sections précé-
dentes de ce chapitres c’est a dire : dans le cas libre : la limite a basse énergie d’un rayon
faible d’une membrane cylindrique.

Le probléme est réduit a I’étude d’une corde étendue qui se propage en présence d'un
champ a 2-form B,,. Puisque, dans le cas quantique, I'origine de la noncommutativité
est la présence du champ de fond qui est couplé a la corde, on est conduit & poser la
question quel serait le résultat dans le cas paraquantique ?

L’action de Polyakov d’une membrane bosonique en présence d’'un champ de fond

A, s'écrit [8, 55 :
Tm 3 ab v 1 abc v
§=—7 [ do|V=h (W0, X 0 X", — 1) + S A€ QX DX X0 | (4.115)
En utilisant la troncature (4.3) avec I’écriture de la métrique h® (4.4-4.6), I'action

(4.115) sera réduite a I'expression :

1

4o

S:

/ d*c (0*’ Do Z" D2, + B 0,2"052") (4.116)
avec
B,u,u = A,ul/pr (4117)

Maintenant, dans la jauge ¢, = 0 utilisée dans les sections précédentes, I’expression

du moment conjugué canonique est donnée par :

1
2mal

I, = (002" + Bd1 Z) (4.118)

La variation de Z* dans l’action conduit a I’équation du mouvement (4.37), avec les

nouvelles conditions aux bords :

B Z" + Bud Z¥|7") =0 (4.119)

o=l
o=0
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(I = 7 pou une corde ouverte et 27 pour une fermée)

On peut obtenir la solution sous la forme suivante

1 .
ZM(1,0) = 25 + 2d/ (p*T — B* p’o) + iV 20/ Z — (et cosno —iB" ,al sinno)e "
n#0 n
(4.120)

pour le cas ouvert et

ZM(1,0) = 2b + 2d (p'T — B* p’o)

) 1 4 _ _ ‘
F VIS~ (ol = B o) e (@ B ) e )
n#0 n
(4.121)

pour le cas fermée.

On considére maintenant, uniquement le cas ouvert.

Rappelons d’abord que, dans le cas ordinaire, la quantification de Z* (1, 0) doit étre
différente des relations de commutation canoniques habituelles pour un champ libre, parce
que les relations de commutation standards sont incompatibles avec les conditions aux
bords (4.119). II faut modifier la quantification d’une maniére cohérente. En effet, alors
que les relations de commutation sont standards pour tout point situé a l'intérieur de la
corde ouverte, aux deux extrémités, nous trouvons que les coordonnées de ’espace-temps
sont noncommutatives.

Ici, dans le cas paraquantique, nous procéderons de méme, & savoir la encore, il faut
modifier la paraquantification d’une maniére cohérente.

La maniére habituelle de la quantification d’un systéme classique consiste & com-
mencer par la structure symplectique sur ’espace des phases. En appliquant la méme
procédure que dans [9], étendue au cas paraquantique, on trouve que la forme symplec-
tique symétrisée est :

1 v
Q_§</dmwpwwmgh> (4.122)
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avec

En termes des composantes de Green, on peut écrire

Q

Q
0 - Z Qlaa) 4 Z 0eB)

a=1 a#p

Qlee) — < / dan“”dz,ﬁ‘”dn’“z‘(“)>

o vio ™ v o . 1 « vio
= Myudp"® (dz® + 28" ) +z;EMWdaﬁ( )da”

Qe =0  a#p

o M# =q — BB

Ce qui nous conduit & écrire les relations bilinéaires anormales suivantes :

[aﬁ(a), o/;rfo‘)] =n (Mfl)w Ontm,0 ; [@Z(a)a a,’;fﬁ)h =0 aFp
[z{f(a),p”(a)} —ir (M) [261(04)7pu(5)]+ =0 a#pB
[zg(a), Zg(a)} =T (BM_l)W ; [zg(“), Zg(ﬂ) =0 aF#p
[pu(a)’pl/(a)] =0 : [pl‘(a)yp’/(ﬁ)}+ =0 o % 5
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(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)
(4.129)

(4.130)



qui sont équivalentes aux relations de commutation trilinéaires suivantes

[, of].] =2n [(M™)" bpsmoct, + (M) 8, 1100%,] (4.131)
(o, [A", o] ] = ( )Y SnmoA” (4.132)
{20719 P)) = 20w (M) p + (M) ] (4.133)

26, 25, 261, ] = 2im [(BM )" 2 + (BM )" 2] (4.134)

(26 [z 7)) = 2im [(BM)™ pf + (M) 2] (4.135)

(26 [20, af], ] = 2i (BM™1)™ af, (4.136)

(26, o, p), ] = 2im (M) oy (4.137)

] (4.138)

[ 25, 26]+ —2i [( )W 25+ (M 1)“’) zg]

ou A" =zl ou p* et les autres relations trilinéaires sont nulles.
Il n’est pas difficile de voir que les relations trilinéaires pour le champ Z* et son

moment conjuqué II%, peuvent étre écrites comme suit :

[Z“ (1,0),[2" (1,0"), Z° (T, 0”)]+] = 27 [(BM_l)W ZPe (o,0") + (BM_l)M) ZVe (o, a”)]
(4.139)

(28 (7,0), [y (7,0") T (7,0")],] = 20 [P A (0 — o) + T A L (0 — o)
(4.140)

1% (7,0), (2" (1,0"), 2" (1,0")],] = =20 [ ZP AL (0 — ') + if"* Z" Ay (0 — 0”)]
(4.141)

(2" (7,0),12" (r,0") , 1% (7, 0”)]+] =2i(r (BM*I)W e (0,0") + " Z" A (0 — 0”)]
(4.142)

[Hg (1,0),[2" (1,0") 117 (T, 0")]+] = 2" 1,A, (0 — o) (4.143)

72



avec

1 pour c=0 =0
e(o,0')=4¢ -1 pour c=0 =
0 ailleurs.

et

1
Ay (c—0')= - (1 + Zcosnacosna')

n#0
notons que, en termes de composantes de Green, on peut écrire :
[Zu(a) (7_’ 0_) 7 7v(B) (7—’ 0’)} s =7 (BM_I)HV 50465 (07 UI)
[Zu(a) (1,0) ,HZ(’B) (T, O’l)] =m0 A4 (0 — OI)
dap

1 (r0), 17 (7.0)| =0

dap

ol le commutateur g-déformé est défini par [56] :

[A,B], = AB — ¢BA

QOc,B = 25046 — 1

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)
(4.150)

On peut enfin conclure qu’en plus de I’approche générale de la paraquantification, I'in-

cohérence des relations de commutation standards (pour un champ libre) avec les condi-

tions aux bords (4.119), conduisent & deux modifications des relations de commutation

aux deux extrémités de la cordes étendue ouverte (noncommutativité et g-déformation)

que nous baptisons : la g-noncommutativité

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a développé un modeéle limite de la membrane bosonique per-

turbative classique et démontré la fermeture de I'algebre des contraintes pour un choix

spécifique de jauges. On a paraquantifié ce modele, il est observé que dans ’approche

73



covariante, ’algébre de Poincaré est maintenue, sauf pour le commutateur [p*, p*] qui est
modifié comme une relation trilinéaire [p“, p”, p°] +] =0.

Pour la deuxiéme approche, fondée sur la jauge transverse avec les conditions supplé-
mentaires (4.80-4.82), différentes possibilités des dimensions de 1’espace-temps D autres
que D = 27 sont trouvées pour la membrane parabosonique a travers la relation D =
3+ %. On a utilisé la structure symplectique d’une corde généralisée dans le cas para-
quantique pour étudier la membrane parabosonique qui interagit dans un champ constant
B. On a également modifié les relations de commutation de base afin d’établir une co-
hérence des conditions aux bords avec ces relations. Cette modification conduit a une
noncommutativité déformée aux deux extrimités de la corde étendue et une déformation
a l'intérieur. Il serait trés intreressant de remarquer que I’extension parasupersymétrique
de ce travail est une nécessité. En effet, on s’attend & ce que la troncature utilisée peut
également étre appliquée a ’action d’une parasupermembrane qui donnerait une version
supersymétrique pour le modele considéré. A partir du résultat D = 3 + % pour le sec-
teur de la membrane parabosonique, on s’attend a de nouvelles possibilités de dimensions

critiques pour la parasupermembrane, c’est 'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

La membrane fermionique et

parafermionique

5.1 Introduction

Il est bien connu que, pour les cordes, les deux extensions supersymétrique : espace-
temps et world-sheet sont possibles, la premiére est ce qu’on appelle les supercordes qui
peuvent étre construites classiquement dans des dimensiens d’espace-temps D = 3, 4,
6, 10, et toutes les supercordes, sauf celle pour D = 10, présentent des anomalies qui
rendent les théories quantiques incohérentes [31]. La seconde est ce qu’on appelle la corde
fermionique qui, sous certaines conditions, est une formulation équivalente & celle des
supercordes, de sorte que, pour la corde, les extensions supersymétriques des deux types
existent. Il est également bien connu que ’extension supersymétrique de ’espace-temps de
la membrane bosonique appelé supermembrane existe pour D =4, 5, 7, 11 [17], ou seule
la dimension D = 11 survit dans la théorie quantique [31, 57]. Comme dans la théorie des
cordes, il est naturel de se demander s’il existe aussi une extension supersymétrique du
world volume de ’action de la membrane bosonique que nous appellerons la membrane
fermionique. Une tentative par Howe et Tucker [50], utilisant les méthodes standards des

calculs du tenseur a d = 3 sans l'introduction du terme Einstein-Hilbert a été faite [50],
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une telle construction s’aveére impossible. L’objectif de ce chapitre est, d’abord de tenter
une construction de ce que nous appellerons 1’équivalent d’une membrane fermionique a

la limite basse énergie, ensuite, de chercher une version paraquantique du modéle.

5.2 Construction du modéle

5.2.1 Action

A partir de 'action d’une membrane bosonique a basse énergie donnée par 1’expression
(4.7) et en utilisant les techniques standards, on peut introduire la partie fermionique
comme une extension supersymétrique N = 1 du world-sheet. Les supercoordonnées du
world-sheet sont ¢ = (7,0) et 0, = (9,5), ou f, est un spineur de Majorana & 2d.
L’introduction des superchamps donne la forme la plus générale de I'action comme suit

(I;7t=m):
S=-" [ Pod9EV.Y"VY, (5.1)

T dn M
E%; représentent les superzweibeins tangents au world-sheet, E est le superdétermi-

nant (A : les indices du word-sheet plat et M : les courbés) et

Vo Y* = DY" + Ep,U" (5.2)
%)
Da = —a + a9 o aa 53
=+ (0"0) (53)
YH = ZF 4 Gyt + %5@3# (5.4)
_ 1-
Ut = W+ o + 06C" (5.5)

" (resp. w*) est le partenaire supersymétrique de Z* (resp. WH).

Ici, w* et C'* sont des champs constants, et v* représentent les matrices de Dirac a
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2d suivantes :

. [0 -1 (o1
v = : v = (5.6)
1 0 10
[v.7"], =2 (5.7)

L’absence des termes cosmologiques implique que Paction (5.1) est invariante par les

transformations de super-Weyl :

Ey — ZEY, (5.8)
« —1 « Z.'——l a af —
E{, — =2 |Ef, — e ES (7)Y D= (5.9)
ol = est un parameétre d’échelle.

L’avantage de ce modele est qu’on peut utiliser la jauge superconforme E4, = Ejé[,

les superzweibeins plats correspondant au super-espace plat sont alors :

E =% (5.10)
E® =0 (5.11)
E% =i0" ("), (5.12)
E§ =45 (5.13)

Dans cette jauge, il n’est pas difficile de réduire 'action (5.1) sous la forme suivante

(le champ auxiliaire B est éliminé on-shell) :

| _
S=— / &0 (nabDfZ#D;?Z“ 4y DF zpu) (5.14)
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avec les notations

DEzr = 0,7 + ¢, WH (5.15)
Dy = 0a" + o (5.16)

et 1p=iply”

cette action décrit un modeéle basse énergie pour la théorie des membranes fermioniques.

En termes de composantes de spineurs de Majorana & 2d

w H
P = v Cowe= | T (5.17)

U wh

+

et en coordonnées du cone de lumiére o= = 7 + o, 'action (5.14) prend la forme

5 — _% / &0 {ADP 2" DB Z, — 2i [0 (049, + drw_) + 94 (01, + & wi)] }
(5.18)
ou ¢y = % (¢0 + ¢1)

en variant 'action (5.14), les équations du mouvement pour les champs Z* et ¢* sont

alors :

0, (872" + ¢“W*) = 0 (5.19)

7" (0a” + ¢u) = 0 (5.20)

avec les conditions aux bords (B.C) nécessaires suivantes (pour une corde fermionique

ouverte étendue)

DEZF (1,0) = DPZ" (1,7) =0 (5.21)

T, Z —0  or (S, —hae,,)|T =0 (5.22)

Notons ici que la derniére B.C coincide avec celle d'une corde fermionique ouverte
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ordinaire. Maintenant et dans ce qui suit, on ne considére que la condition de Ramond :

Y (7, m) = ¢ (7, ) (5.23)

Notons encore que I'action (5.14) ou (5.18) est invariante (on-shell) sous la symétrie

supplémentaire de parameétre A

oA ZH = WHA (5.24)
SAH = whA (5.25)
OAPy = =0l (5.26)

qui représente 'extension supersymeétrique de la transformation (4.9-4.10).
Ceci est di a la présence d’une contrainte primaire additionnelle de la corde fermio-
nique ordinaire, exprimée par (I’annulation) du moment conjugué du champ ¢, et qui est

donnée comme suit :

WEDBZ, + 4"y w, =0 (5.27)

Pour tenir compte de la solution de 1’équation de la contrainte (5.27), afin de réduire
la solution de la premiére équation du mouvement (5.19) & un cas ordinaire, on doit

imposer la jauge suivante

0o = WHOZ, + )\E#fyawu =0 (5.28)
A#£0,1 (5.29)

Dans cette jauge les deux équations du mouvement (5.19) et (5.20) prennent les formes
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suivantes :

1 —

0_0, 7" + %&mzmw =0 (5.30)

DY +i(A—1)9y_ Q" =0 (5.31)

Ot —i (A — 1), Q" =0 (5.32)

avec

Wh = WHWVY = W (5.33)

Wy, =WH =1 (5.34)

Q= wh W’ (5.35)

A partir de la B.C (5.21), on peut démontrer :
¢yl =0 (5.36)

ceci implique que

(Ylw_, = YPwy,)|g =0 (5.37)

Si on prend en cosidération la condition de Ramond (5.23), on peut obtenir la condi-

tion suivante pour le spineur constant :
wh = wh = wh (5.38)

Alors, dans cette condition, les équations du mouvement (5.30-5.32) avec les B.Cs
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donnent les solutions générales suivantes :

1 .
ZM(1,0) =z +pi'T +i Z —akhe " cosno (5.39)
n#0 n
A 1—) .
w;i (0""‘7 0'_) = dg +1 (1 — )\) dOVQVM (U+ + U_) + Z (dze—zna _ - dm/QV’ue_ZnaJr)
n#0
(5.40)

(0% 07) =db+i(1—N)deQ (o +07) + > (dge—”“’+ S ; )\dm,Q”“e‘m"_>
n#0
(5.41)

Maintenant, si on introduit le moment conjugué II%, pour le champ Z* ou on pose
la condition ¢, = 0, on peut écrire un croché de Poisson (PB) ordinaire pour le couple

Z* 11%7) comme suit :
A

{2"(0) 17 (0)} pp = =110 (0 = o) (5.42)

1
I = =9, 2" (5.43)
™

aussi, les crochés de Dirac (DB) pour la partie fermionique peuvent étre écrits sous

la forme :

{04 (r,0) 9 (1,0))} pp = —in"dapd (0 — o) (5.44)

ou A et B décrivent les indices de spin =+.
A partir des solutions (5.39-5.41), et en utilisant la propriété antisymétrique du ten-

seur ¥, on peut dériver les relations ordinaires suivantes pour les modes

ol ol = —inn" et 5.45
{ n m}PB n =+

{db,dy .} g = =10 Onem, (5.46)

L’action (5.14) est maintenant invariante par les transformations supersymétriques
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ordinaires suivantes de parametre ¢.

571 = EpH (5.47)
St = 70, 2" (5.48)

La supersymétrie locale du world-sheet donne I’expression du supercourant comme

suit :

—1
Jo= 5 DEZ, =0 (5.49)

aussi, en plus du supercourant, le tenseur énergie-impulsion peut étre exprimé comme
suit :
1—
Ty = DEZ' DY 2, + T8 (vuD{ +%DE)

1 1—
= 5ab (UCdeZ”Dz?Zu + §¢M7aD5¢u> (5.50)

Il n’est pas difficile de vérifier que les deux courants de Noether (5.49) et (5.50) sont
conserves.

Notons ici que nous avons utilisé la solution de la contrainte (5.27), mais nous n’avons
pas encore fixé la jauge pour les variables superflux. En effet, la fixation de jauge sera

imposée dans la section suivante (paraquantification transverse).

5.2.2 La superalgébre des contraintes

Les deux composantes indépendantes du tenseur énergie-impulsion sont

1— 1—
Xo = 2Too = 113 + DY 2" DY Z,, + S0" 0000y, + 5971 DI 9, = 0 (5.51)

1— 1—
Xo = Tor =1, D1Z, + ZIDM%(?O@/’M + Z@D“vODf% =0 (5.52)

On adopte la méme procédure donnée dans [59] ot, les ¢* sont on-shell, alors, les
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équations des contraintes se réduisent a (A = —1) :

X1 = 2To0 = 1% + (0, 2")? — 2 (WP, Z,)* + i (—y" On_, — PLon,,) =0
(5.53)

7
Xo =002, + 5 (WE0nb, + 04 010y,) (5.54)

La premiére contrainte correspond a celle d’une corde fermionique ordinaires décalée
2 . . ,
par le terme —2 (W*0,Z,)” tandis que la seconde est inchangée.

D’un autre coté, les deux composantes du supercourant prennent les formes suivantes :

J_ ~ gt [y, — (012, — 2002°W,,,)] = 0 (5.55)

J+ ~ Q/Ji [HZM + (alZu - QaIZpW,up)] 0 (556)

On peut démontrer que I’ensemble de ces contraintes satisfont la fermeture de la

superalgebre suivante, ot le champ W* est choisi de telle sorte que W,01¢% =0

{x1(0),x1(0")} =4[x2(0) + X2 (¢')] 010 (0 — &) (5.57)
(12(0) 12 (0)) = 12 (0) + 1 ()] A48 0 ) (5.59
(12(0) 11 (00 = [ (0) + x4 ()] D18 0 ) (5.5
(- (). ()} = =i () = 2 ()]0 (0 ) (5.60
(4 (0) 11 ()} = =i s () + 21 ()]0 (0 — ) (5.61
(- () T ()} =0 (5.62
fa0), - @ = =2 |1 (@) + 3 (0)| w3 o - ) (5.63)
(0 0). (@)} =2 |12 () + 322 (0) | 0 0 = o) (5.6
{x2(0),J_(0)} = [J (o) + %J (O'/):| 016 (o — o) (5.65)
() 2 (0)) = |12 (o) + 572 () 10 0= ) (5.66)



Ce résultat compléte la cohérence du modeéle classique. Il est alors utile de mentionner
que, contrairement & la possibilité de I'extension supersymétrique de la corde bosonique
qui conduit & une théorie cohérente de la corde fermionique, dans le cas de la membrane,
une extension supersymétrique du world-volume de la membrane bosonique s’avére im-
possible par les techniques standards, et une membrane fermionique cohérente ne peut
étre construite sans imposer certaines conditions de jauge. Etudions maintenant la version

paraquantique du modéle.

5.3 Paraquantification du modéle et dimensions cri-

tiques

5.3.1 Paraquantifiction covariante

Les variables canoniques parabosoniques Z* (7, 0) et I (7, o) (resp. parafermioniques

W'y (1,0)) vérifient les relations trilinéaires suivantes

(2 (1,0), (11 (1,0") , 115, (1,0")] | = 2i [ 1150 (6 — &) + 011" (o — 0”)] (5.67)

+]

[H; (1,0),[2" (1,0"),Z° (T, O’”)L_] = -2 [n“”Zp5 (0 —ad')+in"*Z"5 (o — 0")]

(5.68)

(2" (7,0),12" (7,0") 11 (1,0")], ] = 2" Z"5 (0 — &) (5.69)

(2" (1,0), [ (1,0") 11 (7, 0")], ] = 2i""¢%46 (0 — 0”) (5.70)

(1% (1,0), (2" (1.0") , 11 (1,0")],] = —2in" 1155 (0 — o) (5.71)

(1L (r,0),[2" (7,0") &%y (7,0")], ] = =2in"y0 (0 — o) (5.72)
[V (7.0) [0 (1,0) 08 (7,0")] ] = 2[0" 0466 (0 — o) = 06 actid (o — o”)]

(5.73)

[ (1,0),[2" (1.0') W (1,0")] ] = 20""64p2"6 (0 — ) (5.74)

[ (,0), [Ty (1,0') 4% (1,0")] ]| = 207641150 (0 — o) (5.75)
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On peut aussi définir les générateurs du moment angulaire associés a la transformation

de Poincaré comme suit

M = /0 do {% (Zr 1), — % (z¥, 1], — % ch} (5.76)

Ces générateurs avec le moment total vérifient une (para) algébre de Poincaré fermée

donnée par :

[P, [, p],] =0 (5.77)
[p!, M"*] = —in""p’ + in"’p” (5.78)
[M* M) = in”? MO* — i M¥P — in”® MP* + i/’ M"” (5.79)

On peut voir ici que la relation [p#, p”] = 0 est brisée.

En terme de modes, les relations trilinéaire (5.67-5.75) deviennent :

[, +

[ [AY af ]

77 5n+m0al +77 5n+10a )

ml+ 7””7“’)5n+m OA

1]
L]
[Zo , [p",p JJ
(26, 1B, p1,]
]
o]
/]

i ("'’ +n""p”)
nHe B”

[ Zo>zo+

(5.80)
(5.81)
(5.82)
(5.83)
20 (™ 28 + M zy) (5.84)
(5.85)
(5.86)
(5.87)
(5.88)

[P [C 2], ] = 2™ CY 5.85
[}, = 2 (0" pmod] — 1611005, 5.86
[dt, (DY, d-)] L = 20" S pvmo DY 5.87
i, (D1 D), | =0 5.88
(D, [dy,dp)_] =0 (5.89)

les opérateurs A, B!, C!" et D!' sont respectivement les éléments des ensembles A*,

B*, CHF et D* avec :
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Al = {20, p", ),
Bt = {z, oy, dly
Ot = {p", ol d,
Dt = {zy,p", o}

A partir de la relation (5.86), le mode zéro vérifie la relation trilinéaire suivante :
[do, [dg, df]_] =2 (™ dg — " di)
qui coincide avec I’algébre de Dirac suivante
(D%, M#%) = i (1T — 5T

ot I'* sont les matrices de Dirac vérifiant la relation [I'*,I"], = —2n"" et M"" sont

les générateurs de la représentation spinorielle.

En identifiant les modes zéro avec les matrices de Dirac par la relation djj = T%F“, ils

obéissent & une relation bilinéaire ordinaire
wo v Y777
[d()’ d0]+ =7

Ainsi, I’état fondamental de Ramond est un spineur de SO (D — 1,1).
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Les variables dynamiques sont exprimées comme suit :

Q
Z4 (1,0) = Z ZM8) (1, 0)
B=1
Q 1 ‘
= Z AP 4 O 4 Z ;aﬁ(ﬁ)e’mf cos na] (5.90)
B=1 n#0
Q
W (J+70 ) _ Zw_(ﬁ) (O+’U )
B=1
Q . 9 A
=5 | 20D (o + o)+ (dg@e—m - Edgﬁmwe—m*)]

n#0
(5.91)

p=1
Q . 9 ‘
=3 D 2id D (ot 1o )+ Y (d%ﬁ)e—ma* - —d;@Qwe—m)]
n
B=1 n#0

(5.92)

ou les composantes de Green [46, 47, 48| vérifient les relations de commutation bili-

néaires anormales suivantes :

[aﬁ(a), a;’n(a)} = 0" Sptm : [aﬁ(a), a;’n(ﬁ)h =0 a# (5.93)
[Zg(c@’ py(a>] i [zg(“), puw)L =  a#p (5.94)
[, dZ»fa)L =S em (@) @/ P] =0  a#£p (5.95)
[ D@, d;;fa)] 0 [ pHe, d%mL =0 a8 (5.96)
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5.3.2 Paraquantification transverse, superalgébre de Virasoro

et dimensions critiques

De méme que précédemment, le choix particulier en question correpond a imposer les
conditions de jauge supplémentaires suivantes :

— La premiére consiste en la substitution de la contrainte (5.27) dans les autres (5.49)

et (5.50) afin de réduire le probléeme & une théorie des cordes fermioniques, ceci se

traduit par les choix spécifiques suivants :

pPl=alt =0 (5.97)

pPr=0  (dP'=0) (5.98)

ZH(r,0) = (27, 2" (7,0)) (5.99)
i=0,D—2

— La seconde correspond a la jauge du cone de lumiére habituelle donnée par les

équations

Zt(r,0) = 2% + p*1 (corde ouverte) (5.100)
at =0 pourn #0 (5.101)
YT =0 (5.102)
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donc, les variables dynamiques vérifient les relations trilinéaires suivantes

I J K
[an7 [am7 a;

=2n (5n+m7051JOélK + (5n+l7061KOé7{1)
| = 208,400 A

!B, d‘]]J = 28".4m0B

- 2 (5IJ5n+m’0dl[( - (SIK5n+l’0d,,{l)

1 =9 (677p" + 675 p”)

= 26"
= —2i (6728 + 6'5 %)

= —21D

= —4ip"

| = —2iE

= 4dizy
=2%F

=0

ol les indices transverses [ prennent les valeurs 1, D — 3

(5.103)
(5.104)
(5.105)
(5.106)
(5.107)
(5.108)
(5.109)
(5.110)
(5.111)
(5.112)
(5.113)
(5.114)

(5.115)

et les opérateurs A;, B;, C;, D;, E; et F; sont respectivement les éléments des ensembles

A B, C,D,EectFon:
A= {zé,di,zo_,p*, pl}.
B={z{,al, 25, p"p"}.
C={al,dl, =, p" 2{}.
D={al,dl z5,p", p'}.
B = (bl ol o).
F={zdl pt ol p'}.

les autres relations trilinéaires de type [a, b, (] +] = 0 sont nulles.
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En termes de composantes de Green, les relations trilinéaires (5.103-5.115) sont ré-

écrites sous les formes bilinéaires anormales suivantes :

[l a2 ] = nd" 6y [l az(ﬁ)h =0 a#p (5.116)
@ a], =08, [0 =0 azp (5.117)
[zg@, pJ(a): Y [Zé(a)7pJ(ﬁ)]+ =  a#pB (5.118)
[20_@7 p+<a>: —i [zo_(“), p+<5>]+ - a#8 (5.119)
[Bi(a),d;ff”)- 0 [Bi(a),difﬁ)L =0 a8 (5.120)

Si on choisit WP~1 = 0, on peut écrire la partie transverse des générateurs de

contraintes (5.53-5.56) comme suit :

=3 S {fadoad], ) [dl,d] ) (5.121)

QR D-3 +4oo Q

= %Z Z {: ai(_ag@%f](a) c 4 (m4n) dfb(i)ndé(a) :} = ZLZ(aa) (5.122)
a=1 [=1 m=—o0 a—1
1 D-3 +oo 1 Q D-3 4o : | Q
Fr=32 2 lhwdun] =33 30 3. ol =3 FIeY (5129)

I=1 m=—o0 a=1 [=1 m=—oc0 a=1

ces générateurs vérifient la fermeture d’une superalgebre de Virasoro ordinaire avec

une charge centrale modifiée

D—-3
[28,25) = (=) L+ L0 02 = 1) (5.124)
1
(L0 B =5 (n—2m) FL,, (5.125)
D—3
[F:LT’ F:,ﬂ — 2L;T+m + %n%rﬁm,o (5126)
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Les composantes (I—) du moment angulaire donné par (5.76) peuvent étre écrites

sous la forme :

o = —L" ou afP = iL"(B'B)
- T - 1 T

d; = = Ffl ou d, B — prl (88)
— — 1 tr

Qg =P = Tl
1, ~8) _ L pur(ep)

d, EFO ou dy" = FF

en utilisant les expressions

[AB,C], = A[B,C], —[A,C] B ou A[B,C] + [A,C], B

[A,BC], =[A,B], C— B[A,C] ou [A,B]C + B[A,C],

[A,BC) = [A,B], C — B[A,C],
[A,BC) = A[B,C), — B[A,C],
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et les relations trilinéaires (5.103-5.115), il n’est pas difficile de montrer que ’expres-

sion (5.127) se réduit a :

. oo
1 1

—— dfm,—] Fr — Fir [—,dfn] ) 5.137
e 2 (] == (5.137)

cette formule coincide exactement avec la forme imposée dans [60].

En utilisant les relations (5.103-5.119) et (5.137), un calcul direct donne :

M) = Z( ol 0], = ol 0l ) l(w - 1) n]

[e%s)
n=1
)

? > ([ddl] ~ [a,.dl] ) [(% ~ 1) nz] (5.138)

n=1

qui ne peut étre nul que pour la condition

D=3+ (5.139)

O oo

Le résultat intéressant ici, c’est le fait que nous retrouvons exactement les dimensions
11, 7, 5 et 4 (correspondant & @ = 1, 2, 4 et 8) pour lesquelles les supermembranes
classique (un espace-temps supersymétrique) peuvent étre formulées [61]. De sorte que,
contrairement au cas ordinaire, ou la seule dimension D = 11 survit, ici toutes les quatres

dimensions sont possibles.

5.4 Conclusion

Contrairement a la corde classique ot les deux difféomorphismes et la symétrie d’échelle

sont suffisantes pour donner une description compléte de la métrique du world-sheet par
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une fixation de jauge, conduisant & une extension supersymétrique consistante du world-
sheet d’une action de la corde bosonique, pour la membrane, les trois seules symétries
de difféomorphisme sont insuffisantes et en particulier nous n’avons pas l'invariance de
Weyl. Alors que la construction d’une membrane fermionique s’avére impossible, en utili-
sant des jauges supplémentaires, nous avons été capables de contourner la difficulté, pour
une possibilité d’'une membrane fermionique. Aprés une construction classique cohérente,
une paraquantification de ce modele a été étudiée. En vérifiant la fermeture de ’algebre
de Poincaré paraquantique dans ces jauges, nous avons dérivé les dimensions d’espace-
temps 11, 7, 5 et 4 comme des conditions nécessaires pour la cohérence paraquantique. Ce
sont exactement celles pour lesquelles les supermembranes classiques (I’action de Green
Schwarz éq. (2.25)) peuvent étre formulées. En notant cependant qu’en plus du cas or-
dinaire (D = 11), un autre cas est intéressant, celui pour lequel D = 7. En effet, dans
un précédent travail [62], un résultat important obtenu est le fait que, en plus du cas
ordinaire (D, D) = (26,10) des dimensions de ’espace-temps dans lesquelles les deux
théories des cordes hétérotiques (Fs® Es et SO (32)) peuvent étre formulées, dans le cas
des paracordes hétérotiques, ne survit que le cas (14,6) qui est construit a partir du seul
groupe lacé possible Fs.

Alors, pour D = 6, on ne peut avoir que quatre types de théories des parasupercordes
(I, ITA, IIB et Ey) au lieu de cing. Ce résultat avec la possibilité d’une parasupermembrane
a D = 7 nous laisse penser a une nouvelle possibilité d’une M-Theory pour D = 7 (Q) = 2),

équivalente a celle pour D =11 (Q = 1).
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Chapitre 6

La densité d’états asymptotique
pour les parasupercordes et

(parasuper)- p-branes

6.1 Introduction

Les excitations dans le spectre de la corde constitue un point trés intéressant et
pourtant a peine exploré dans la théorie des cordes. Dans des processus impliquant des
distances de Planck, comme par exemple certains aspects de la physique des trous noirs,
le spectre entier de la corde est appelé & jouer un réle. Des états hautement excités
sont responsables de divergences ultraviolettes de la théorie de perturbation des cordes,
ce qui conduit a des effets tres interéssants, en particulier la densité d’états augmente
rapidement ot la fonction de partition d’un gaz de cordes ne peut pas étre définie pour une
certaine température [63]. Une explication de la mécanique statistique de I’entropie de
Bekenstein-Hawking [64] des trous noirs est inconnue. L’horizon de trou noir se comporte
comme un systéme obéissant aux quatres lois de la thermodynamique, mais leur entropie
n’a jamais été expliquée en terme de nombre d’états quantiques. 't Hooft a souligné

qu’une telle explication doit fournir une nouvelle définition de la nature fondamentale de
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la matiére [65]. La théorie quantique ordinaire des champs n’a certainement pas donné

des résultats corrects de I’entropie (pour plus de détails voir [64, 66, 67]).

Dans ce chapitre, on va étudier le comportement asymptotique de la densité d’états

pour la théorie des parasupercordes, on dérivera les propriétés thermodynamiques d’un

gaz parfait de parasupercordes. Une autre étude trés intéressante conduit & 1’écriture

cohérente des états pour les parasupercordes, enfin, on généralisera ’étude au cas de la

théorie des (parasuper) p-brane.

6.2 Parasupercordes

Dans la jauge transverse, ’action des supercordes est donnée par :

1 : —Aa
S = ——/dO'dT <8aX10aXi — iSA /)BaBSAa>
2T

avec :

A, B =1,2 et a est I'indice des composantes du spineur S4

ou
St _
S = S = ST,O1
SZ
et
0 —¢ 0 =2
p= .= 7]
1 0 : 0

Les solutions sont (pour les supercordes de type I) :

. . . 1 .
X' (o,7)=2"+p'T+1 E —a,, exp (—inT) cos no
n
n#0

St (o, 7) \/_ZSI“eXp —in (1 — 0)]

nez

S (o, 7) ZSQaexp —in (7 + 0)]

\/5 nez
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ou t,a=1,D —2

6.2.1 Paraquantification

La théorie des parasupercordes peut étre formulée dans des dimensions de I’espace-
temps liées par la relation D = 2 + 8/Q), c’est a dire D = 3, 4, 6, 10 respectivement
pour Q = 8, 4, 2, 1. Les opérateurs paraquantiques =, p*, z', p’ ,a! et s% vérifient les

relations trilinéaire [68] :

s st st )] = 2 (0" 0umst — 0" Gnish, ) (6.5)
[a;, [ad,. ], | = 206906, smaf + n6"6,1000,) (6.6)
o [, | =2 (89 4 0% (6.7)
[a;, [ad,, A], ] = 2696, A (6.8)
[sg [st, . B] J = 26", (6.9)
[x [pi,c]+] — %IC (6.10)
[:c—, [p+,D]+] — 9D (6.11)

et toutes les autres relations sont nulles. Ici D, E, F' et GG représentent les opérateurs
suivants
A=z, pt aF pFoust.
B=x",p", ' p' ou a’.
ko k

x=, pt, 2" «f ou s

C
D

=z, 2", p' o, ou sy
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En termes de composantes de Green

a=1 a=1 Bs=1
Q Q Q
pT=D s pt=y T =) s (6.12)
a=1 a=1 B=1

les relations de commutation trilinéaires précédentes sont équivalentes aux relations bili-

néaires anormales suivantes :

(@) p)] =g (2@, pP] =0 a#p (6.13)
[z pte] =4 (2@, pt@] =0 a#£p (6.14)
[, ad{ ) =060 imo 3 [, alP] =0 a#£p (6.15)
), = a3 [0S 0 azs (610
[0 52e)] = D [ s, =0 a#p (6.17)

et tous les autres commutateurs (et anticommutateurs) de type [A“(a), B”(a)} =0 (et

[A“ , BV )] =0, pour « # [3)

6.3 La densité d’états asymptotique

La condition de mass-shell implique que I'opérateur de masse peut étre défini comme

suit :
oo 8/Q
=53 (S o] 4 3o [
Q oo Q 8/Q
- (z oY s (619
=1
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et ’hamiltonien H sous la forme :
H= () +N (6.19)

N est I'opérateur nombre donné par

8/Q oo 8/Q oo
N=o'M>=> "> "nN.(PB)+Y» > nN:(PF) (6.20)
i=1 n=1 a=1 n=1
1 )
N (PB) = 5 [afal], — 2 (6.21)
N (PF) = %[‘in,sg]Jr% (6.22)

ou ! = +/na’, et N|¥) =n|¥). Le vide de (Fock) dans le secteur solitonique vérifie les

conditions suivantes

a0y =510y =0 n>0 (6.23)
atal’ |0y = 525, 10) = Q10) (6.24)

L’état fondamental est une paricule vectorielle sans masse avec & composantes transverses
Q

décrite par |i) et son patenaire supersymétrique représentée par |a).

Calculons alors la fonction de partition :
Ppss (w) =Tr [exp (—SH)] (6.25)

avec 8 = 1/kgT

On obtient les expressions suivantes (en négligeant les energies du mode zéro dans la
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relation (6.19)) :

Ppss ( Z dpss (n (6.26)
nNn(PB) H Z W Hl _].wn _p (w) (627)
n=1m=0
Trw"Ne(PF) — H Z w" = H (I4+w" +w? + ... +w)
n=1m=0 n=1

© 1 n(@+)

- E—l 10 (6.28)
ici w = exp (/)

Dans (6.28), nous considérons que les possibilités d’états occupés pour un champ
parafermionique sont @ + 1 (les états prennent les valeurs [0) , ..., |Q)), donc I’équation
(6.28) coincide exactement avec les définitions du [69] (voir aussi par exemple [70]), on
peut voir que, Py, (w) = P (w) et le champ parafermionique devient un champ bosonique
(parabosonique).

La forme compacte de la fonction de partition pour les parasupercordes est

8

1 — M@+ @
Ppgs (w H < ) (6.29)

ot le facteur 1 ol 6 représente les composantes de 1’état fondamental.

la formule (6.25) prend la forme suivante

16 [ £ @e)]
Pess (@) = 5 [( ; W] (6.30)

ici w = exp (2i77) et f(7) est liée & la fameuse fonction eta de Dedekind comme suit

n (1) = exp (in7/12) f (2i7T)
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La fonction de partition (6.30) peut étre exprimée en termes de fonctions de Jacobi

comme suit

— E (1-Q)/12 0.0, (2] (Q +1) T)|z:0 3
Ppgs (w) = Q0 { 0,01 (2] 7)|._o (6.31)

En utilisant la propriété S de la fonction eta

0(F) = Cinta) (6.32)

I'expression (6.30) prend la forme

_ 4/Q
Prss =g (i) @3 [ (@] 7 ()] 63

oll ¢ = exp ( ) Dans la limite w — 1 (5 — 0), on déduit la formule asymptotique

Prss (8) = const. 32 exp [4;: (%) 6‘1} (6.34)

On peut maintenant définir le comportement asymptotique de la densité d’états

dpss (n) en utilisant le théoréme de l'intégrale de Cauchy

dpsg (TL) = QL dﬁeﬁnppsg (6) (635)

X

ol le contour de l'intégrale est un petit cercle autour de 1’origine.
L’intégrale sur § peut étre approchée par I’évaluation standard du point-col (saddle-

point), ce qui nous conduit, pour n grand, a écrire la formule asymptotique suivante :

dpss (n) ~ constan” 1@ exp [47r 35?6;—{—11) \/_] (6.36)
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6.4 Thermodynamique et trous noirs

Dans cette section, nous étudions les propriétés thermodynamiques d'un gaz parfait
de parasupercordes, aprés avoir dérivé la fonction de partition, il est facile d’obtenir
toutes les autres quantités thermodynamiques.

A partir de 'expression (6.29), on dérive 1’énergie libre

1 4241 ) ., a4, (16
FPss——BhlPPss——T l—Q(Q—i—l)}B - B~ 1(@) (6.37)

il n’est pas difficile de trouver I’expression de I’entropie Spgs :

aFPSS 871'2 2Q+1 16
Sess = kol =55 _kB{ 3 {Q(QH)}BHD(@)} (6:38)

En fonction de n, on peut écrire :

204 16
Spss = kp {4 50(0 )\/_ (Q)} (6.39)

La température de Hagedorn (HT) est la température critique introduite par Ha-
gedorn dans le contexte des ineractions fortes [63], dans laquelle I’énergie libre est une

divergence ultraviolette. La HT est définie par la relation

1 oF
=k 6.40
pes Y 0Spss (6.40)

kBTf];SS —

Alors, pour les trés grandes énergies £ = M = y/n/a’, on peut en déduire que pour

les parasupercordes HT prend la forme suivante :

_ 3e@+1) N
kBTI_I;SS = W (471'\/5)

6D + 36 -1
_ 97/ ') Al
\/D?+12D—28(7T @ (6.41)
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il est facile de voir que, si le paramétre de paraquantification @ = 1 (D = 10), on

retrouve la fameuse HT des supercordes donnée dans [31] (page 277 eq. 5.3.42))

é — kT = (W\/@> - (6.42)

-1

Notons ici que, pour les supercordes la HT prend la forme kgTy = (7r (D —2) o/) ,
cette relation est différente de celle qui est donnée par Iexpression (6.41) et les deux
relations sont équivalentes uniquement pour D = 10.

A partir de la relation suivante :

5= 1 dSpss

= dp (6.43)

et pour un n trés grand, on peut en déduire que pour les parasupercordes, la chaleur

spécifique a haute énergie prend la forme

Cpss = —k352%
. (D+1)(D-2)(D+14) (T E*
T 6D + 36 ( ks > (6.44)

Comme dans la théorie des cordes ordinaires, la capacité calorifique négative signifie
qu’'une réduction de I’énergie du systeme augmente avec la température. Cette propriété
est caractéristique des systémes avec des forces attractives a longue portée (voir par
exemple [71]).

L’entropie de Bekenstein des trous noirs est donnée par I'expression [72]
SBH == 47T]{ZBGm2 (645)

De ’équation (6.45), la relation de correspondance généralisée entre les parasuper-
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cordes et les trous noirs est donnée par ’expression suivante

6 (D +6) 5 -\ 1
Mpgs = 2\/(0 D" (Ve) (6.46)

6.5 La fonction de partition pour les parasupercordes
a température non nulle

A partir de (6.20) et (6.36), nous pouvons définir une densité d’états asymptotique
ppss comme une fonction de la masse qui peut s’écrire comme suit (en négligeant la

constante dans (6.36)) :

8+3Q

prgs (M) = (Va'M) ™ exp (855 M) (6.47)

Il est bien connu que la fonction de partition & une boucle dans une dimension (D — 1)

de ’espace est donnée par ’expression :

—

" o0 dD—l
Pt = [ Mppss 1) [ e (<0VFTEE) (649

Mo (2m)

ot p désigne le moment spatial paraquantifié, et M, est défini de tel sorte que, lorsque
M > My la densité d’états est approchée par (6.46).

L’expression (6.48) peut étre écrite comme suit :

a > s d —(D-1)(D-
Pt =C / dMM %" exp (657 M) [(5M) D=2 K 11y (BM)
Mo d(ﬁM)
(6.49)
C = —24-D2gbly, (o) T (6.50)

avec K, (x) est la fonction de Bessel modifiée qui a le comportement asymptotique sui-
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vant :

z—oo \ 21 X

K, (x) ~ ( il )1/2 {1 + v=1/2) v +1/2) + } exp (—x) (6.51)

Apres intégration, 'utilisation de (6.49) et (6.51) conduit & I’expression suivante

_ D+1)/2
—_— Vo1 5(1) 1)/2 (5235)( +1)/ D? 412D — 98 (D+1)/4
Pes B — phss 6D + 36

D? +12D — 28 [ — 5%
X exp [—277\/ 6D < 36 ( PSS My (6.52)

Pour g — BZS 5 cette expression prend la forme

6D + 36

ng;PS = (40/)1)/2 ﬂ-D_IVD—l ( 5 BPSS
— MH
( PSS)(3D+1)/2

D? 412D — 28) @BD+D/A

Vp_1 H
(40/)(D+1)/2 aBD+1)/2 5 — 5255

(6.53)

Pour (> 3559 Dexpression (6.52) se réduit a (6.34)

Ceci montre une singularité pour n’importe quelle valeur de D (ou @), typique pour
un systéme de cordes avec une HT intrinséque, et indique une transition de phase de
type de Carlitz & un état de condensation d’énergie finie [63, 74]. Ici la transition a lieu
apg= ﬁfISS vers un condensat microscopique d’énergie finie de la taille de la longueur de

la corde.
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6.6 Le spectre généralisé

A partir de équation (6.29), on peut écrire les formes explicites pour toutes les valeurs

possibles de @) (en utilisant Maple)

Q 1
Ppgg (w

Q 2
Ppgg (w

Q 4
Prgs (w

Q 8
Ppss (w

14+ w
=16
()
=16 + 256w + 2304w? + 15 360w + 84 224w?* + 400 896w® + 1711 104w®

+ 6690 816w + 24 332 544w® + 83219 712w” + O (w'?) (6.54)
1 — w”
= 8 + 64w + 352w? 4 1504w + 5552w* + 18 304w’ + 55 504w®

+ 78560w” 4 210 276w® + 536 544w’ + O (w'?) (6.55)
1—uw? 2
-4 (525)

— 4 + 16w + 56w? + 160w® + 420w* + 1000w® + 22645

+ 4848w" + 10 000w® + 19 880w’ + O (w'?) (6.56)
1 —
(G 2)

= 2 + 4w + 10w? + 20w® + 40w* + 72w° + 130w’ + 220w"

+ 370w® 4 598w? + O (w™) (6.57)

On se demande que serait ’écriture du spectre dans le cas paraquantique ?

Les conditions du vide (6.23, 6.24) sont toutes nécessaires pour déterminer les diffé-

rents niveaux de masse pour le spectre. Elles sont déterminées par les relations suivantes

(en utilisant les relations trilinéaire (6.5)-(6.11)) :

[H, ol } = 2na’

n

(6.58)
[H,s% ] =2ns" (6.59)
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H est 'Hamiltonien symétrisé donné par ’expression (6.19). Donc, la masse d’un état
est obtenue en agissant sur le vide les opérateurs de création :
in o ip a aq .
a, o ..a, st st |05 k) (6.60)
avec Ny, ..., Ny, M1, ..., Mg > 0.

Mais, dans le cadre paraquantique, bien qu’ils semblent & priori deux états differents

, : S T a : : il
dans I'exemple suivant : o', s?, [0;k) et s o', |0;k) ,ils sont en fait similaires dans

1
2

le cas quantique. Nous suggérons alors de symétriser ’écriture [o/_m, s‘im} N |0; k) pour
décrire un seul état.

Afin d’éliminer les variables superflux, il n’est pas difficile de voir que dans le cas
paraquantique, les contraintes imposées sur le vide doivent étre symétrisées ou antisymeé-
trisées. Donc, dans le cas transverse, les états du spectre sont naturellement écrits sous

la forme :

i1 i2 ip a1 Qaq .
<a_m, a2, LAl s s,mq> 10; k) (6.61)

ou la nouvelle notation introduite (A;, A, ..., 4;) définit le produit symétrisé ou anti-
symétrisé d’opérateurs. Les états physiques des trois premiers niveaux sont donnés dans

le tableau suivant :
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Niveau

Notation de l'état

Forme Explicite

1

o'y

a
S_1

<ai—17 Oéj—l>

—

.

<8(i17 8111>

| o L
Q

NI [N [N
[ L
o) »
LT e
»n »
| @ L@ .
= |
+

—

V)

| &

—

SN—

N

<S(i1> 51117 S(il>

(a' |, o, ok ) %aglaj_lali)l

(aly,s%y) 3 [al—bsgzh

(aly,sty) 3 [ols, Sglh

(al,,al ) 2 [oﬁ_Q,oﬂ;lL
<5612 824 > % [332 8%y }_
5% -

s -

avec

A[aBbCC} — A@ [Bb’cc}_ + Bb [CC’ALL}_ 4O [Aabe}_
ACBICN = AT [B/,C*], 4+ B/ [A',C*], + C" [A, B],

( b]

(

notons ici que «

i a
Q15151 =

b] (@ b

i q . i a
152181 = @ 184185

0/;1 [5(117 3111}, + 544 [0/;1; Sb—l}

a \3 .
3_1) , aussl

L+ ol s%]

+

(6.62)
(6.63)

(6.64)

(avec [s‘il, (B, s’ilh]Jr =0 pour B # sb).
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En utilisant la propriété de nilpotence des nombres de paraGrasman (s’,)

nombre d’états peut étre donné dans le tableau suivant (ou ’état fondamental |0) prend

2 (D — 2) valeurs) :

Niveau | Etat Nombre
1 ) 2(D —2)
%, 10) 2(D —2)?
2 (o’ |, o) |0) (D—-2)%D—1)
[s%1,5%,] [0) = (D —2)*(D — 3)
<$‘ﬁl, Sb,1> |0) (3“1)2 0) 2(D —2)? pour D #10
0 for Q=1 (D=10)
(a'y,5%,)10) 2(D —2)?
o', |0) 2(D — 2)?
5%, |0) 2D — 2)?
3 (ol 0l 1, 52)]0) | (D—2)%(D—1)
(a5 ) [0) (D—-2)*(D—1) pour D#10
(D —2)*(D—3)=3584 pour D =10

<S(i17 3b—17 SC—1> |0>

(st 57 10) — L(D = 2)2(D = 3)(D — 4)
|0) — 2(D — 2)2(D —3)

(D —3)* pour D # 10,6

~—~
»
e
—
SN~—
w
=
S~
l I
| —— |

\ 0 pour D =10 or 6
(ay.0lya%)10) | 3(D -2 (D-1)D
(aly,5%,)10) 2(D —2)3
(a'y,5%)10) 2(D —2)3
(aly,al1)]0) 2(D - 2)?
(s*5 5", )10) 2(D —2)*
5%410) 2(D — 2)?
a' 40) 2(D — 2)?

On peut maintenant généraliser I’écriture des états comme suit :
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avec

p
a 1 a a a
<Sa—1m S(?m ) Sfpn = {78[;3(1271 Sf;l” <(S(iln)2 ) S(ism ) Spn>}
p:
1 a 1 a)? a
= {_ls[a;lstizn Sfﬂw ( 1)[ (S[ﬂll> SZBn sfr]” 7(861171)10}
p —
(6.66)
7 a a 1 (i1 7 a agq)
7a—pn73—1ma >S—qm> = ( + )|a—n7 7a—pna8—1m7 aS—qm (667)
pTaq

<ai_1n,ai_2n,...,a%n> - [% (102 1) (D—2)+%( il) (D—2)(D—3)..

+]%!0(Q—1) (i‘i) (D—2)(D—3)...(D—p—1)]
:ie(Q—erq—m(i:D(g) (6.69)

1 s1 A>0
0(A) = (6.71)
0 s1 A<0

ici B =D — 2. 1l est clair que pour @ — oo les deux relations (6.68) et (6.69) sont
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équivalentes.
On peut, enfin, récapituler dans la tableau suivant, les resultats obtenus pour les
différentes valeurs de D, le parfait accord du spectre avec les différents developpements

des fonctions de partition confirme la cohérence de cette étude.

n=0|n=1|n=2|n=3 | Fonction de Partition
D=3 |2 10 40 2 + 4w + 10w? + 20w + ...
D=4 |4 16 26 160 4 + 16w + 56w? + 160w + ...
D=6 |8 64 352 1504 | 8 + 64w + 352w? + 1504w + ...
D =10 |16 256 2304 | 15360 | 16 + 256w + 2304w? + 15 360w> + ...

6.7 La densité d’états asymptotique pour les (parasuper)-

p-branes

Dans cette section, on va dériver le comportement asymptotique de la (parasuper)
p-brane qui se propage dans un espace-temps a D dimensions. On commence par une
paraquantification semi-classique de la p-brane compactifiée sur une variété de topologie
SP x RP=P qui conduit & ’hamiltonien (symétrisé) suivant (en négligeant le mode zéro) :

D—p—1

H,=N,= Y >  w,[N,(PB)+N,(PF)] (6.72)

i=1 nezr/{0}

avec

n = (nl,ng, ...,Tlp) c z°

wn:\/n%—l—n%—l—...—i—ng

Notons ici que la dimension de I’espace-temps D est une fonction du parameétre de
la paraquantification (), par exemple pour p = 2, nous avons démontré dans le chapitre

précédent que D (Q) =3+48/Q (D =11, 7, 5 et 4 respectivement pour @ = 1, 2, 4 et 8).
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En utilisant la formule (6.72), on peut en déduire les expressions des fonctions géné-

ratrices :
(D=p=D)1 i 1 D=p-1
Php (w) = Trwr a0 = T (1 = W) (6.73)
nezr/{0}
= Z dpg (m)w™ (6.74)
m=0
w D—p—1 prj 1 —ww"(QJrl) bt
Php (w) = Trwo 2t M@0 — - T (—1 ~ oo ) (6.75)
nezv {0}
=Y dhp (m)w™ (6.76)
m=0

ici 6 =x+ 2miy et Re >0
On peut utiliser les résultats de Meinardus [75, 76]. Dans le demi-plan Re 8 > 0,
B — 0 (x et y — 0), on peut en déduire le comportement asymptotique des expressions

(6.73) et (6.75) :

r
Py (8) = exp {% (D—p-1) [w/?r B+ DI7 2,05+ Z,0) + 0 ) }
2
(6.77)
D _ 1 p/2 r (p) -p _ az
Ppp (B) = exp Q(D—P— 1) |27 F(E)C(QH) p+1)p Zp (0)In (Q+1) + O (y™)
2
(6.78)
a; >0 et as < 1
avec Z, (s) est la fonction zéta d’Epstein définie comme suit [77, 78, 79] :
Zys) =72, Y )= 3 oy exp [2mi (n, ), (6.79)
h nezr/{-g}
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ou
p
Q=> (ni+g)° (6.80)

i=1

p
(n,h), =Y nih;  gieth;€R (6.81)
=1

Z,(s) a un pole simple s = p, alors Z,(p+¢) = i’é/;Bp 2+ 0(e) (B, sont des
constantes, pour plus de détails voir par exemple [77, 78, 79]). Aussi, on a ((s) =

> iy n~* est la fameuse fonction Zeta de Riemann, et ((,, (s) est définie comme suit :

Cmy (8) = (L =m'™) ¢ (s)
=1"4+2"4+..+(m—-1)"—m(m—-1)"°
Fm+1) "+ 2m =1+ (m—1)(2m)"°

+ ... (6.82)

cette expression coincide avec la formule donnée dans [80]. En utilisant la représentation

des séries de Dirichlet comme une intégrale définie

D (s) = Zan exp (—u,,s) = ﬁ /000 dxz®? (Z ay, €xXp (—)\ns))

i, =1In A, for oc>0

on peut écrire
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pour () = 1, on peut en déduire ’expression bien connue

G () = (1-27) C(s) = 3 (-1 (6.83)
1 o 5
ZFEYA e (6.84)

En utilisant 'approximation de saddle-point donnée par (6.35), on peut définir le

comportement asymptotique de la densité d’états dpp.pp (M)

dII)DB;PF (m) = App,pr (p) mP®:P) exp [CPB,pF (p, D) mp/p+1]

avec
(D—p—1) [T+ T ,
A (0.@) = DL ol ) e (50 -p-12,0)
2
(6.85)
) 1—(D—p—1)Zp(0)
_(D-p-1) oL (p+1) e
Apr (p, Q) = 227 (p+ 1) 2P (g) C(Q-H) (p+1)
X exp (_71 (D-p—1)2Z,(0)In(Q + 1)) (6.86)
D — HZ,(0)—p—2
R . (6.87)
Crs 0.Q) =% (D —p = Dt T ) (6:59
i 2
Crr (@) = 2L (D= p— nyee DD iy (6.:89)
ro| r(%)

Ainsi, la fonction génératrice de la parasuper p-branes est donnée par (en négligeant
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la polarisation du vide) :

S 1_wwn(Q+1) D—p-1
Ppsp (w) = Ppg (w = dhp = 11 (m)
m=0 nezr /{0}

(6.90)

Cette expression a le comportement suivant (pour § — 0)

Pl (8) = Ap= 07 050 exp {% (D=p=1) [%”/ 25% 2-@+ )¢ +1) 6"’] }

(6.91)

= (Q+1)7 PP HZ0O) oy E (D-p-1)2, (0)1 (6.92)

et le comportement asymptotique de la densité d’états prend la forme suivante (ap-

proximation du point-saddle) :

dpgp (m) = Apss (p) mP@L) exp [OPSB (p, D) mp/pH} (6.93)
avec
1-(D-p-1)2p(0)
(D —p— 1) /2F <p + 1) S 2p+2
A D)= ———= 2" 2 - 1 1
PSB(pa ) 9 27T<p+1) {27T F(%) [ (Q+ ) ]C(p+ )
x (Q + 1)%1(D*p*1)zp(0) exp B (D—-—p—1) Z]’) (0)} (6.94)
Bp.py=L2= V%0 ~p=2 (6.95)

2p+2

FES)

p+1

Cpsp (p. D) = o (6.96)

R T G AR

On peut voir que pour p = 1, et en utilisant des propriétés des fonctions d’Epstein et

zeta-Riemann

Z (SaOaO) = C(S)
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et la formule bien connue trouvée par Von Mangoldt que la valeur numérique de la
constante 1 (x) est CC(( )) In 27, on retrouve les expressions (6.34) et (6.36) données dans
la deuxiéme section avec les valeurs exactes des constantes (en négligeant le facteur de

polarisations du vide 156)

2
2 % 8+3
dpss (n) ~ 2@ 27 (Q + 1)]*/° {2% 252111] 7 s
2Q + 1
X exp [47r 3001 1)\/_] (6.98)

ce résultat, nous conduit a étudier les concepts de la HT et les trous noirs super-
symétriques pour les objets étendus dans le cas paraquantique qui n’ont pas encore été

élaborés.
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Conclusion

Dans cette thése nous pouvons voir qu’il a été principalement question d’étude de la
théorie des cordes étendues (membranes et supermenbranes a la limite basse énergie) et
des supercordes dans le formalisme de la paraquantification.

Contrairement au cas de la théorie des cordes, I’étude de la membrane demande plus
de soins puisque les équations sont non linéaires. En effet pour simplifier ’étude de la
dynamique des membranes, on a recours aux symétries de la théorie, mais I’absence de
la symétrie d’échelle suggere que certaines techniques de base en théorie des cordes telle
que la théorie conforme ne sont plus possibles. Ce qui nous a conduit a développer un
modele d’une théorie classique perturbative de la membrane bosonique & la limite basse
énergie, un choix spécifique de jauge a permis la fermeture de I’algébre des contraintes.
La paraquantification du modéle nous a conduit a différentes possibilités de dimensions
de l'espace-temps D autres que D = 27 retrouvées par la relation D = 3 + %.

L’interaction de la membrane parabosonique dans un champ de fond B a été traitée,
la nécessité de la cohérence des conditions aux bords avec les relations de commutation
de base a conduit & une modification de ces derniéres traduite par une noncommutativité
déformée aux extrémités de la corde étendue.

Malgré I'impossibilité de construire la théorie de la membrane fermionique, en uti-
lisant des jauges supplémentaires, nous avons été capables de contourner les difficultés
et de construire un modéle consistant d’une membrane a la limite basse énergie par une
extension supersymétrique du world-sheet du modéle de la corde bosonique étendue. La
version paraquantique a été développée et les dimensions d’espace-temps D = 4, 5, 7, 11
ont été dérivées comme conditions nécessaires & la cohérence du modeéle paraquantique.
Ces derniéres représentent exactement les dimensions pour lesquelles sont formulées les
supermembranes classiques. La possibilité d’une parasupermembrane & D = 7 nous fait
penser a une nouvelle possibilité d’'une M-Theory pour D = 7 (Q = 2), équivalente a
celle pour D =11 (Q =1).

Un autre point intéressant, c’est 1’étude thermodynamique des parasupercordes et des
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(parasuper) p-branes, on a dérivé le comportement asymptotique de la densité d’états
pour ces théories. Une écriture cohérente et consistante des états pour les parasupercordes
a été élablie.

Une étude d’un gaz parfait de parasupercordes nous a permis de déterminer la tempé-
rature critique de Hagedorn, ce qui a mis en evidence la presence d’une singularité pour
n’importe quelle valeur de D (ou @), typique pour un systéme de cordes avec une HT
intrinseque, et indique une transition de phase de type de Carlitz & un état de conden-
sation d’énergie finie. La transition a lieu & 5 = ﬂfﬁ S vers un condensat microscopique
d’énergie finie de la taille de la longueur de la corde.

L’étude d’une paraquantification semi-classique de la p-brane compactifiée sur une
variété de topologie S? x RPP_ et I'utilisation de certains outils mathématiques rigoureux
nous a permis de dériver le comportement asymptotique de la densité d’états, ce résultat,

nous conduit & étudier les concepts de la HT et les trous noirs supersymétriques pour les

objets étendus dans le cas paraquantique qui n’ont pas encore été élaborés.
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We study a classical perturbative membrane based on the string-limit model and we discuss the consistency
of the theory where the closure of the classical constraints algebra is verified. We paraquantize the model
(extended string) both in the covariant and the transverse approaches. From the generalized Poincaré algebra,
the so-called Poincaré (para) algebra, we show that the space-time critical dimensions D are related to the
order of the paraquantization Q by the relation D = 3 +24/Q. The symplectic structure is generalized for the
paraquantum case and applied to the parabosonic membrane coupled to a constant 3-form field. This leads to a
deformed noncommutative relations at the ends of the membrane (extended string) describing a geometry which

might be called a g-noncommutativity.

Keywords: Membranes, q-deformation, Noncommutativity

I. INTRODUCTION

In the last three decades, a new revolutionary theory
known as string theory has emerged and seemed to be a se-
rious candidate for the fundamental theory of nature by the
fact that it was the alone theory which seemed reconcile the
classical theory of general relativity at large distance scales
with the standard model of quantum particle physics at short
distance scales.

It has been shown that there are five consistent quantum
superstring theories which can be constructed by choosing
different sets of fields on the string world-sheet. These are
the types I, ITA, IIB, heterotic E3 ® Eg and SO(32) theories.

The multiplicity of these theories added with the fact that
the supergravity is an eleven dimentional theory while the
consistent ten-dimensional superstring theories give micro-
scopic models for quantum gravity goes against the success-
ful of the string theory.

In 1995, a remarkable new idea caused a substantial
change in the dominant picture of superstring theory as the
main candidate for fundamental description of the world. In-
deed, all the known consistent string theories seem be special
limit cases of a more fundamental theory which has been
baptized M-theory [1, 2], and which seems to be most nat-
urally described in eleven dimensions. The string has also
lost its position as the main candidate. It is important, how-
ever, to notice that the string theory contains dynamical ob-
jects of several differential dimensionalities; in particular, a
two-dimensional string excitation known as membrane gives
some interesting properties like the eleven-dimensional su-
permembrane which let us think to a microscopic description
of the eleven-dimensional supergravity through a quantiza-
tion of a supermembrane.

Before the emergence of the eleven-dimensional M-
theory, much more attention was given to the ten-
dimensional theories (superstrings) at the expense of the
eleven-dimensional ones because of the misreading of the
eleven-dimensional space-time properties.

*Electronic address: lamine.khodja@yahoo.fr

Another intringuing fact emerging in this context is the
connection between string theory and noncommutative ge-
ometry [3]. There has been a flurry of activity in analysing
noncommutativity in strings and membranes, in particular,
those derived in either string coupled to the two-form or the
membrane coupled to the three-form [4-11].

Unlike the string theory, the study of the membrane theory
is more involved than the analogue study in the string case,
since the equations to be resolved are nonlinear [12].

The specificity of the membrane is the fact that the La-
grangian has no Weyl invariance [12], which suggests that
some of the basic techniques in string theory such as the
conformal mapping are not available. In string theory the
critical dimension such as D = 26 is well-known, it is for ex-
ample related to Lorentz invariance in the light cone gauge.
The critical dimension of the membrane has mainly been dis-
cussed with regard to its spectrum [13, 14], to the truncated
versions of the BRST [15] or the Lorentz algebra [16], where
the D = 27 emerges as a necessary condition. Notice how-
ever that, it is not clear wether the dimension of embedding
space plays as crucial a role for membranes as it does for
strings. A natural way to find a critical dimension for the
membrane is to relate this latter to the string theory via di-
mensional reduction [17]. In this string limit, it is natural to
obtain D — 1 = 26 for the bosonic membrane, since one of
the D dimension in the membrane is absorbed by the gauge
freedom [16, 18-23].

The purpose of this paper is to investigate the paraquan-
tum extension of a bosonic membrane. The paraquantiza-
tion, as a generalization of the quantization, was first intro-
duced by Green [24]. Indeed, in 1950, Wigner [25] demon-
strated that, for satisfying the wave particle duality, which
is a direct consequence of the Heisenberg equations of mo-
tion, the set of the usual bilinear canonical commutation re-
lations is a particular solution. Based on trilinear commu-
tation relations, the paraquantization consists in a general-
ization of the creation-annihilation operators algebra for the
bosons and the fermions. We note also that the paraquan-
tization is characterized by a parameter O, the order of the
paraquantization, such that Q = 1 corresponds to the ordi-
nary quantization [26].

A first study of a paraquantum string theory was done by
F. Ardalan and F. Mansouri [27]. This study is based on the
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particular manner in which the center of mass variables of
the string are to be handled. Indeed, these authors impose on
the center of mass coordinates and the total energy momen-
tum operators of the string x*, p* to satisfy ordinary com-
mutation relations. This is done by the choice of a specific
direction in the paraspace of the Green components, charac-
terized by the anzatz x*(B) = x8p; and prB) = p"dp1, where

xt(B) (resp. p"(ﬁ)) are the Green components of x* (resp. p*).
This requires relative paracommutation relations between the
center of mass coordinates and the excitation modes of the
string which are exclusively anomalous bilinear commuta-
tion relations in terms of the Green components. Because of
the separation of B =1 and B # 1 in the precedent anzatz,
these bilinear commutations relations can not be rewritten in
trilinear commutation relations form which are the basis of
the paraquantization.

A second study of the parastring theory is proposed
[28, 29], where the paraquantization is done by requiring that
both the center of mass variables and the excitation modes
of the string verify paraquantum commutation relations. In-
deed, in this study, paraquantizing the string theory consists
in reinterpreting the classical bosonic and fermionic string
variables X (0,1), PV (6’,1), and yP (6", 1) as operators sat-
isfying the paraquantum trilinear commutation relations (7 is
a time like evolution parameter, while the parameter ¢ labels
points on the string).

Notice however that in these two approaches, the resulting
parabosonic (resp. paraspinning) string theories are Poincaré
invariant if the dimension D of the space-time and the order
Q of the paraquantization are related by the expressions D =
2+ % (resp. D=2+ ).

The paper is organized as follows: In section II, a clas-
sical perturbative bosonic membrane theory based on the
study of a string-limit model is reviewed, the closure of
the constraints algebra is discussed. In sections III and IV,
we paraquantize this model both in the covariant and in the
transverse approaches, where from the closure of Poincaré
(para) algebra, a relation between the spacetime dimension
D and the order of the paraquantizations Q is derived im-
plying in this other possibilities of the critical dimensions
other than D = 27. In section V, we discuss the interacting
bosonic membrane and the symplectic structure of the string
in B-field, the paraquantization appears as a q-deformation
of the noncommutative relations, which we baptize as a g-
noncommutative relations. The last section is devoted to dis-
cussion.

II. REVIEW OF A CLASSICAL PERTURBATIVE
BOSONIC MEMBRANE

II.1. Action

An open membrane is a two dimensional object which
when it is moving in (D — 1) spatial dimensions sweeps out
a three dimensional world-volume (in D dimensional space-
time) parametrized by 6%, a = 0, 1, 2. We use a metric with
a signature (—, 4+, ..., +) in the target space and X (1,G,p) a
membrane coordinates. The Polyakov action for the bosonic
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membrane is then given by [30]:
T,
s=-2 / ov/=h (K3 XX My —1) (1)
where

h =dethg, 2

and u,v =0,1,....D— 1.
membrane.

To simplify the study of the membrane dynamics, we are
leading to use the symmetries of the theory. Unfortunately,
unlike the case of the classical string, where there are three
components of the metric and three continious symmetries
(two diffeomorphism and one scale symmetries) leading to a
complete specification of the metric by gauge fixing, for the
membrane, we have six independent components and only
three diffeomorphism symmetries and in particular no scale
symmetry.

As a consequence, the membrane equations of motion are
intrinsically non linear, which do not allows one to obtain
their general solutions. Some special solutions were con-
sidered in the literature. A particular sector of the solution
is the study of the low-energy limit of small radius for the
cylindrical membrane where we take the 6> = p direction of
the membrane to be wrapped around a circle with radius R
(0 <p <2mR).

We look for solutions of the membrane coordinates
X" (t,0,p) with a judicious ansatz introduced by [23] as fol-
lows:

We consider d = 2 reparametrization invariant truncation
of the coordinates (a = (a,2)) [23, 31]:

T,, describes the tension of the

X#(t,0,p) = Z"(1,0) +pW*(1,0) 3)

and of the metric

h*P = g% (1,0) )
h* = g* (t,6) 0g (1,0) 5)
W2 =1+ g™ u0p 6)
o,p=0,1

where W* is a normed constant field.

Notice however that in [31], the perturbative theory is con-
sidered up to the order €.

In the begining, the 4%’ metric possess 6 independent
components but in this writing of h? it remains 5 inde-
pendent components while the sixth is fixed by the gauge
h?? =1+ g% dodp to satisfy the condition det heb = detg®®.

The action takes then the form

T,
S= —ES / dZG\/—ggaBDaZ”DBZVnW (7)

where Do ZH = 0qZ* + 0o WH, and the tension of the mem-
brane T,, reduces to the scale of the string tension 7§, through
the relation

R
T, = 2RT,, = —

g ®)

where [, is the Planck’s length.
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Notice here that the p reparametrization is hidden by its
absence in the action. However, the field ¢y plays the part
of p with respect to the hidden membrane symmetry which
became an additional symmetry to the extended string and
which takes the form [23, 32]

NZH = WHA C))
SA%L = —aa/\ (10)

This additional symmetry may be seen as an additional
gauge invariance of the string in the spirit of gauged Wess-
Zumino-Witten models [32].

Finally, this action is invariant under Poincaré, local and
Weyl symmetries, with also the additional gauge invariance
with the parameter A.

The canonical momenta for the fields Z¥, gup, 0¢ are re-
spectively:

Ity = —T,/—gDoZ" (11)
ne =o (12)
g =0 (13)

It is clear that, while H’Z' is a genuine momentum, HgB
and Hg‘ are the primary constraints of the theory. The first
one is equivalent to the vanishing of the symmetric energy-
momentum tensor:

;o2 BS
W g
1
—T, (DQZ“DBZH -5 g(xﬁgpchZ”DGZp) =0

(14)
and the second is the same as the equation of ¢, given by
WtDoZ, =0 (15)

One can then set the three equations of constraints of the
theory as follows:

x1 = 28T Too = 15 + T,D1 Z"D1 Z, = 0 (16)

= /=gl =TED, Z, =0 (17)
x3:W“Hﬂ:0 (18)

which represent the three restrictions on the world-volume
metric through the previous detailed constrained Hamilto-
nian analysis of the free Polyakov membrane [31].

The classical Hamiltonian is expressed as:

H= / A% (19)
where
Hy= Y8y, + 5%y, +gﬂ¢m (20)
2Tsgn 811

The time evolution of the field Z# and momenta IT; is gov-
erned by:

oH oH
002! ={Z"' H}pg = {Z", 11} } pp =—— I + {227} pp = 9

@D
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This latter with the particular choice corresponding to ¢g =0
leads to an ordinary form of the Poisson brackets (P.B) as the
following:

{2"(0), 112y (&) } pp = —5v5(0 o) (22)
{803 (0).T° ()}, = & (agag +858)8(0—0') (23)
{q)a (0).115 (') }PB =885 (c—o) (24)

{otherwise}pp =0

where now and later [T, = —T;,/=gdoZ".

Notice here that the P.B for the induced field ¢y is not ver-
ified, this case is identical to the electrodynamic field Ag in
QED, where the Lorentz gauge is used.

From the P.B (22-24), one can easily show that the con-
staints (16-18) satisfy the following closed algebra

{%1(0),%1(0") } py = 4T} [x2(0) + %2 (6')] 218 (6 — &)

(25)
{x2(0). %2 () } pp = [x2(0) + %2 ()] 918 (6 — &) (26)
{x3(c), %3 (0 ’)}pB: 27)
{x1(0).%2 () } pp = —Ts [x1 (6) + %2 (6") ] 013 (6 — &)
(28)
{x1(06).%3 (") } pp = T;* [13(0) +%3 (¢')] 918 (6 — &)
(29)

{Xz (0),% ( )}PB [

the set of these relations is equivalent to the closure of the
constraints algebra of the membrane given in [11].

Now, as it is mentioned above, it is possible to use the two
dimentional world-sheet symmetry: The Weyl symmetry to
fix the gauge g® =18, which is one of the most advandage
of the model.

One can then adopt the usual strategy in string theory with
respect to the Virasoro algebra by regrouping the previous
constraints in a compact writing, this is done by the substi-
tution of the constraint 3 in the two others. We proceed as
follows:

Let us redefine the [T, momentum as

0)+%3(0)]918(c—0') (30)

Iy = I, — (I1z), W™ 31)

where W' is a symmetric constant tensor verifying

WH = WHWY (32)
n”VWyV =WH p= 1 (33)
We can then write
X1 — X3 HZ+TDIZ"DIZl, =0 (34)
%2 — X393 =501 Z, =0 (35)

where @3 is the condition given by the equation @3 =
WEDZ, =0
It is easy to see that

~ 2
[H‘Z‘ + TSDIZ“} —0 (36)
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which correspond to the well-known form of the constraints
in classical string theory.
The equation of motion of the field Z* is

0aD*Z" =0 37

we consider the Neumann boundary conditions (for a closed
string)
DZ" (1,0) =D Z" (7,2n) =0 (38)

Substituting (15) in the equation (37), with the boundary
conditions (38), the general solution coincides with the ordi-
nary equation of the usual string which is given by:

1 1 1
ZH — " [y -
(to) = % + + 2V =T, ;) n
« (a,;zlefﬂn(ch) + &ﬁefﬂn(ﬂrc)) (39)

we can also rewrite the P.B relations (22-24) in terms of
modes as follows

{(X‘IizlvocYn}PB = —im'I“VSn+m (40)
{&I;zl7&>ln}PB = _inn'uvan-km (41)
{260 g =" (42)

resolving the equation (15), the equation (36) is rewritten in
the form B% = 0 where:

B! = (dp—a) (2
Bl = (d+01) (2

—WHZ,) (43)
—WHZ,) (44)

let us now introduce the corresponding Virasoro generators
L, and L, defined through the Fourier transformations of the

J
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previous constraints:
2
BZ Le —2n(t—0) (45)
T oan =
2
2 —2n(t+o
B = T m;mL e 2i(Tto) (46)
In term of modes, L, and Zn take the following forms:
ZAn m nn,UV Y Z n m n n,ll\’ ,UV) (47)
mffoc
~ 1 = ~v
Y ZAnm n,u\/_f Z(x —m T~|,UV ,UV)
mffoc mffoo
(48)
where
Al = oy —WHPal,, (49)
Al = ot — W“p&np (50)

and which verify the usual form of the classical Virasoro al-
gebra.

One can also see that the Poincaré generators are un-
changed and verify the classical closed algebra.

III. COVARAINT PARAQUANTIZATION AND
ALGEBRAS CLOSURE

III.1. Covaraint paraquantization of the model

The paraquantization of the theory is carried out by rein-
terpreting the classical dynamical variables as operators sat-
isfying the following trilinear relations:

7 (v.0), [y (x.6') .G (x,6")], | =2 [W"TI38 (0 — o) + P13 (0 — )] 51)
I (v,0),[2" (v,6),2° (1,6")], | = ~2i [ 2°8 (6 - &) + 23 (6~ &”)] (52)
[Z” (t,0),[2" (v,0), 11§ (1,6")] +] =2i"*2"8 (6 — ") (53)
[H” (t,0),[2" (t,0) 11§ (*c,c”)h] = —2i"'T1%8 (6 — o) (54)

In terms of modes:

{(XZ, [(xym (X,;)] +: =2n (nyv8n+m,0(x? +T]IJpSIhLl,O(X':1/1) (55)

(a4, [AY, af)], }:Znnf'F’sHm_OAV (56)
(G (6,6 , | =20 (801008 +1P8,5108)  (5T)
(G, [B,6) | = 2m™8,.m08" (58)
[, [p, 7)) = 20 (™ P 4P ) (59)
[, [CY, pP.] = 2i*PCY (60)
{p“, [ZO,ZS]JJ = —2i (V2§ +n*°zy) (61)
[p“, 2 ]J — 2D (62)

where the operators A¥, B¥, C* and D* are given by:
AH =z, aly or pH.
B! =7, o, or p*
CH* = oy, Ol or 24,
DM = o), o, or p!
the other remaining trilinear relations are null.

The Green components of a paraboson A can usually be
expressed as [24, 26]:

0
0 =Y A” (63)
a=1

|
(IS
>

a=1
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where o0 = 1,0, Q is a parameter of paraquantization and % then, the decomposition of the dynamical variables can be
are elements of a Clifford algebra satisfying the following written in the form

relations
U oo — 2§oP (64)
{e“,AB} —0 (65)
Y
7' (1,0) =Y 7P (1,0)
=1
2 f o, 1 P L ) () 2i
= Z 2 +7Tpﬂ([3)1+2 T Z ((xﬁ ¢ 2in(1=0) | 5P - m(‘t+6)) (66)
B=1 s Thsnzo "
[
In terms of the Green components, the trilinear commu- anomalous case:
tation relations (55-62) transform to the bilinear ones of an
J
[ o =Sy 2 @] =0 azp (67)
@@ =m e [ECE”] =0 arp (68)
R N e (69)
[
all the remaining other relations are of the type: an adequate symmetrization, one can then write:
|44, BY@] =0 or [44®), B ®)| 0 for o~ B.
+
III.2. Poincaré and constraints (para) algebras
In~the parastatistical case, the constraint generators L,
and L, have the same writing as in the classical case with
J
1 = 1 0  +oo
=7 Z [ n—nm> n] (n,UV ,UV = 2 Z Z n ma"l (n,UV ) (70)
mffoo o=1m=—c
_ 1 +oo 1 0  +oo
= Z n m» n (n,UV HV 2 Z Z n m(x'n (n/lV ,UV) (71)
mffoo o=1m=—c

One can easily verify that the Virasoro algebra is un- ¢ = Q(D—1) /12 through the relations:
changed except the central charge which takes the form

[anLm] = (n - m) Lyym+ %n (n2 - 1) Sntm0
(72)

|:Zn>zm:| = (n - m) Zner + %n (nZ - 1) 6thm,O
(73)

[L,,,Zm} —0 (74)
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In the same way, and with also an adequate symmetriza-
tion, we can define the angular momentum generators asso-

These generators with the total momentum verify a closed
Poincaré (para) algebra given by:

[P (Y. P ] =0 (76)
[P, M"P] = —inf pP + i/ p" (77)
[M.UV’MPG] — iT]VpMG“ _ m.uGMVP _ mVGMPM + m.UPMVG
(78)

Where the usual relation [p“, p¥] = 0 is broken.

We can show also that the physical state conditions are
invariant under Lorentz transformations, we can see this
through the relations

(M"Y, L,] = [M“V,Zn} =0 (79)

IV. TRANSVERSE PARAQUANTIZATION AND
CRITICAL DIMENSIONS

IV.1. Transverse paraquantization

Now that we have explored the paraquantization of a low-
energy limit of small radius for the cylindrical Polyakov
membrane in the covariant gauges imposing the Virasoro
conditions as subsidiary constraints on physical states, there
is still a residual gauge symmetry that remains after set-
ting the gauges and can be used to make further specific
gauge choices. Indeed, by making a particular non covari-
ant choice, it becomes possible to solve the constraint equa-
tions, and describe the theory in a Fock space that describes
physical degrees of freedom only.

This particular choice correpond to impose additional
gauge conditions which will be non covariant but quite con-
venient.

o The first one is as follows: The substitution of the con-
straint %3 in the two others ¥ and ) in (36) in order
to reduce the problem to a string theory, is decribed by
the following specific and convenient choices:
2Pt =g (80)
pP =0l =al~1=0 foralln (81)

7" (1,0) = (25,2 (z,0)) , i=0,D—2 (82)
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ciated to the Poincaré transformations as follows:

o]+ [, 8], — [@,.a4] ) (75)

which reduces the model to an ordinary parabosonic closed
extended string moving in (D — 1) flat spacetime.

e The second one corresponds to the usual light-cone
gauge given by the equations:

Z" (1,6) =z" +d'pT 1 (closed string) (83)
of =& =0 forn#0 (84)

in which the Virasoro constraints equations will be solved
to obtain the dynamical variables of, &, z,, p™, z} and p’
where I =1,D— 3, and 7,”! = 2na.

These latters verify the following trilinear relations:

[ocfl, o], 0 | +— =21 (84m08" of +8,11,08a),)  (85)
[oc,ﬁ, [A,0,], | = 2n8,1m08" A (86)
[&;, (&, k] ; =20 (8 1m 08" G + 8,11 08K (87)
[&fw [B,&,] | = 218,408 B (88)
[zg, [, p¥] J —2i (8" pX + 8K p/) (89)
[z{), [c.p'], | =2i8"c (90)
[P 20,361, | = 2 (8" + 8% 1)
/. [D.A), | = 2D 92)
[26 p*p] +: = —4ip* (93)
. [E.p7], | = —2iE ©4)
{er, 2.7 ] +: — 4izy 95)
{pt [RZ(;M = 2iF (96)

where the operators A, B, C, D, E and F are given by:
A=z, z5, ptor pl.
B=2z},dl,z5, p"or p!
C=adl,a,z, ptorz.
D=ol,ol, z;, p"or p!
E=2z},al,z,al or p/
F=z,al,z,al or p
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and the other remaining trilinear relations are null.
In terms of Green components, one can write the following
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anomalous bilinear relations:

o ) =, ¢ [d®] =0 azp @
A I A A T ©8)
[Z(I)((x)’pj(a) _ sl : {ZO(O!)’ pJ<B)} =0 a#B 99)
[zg<°", P [a}(“)v I;(B)} =0 o#p (100)

all the remaining other relations are of the type
[4@,B@] =0 0r [4@,B®)] 0 for o .
+

IV.2. New critical dimensions

In order to check the consistency of this paraquantum
model, let us construct the Lorentz generators and check their
commutation relations. The only source of the anomaly is the
[M'~,M’~] commutator which must be zero. From the rela-
tion (75) one can write the following expression for the M'~
generators (we have choosen wP-1=0):

1 _ 1, _
M :i[zé’p ]+_§[Z0’pl]+

where the paraquantum form of the modes are imposed as:

2 1 4,
L)

; = &pj i’lr or 0Oy (x/p (102)
O = giﬂvtr or a_(ﬁ)— (2 lLt’<BB) (103)
n o/ p+ n n o/ p+
-~ o _ — 21
o =G5 —\| S or 5 - /Od p+( )

(104)

j 1 1 I
Wi ol,,, *LZ - TLtjmv Oy (a is the usual ordering constant, and a = a)
V2o Em + o Lp + £
+ [&1 > %Zf; } — {IJF L’jm, &fn } ) (101) and where the transverse part of the generators L, and Z,,
p + Lp + are given by
[Y . 1 D=3 t= | 2 D3 +e
Ly=Y L, (0e) _ 1 Y (o], = 3 Y Yy o) Gl (105)
a=1 I=1 m=—oo a=1I=1 m=—oo

_ —_tr ]D73 00 - _ 1 Q D—3 +oo N ~

o=y L= CASCAREED VD M) T A/ (106)
o=1 I=1 m=—o0 o=1I=1 m=—
[
Now, using the following expressions: fined as:
[AB,C], =A[B,C], —[A,C|Bor A[B,C]+[A,C] . B o
_ -5
(107) = Zln (110)
n—=
[A,BC], =[A,B] C—BI[A,C] or [A,B]C+BI[A,C],
(108)
£(0) = _1 (109) By the use of the set of the trilinear relations (85-96),
2

where {(s) is the well-known Zeta-Riemann function de-

one can see that the following relations hold [

G

Llr:| —

p+7 n

oF ,Lﬁ[ ] 0. It is not difficult to reduce the expression (101)
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of M'~ to the following form:
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which coincides exactely with those imposed in [28].

1 1 1
M17 I 1 . Ltr _ _ - 1
7 [Boe] W5k,
[ 1
tr tr 1
i (] [t
+ [&’_m, lJr] L” —L’_’m [ ]+ ,&fn] ) (111) Now, using the relations (85-100) and (111), straightfor-
Pl p + ward calculations give
AN R (AR A N
2a (P i\ e T e B
_  ~ — o~ 0(D-3) 1 1
AR [oc’,m,ocfnh) [12 n——)+-a=2n (112)
[
which is zero under the conditions Applying the above d = 2 reparametrization invariant
24 truncation of the coordinates (3) with the writing (4-6) of the
D=3+ a (113) metric %, the action (115) will be reduced to the expression
a=2 (114)

In particular, one can have parabosonic membranes with
the critical dimensions D = 27, 15, 11,9, 7, 6, 5 and 4 re-
spectively in the orders Q =1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 and 24.

This result, which can be rewrltten 1n the form D — 1 =
2+ % 24 , reflect the relation D' = 2 + 4 for the parabosonic
strlng [27 29], since, as it was yet ment1oned above, a string
is derived from a dimensional reduction of the membrane, so
that, one of the D dimension in the membrane is absorbed by
the gauge freedom.

V. PARABOSONIC MEMBRANE IN A CONSTANT

BACKGROUND FIELD

As it was briefly discussed in the introduction, let us ex-
amine the study of the bosonic membrane propagating in the
presence of a three form field A,yp. As it was mentioned
above, here, we are led to the problem of finding a sim-
pler system which captures the essential features of the open
membrane dynamics in a constant 3-form field. Since the di-
rect paraquantization of the membrane is difficult, so far, we
are led to work in the same sector of solutions used above
in the free case: the low-energy limit of small radius for the
cylindrical membrane.

The problem is reduced to the study of the extended string
propagating in the presence of a 2-form field B,. Since, in
the quantum case, the noncommutativity comes from the 2-
form field B,y which is coupled to the string world-sheet, one
may wonder what result will be obtained in the paraquantum
case?

Let us consider the Polyakov action of a bosonic mem-
brane in the presence of a constant field [8, 34]:

m/d3

1 ,
+ 3A,,Vps“b‘aaXﬂabXVacxp]

hah8 X“abXVn,N ) +

(115)

/dzc

(n*DuZDpZ My + Be™3u292" )
(116)

4o/

where

Buy = AuypWP (117)

Now, in the gauge ¢9 = 0 used in the second section, the
expression of the canonical conjugate momentum is given
by:

My =~ (002" + By Z") (118)

The Z* variation of the action leads to the equation of mo-
tion (37), with the new boundary conditions

0Z +Bwdi 2|0, =0 (119)

(I = = for an open string and 27 for a closed one)

One can obtain the solution in the following form

Z'(t,0) = Z+20 (p"r—B” wp'o) +
+ V2 Z (Otﬁ,‘cosno—iB” Vo sinng) e~

n;éO
(120)

for the open case and
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7" (1,0) =z +2d (p't—B" \p'0)
+ VI Y (o

n#0

for the closed one.

In the following, we will consider only the open case.

Let us first recall that, in the ordinary case, the quantiza-
tion of Z* (7,G) has to be different from the usual canonical
commutation relations for a free fields, because, the standard
equal time commutation relations are inconsistent with the
boundary conditions (119). One has to modify the quantiza-
tion in a consistent manner. Indeed, while the commutation
relations are the standard ones for any point in the interior of
the open extended string, at the two end points, we find that
the space time coordinates are noncommutative.

Here, in the paraquantum case, we will do the same in the
following, where again, one has to modify the paraquantiza-
tion in a consistent manner.

The usual way to quantize a classical system is to start
with the symplectic structure on the phase space. Applying
the procedure of [9] in the paraquantum case, one find that

J

Qo) = < / dcn"vdz,(,“)dn’2<°‘)>

wdp® (dzo +ZBV

QB — o o #p

with M*Y =n* —B*?BY | these imply the following anoma-

J

|=m@m ™

which are equivalent to the following trilinear commutation
relations for the modes
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7l-B,U vaz) 6—21';1(1:—6)+ (a,;llJrlBM vax) e—2in(’5+6):|

(121)
(
the symmertized symplectic form is
1
=2 < / don®™ [dZ,,,dTL] +> (122)
where
1 /T
(Ay = Th_r)rioz— Td‘cA (123)
In terms of a Green components, we can write
Q
Q- Z Qloo) | Z QoB)
a=1 o#p
where 20/ = 1)
(124)
) +i Z M,,vdocn o' (125)
(126)
(
lous bilinear relations
0P| =0 azp (127)
+
49.®] =0 azp (128)
+
[ £0) 7P =0 o#p (129)
| =0 arp (130)
+
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[t Ty ) | =20 [ 1) 8y moe) + (M) 811003 (3D

[oc’“’ [AY, 001, ] =20 (M) 8,1 m0AY (132)

(25, +]=2m[(M D pP - (M~ )“ppv} (133)

[o, .28, | =2 | (By )" B+ (BM )P 3 (134)

6. [25.p°) ) = 2 (8o )" pP o (0177 (135)

[07 2y, of] ] =2i (BM )" of (136)

[, oy, p°], ] = 2in (M) oy (137)

[P 28,2, = =20 ()" S ()P 2] (138)

where A* = z’é or p" and the other remaining trilinear rela-

tions are null.

(

mutation relations for the field Z# and their momentum con-
jugate IT,, can be given as follows

It is not dificult to see that the corresponding trilinear com-

J

[H” (t,0),[2" (z,0),2° (1,6" J
[Z” (t,0),[2" (1,¢) .11} (1,6” +:
[H‘é (t,0),[2" (1,6') , 115 (1,06” +:

where
1 for c=0=0
e(0,6) =4 —1 for o=0¢=m
0 otherwise.
and
1
A (c—0d)=—-11 c o’
+( ) n( +n§bcosn cosn )

| =2in {(BM‘I)’NZPE (0,6')+ (BM‘I)“’)ZVS (G,GN)] (139)
=2i[N"TIZA, (6 —0') +M*PITYA, (6 —06")] (140)
= —2i[W"VZPA, (6—0') +M*Z'A, (6—0")] (141)
=2i|x (BM )" e (0,0') + ¥ Z2'A (0~ ) (142)
= 2" TIHA, (6 — o) (143)

(

One can finally conclude that the inconsistency of the stan-
dard equal time commutation relations (for a free fields)
with the boundary conditions (119) in addition to the gen-

(144) eral approach of the paraquantization lead to a two times
modified commutation relations at the two end points of the
open extended string (noncommutativity and q-deformation)
which we baptize: g-noncommutativity, and a one time mod-

(145) ified commutation relations for the interior of the string (q-

deformation)

notice that in terms of a Green components, we can write

2 (0.0), 20 (10)]  =im(By )" S

< dap

(.0))]

249 (5,09,
14908

=0

[H‘Z’(“> (t,0) ,H}(B) (‘C,G/): .

where the g-deformed commutator is defined in [35] as

[A,B]q =AB—qgBA
qop = 260([3 -1

=it 8ugA4 (60— ')

(6.5)

(146)

VI. DISCUSSION

In this paper, we have developed a string-limit model of
a classical perturbative bosonic membrane and demonstrated

(147) the closure of the constraints algebra for a specific choice of
a gauge. We have paraquantized this model. It is observed
(148) that in the covariant approach, the Poincaré algebra is main-

tained, except the [p*, p¥] commutator which is modified as
a trilinear relation [p*, [p¥, pP]. | =0.

(149) For the second approach, based on the transverse gauge
with the additional one (80-82), different possibilities for the
(150 space-time dimensions D, other than D = 27, are found for
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the parabosonic membrane through the relation D = 3 + 2—Q4.
We employ the symplectic structure of the string generalized
to the paraquantum case to study the interacting parabosonic
membrane in the constant B-field. We have also modified the
basic P.B in order to establish a consistency of the boundary
conditions with the basic P.Bs. The modification consisted
of a g-deformed noncommutativity of the two ends of the ex-
tended string and a g-deformation for the interior. It would
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be very intreresting to notice that the paraspinning extension
of this work is an investigation which suggests itself. Indeed,
one expects that the truncation used can be equally applied
to the parasupermembrane action which would give a super-
symmetry version for the model considered. From the result
D=3+ % for the parabosonic membrane sector, one expects
new possibilities of critical dimensions for the parasuperme-
mbrane [36].
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Heterotic parastrings
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Abstract. We investigate a parabose parafermi version of the heterotic strings. When we impose the
modular invariance of the one-loop amplitude, we find an other possibility of the heterotic strings
based on the group Eg. In this case, a consistent analysis of the spectrum with respect to the partition
function is done, and the SUSY generators algebra which correspond to the algebra of the SUSY
Quantum Mechanics is constructed.

Keywords: strings, supersymmetry, parastatistics
PACS: 11.30.Pb, 11.25.-w, 11.25.Hf

INTRODUCTION

Paraquantum bosonic and superstring were constructed in various critical dimensions
depending on the order of the paraquantization. The first study of the parabosonic and
paraspinning string theories was done by F. Ardalan and F. Mansouri [1] .This study
is based on the particular manner in which the center of mass variables of the string
are to be handled. In this hypothesis, they find that the resulting parabosonic (resp
paraspinning ) string theories are consistent if the dimension D (resp. D') of the space-
time and the order Q of the paraquantization are related by the expressions D =2+ %
(resp D' =2+%).

A second study of these two cases without Ardalan and Mansouri hypothesis on the
center of mass variables of the string is done by Bennacer and Belaloui [2,3]. Like
in Ardalan and Mansouri work [1], D (resp. D') is again given as a function of the
paraquantization order through the relation D =2 + % (respD =2+ %).

In particular, one can have paraspinning strings with critical dimensions D' =
10,6,4,3 (respectively in orders Q = 1,2,4,8). This coincides with the dimensions in
which the classical superstrings can be formulated.

Another work is done by L. Khodja, N. Belaloui and H. Bennacer [4,5] which consists
to investigate the existence possibilities of the D = 3,4, 6 parasuperstrings.

As superstrings can be viewed as Q = 1 parasuperstrings, this theory presented some
anomalies vanished for the two gauge groups SO(32) and Fg ® Eg.

In this work, we investigate the consequences of the study of [4,5] on the heterotic
parastring, in this case, three points are developped

« Modular invariance of the one-loop amplitude for external massless string states
which imposes some conditions on the lattice, this imply that, in addition to the
ordinary case (D,D’) = (26, 10),where the two theories exist (SO(32) and Es ® Eg),
the heterotic parastring can only survives in the case (14,6) which is constructed
from the only possible group Eg.

CP881, Cairo International Conference on High Energy Physics (CICHEP 1),
edited by S. Khalil
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« The susy generators algebra. We found that : a parabosonic-parafermionic susy
system conducts to the algebra of the susy Qantum Mechanic .

« The spectrum: we found a common chord between the number of degenerations of
the states and the one given by the partition function.

HETEROTIC PARASTRINGS

As heterotic string can be viewed as Q = 1 heterotic parastring, one might be tempted
to seek what hybrid combination one can construct from closed parabosonic string and
parasuperstrings .

We consider the light-cone gauge. The right-moving sector consists of the right-
modes of the oriented parasuperstring that is % transverse parabosonic coordinates

Xi(t—0) (i=1,—)and a Majorana and (or) Weyl parafermionic coordinates S%(t — o)

Qo

where (a = 1,2%). The left-moving sector consists of the left-modes of the oriented

‘ 8
parabosonic string that is % transverse coordinates X'(t + o) with (i = l,é) .The

16
remaining 1—Q6000rdinates X!(t+0) with (I =1, 5) are compactified on a lattice which

properties will be determined.
The light cone gauge action describing the dynamics of the free heterotic strings is
given by (see for example [6])

1 inayi L XY 5yl aay] e
S= —4ﬂa//dcrdr (aax 99X 4 1; 2.X199X! + iSy (ar+ac)s> )

where in addition, the constraints (d; — dg) X "= 0and y*S* = 0 have to be imposed.
The solutions of the equations of motion are given by the following oscillators expan-
sions:

i =l e Ly L exo 2 (7 —

X' (t—0) = X+ (T G)+Zz’§1nanexp[ 2in(t—0)] )

X(t40) = ‘xitlp(ero)t LY Laiexpl-2m(ct o)) 3)
) 2 =

St (t—0o) = iSZexp[—Zm(’c—G)] “4)

1 _ ! Ly L areore

X'(t4+0) = X+p (T—!—O‘)—!—Ztn;lnanexp[ 2in(t+0)] (5)

In this gauge, the paraquantum operators x—,p* . x', p, o}, x! p!; &l and s¢  verify
the trilinear relations

[xi, [pj,pk]+] = 2i(5ijpk+5ikpj> (6)
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= 28VA

= 25i~7n5n+mB

= 28"n8,,mC

= 2(y'h)™ 8, mD
+
= (8" pK 4 81K pT)
= 8"E
. = 1,D-2
. = 1,D-2
|
- ID-D=1,—
0

= 2(n8Y 8y moctf +n8*8, 100

= 2(n8" 8y mo0k + 18K S, 00

= ZUWWYbaﬂgf—(y*)“&Hﬁg

(N
®)
€)
(10)
Y

12)

13)
(14)

as)

(16)
A7)

(18)

and all the others are null. Here A, B, C, D and E represent the following operators

A=xkak ol sqx p!
B:xl‘c,p-k’&é’éﬁaxl,pl
C=x,p' a8, x5 pX
D=x,p o, x, p’

E= xiapla (X;l, ari(as‘rlnxl(

applying the Green decomposition [7], the set of the precedent trilinear commutation
relations is equivalent to the following anomalous bilinear relations:

[xi(a),pf(a)' —
[aﬁ(a),aff;(“): =
arll(a)’&’{l(a)_ _

5, 55 o
+

Sn 5 8m
{af,(a),sfn(a)- _

[xl(ag pf(a): -

18

i

nsi‘f5n+m,0
1]
né 6n+m,0

6ab6n+m,0

[x"("‘),pf(ﬁ)L —0 a#p

’

9

{a;;(a)’ag;(ts)L N
[&,’,("‘),&ﬁﬁ)h —0 atp

[sf,(a),ﬁﬁl(ﬁ)] =0 a#p

o [d0sP) =0 ars

1
_-611 :
21

[xr(ay pJ(ﬁ)} (=0 a#p

19)
(20)
21
(22)
(23)

(24)

and all the other commutators (and anticommutators) of the type [A(a),B("‘)] =0 (and
A, BB)], = 0), for a # B.
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MODULAR INVARIANCE

In order to have a consistent theory, one has to deal with left-moving and right-moving
coordinates with the same order Q. this imposes contraintes on Q

Q0 = 1— (D)D)= (26 10)
Q0 = 2— (D,D') =(14,6
Q0 = 4— (D,D)=(8,4
0 = 8—>(D,D')—(5,3)

Before developping this point, one can recall that the finiteness of the one-loop
amplitude for external massless string states is subject to their modular invariance.

By analogy with the ordinary case, one can impose to the one-loop amplitude in the
paraquantum case to be modular invariante.

From the expressions of the one-loop amplitude of the parabosonic string established
by Ardalan and Mansouri [8] and the one of the heterotic string given by Gross et al
[9,10]. In the paraquantum case, This latter turned out that it is equivalent to the one of
the ordinary case with the following substitutions

D — Q(D 2)+2
D' — QD' -2)+2

so that, it takes the form

4 Q{D’;Z)-%—Z
Aoy~ [ TTdalo? |-Z- x T x(Cn o))" B(@,z,K) (25
P ] 1 lnlwl ) bl &Ly B3
i=1 1<i<4
where
B(®,2.K) = 0~ f(®)~2P? [y(C @) L(®@,7,K) (26)
and

(1—wmz)(1—w7'")

27
1—om) 27)

L mE]i-z (1-o") (1-Z)
W(Za (D) - CXp |:21HE:| \/E ,g ( (1 _wm)2 (28)
L@,z,k)= Y exp [-In® (P— i lnﬁQ,) 2 (29)
Pen 2 i=iin®

i—1
0i=Y K (30)

j=1
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L Ing
vi=Y — (31

pa] 27i
Inw
omi ¢y
Cj,' = Q41 eeevnnnnns Zj (33)
flo)=[T0-0" (34)
m=1

here, the sum Y pc, runs over the points P of a (D — D’ ) dimensional lattice A and
the notations are the same as in [10], in particular:

ZJ, vz—Zan’ L (35)

ori’ 2mi

Cﬂ Sl 74 TN PITTIe Z], H (36)

MODULAR TRANSFORMATION

Now, we consider the modular transformation:

Inw , 1 27i

i = =_ 37
2mi -F T In @’ 7
and the jacobian:
4 3
[T w2~ d*t[ Jd*vi (38)
i=1 i=1
from the transformations (37), we can write
o(D'-2)+2
2
d*zi|lo|”
[Te<lo [
o(D'-2)+2
2 o(D'-2)+2
42y 2
— T 2 (39
|r4 |7|6H [ 111lwl} i
and
__ Lik; — KiK;
o ' f(@)7 2P [T (€ @))% [y (vii, 7)™ L(e, vi)
1<i< j<4
(D-2) inv? Kikj
o(D—2 o
— @ (@) PV x H l//(v”,r)rexp Y
1<i<j<4 T
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2
o(p-1') j N
xL* (T ,V)T-— 7 exp —% (ZQ,-V,-) (40)
i=1

where L* = L(ZPGA*) and Zl§i<j§4 klk] =0
A* is the dual lattice of A
by the use of the identities

2
hK =74 and ) v”KK = (ZQ,V,) 41)
1<i<j<4 1<i<j<4

the modular invariance is satisfied provided that D' =2 + % and A = A* (the lattice A
is self-dual)

Finally, the fact that the string is closed imposes a self dual even lattice.

Let us recall that the self-dual-even lattices exist only in eight n dimensions, i.e
D — D’ = 8n and for n = 1, there exists only one such lattice which is the Eg lattice This
imply that in addition to the ordinary case (Q = 1) where (D,D’) = (26,10) based on the
groups Eg ® Eg or SO(32), there is a second possibility for Q =2 where (D,D’) = (14,6)
based on the only semi-laced group Eg!

Notice that, in D" = 6, the spinors are Weyl and the number of internal coordinates is
eight (/=1,3)

SUPERALGEBRA

Like in the parasuperstrings theory [4,5], in this case, we define the parasupercharges in
the same way as follows :

i S G

"= [(Pﬂ% , (7*s50)” LJri(lfL)T Y [msn)ad] (42)

n——o0

these generators obey to an ordinary supersymmetric quantum mechanic algebra, i.e
to the following ordinary anticommutation relations

00| =2 (mp")” “3)

This result is in accordance with what we find in the litterature about the parasuper-
symmetric quantum mechanics systems.

PARTITION FUNCTION

In this section, the spectrum is analysed through the development of the partition func-
tion. We introduce the mass operator

:N+(1V )4%28" (44)

I=1
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where N is the number operator for the right-sector and N for the left-sector. pl are
the momentum of the internal space.

(o] Q . . 1
N = n; X (a’_(g)a,’,(a)+§§(_°f1)y‘s§,“)) (45)
< 2 L i) ~i(a) | () <)
N = Z Z (a—n Op "+ 0y Oy ) (46)
n=1o=1
The closure of the strings imposes the constraint:
~ 1,

where the left hand side (K’ + % p% — 1) corresponds to the left sector and the right

8
hand side (N) to the right sector, with p7 =} (p’ )2.
=1
Let us define the partition functions F, for the left-sector, Fg for the Right-sector and
F for the heterotic parastring by the folowing relations:

F(x) = +Z°° dr, (N) " (48)
N=-1

Fr(x) = de (V)N (49)
N=1

Fx) = YdnN)x" (50)
N

where :

d; (N) represents the degeneracy of the parabosonic left-moving modes at the N
mass level compactified on an eight dimensional lattice Ag,.

dg (N) : degeneracy of parasuperstring right-moving modes at the N mass level

d (N) : the number of the heterotic parastring states at the N'” mass level

One can then write F(x) = Fy (x) ® Fg (x) where the notation ® means d(N) =
dr(N).dg(N)

and where

1 i
Fi(x) = P FL (&, ) (51)

Py, is the partition function for the lattice Ag, given by the relation (see for example

[L1]):

: 2 112
_ inTiw] _ |w
P = Lo oy
w w
oo

14240 Z o3 (n)q"

n=1

= 14 240x +2160x% + 6720x> + 17520x* + 30240x° + ... (52)
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with
0o (n) =Y d* (d/n integer divisors of n)
d/n
and Fy (@}, al) is the partition function for (14 —2) dimensions parabosonic string given
by:

F(a,al) = Zd(n)x”:Tr)ﬁ

Try e 1ZQ (~l(¢1)~'( )+&1(a)~1(a))

. 1 12
nl;ll (l—x”)

= 1+ 12x+90x% 4 520x° +2535x* + 10908x° +42614x° + ... (53)

then
Y dp(N) <N
N
= 252 4+5130x+54760x> +419895x +2587788x* + .....

in the same way:

Fe() = Yde(W)o = Trat Ealleeeslonlts 1)

N

1+ X"+ x2
= 8
ﬂ( I —x" )

= 8 [1 + 8x 4 44x% + 188x° + 694x* + 1640x° + 5688x°

+12224x7 +33542x° +- 71188x" + 0(x'?)] (54)
Finally
F(x) = FL(x)®Fg(x)
= (252+5130x+54760x% + ...) @ (84 64x+352x7 +...)
(252 x 8) + (5130 x 64) x + ... (55)
SPECTRUM

Let us now, describe the spectrum . The zero mass level is given by the set of the
following states:
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M2=0

Left Right
(}il |0), — 4 |iy — 4 parabosons
al |0y, —8 |a) — 4parafermions

[0 (p')" =2) — 240

where

« |i): represents the four physical transverse polarizations of a massless vector field
« |a): represent the four components spinorial partner
« In the left-sector we use i for the space time modes and / for the internal modes.The

2 . . .
states ‘ (P = even> are the lattice vectors. In the right-sector, we use i for the
parabosonic modes and « for the parafermionic modes

The total number of the states in the lowest level is 252 x 8 = 2016 states

As in the ordinary case, the breakdown of these states describes the (para)supergravity
(PSG) and the(para)super Yang-Mills theories.

Indeed, the states o' 1 10), x| jora)  describe what we will call the D’ = 6 PSG, where
their break down into distinct states gives

al 10y, x |j>R+5t£1 0), x |i)g — %3 +4=10 — graviton
al 0y, x |j)R—5t£1 0), x|i)g —*2=6  — antisym. tensor

a‘il|O>L><|a>R —4x4=16 — gravitino

The remaining states belong to what we will call the PSYM theory defined on Eg and
represented by the (992 x 2) states

[&fl |0), + ’pl; (pl)2 = 2>] X |iorayg

One can again write all the physical states in the first and the second levels as follows:
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1% level

M? =38
Left Right
State Number State  Number

sledpal] 10, 8+57=36 ol |0 32

a5 10), 8 521100k 32

’ﬂxﬂf=4> 2160

a,|p’i(p')  =2) 8x240=1920
& |p’i(p') =2)  4x240 =960

a,10), 4

1,10); 4x8=32
~{1]+|0>L 4443 =10
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21d Jevel

M?=16
Left Right
State Number State Number

1o [afl,’o?Kl]+|0>L 120 {(s71,s" ) |0)g 80
l[all,af 1,10), 64 %[a’l,a] ] Vg 128

al510), 8 % lo 5% 1] 80
oLy [t (o) = 4) 17280 ai,|0), 32

~ ~ 2

el o), |p () =2) 8640 57,00), 32
al, ‘p’; (»)* = 2> 1920
%5‘117 [ailaa‘ﬁlh 0), 2
3 [aipa‘izh 0), 16
o 50), 4
& |t (o) = 4) 8640
Lo, [P =2) 200
al, ’p’; (r")? =2> 960
3ol [a‘ilaailhmh 80
tal (ol a 1], 10), 144

‘p’;(p’)2 :6> 6720
AR ‘PI;(pI)Z :2> 7680
o 0), 32
aly,al ], 10), 32

where |0), means |i) or |a) and where, by considering the trilinear commutation re-
lations, we use these general forms (in the precedent tables) to describe all the dif-
ferent possibilities for the states, in particular, we introduce the following notation

(57,5 ) — {l [s% 50, ] L (s 1)2} to describe the product of the parafermionic op-

erators s%, where (s ) = 0 describes the second order of the paraquantization.

n
Notice here that, in the ordinary case (Q = 1), (sz)2 = 0 and it is clear that the last

notation is equivalent to the ordinary product s* lsli I
One can then determine the degeneration of the first three levels and recapitulate all

the results in the following table as well as the polynomials describing the left-moving
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sector partition function and the ones of the right-moving sector.

Left moving sector Right moving sector
Partition Fct. 252+ 5130x454760x> 4 ... 84 64x+352x> + ...
Fund state 252 8
1% level 5130 64
2 Jeyel 54760 352
3 [evel 419895 1504
SUMMARY

In this work, we are interested in the construction of an heterotic string theory from the
combination of a closed parabosonic srting and parasuperstring with the same order Q.
A number of results are obtained:

« The modular invariance imposed that, in addition to the ordinary case (D,D’') =
(26,10), only survives the case (14,6) for the order Q = 2, based on the only semi-
laced group Eg.

« The SUSY generators algebra is equivalent to an ordinary SUSYQM algebra.

« The spectrum is analysed and the total partition function is derived. A coherence
between the coefficients of the development of the total partition function and the
number of the degenerated states is obtained
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of some string theories classically and in the
paraquantum formalism. It is about the membrane, the supermembrane, and the

superstring theories.
Important results are obtained :

Construction of a consistent model of a low-energy limit of a classical perturbative bosonic
membrane and the paraquantum version. New critical spacetime dimensions in term of the
paraquantization parameter Q are derived. The interaction of the paraquantized membrane
in the presence of a constant background B-field leads to a deformed noncommutativity at

the two end points of the open extended string.

The spinning membrane theory turns out to be impossible by the standard techniques,
additional gauges lead to the consistency of a classical construction of a world-sheet
supersymmetric extension of the extended bosonic string action. Unlike the supermembrane
guantum theory which is only defined in D=11, in the case of the parasupermembrane
theory, the four spacetime dimensions D=4, 5, 7 and 11, in which the classical

supermembrane can be formulated, survive.

The asymptotic level state densities for the parasuperstrings and the (parasuper) p-branes
are derived. The study of some themordynamic properties of an ideal gas of the

parasuperstrings is done, in particular the Hagedorn temperature.

Keywords: Strings, Membranes, Paraquantization, Noncommutativity.




Résumé

L'objet de cette these est I'étude de certaines théories des cordes aussi bien au niveau
classique que paraquantique. Il s’agit des théories des membranes bosoniques,

supermembranes et supercordes.

D’importants résultats ont été obtenus :

Construction d’'un modele consistant d’une théorie classique perturbative de la membrane
bosonique a une limite basse énergie et sa version paraquantique. De nouvelles dimensions
de I'espace-temps dépendant du parametre de la paraquantification Q ont été dérivées.
L'interaction de la membrane parabosonique dans un champ de fond B est a I'origine d’une

noncommutativité déformée aux extrémités de la corde ouverte étendue.

Malgré I'impossibilité de construire la théorie de la membrane fermionique faisant appel aux
méthodes standards, I'introduction de jauges supplémentaires a permis une construction
classique et cohérente de I’extension supersymétrique du world-volume de I'action de la

membrane bosonique.

A la différence de la théorie quantique des supermembranes ou seule survit la dimension
D=11 de I'espace-temps, dans le cas paraquantique, les quatres dimensions D=4, 5, 7 et 11,

pour lesquelles sont formulées les supermembranes classiques sont maintenues.

Dérivation du comportement asymptotique de la densité d’états pour les parasupercordes et
la généralisation au cas de la théorie des (parasuper) p-branes. Etude des propriétés
thermodynamiques d’un gaz de parasupercordes, en particulier la température de

Hagedorn.

Mots clés : Cordes, Membranes, Paraquantification, Noncommutativité.




