REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERRIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE MENTOURI CONSTANTINE
FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE PHYSIQUE

N° d’ordre :
Série :
THESE
PRESENTEE POUR OBTENIR LE DIPLOME DE DOCTORAT EN SCIENCES
PHYSIQUES
SPECIALITE : PHYSIQUE THEORIQUE

THEME

SUPERSYMETRIE DANS LE FORMALISME DE LA
PARAQUANTIFICATION
ET METRIQUE PSEUDO-COMPLEXE DE ROBERTSON-WALKER

Maghlaoui Leila

SOUTENUE LE :...../.......

Devant le jury :

Président : A. Benslama Pr. Université Mentouri Constantine
Rapporteur :  N. Belaloui Pr. Université Mentouri Constantine
Examinateur : W. Greiner Pr. Institut des Etudes Avancées, Frankfurt
Examinateur : T. Boudjedaa Pr. Université de Jijel

Examinateur : K. Ait Moussa Pr. Université Mentouri Constantine

Examinateur : A. Boudine MC. Université de Oum El Bouagui




A la mémoire de mon pere
A ma treés chére meére
A mes sceurs et fréres



Remerciements

Je tiens a remercier particuliecrement Monsieur Nadir Belaloui, Professeur a ’'université
Mentouri-Constantine, pour m’avoir proposé ce sujet de recherche, pour m’avoir encadré, pour
m’avoir guidé et encouragé dans ce travail de recherche, pour les connaissances scientifiques et
les conseils qu’il m’a apporté, pour la patience et ’amabilité, pour ses grands valeurs humaines
dont il a fait preuve tout au long de ces années. Grace a lui j’ai beaucoup appris.

Je remercie également notre ministere de I’enseignement supérieur et de la recherche
scientifique pour le détachement de 18 mois qu’il m’avait accordé afin de finaliser cette thése.

La dernicre partie de ce travail de recherche a été réalisé au centre allemand FIAS pour la
physique. Je tiens a remercier Professeurs Walter Greiner et Peter Hess Frankfurt Institute for
Advanced Studies, Johann Wolfgang Goethe University™ et Instituto de Ciencias Nucleares,
UNAM, Circuito Exterior, C.U respectivement, pour avoir tout d’abord accepté de me recevoir
dans leur laboratoire, pour les conseils et surtout leur assistance afin de mener a terme le travail
réalisé sous leur direction.

Je remercie également Monsieur Achour Benslama Professeur a 1’université de
Constantine, pour I’intérét qu’il a porté a ce travail et pour avoir accepté la présidence du jury.

Je tiens a remercier les membres du jury, Achour Benslama professeur a I'université de
Constantine, Karim Ait Moussa professeur a I’université de constantine, Tahar Boudjedaa a
I’université de Jijel, Azdine Boudine a I'universit¢ de Oum El Bouagui pour avoir lu
attentivement mon manuscrit et pour y avoir apporté leurs corrections.

Je tiens a remercier tout particulierement Melles Nour el Houda Arabi, maitre assistant a
I’université de Boumerdes, et Assia Abdaloui, maitre de conférence a 1’université de Oum El
Bouagui, pour m’avoir soutenu et beaucoup aides respectivement au début et a la fin de la thése.

Mon s¢jour a Frankfort m’a permis de me faire plusieurs amies qui ont contribué d’une
fagon ou une autre a la réalisation de ce travail. Je remercie spécialement : Birget et sa famille,
Djamila et sa famille, Samia et sa famille, Mourade et sa famille et que mes amies Faycal et sa
famille, Karima, Lynda, Fatima, Amel et Nehade, soient remerciées ici pour leur amiti¢ et leurs
disponibilités depuis de nombreuses années.



Table des matiéres

1 Introduction

1.1 L’origine de la Mécanique Quantique . . . . . . . .. .. ... ... .....
1.2 Quantification Canonique . . . . . . . . . . .. ... oo
1.3 Formalisme de la théorie paraquantique . . . . . . . . .. .. ... ... ...
1.3.1  Cas d’un oscillateur harmonique . . . . . . . .. . ... ... ....
1.3.2 Généralisation . . . . . . . . ...

1.4 Cas des parachamps . . . . . . . . . . ... e
2 Supersymétrie

2.1 Introduction . . . . . . . . ..
2.2 Algeébre de Supersymétrie . . . . . ...
2.3 Représentation de ’algébre de supersymétrie . . . . . . . ... ...
2.4 Multiplets de supersymétrie . . . . . . . ... Lo o
2.5 Modéle supersymétrique . . . . . .. L
2.6 Supersymétrie en mécanique quantique . . . . . ... ... ...
2.7 Les définitions de la supersymétrie en mécanique quantique . . . . . . . . . .
2.8 La construction du Hamiltonien supersymétrique . . .. ... .. ... ...

2.8.1 Potentiel partenaire supersymétrique . . . . . . . ... ... ... ..

2.8.2 Factorisation et hiérarchie du Hamiltonien . . . . .. ... ... ...

2.8.3 Linvariancede forme . . . . . . . . . .. ... ... ...

2.9 Equivalence . . . . . . ..

3 Parasupersymétrie
3.1 Introduction . . . . . . . . . ..

3.2 Parasupersymétrie en mécanique quantique . . . . . . .. ... oL L.
3.2.1 Modele de Rubackov-Spiridonov . . . . . . . .. .. ... ... ...

11
12
12
14
15

17

17
19
20
21
22
25
26
27
27
29
30
31



3.2.2 Le modele de Beckers et Debergh . . . . . ... ..o
3.3 La parasupersymétrie a 'ordre P quelconque . . . . . . . .. .. ... ....
3.3.1 Lemodéle de Khare . . . . .. ... ... ... ... . .
3.3.2 Le modéle de Chenaghlou et Fakhri . . . . . ... ... ... .....
3.3.3 L’équivalence . . . . .. . ...

3.4 Représentation matricielle d'un systéme parasupersymétrique a ’ordre P . .

Modéle Bosons-(P=2) Parafermion de Wess-Zumino
4.1 Le Lagrangian du systéme . . . . . . . . . . .. ...

4.2 La parasupercharge Qy . . . . . . . . . .o

4.2.1 Calcul de <Qa,@b, QC> ..........................

4.2.2 Calcul de <Qa,@b,@c> ..........................
4.3 Fermeture de la parasuperalgebre des transformations . . . . . . . ... . ..

4.3.1 Algebre des transformations du champ bosonique A . . . . . ... ..
4.3.2 Algebres des transformations du champ parafermionique V°(z) . . . .
4.4 Générateurs des transformations parasupersymétriques . . . . . . . . . . ..
441 Calculde —i[[E,Q,A] . . . . . .
44.2 Calculde —i[[E., Qal, B] - - -« o o
443 Calculde —i[[E0, Qal,Wp) -« o o o o o o

Le Modéle (P = 2) Parabosons-Parafermion de Wess-Zumino

5.1 Le Lagrangien du systéme . . . . . . . .. .. ... oL
5.2 Parasuperalgebre des générateurs (9, . . . . . . ..o
5.3 Fermeture de la superalgebre . . . . . . .. ..o oo

5.4 Générateurs de transformations infinitésimales . . . . . . . . . . . . .. ...

La Meétrique Pseudo-Complexe de Robertson-Walker

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . .

6.2 Les Variables Pseudo-Complexes . . . . . . . .. .. .. ... ... ......
6.2.1 Relativité Générale Pseudo-Complexe . . . . . . .. .. ... ....
6.2.2 Principe variationnel . . . . ... ..o
6.2.3 Quelques propriétés de la métrique . . . . . . . ... ... ... ...

6.3 La métrique Pseudo-Complexe de Robertson-Walker . . . . . . . .. ... ..
6.3.1 Symboles de Christoffel . . . . . . ... ... ... ... ...

6.4 Résolution des équations du mouvement . . . . . ... ... ... ... ...

6.5 COnSEqUENCES . . . . . . v it e

44
44
46
49
95
57
57
58
99
60
61
61

64
64
69
73
74



7 Conclusion Générale et Perspectives

Annexes

A Relations utiles

B Calcul de P,

C Calcul de commutateur [P,, P,]
D Calcul du commutateur [P, Q]

E Calcul du commutateur [R, P,]

104

106

110

115

117

118



Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner un bref historique sur la mécanique quantique et
sa généralisation a 'ordre P, d’'une part, nous présenterons ensuite la généralisation de la
premicére et la deuxiéme quantifications dans le formalisme de la paraquantification a ’ordre
P.

Depuis plusieurs siécles, les physiciens cherchent a comprendre les phénomeénes physiques
a l'aide des lois fondamentales. En effet, tous les phénomeénes physiques connus sont ex-
primés par quatre interactions fondamentales par lesquelles les objets ont une action 'un
sur Iautre. Ils interagissent, suivant la nature des objets, par les forces d’interaction ; forte,
électromagnétique, faible et la gravitation.

Interaction forte : L’interaction forte, ou force nucléaire forte, assure la cohésion du
noyau en faisant fortement s’attirer les nucléons. Elle ne s’exerce qu’a des distances trés
courtes, quelques diametres de noyaux. A distance égale, elle est 100 & 1 000 fois plus intense
que l'interaction électromagnétique.

Interaction électromagnétique : se manifeste sous deux formes, la force électrique
et la force magnétique. Toute matiére est un mélange de protons positifs et d’électrons né-
gatifs qui s’attirent et se repoussent avec la force électrique. Mais ce n’est pas vrai quand
les charges sont en mouvement, en effet, les forces électriques dépendent aussi des mouve-
ments des charges d'une facon compliquée. Nous appelons force magnétique une partie de
la force qui s’exerce entre des charges en mouvement. C’est pourquoi nous appelons le sujet
électromagnétisme. Elle porte a I'infini.

Interaction faible : Au début du XXe siécle, les physiciens découvrent la radioactivité
béta dans laquelle un neutron libre se transforme, en environ 10 minutes, en proton, électron

et antineutrino (n — p + e- + ). En 1934, Enrico Fermi propose le premier modeéle théorique



de la désintégration 3, dans ce cas, une nouvelle interaction de faible intensité et de portée
nulle, agissant ponctuellement a été mise en évidence : c’est interaction faible. En 1957,
Richard Feynman et Murray Gell-Mann modifient la théorie de Fermi pour prendre en compte
la violation de parité. Dans cette théorie, 'interaction faible est de portée nulle (ponctuelle).
Gravitation : Est une force analogue a I'interaction électromagnétique qui varie comme
I'inverse du carré de la distance. C’est de trés loin la force la plus faible des quatre : 10740
fois plus faible que la force électromagnétique. La gravitation est toujours attractive et par
contre, 'interaction électromagnétique se manifeste en deux formes attractive et répulsive.

En relativité générale, la gravitation n’est plus pergue comme une force d’attraction, mais
plutét comme une manifestation de la déformation de la géométrie de ’espace-temps sous
I'influence des échelles de 'univers. Il faut lui adjoindre des hypothéses sur la répartition
spatiale de la matiére. Ceci a été représenté par le principe cosmologique dans lequel 'uni-
vers est spatialement homogéne. Ce principe a été formulé par Albert-Einstein en 1917 en
construisant un modele d’univers statique.

La découverte de ’expansion de I'univers par Edwin Hubble remet en cause le modele
statique d’Einstein et finit de jeter les bases de la cosmologie moderne ou l'univers est en
expansion et décrit par la relativité générale. Son évolution est déterminée par cette théorie,
ainsi que par les propriétés physiques des formes de matiére présentes dans 'univers. Il existe
cependant outre la matiére visible constituant les étoiles, une matiére noire aux propriétés
et a la distribution encore trés mal connues.

La dynamique de I'univers va dépendre des propriétés de la matiére qui le compose, en
particulier de son équation d’état. On peut montrer que, sauf cas particulier, 'univers peut
étre statique. Il est soit en contraction, soit en expansion globales. Le modéle qui décrit
I’expansion d’univers spatialement homogéne et isotrobique est la métrique de Robertson-
Walker.

Pour décrire précisément comment les quatre interactions interagissent dans la matiere,
il est nécessaire d’introduire les constituants élémentaires de cette matiére [1]. Ces derniers
se partagent en deux grandes catégories déterminées par leur participation aux interactions
fondamentales, les leptons d’une part, qui ne participent pas a l'interaction forte et les
quarks d’autre part, qui participent a toutes les interactions. Dans la catégorie des leptons,
les leptons chargés participent & 'interaction électromagnétique et & 'interaction faible et
les leptons neutres ou neutrinos ne participent qu’a l'interaction faible. La participation des
constituants élémentaires aux interactions fondamentales est conditionnée par leur nombres
quantiques conservés, ou charges d’interaction. A chaque constituant de la matiére est as-

sociée son antiparticule, une particule de méme masse et de charges opposées. Jusqu’a ces



derniers temps on étudiait les symétries associées aux groupes globaux. Dans le cadre de
ces symétries, les trois types d’interactions (forte, électromagnétique et faible) étaient exa-
minés séparément. L’idée s’est présentée donc de construire des modéles qui unifieraient en
un seul les différents types d’interactions. L’utilisation des symétries associées aux groupes
locaux présente pour la réalisation de cette idée des moyens trés intéressants. C’est que
pour construire des théories localement invariantes il faut introduire de nouveaux champs
qui ont recu le nom de champs de jauge. Nous pouvons supposer que les médiateurs de
tous les trois types d’interactions sont les mémes champs - champs de jauge vectoriels. En
effet, toutes les particules élémentaires que nous avons vue jusqu’a maintenant sont appelées
fermions. D’aprés la mécanique quantique, ces forces agissent sur les fermions élémentaires
par ’échange de bosons de jauge. Le photon est le boson de I'interaction électromagnétique
ou QED, les bosons intermédiaires W+, W — et Z sont les bosons de l'interaction faible et
les gluons sont les bosons de l'interaction forte au niveau des quarks, la chromodynamique
quantique ou QCD. Au niveau de la théorie des groupes, I'interaction forte est représentée
par le groupe de rotation SU(3). De la méme fagon, les interactions électromagnétique et
faible sont représentées par les groupes U(1) et SU(2) respectivement.

Tous les types d’interactions obtiennent alors une base commune et il devient possible
de les unifier. En effet, La symétrie locale d’isospin a entrainé 'unification des interac-
tions électromagnétique et faible qu’on appelle l'interaction électrofaible. Dans ce cas, le
groupe de symétrie est décrit par U(1) x SU(2). L’ unification de l'interaction électrofaible
avec 'interaction forte, est réalisée par le modéle standard. Le groupe de représentation est
alors U(1) x SU(2) x SU(3). La grande différence entre une théorie contenant deux inter-
actions distinctes et 'unification de deux interactions en une seule est liée aux constantes
de couplages de ces interactions. Par exemple la théorie électrofaible, les deux interactions
possédent chacune une constante de couplage distincte, elles ne sont pourtant pas unifiées.
De la méme fagon, dans le modéle standard, elles ne sont pas plus unifiées que ne le sont
les interactions électromagnétique et faible dans la théorie électrofaible, c’est-a-dire les trois
interactions sont distinctes dans ce modeéle. Cependant, une particule prédite par le modéle
standard reste a découvrir, cette particule est appelée le boson de Higgs. En effet, sans cette
particule, il est impossible de donner une masse aux W+, W —et Z,, mais aussi aux par-
ticules comme D’¢lectron ou les quarks (et donc a la matiere). En 1973, Sheldon Glashow
et Howard Georgi, postulent une nouvelle théorie dite de “Grande Unification” (GUT pour
Grand Unified Theory), celle-ci est décrite par une seule interaction : 'interaction électro-
nucléaire, unification des trois interactions électromagnétique, faible et forte. Les Théories

de Grande Unification sont basées sur des groupes de jauge non abéliens, c’est-a-dire non



commutatifs, comme le sont SU(5) et SO(10). La prédiction principale de cette théorie est
la possibilité de désintégration des protons (heureusement avec une probabilité suffisamment
faible pour que nous ayons encore quelques milliards d’années devant nous!). Mais les résul-
tats expérimentaux sont en désaccord avec ces prédictions et cette théorie ne semble pas étre
valable : jusqu’a présent aucun proton se désintégrant n’a pu étre observé, sa durée de vie
étant donc au moins supérieure & 103! années. Jusqu’a maintenant nous avons vue unique-
ment 'unification des trios interactions (forte, électromagnétique et faible). Mais le grand
réve des physiciens est d’unifier les quatre interactions fondamentales pour aboutir & une
ultime théorie unique : la théorie du tout. Au niveau de I'unification de la gravitation avec
les trois forces fondamentales (modéle standard), il y a un probléme important qui se traduit
par le fait que le modeéle standard est une théorie quantique, alors que la relativité générale
d’Einstein est une théorie classique. La gravitation d’Einstein et la mécanique quantique
semblent devoir demeurer incompatibles. Donc, il est nécessaire de construire une théorie
quantique de la gravitation dans laquelle sont inclues les trois interactions fondamentales.
Les meilleures perspectives de succes pour quantifier la relativité générale reposent sur
la construction de modeéles unifiant I'interaction gravitationnelle aux autres interactions fon-
damentales, puisque le comportement quantique de ces derniéres est mieux contrdlé. Des
candidats trés populaires sont fournis par la supersymétrie et la théorie des cordes. La su-
persymétrie permet 'introduction des interactions gravitationnelles dans la théorie quantique
des champs. Une théorie des champs qui combine la supersymétrie et la relativité générale,
nous ’appelons la supergravité. Comme la théorie de la gravitation d’Einstein est une théo-
rie de jauge du groupe des translations et des rotations de 1’espace-temps, une théorie avec
supersymeétrie locale inclut automatiquement la gravitation. En 1978, Eugéne Cremmer, Ber-
nard Julia et Joél Scherk construisent la théorie de supergravité dans un espace-temps a 11
dimensions. Comme toute théorie des champs de la gravité, une théorie de la supergravité
contient un champ de spin 2 qui correspond au graviton. La supersymétrie entraine l’exis-
tence d’une particule superpartenaire pour le graviton. Cette particule, qui a le spin 3/2, est
nommeée le gravitino. A 11 dimensions, la théorie de supergravité représente aussi la théorie
de supersymétrie maximale c’est-a-dire & cette dimension, la supergravité ne contient pas
des champs de spin supérieur & 2. En effet, pour la dimension plus petite que 11, les théories
de supergravité maximales considérent des réductions dimensionnelles de la supersymétrie
a 11 dimension sur des tores de différentes dimensions (on dit aussi compactification). En
1995, Witten propose que la théorie de supergravité maximale a 11 dimensions est considérée
comme la limite classique d’une théorie quantique, pas encore formulée, appelée théorie M

qui possédent la propriété de connecter de fagon continue les différentes théories de super-



cordes déja existantes et reliées entre elles par des dualités. D’un point de vue quantique,
I’objet fondamental de cette théorie devrait étre une brane et non une corde, c’est a dire un
objet qui décrit un espace & deux dimensions avec une dimension de temps qu’on appelle
le volume d’univers alors que la surface d’univers pour le corde est représenté par une di-
mension d’espace et une dimension de temps. Par compactification de la brane autour de
la dimension supplémentaire, on retrouve la corde fondamentale de la théorie ITA (c’est un
type de la théorie des cordes). La supergravité aurait donc pu étre une candidate sérieuse
pour une théorie unifiée des particules élémentaires et de leurs interactions fondamentales.
Nous avons vu que les particules élémentaires (fermions et bosons), les interactions
qu’elles peuvent avoir entre elles et la supersymétrie, sont en général décrites par la méca-
nique quantique. Dans les théories supersymétriques, les extensions de ’algébre de Poincaré
sont obtenues & partir d’'une «Racine carrée» de la translation, QQ ~ p". Il est tentant
d’envisager d’autres solutions ot la nouvelle algebre est obtenue & partir de racines encore
plus élevées[2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12]. La plus simple alternative que nous examinerons
dans cette thése est "QQQ ~ p". Il est important de souligner que de telles structures ne
sont pas des (super) algébres de Lie (méme si elles contiennent une sous-algébre de Lie), nous
savons en outre qu’aucun no-go théoréme associé a un tel type d’extension n’a été considéré
dans la littérature. Plusieurs possibilités ont déja été examinées dans la littérature. Ici nous
nous concentrerons sur 1'une des extensions possibles appelée parasupersymétrie qui décrit la
supersymeétrie dans le formalisme de la paraquantification. Par la suite nous allons voir que
la généralisation de la mécanique quantique est donnée par la paraquantification a ’ordre
P, tel qu'a P = 1 corresponde le cas ordinaire. Les particules élémentaires sont alors des pa-
rafermions et des parabosons. Dans ce travail, nous allons nous intéresser a ’extension de la
supersymeétrie dans le formalime paraquantique. Cette thése est constituée de six chapitres.
On commence d’abords par une bréve introduction sur le formalisme de la paraquantification
a lordre P , c’est 'objet du chapitre 1. Nous nous concentrerons ensuite sur les différentes
définitions de supersymétrie en mécanique quantique pour N = 1 et N = 2 oll nous montre-
rons ’équivalence entre ces définitions, c’est ’objet du chapitre 2. Dans le chapitre trois nous
présenterons la généralisation de la supersymétrie dans le cadre de la paraquantification a
I'ordre P . nous présenterons cing différentes définitions de parasupersymétrie du modeéle de
Rubakov-Spiridnov a I'ordre deux pour N =1 et N = 2 et a la différence du cas ordinaire,
elles ne seront pas toutes équivalentes. Enfin nous déterminerons la condition générale pour
avoir 1’équivalence entre le modele de Khare et le modele de Chenaghlou et Fakhri . Par
la suite, nous nous intéresserons a la construction du modeéle de Wess-Zumino en termes

de deux champs bosoniques et un parachamp fermionique d’ordre P = 2, et en termes des



parachamps fermioniques et bosoniques de méme ordre P = 2, on dérivera en particulier
les différentes parasupercharges et étudiera I’extension parasupersymetrique des algebres de
Poincaré pour les deux modeéles de Wess-Zumino en question et vérifiera la fermeture de
lalgebre des transformations. c’est I'objet des chapitres 4 et 5. Dans le chapitre 6, nous
présenterons un travail totalement différent aux chapitres précédents, le formalisme pseudo-
complexe de la relativité générale ainsi que son application a la construction du modéle de
I'univers. Ceci nous ameénera a présenter les élément clefs de la construction d’une métrique
d’univers : la métrique pseudo-complexe de Robertson-Walker. Aussi dans ce chapitre nous
montrerons que ce modéle introduit de nouvelles fonctions ¢, qui vont par la suite donner
une nouvelle construction de I’énergie noire. Finalement nous terminerons notre travail par

une conclusion générale et des perspectives.

1.1 L’origine de la Mécanique Quantique

Dans I’état actuel des connaissances scientifiques, la mécanique quantique joue un roéle
fondamental pour la description et la compréhension des phénoménes. En effet, dés que ces
derniers se produisent & une échelle tres fine (échelle atomique ou subatomique ) ils ne sont
explicables que dans le cadre de la physique quantique. D’un point de vue historique, la
mécanique quantique a repris et développé 'idée de dualité onde-particule introduite par de
Broglie en 1924 consistant & considérer les particules de matiére non pas seulement comme
des corpuscules ponctuels, mais aussi comme des ondes, possédant une certaine étendue
spatiale (voir Mécanique ondulatoire). Bohr a introduit le concept de « complémentarité
» pour résoudre cet apparent paradoxe : tout objet physique est bien a la fois une onde
et un corpuscule, mais ces deux aspects, mutuellement exclusifs, ne peuvent étre observés
simultanément. Si I’on observe une propriété ondulatoire, ’aspect corpusculaire disparait.
Réciproquement, si ’on observe une propriété corpusculaire, ’aspect ondulatoire disparait.
Les deux propriétés quantiques, corpusculaire (énergie E et impulsion ﬁ) et ondulatoires

ﬁ
(pulsation w = 27 et vecteur d’onde k ou

?‘ = 27”) sont reliées mathématiquement par
les relations quantiques de Broglie sous la forme suivante
E = hv=hw (1.1.1)
7 = hk (1.1.2)
Dans ce cas, de Broglie avait d’abord postulé l’existence d’'une onde sans en avoir posé

d’équation. A la suite, en 1926, la mécanique ondulatoire de Schrédinger apparait de facon

différente. Elle généralise les travaux de Broglie sur les ondes de matiére, en proposant une



équation de propagation de 'onde qui représente le systéme quantique. Alors, nous associons
a chaque particule (matiére) une onde-plane W (7 ,t) qui vérifie 'équation de Schrodinger

oW (7 ,t)
h ot

2
NG ) V) ) =i

o (1.1.3)

L’opérateur A = ?2 représente le Laplacien. V(?) représente le potentiel d’une particule
massive m.

A la méme époque, Werner Heisenberg élabore la mécanique matricielle : au lieu d’uti-
liser comme Schrodinger une équation différentielle pour décrire 1’évolution d’un systéme
quantique, il utilise des objets mathématiques peu familiers aux physiciens de ’époque : des
tableaux de nombres appelés matrices, qui ont la propriété de ne pas forcément commuter.
La position et la vitesse des particules sont décrites par des matrices. L’impossibilité de
déterminer simultanément avec précision la position et la vitesse d’une particule se traduit
par le fait que la matrice correspondant & la position et celle correspondant a la vitesse ne
commutent pas.

Dans le formalisme de la mécanique quantique, la relation qui combine la fréquence et

I’énergie est une conséquence directe de I’ équation du mouvement de Heisenberg

L dA
ih—= = (A, H] (1.1.4)

ou A est une observable arbitraire.
H est le Hamiltonien ou 'opérateur d’énergie du systéme.
En effet, si nous prenons la valeur moyenne de ’équation (1.1.4) ente deux états propres

du Hamiltonien, nous trouvons la relation suivante
hv = E; — Es (1.1.5)
De la méme facon, la relation qui combine longeur-d’onde et impulsion est donnée par
—ihVA = [A,P] (1.1.6)

ol p est Uopérateur d’impulsion d’un systéme conservatif.
Dans la théorie relativiste (1.1.4) et (1.1.6) peuvent étre écrites dans une forme unifiée
telle que
—iﬁ% = [4,p,] (1.1.7)
dx,,
py est le quadrivecteur d’énergie-impulsion.
En théorie des champs quantiques, les champs ne sont pas liés a la dualité onde-corpuscule.

Les particules élémentaires possédent déja cette dualité dans ’acceptation du terme de la
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meécanique classique qu’on appelle la deuxiéme quantification. Ce que I’on entend par champ

est un concept qui permet la création ou ’annihilation de particules en tout point de ’espace.

Comme tout systéme quantique, un champ quantique a un hamiltonien et obéit a I’équation
de Schrodinger

H|¥(t)) = iﬁ% |W(t)) (1.1.8)

En 1926, Paul Adrien Maurice Dirac montre que ces deux descriptions sont parfaitement

équivalentes. Les bases du formalisme mathématique de la mécanique quantique sont posées.

1.2 Quantification Canonique

Procéder a la quantification d’un systéme revient a suivre les étapes suivantes

A partir d’un Lagrangien classique L donné, les variables d’impulsion p; (i = 1......f) qui
sont conjuguées canoniques des variables dynamiques ¢; sont définies. Le Hamiltoniene est
construit en termes des variables canoniques ¢; et p;. La transition a la mécanique quantique
( quantification ) est réalisée par la réinterprétation des ¢; et p; en termes d’opérateurs
satisfaisant les équations (1.1.4) et (1.1.6), tout en essayant de garder le plus possible la forme
de I’hamiltonien et des équations du mouvement inchangée. Ceci impose des contraintes sur
¢; et p;. Dés 1950, Wigner|[13] démontre que c¢’est une solution possible mais en aucun cas la

seule. Une solution suffisante (mais pas nécessaire ) est donnée par les équations

[qiapj] = iﬁ5ij
[g:,q;] = 0 (1.2.1)
pi,p;] = 0

Nous avons alors pris 'habitude de définir la quantification par la réinterprétation des ¢; ,
p; en termes d’opérateurs vérifiant (1.2.1). Cependant une solution plus générale satisfaisant

aux conditions précédentes est possible. En effet en 1953, Green démontre que [14]

[Qk7 [ph Q’m]q:] = 25qum
[q]m [plypm]jF] = 20lpm F 20kmp1 (1.2.2)
[Qka [QZa qm]i] =0

ou les équations (1.2.1) représentent un cas particulier ; c’est la paraquantification.

Le formalisme de la paraquantification est caractérisé par un parameétre P entier, appelé
ordre de la paraquantification de telle sorte que P = 1 corresponde & la quantification
ordinaire. Notons alors que les équations (1.1.4) et (1.1.6) sont les plus fondamentales de la

mécanique quantique.
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1.3 Formalisme de la théorie paraquantique

1.3.1 Cas d’un oscillateur harmonique
a. Cas parabosonique

Nous nous proposons de mettre en évidence la paraquantification & travers I’exemple de
oscillateur harmonique [15, 16]. L’importance de 'oscillateur harmonique est justifiée (entre
autre) par le fait qu’en théorie de champs, le champ est considéré comme un ensemble infini
d’oscillateurs harmoniques de différentes fréquences.

En considérant le systeme d’un oscillateur harmonique dont le Lagrangien et I’ Hamilto-

nien classiques sont donnés respectivement par

L = - (¢*-¢) (1.3.1)

H = - (¢ +7%) (1.3.2)

et satisfaisant aux équations du mouvement d’Hamilton

p=—q
. (1.3.3)
q="pr

Quantifier ce systéme revient & imposer aux opérateurs ¢; , p; les équations (1.1.4) et
(1.1.6) tout en gardant les équations (1.3.3). Ceci est traduit par
iq = lq, H] = ip (13.4)

ip = [p, H|] = —iq

Maintenant, au lieu des variables ¢, , p; , il est plus pratique d’utiliser les opérateurs a, a™

définis par

1 .
=3(q+
‘Tz (g +ip) (1.3.5)
at =3 (q —ip)
ou T signifie le conjugué hermétique.
Les équations (1.3.2) et (1.3.4) prennent les formes suivantes
1
H= 5 (a'a +aa') = N (1.3.6)
[a,N] =a, [a!,N] =al (1.3.7)

D’apres I équation (1.3.6), toutes les valeurs propres de 'opérateur hermitien N doivent
étre non négatives, donc le spectre de ce dernier est borné inférieurement, c’est a dire la valeur

minimale existe. D’un autre coté, en agissant les équations (1.3.6) sur les vecteurs propres
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In) de N avec la valeur propre n, on trouve que les opérateurs a (a') diminue respectivement

(augmente ) la valeur de n par unité . Ceci implique que le spectre de N est de la forme
N, =N, +n (1.3.8)

avec

N,>0,(n=01.... ) (1.3.9)

En combinant (1.3.8) et (1.3.6), nous trouvons la relation suivante

1
No +n= 5 (‘anfl,n

2 + |an,n+1’ 2)

En faisant un raisonnement par récurrence sur n, nous obtenons directement les éléments

de matrice des opérateurs a , af

1

2N, +n)? pour n pair
Onnt+1 = Qpy1p = ( 1 ) ) ) (1.3.10)

’ (14 n)2 pour n impair

D’apres 1'équation (1.3.10), nous pouvons écrire
2N, i
(n|la,a’]|n") = bnm pot b (1.3.11)
" 1 2(1 — N,y pour n impair

Pour le cas N, = 3, le commutateur (1.3.11) devient
[a, aT] =1
qui correspond au cas des relations de commutation canoniques.

Pour le cas N, = 1, nous pouvons démontrer que les opérateurs a, a' satisfont des relations

de commutation trilinéaires du type
aaa’ — alaa = 2a
Plus N, augmente et plus les relations se compliquent c.a.d. deviennent du type

aaa’a+ ... , aataaa + ...

b. Cas parafermionique

Le systéme fermionique n’a pas ’analogue en mécanique classique, pour cela en utilisant

9

une définition ” ad hoc ” correspondant & un oscillateur fermionique, le Hamiltonien s’écrit

H = - (ala — ad") (1.3.12)

N | =
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De la méme facon, nous trouvons les éléments de matrice des opérateurs a, a™
= nn={n+1)(P=n)}2 (n=0,1,......) (1.3.13)

Les relations de commutations que doivent satisfaire a, a' sont dérivées a partir de (1.3.13)
. Par exemple, le cas P = 0 conduit au résultat trivial : a = a' = 0. Dans le cas P = 1, les

opérateurs a, a' satisfont aux relations d’anticommutations
{a,a'} =1, {a,a} = {a’,d'} =0 (1.3.14)

cas qui correspond & un oscillateur harmonique fermionique ordinaire.
Quant P augmente, la situation devient plus compliquée. Dans le cas P = 2, par exemple,
les opérateurs a et a' ne satisfont plus les relations de commutation bilinéaire (1.3.14) mais

des relations de commutation trilinéaires

+

a®>=0,aa"a=2a,aca’” +ataa = 2a

1.3.2 Généralisation
a. Cas de plusieurs oscillateurs harmoniques

Dans ce cas on considére un systéme de f oscillateurs, le k-ieme étant décrit par les opé-
rateurs ag, aL (k =1,2......). Chaque oscillateur vérifie les relations établies précédemment.
La paraquantification de ce systéme est définie par les relations de commutation trili-

néaires suivantes

|:ak7 [agyam:| :| = 25klam
:F
{ak, [azr, ain} } = 25161&1,1 F 25kma;f (1.3.15)
:F
[aka [ala am]y} =0

ot les signes en haut (en bas) correspondent respectivement au parafermions (parabosons)

et ou, on a introduit ’état du vide |0) qui vérifie les conditions suivantes

ax |0) = 0 pour tout k
Ni10) = 0 pour tout k (1.3.16)
00) =1
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L’avantage de ces relations est le fait qu’elles soient trilinéaires quelque soit l'ordre P.
L’inconvénient en est qu’elle ne se suffisent pas a elles seules mais dépendent de la condition
sur le vide

aga) [0) = Py, |0) (1.3.17)

qui fixe I'ordre de paraquantification P.

1.4 Cas des parachamps

En théorie des champs la paraquantification, se fait de la méme fagon que dans le cas
précédent. En effet, considérons (pour simplifier ) un champ non relativiste W(x,t) et son

conjugué ¥i(z, t). En théorie classique, le champ W(z,t) obéit & I’équation suivante

OV (x,t) 1

qui correspond au cas d’interaction libre, oti m est une constante positive , de dimension

de masse. L’expression de Hamiltonien est donnée par
1
H=o / & (VU (2,t), VY (x,1) (1.4.2)
m

Nous utilisons le méme procédé de quantification, en considérant 1’équation de mouve-
ment de Heinserberg (1.1.4) comme la plus fondamentale. En effet, pour satisfaire le principe

de correspondance et les équations de Heinsenberg (1.1.2), les champs doivent vérifier

[\p (2, 1), [0t (y,t),\I!(z,t)h] = 200 (2 — ) U (2, 1)

W (1), [9 (y,0), 91 (5, 0)] | = 269 (2= ) W (2,0) 7269 (2 = 2) W (y,0)

(1.4.3)
[ (2,8),[9 (y, 1), ¥ (2,8)] ] = O
otl, la condition sur ’état du vide |0) devient
¥z 0)]0) =0 (1.4.4)

U (2,8) Ut (y,4)[0) = P6® (& — ) [0) , (P =0,1,2,....)

P est l'ordre de la paraquantification. L’interprétation physique du nombre entier P est
d’une part le nombre maximal de particules parabosonique pouvant occuper un état antisy-
métrique, et d’autre part, P est le nombre maximal de particules parafermioniques pouvant

occuper un état symétrique (en particulier, le nombre maximal qui peut étre occupe dans le
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méme état). En général, nous avons deux méthodes de quantification, quantification cano-
nique et quantification par I'intégrale de chemin. Dans la référence [17, 18], la parastatistiques
a été construite dans le formalisme de la quantification des intégrales de chemin en utilisant

les composantes de Green qui vérifient des relations bilinéaires.
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Chapitre 2

Supersymétrie

Dans ce chapitre, nous allons exposer les notions de base de la supersymétrie dans la
théorie de champ quantique. D’une part, nous exposerons l'approche traditionnelle de la
supersymétrie dans le formalisme des superchamps. Nous présenterons ensuite l'approche
géométrique, quant a la construction de théories supersymétriques pour des supercharges.
Nous donnerons les différents modéles supersymétries, nous définirons aussi les propriéties
de ces modeles. D’autre part, nous allons donner un bref historique sur la supersymétrie au
niveau de la mécanique quantique. Nous rappellerons les différentes définitions de supersy-
métrie en mécanique quantique. Ensuite, nous présenterons aussi l'indice de Witten et son
importance pour la supersymétrie. Enfin, nous montrerons I’équivalence entre les différentes

définitions pour N = 1,2 supercharges et leur représentations matricielles.

2.1 Introduction

Le concept de symétrie joue un role essentiel dans la description des phénomeénes phy-
siques et la formulation des modéles d’unification déja construits et constitue également le
principal guide dans la recherche de nouveaux modéles. Il y a plusieurs symétries dans la
nature. Certaines sont visibles et d’autres sont cachées. La théorie des particules élémen-
taires a largement recours a la théorie des groupes, qui permet d’établir plusieurs propriétés
importantes des symétries. Il existe deux catégories des symétries des particules élémen-
taires. Parmi elles, certaines restent invariantes lors de la transformation de ’espace-temps
quadridimensionnel, mais il existe aussi des transformations dans lesquelles les coordonnées
spatio-temporelles ne changent pas, la variation portant seulement sur les fonctions d’ondes.

Ces transformations sont liées aux propriétés internes des champs et des particules qui leur
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correspondent, nous pouvons donc les appeler transformations internes. Pour la description
des propriétés spatio-temporelles et internes, on peut introduire respectivement les groupes
de symétries spatiale tels que le groupe de Poincaré, et interne, en particulier le groupe
SU(3).

Au cours du temps plusieurs études ont été effectuées pour unifier la symétrie d’espace-
temps avec la symétrie interne. Effectivement, en 1967, Coleman et Mandula [19] fournissent
un argument rigoureux qui prouve sous certaines hypothéses, que le groupe de symétrie
continu maximal respectant le groupe de Lorentz, a quatre dimensions, est le groupe de
Poincaré. Si nous cherchons alors, a rajouter des symétries continues d’espace-temps, toute
théorie devient triviale (i.-e. sans interaction). Ce théoréme n’autorise donc, a priori, que
des symétries internes. Dans ce cas, I'invariance de groupe de la théorie peut étre le produit
direct du groupe de Poincaré et le groupe compact (interne). En 1974, Wess et Zumino
[20, 21, 22] ont vérifié la proposition de Coleman-Mandula par l'introduction des relations
d’anticommutation de la superalgebre, que nous appelons dans la littérature, la supersymétrie
de la théorie des champs qui transforme les bosons aux fermions et vise versa. Pour pouvoir
relier des composantes bosoniques (qui commutent) et fermioniques (qui anticommutent), les
générateurs de supersymétrie doivent, eux-mémes, posséder le caractére fermionique. Nous
pouvons alors considérer que la supersymétrie est une extension du groupe de Poincaré. Il
est intéressant de noter qu’en 1975, Haag, Lopuszanski et Sohnius [23, 24] ont construit tous
les générateurs possibles de la supersymétrie. La structure de cette superalgebre qui respecte
les assomptions du théoréme de Coleman et Mandula est définit par les supercharges (),
tout en vérifiant les relations d’anticommutation.

Les extensions supersymétriques du Modele Standard ont été introduites pour la pre-
miére fois par P. Fayet [25]. Ainsi I’électron, particule chargée, de spin 1/2, doit avoir des
superpartenaires de spin 0, appelé sélectrons (ou électrons scalaires), de méme charge. Le
photon, particule de spin 1, doit avoir un superpartenaire de spin 1/2, appelé photino. Les
gluons, particules de spin 1, ont comme superpartenaires les gluions, de spin 1/2. Les bosons
de jauge W+, W — et Z ont comme superpartenaires les winos et zinos, aussi de spin 1/2.
Nous arrivons ainsi a une duplication des particules élémentaires connues, la théorie obtenue
s’appelle le Modeéle Standard Supersymétrique. Celui-ci décrit aussi de nouveaux bosons de
Higgs (notamment chargés), et les higgsinos correspondants.

Par conséquent, la supersymétrie est une symétrie supposée dans la physique des parti-
cules qui postule une relation profonde entre les particules de spin demi-entier (les fermions)
constituant la matiére et les particules de spin entier (les bosons) véhiculant les interactions.

Dans le cadre de la supersymétrie, comme nous avons vue que chaque fermion est associé a
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un ou plusieurs « super-partenaires » de spin entier, alors que chaque boson est associé a
un ou plusieurs « super-partenaires » de spin demi-entier. Malgré le fait que le nombre de
particules soit doublé, la supersymétrie possede de nombreux avantages

e En postulant I'existence de « super-partenaire » de I'ordre du TeV, 'unification de
I'interaction forte, faible et électromagnétique devient possible & une échelle d’énergie de
l'ordre de 10'® GeV (échelle de grande unification).

e Cette théorie permet également d’expliquer naturellement pourquoi la masse du Higgs
peut étre faible (en dessous du TeV).

e Elle offre également la possibilité d’expliquer la matiére noire de notre univers par le
biais des neutralinos (particules supersymétriques stables interagissant trés faiblement avec
la matiére).

e Dans le cadre de la cosmologie, elle offre la possibilité d’expliquer la faiblesse de la
constante cosmologique.

Des théories de supersymétrie ont été développées, notamment dans le contexte des Théo-
ries de Grande Unification, pour tenter d’unifier les interactions forte, faible et électroma-

gnétique et expliquer pourquoi les particules ont une masse.

2.2 Algébre de Supersymétrie

La densité lagrangienne dans la théorie des champs quantiques est une invariante sous le
groupe de Poincaré. Ce groupe lui-méme est une extension du groupe de Lorentz & quatre
dimensions. Les générateurs de ce groupe sont représentées par le tenseur M, et le vecteur
d’impulsion P, quadridimensionnel. L’algebre du groupe de Poincaré est donnée par les

relations de commutations de ses générateurs

[P, P = 0 (2.2.1)
[M/u/a Pp] = Z'(UV,,PM - nuppu) (222)
[Mw/a Mpo] = _i(nupMuo - nHaMup - nupMucr + nuaM#P) (2'2'3)

avec 1, = diag(1, —1,—1,—1) est le tenseur métrique.
Ce groupe a subi une extension au groupe de Super-Poincaré par l'introduction des

générateurs fermioniques (), qui sont des spineurs de Majorana; a étant un indice spinoriel
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a = 1,4, Ces générateurs satisfont les relations supplémentaires

[PuQa] = 0 (2.2.4)
(M, Qal = —(07,)ab Qs (2.2.5)
{Qu Q) = 2(v")a D (2.2.6)
{Qu, @} = —2(v"C)a Py (2.2.7)
{Qn @y} = 2(C7'Y)a By (2.2.8)

Ou wa = i [Wﬂ,yy] et v, et C représentent les matrices Gamma et la conjugaison de
charge respectivement (Annexe A). Le groupe de Poincaré contient 10 générateurs boso-
niques : P, et M, le groupe de Poincaré élargi (super-Poincaré) contient en plus 4 généra-

teurs fermioniques : (), soit un total de 14 générateurs.

2.3 Représentation de ’algébre de supersymétrie

La théorie de représentation du groupe de Poincaré est construit par l'utilisation du
petit groupe ou méthode de Wigner [26], dans le but de construire les états propres de la
représentation irréductibles. De la méme maniére, en utilisant les relations supplémentaires
(2.2.6-8), nous obtenons les représentations irréductibles de 1’algébre de super-Poincaré et
leurs états propres. Ceci nous permet de déterminer les propriétés comme la masse et les
nombres des particules (fermionique et bosonique) pour chaque multiplet. Effectivement,
nous trouvons que le nombre de degrés de liberté des particules bosoniques et fermioniques
sont égaux et ont la méme masse. Il est possible de montrer ces propriétés en utilisant
directement 'algebre de super-Poincaré.

D’une part, il est clair de voir que P? = (P,P") est encore un opérateur invariant
par rapport a l'algébre supersymétrique. Il est important de noter que P? = (P,P") est
un opérateur de Casimir du super-Poincaré, a cause des relations des commutations (2.2.4)
entre 'opérateur P, et la supercharge (),. Par conséquent toutes les particules d’un multiplets
posséderont la méme masse.

D’autre part, le deuxiéme opérateur de Casimir pour le groupe de Poincaré est le vecteur
de Pauli-Lubanski

WH = %»SWWMWPU (2.3.1)

Celui-ci nous permet de déterminer le spin des particules. Cette fois, le vecteur W* ne

représente pas un opérateur de Casimir pour le groupe de super-Poincaré. Dans 'algébre
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de super-Poincaré, nous trouvons que le deuxiéme opérateur de Casimir est donné par le
tenseur suivant [27, 28, 29|
C. =B,P,— B,P, (2.3.2)
avec
1—
Bu = Wu + g@%f)%@ (233)

Ceci signifie que les particules ont la méme masse avec des spins différents pour chaque

multiplet dans I'algebre supersymétrique.

2.4 Multiplets de supersymétrie

Il est treés important de noter, dans ce qui suit, que nous allons travailler avec la repré-
sentation de Weyl de deux composantes. Dans ce cas, les relations supplémentaires supersy-

métriques (2.2.6-2.2.8) deviennent

[QuQs} = {@‘i@s}zo, {Qa,@B}=—2(0m)§Pm (2.4.1)
[P, Qo] = {Pm,@ﬂ =0 (2.4.2)
Moo Q] = =i(om)iQa [ M Q| = ~ien) Q' (243

Q. et @'B sont les spineurs de Weyl ; a et 3 étant des indices spinoriels: « = 1,2; 8 = i, 2

o™ sont les matrices de Pauli ('annexe A).

=B e
Comme nous avons vue que les supercharges (), et (° sont considérées comme des
opérateur fermioniques, alors il est nécessaire d’introduire I’opérateur du nombre fermionique
de sorte que la supercharge augmente le nombre fermionique d une unité, ce qui nous permet

d’écrire la relation suivante
(—D)V"Qa = —Qa(—1)"" (2.4.4)

De plus, pour n’importe quelle représentation finie de ’algebre supersymétrique dans

laquelle la trace est bien définie

rr | {u @'
- 7|7 (00’ + Q.|

= Tr)YQuE )+ TrIQu(-1Y" G = 0
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d’un autre coté, en utilisant la relation (2.4.1), nous obtenons
TT[Q—DNF{?mef}} = Tr[p—mezgwwgph
= 2(0™)PP,Tr [(—1)]
Pour P, # 0 et fixé, ceci se réduit a
Tr [(-1)Nr] =0 (2.4.5)
Ceci signifie que, nous pouvons écrire cette relation sous la forme suivante

Y (B By+ > (F|(=D)Y|F) (2.4.6)

= Np—Np=0 (2.4.7)

avec |B) et |F') représentent les états bosoniques avec Np = 1 et fermioniques avec
Np = —1 respectivement.
Ou Np et Np, ont respectivement les nombres de degrés de liberté bosoniques et fermio-

niques dans la représentation de 1’algébre de supersymétrie.

2.5 Modéle supersymétrique

Nous avons vu que, une représentation de 1’algebre de supersymétrie possede le méme
nombre d’états bosoniques, que d’états fermioniques ayant la méme masse, ce que nous
appelons dans la littérature : un supermultiplet. Alors, la construction des modéles supersy-
métriques sont bien définis. En théorie des champs quantiques, nous pouvons distinguer deux
méthode différentes. La premiére méthode consiste & prendre en considération les équations
du mouvement, ce que nous appelons un modeéle supersymétrique on-shell. Les modéles les
plus connus sont

1. Modéle de Wess-Zumino : ce modele est décrit par un champ fermionique massif
de Majorana (deux degrés de liberté fermioniques) avec deux champs scalaires massifs (deux
degrés de liberté bosoniques).

2. SuperQED : ce modéle représente 'extension de QED dans le formalisme supersy-
métrique qui est décrit par un champ fermionique avec un champ vectoriel, les deux champs
ayant la méme masse.

La deuxiéme méthode est I'inverse de la premiére c’est & dire, nous ne tenons pas compte

des équations du mouvement, ce que nous appelons un modéle supersymétrie off-shell. Dans
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ce cas, le modele de Wess-Zumino est construit par un champ fermionique (quatre degrés
de liberté fermioniques) avec quatre champs scalaires, chaque champ scalaire a un degré de
liberté. Nous avons ajouté deux champs scalaires par rapport au cas on-shell, ces champs
sont appelés les champs auxiliaires.

Dans cette these, nous allons nous intérreser au modéele de Wess-Zumino qui représente
un systeme supersymétrique on-shell. Dans ce cas, le Lagrangien est donné par un champ
fermionique ¥(z) de Majorana avec deux champs scalaires A et B massifs sous la forme
suivante

1 1

_lwiug 1 2 1 2 1 o0 1 59
L= SU("0, —m)¥ + 5 (%A + 5 (9,B) — m?A* = Sm*B

En théorie des champs quantiques, les champs fermioniques et bosoniques vérifies des

(2.5.1)

relations d’anticommutations et de commutations respectivement sous la forme suivante

(V0 (@.0). (Y. 1)} = 0ud(T =)
{0a(7, 1), (Y, 1)} = {9 (7,1), 9, (V,0)} =0
[A(Z 1), n(y . 1)] = i6(Z —7Y)
(7. 0).7(¥,1)] = [A@, 1), AV, )] =0
[B(Z,6),7'(y,t)] = (7 ~7)
(@, t),7'(y, 1) = [B(Z.1),B(y,t)] =0
Ou
m(z,t) = 0L 7' (z,t) = 0L

6 (0,A(x, 1))’ 8 (0,B(z,t))
De plus, le champ fermionique ¥(z) et les champs bosoniques A(x) et B(z) commutent

entre eux.

ce modele est invariant sous les transformations supersymétriques suivantes

ow

oU

0A
0B

(=in"0 +m)(A — in’B)e
8(A = iy°B)(in" 9, — m)
B

—iEy° W

(2.5.2)

D’apres le théoréme de Noether, chaque invariance de Lagrangien laisse toujours une

grandeur conservée que nous appelons le courant de Noether ou supercourant et qui est
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décrit par la relation suivante

oL
R VS 1) 2.5.
J V= S (2.5.3)
Jo— g (2.5.4)
\
avec
5L =0, V" (2.5.5)

®; représente les champs bosoniques et fermionique et A représente une constante.

Dans ce modéle, nous pouvons trouver 1’expression de supercharge ), qui est décrite par
Qo = / d>zk? (2.5.6)

nous pouvons aussi retrouver les transformations supersymétriques (2.5.2) par 'utilisa-

tion de la supercharge et qui sont données en générale par la relation

Une propriété importante en supersymétrie est la fermeture de ’algébre des transforma-
tions de supersymétrie. Nous prenons comme exemple le champ bosonique A. En appliquant

deux fois les variations sur le champ A, nous obtenons
62614 = 65(2,V) = 21 (—iy"D, + m)(A — iv°B)ey
en tenant compte des équations du mouvement des champs A et B, nous pouvons écrire
[02,01]A = 062(510) = —i(E1y!'er — EayMe1) 0, A + (E1e2 — E261)0"0, A
—(B19"7°ey — Exy*v°21)9, B — (217 e9 — E97°e1)0"0, B
en utilisant le réarrangement de Fierz ('annexe A), nous obtenons
[02,01]A = —2i819"e2(0,A)
= 2e1Y'eapu A

De la méme maniére pour les champs B et ¥, nous trouvons

[02,01|B = 2&1v"e2p, B

[02,01|¥ = 2817!'eop, ¥

Il est clair que, toute les fermetures de transformations des champs A, B et ¥ ont le
méme parameétre de fermeture 22,7"e5 et aussi sont proportionnelles au quadrivecteur im-

pulsion p,,. Ceci signifie que, si nous effectuons une premiere transformation pour un champ
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bononique au point M(ct, x,y, z), nous trouvons comme résultat un champ fermionique et la
deuxiéme transformation pour ce champ fermionique nous conduit au champ bosonique en
un autre point d’espace M'(ct’,x’,y/, 2’). Jusqu’a maintenant, nous avons vu la supersymé-
trie a quatre dimensions. En général, pour résoudre les problémes de la théorie des champs,
nous prenons comme modele simple celui a une dimension. Par conséquent, la supersymétrie
unidimensionnelle représente la supersymétrie en mécanique quantique, c’est 1'objet de la

section suivante.

2.6 Supersymétrie en mécanique quantique

Les applications de la supersymétrie ne sont pas limitées aux particules élémentaires
ou aux théories des champs quantiques. La supersymétrie a été appliquée dans différents
domaines de la physique théorique (nucléaire, atomique, ’état du solide ,et la physique
statistique). L’importance de la théorie supersymétrique est l’existence des partenaires su-
persymétriques des quarks, des leptons et des particules scalaires (gauges) qui ont la méme
masse, et le fait qu’aucune de ces partenaires n’est observée, implique que la théorie de super-
symétrie doit étre brisée spontanément, ce qui peut expliquer le probleme de hiérarchie des
différences de masse. Pour cela, différents travaux ont été conduit pour essayer de résoudre
ce probléme. Dans cet axe, en 1976, la supersymétrie a été pour la premiere fois appliquée en
mécanique quantique par Nicolai [30] qui a utilisé la supersymétrie pour construire le modéle
de spin en physique statistique. En 1981, Witten [31] introduit la supersymétrie en méca-
nique quantique, basée sur la superalgébre, pour fournir un modeéle simple non-relativiste
du mécanisme de la supersymétrie brisée spontanément. Certains auteurs commencaient a
étudier les différents spectres de la mécanique quantique supersymétrique. La détermination
des spectres d’un systéme (les fonctions propres avec leurs valeurs propres) est trés inté-
ressante dans la supersymétrie. Effectivement, la supersymétrie donne une tentative dans
la méthode de factorisation de Infeld-Hull [32] qui était la premiére méthode pour classer
analytiquement les solutions des problémes de potentiels . En 1983, une autre méthote a été
présenté par Gendenshtein [33] que nous appelons I'invariance de forme (Shape Invariant),
dans laquelle le partenaire de potentiel a la méme variation spatiale que le potentiel original

avec une différence qui est représentée par des parameétres constants ou variés.

(34



2.7 Les définitions de la supersymétrie en mécanique

quantique

En mécanique quantique, La supercharge n’établit pas une transformation entre des bo-
sons et des fermions, elle fait une transformation entre les deux valeurs propres orthogonales

d’un Hamiltonien donné H avec la méme valeur propre dégénérée.

Q* = H (2.7.1)
H|E.q) = E|E.q)=Q|E,q)=¢|E.q) (2.7.2)

ceci nous conduit a écrire
E=%/4q

Les deux états sont des vecteurs propres d’un opérateur que nous appelons opérateur de
Parité de Witten K avec les valeurs propres +1 et —1.

Alors, pour construire un systéme quantique supersymétrique, il est nécessaire de définir
trois opérateurs importants, le Hamiltonien H, les supercharges @); et la Parité K de Witten
qui joue un role important dans le mécanisme de la supersymétrie brisée spontanément.

Supposons que nous avons un systéme quantique qui est caractérisé par un opérateur
hermitien H (Hamiltonien du systéme) agissant dans un espace de Hilbert H. De plus,
nous postulerons 'existence d’un opérateur hermitien K et de N opérateurs (); qui agissent
également dans l'espace de Hilbert H. Selon N = 1 ou N = 2, nous distinguons cinq
définitions équivalentes [34].

a-Définition 1 : N=2

Le systtme N = 2 supersymétrique de mécanique quantique {H,H} est définit par

I’existence d’un ensemble d’opérateurs H, )1, ()2 et K vérifiant la superalgébre suivante

K* =1, {KQ}=0, [K,H] =0 (2.7.3)
{Qi,Q;} = 20;;H pouri,je[l,N|=]1,2]

L’opérateur K est aussi appelé opérateur de Klein, opérateur de chiralité, opérateur nombre
fermionique, opérateur de Parité de Witten ou opérateur Z-gradué.

b-Définition 2 : N=1

Le systtme N = 1 supersymétrique de mécanique quantique {H,H} est définit par

I’existence d’un ensemble d’opérateurs H, ¢ (un opérateur non-adjoint), et K vérifiant la
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superalgébre suivante

K?* =1, [K,H=0
{K,q} = {Kd'}=0 (2.7.4)

{0.4'} = 20 , {¢,¢}=0

Les opérateurs ¢ , ¢' sont appelés les supercharges complexes.

c-Définition 3 : N=1

Le systéme N = 1 supersymétrique de mécanique quantique {H, H} est défini par 1’exis-
tence d’un ensemble d’opérateurs H, @) ( la supercharge est hermitienne) et d’un opérateur

K vérifiant la superalgébre suivante

K* =1, {K,Q}=0

d-Définitions 4 et 5
Ce que nous prenons pour les définitions (4) et (5) correspondent respectivement aux

définitions (1) et (2) sans opérateur K. Ceci sera adopté encore dans les sections suivantes.

2.8 La construction du Hamiltonien supersymétrique

La détermination des spectres de la mécanique quantique supersymétrique est traité par
plusieurs méthode dans lesquelles le probléme de potentiel est résolu [35], par exemple,
les méthodes les plus connus : potentiel de partenaire supersymétrique, la factorisation,

I’hiérarchie d Hamiltonien, et I'invariance de la forme (Shape Invariance)

2.8.1 Potentiel partenaire supersymétrique

L’étape principale dans la détermination du spectre des problémes unidimensionnels d’un
potentiel est la transition entre les fonctions d’ondes et le potentiel. Une fois que les fonc-
tions d’ondes sont obtenues, nous pouvons trouver le potentiel. Nous avons ’équation de

Schrodinger pour une particule avec I’énergie fondamentale de fonction d’onde ,(x) nulle

2 d*(x)

Hyo(w) = — 52 4 Vi(aig(e) = 0 (281)
Ceci implique o
olx
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ceci permet une reconstruction globale du potentiel V;(z) a partir de sa fonction d’onde
de I'état fondamental. Une fois que nous réalisons ceci, il est trés simple de factoriser le

Hamiltonien en utilisant I’expression suivante

Hy = ATA (2.8.3)
avec
hod
At = 4 W (x) (2.8.5)

V2m dx

dans ce cas, le potentiel V;(x) devient

Vi(z) = W2(z) — \/%W’(x) (2.8.6)

Dans la littérature, la fonction W (z) représente le superpotentiel. La relation (2.8.6) est

également appelée équation de Riccaci. Il est clair que la solution de W (x) en terme de la
fonction d’onde est —-
x

W(z) = _\/T_mm (2.8.7)

ceci correspond aussi 4 la solution de 'équation Hitp,(z) = AT Asy(x) = 0.

Maintenant, nous pouvons construire la théorie supersymétrique d’un systéme définit

par le Hamiltonien Hy a partir du Hamiltonian original H;. Le Hamiltonien est décrit par

le renversement d’ordre des operateurs A et AT, H, = AA'. Dans ce cas, le Hamiltonien H,

correspondant au nouveau potentiel V5(x) devient

h? d?
Va(z) = W2(x)+\/%_mW'(a:) (2.8.9)

les potentiels Vi (x) et Vo(z) sont appelés les potentiels partenaires de supersymétrie. Il
est clair que, les valeurs propres E,(LI), E? et les fonctions propres w;” (x), w;”(a;) pour les

deux Hamiltonien H;, H, sont reliés respectivement par les relations suivantes

E® = BV EV =0 (2.8.10)
VP (@) = (B AR, (2) (2.8.11)
) = (BD) AT () (2.8.12)
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Nous remarquons que, d’'une part, la fonction d’onde de I’état fondamental de H; est
annihilée par I'opérateur A, cet état n’a aucun partenaire de supersymétrie. D’autre part
nous obtenons que, a partir des fonctions propres de H; nous pouvons déterminer les fonc-
tions propres de H, en utilisant I'opérateur A, et vice versa en utilisant AT nous pouvons
reconstruire toutes les fonctions propres de H; a partir de H, excepté I’état fondamental.

Pour comprendre la dégénérance du spectre de la supersymétrie, nous utilisons l'algebre

de supersymétrie. Dans ce cas, nous pouvons décrire le Hamiltonien sous forme d’une matrice

H 0
H = ( . Hz) (2.8.13)

avec les superchages @ et Q' qui sont données par

(00 ;[0 A
Q—(A()),Q—(O 0) (2.8.14)

L’algebre de supersymétrie est décrite par des relations de commutations et d’anticom-

a4 deux dimensions

mutations entre H, Q et Q. Ces relations vérifient une superalgeébre fermée si(1,1)

[H,Q] = [H,QT]=0 (2.8.15)
{Q.Q"} = H {QQ}={Q"Q"} =0 (2.8.16)

le fait que les supercharges @ et Qf commutent avec H est responsable de la dégénérance.
Nous pouvons aussi interpréter les opérateurs () et QT comme des opérateurs qui changent

le degré de liberté entre les fermions et les bosons.

2.8.2 Factorisation et hiérarchie du Hamiltonien

Nous rappelons que dans la détermination des superpotentiels dans la méthode du par-
tenaire de potentiel supersymétrique, nous constatons qu’une fois que nous avons la fonction
d’onde de l'état fondamental correspondant au Hamiltonien H; nous pouvons trouver le
superpotentiel Wi (z) qui est donné par I’équation (2.8.7). Nous avons aussi trouvé comme
résultat que les opérateurs A; et AI peuvent étre utilisés pour factoriser le Hamiltonian
H;. D’une part, nous savons que ’état fondamental du partenaire du Hamiltonien H, est
déterminé par le premier état d’excitation de H; en utilisant les applications de 'opérateur
A;. Ceci permet une refactorisation du deuxiéme Hamiltonien Hy en termes de Wy(x). Le
partenair de cette refactorisation est un nouveau Hamiltonien H3. Ce développement peut

continuer jusqu’a un nombre n d’états. Alors, une fois nous avons la solution du potentiel
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pour H;, nous pouvons déterminer les valeurs propres et les fonctions propres pour I'hiérar-
chie entiére du Hamiltonien créés par des refactorisations répétées.

Nous supposons que, nous avons un Hamiltonien H; avec les valeurs propres Eﬁl) et les
fonctions d’ondes (! (z) avec 0 < n < (p— 1), nous pouvons toujours construire une hiérar-
chie de (p — 1) Hamiltoniens Ha, .....H, tels que le nombre m' d’hiérarchies d’Hamiltonien
H,, ala méme valeur propre de H; excepté que les premiéres (m — 1) valeurs propres de H;

sont absentes. En général, nous pouvons toujours écrire

H,=Al 4, +EY = —% + V() (2.8.17)
avec (m)
A, = % Wn(z), Win(z) = —W (2.8.18)
nous avons aussi
Em — gm— =gY (2.8.19)
() = (BN, —EW )N (BN By A (a(2.8.20)
Vi(z) = Vi(z)— 2% (¢ (2)..p" Y () (2.8.21)

Par cette méthode nous avons déterminé toutes les fonctions d’ondes et leurs valeurs

propres des (p — 1) hiérarchies du Hamiltonien.

2.8.3 L’invariance de forme

Dans cette méthode est liée par la forme de variation des potentiels déterminée. Si les
deux potentiels de partenaires supersymétriques V;(x) et Va(z) définis dans (2.8.6) et (2.8.9)
la méme forme de variation et différente seulement dans des paramétres qui apparaissent
dans eux-méme, donc, cela que nous appelons I'invariance de forme. Plus précisément, si les

potentiels de partenaires V;(z) et V5(x) satisfont la condition
Vao(z;a1) = Vi(z; a2) + R(ay) (2.8.22)

avec a; est un ensemble des parameétres, as est une fonction de a; et R(a;) est indépendant
de z. Nous pouvons construire toutes les (p—1) hiérarchies du Hamiltoniens en tenant compte
de la condition de I'invariance de forme (2.8.22). Dans ce cas, nous pouvons écrire

d2 s—1

Hy, = —ps Vi(z,as) + ; R(ay), avec s =1,2..... (2.8.23)
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avec a;, = 5 !(a;) c.a.d la fonction f appliquée (s — 1) fois.

Il y a aussi d’autres méthodes que nous appelons les transformations d’opérateurs dans
lesquelles ’équation de Schrodinger peut étre réduite a une équation hypergéométrique en
utilisant des transformations canoniques. Pour les applications de cette méthode on peut
consulter Particle [36].

Nous remarquons que, toutes les méthodes ont des solutions algébriquement analytiques
qui sont basées sur la détermination des fonctions propres et leurs valeurs propres pour

n’importe quel systéme supersymétrique.

2.9 Equivalence

Nous avons donné les différentes définitions de supersymétries au niveau de la mécanique
quantique. La question qui se pose ici, est-ce que ces définitions sont équivalentes?. La
réponse a été confirmée par [34]. Effectivement, 1'équivalence entre les définitions (1) et
(2) et ainsi que (4) et (5) est fait en remplagant ) = \% (Q1 +1iQ5), ce qui implique QT =
\% (@1 — iQ2). Cependant, I’équivalence entre les définitions (1) et (3) est établi en postulant
@ = Q1et en construisant une deuxiéme superchage en fonction de ()1 et K par cette relation
Q2 = —iKQ;. L’équivalence entre les définitions (4) et (1) et puis (5) et (2) est réalisée en
prouvant l'existence de 'opérateur de Chiralité K agissant dans ’espace de Hilbert H. Ce
dernier est toujours possible & condition que ker(); = ker(Qs = kerH qui est vérifié dans le
cas de supersymétrie de mécanique quantique.

Nous rappelons que 'opérateur K prend seulement les valeurs propres +1, le sous-espace
HT avec (+1) s’appelle souvent le sous-espace "bosonique" (ou avec la parité positive de
Witten) tandis que celui H~ avec (—1) s’appelle le sous-espace "fermionique" (ou avec la
parité négative de Witten). Nous pouvons décomposer ’espace de Hilbert en deux sous-

espaces de K. Ceci nous permet d’écrire la relation suivante
H=H+H"

Dans ce cas, le fait que I’énergie positive est doublement dégénérée, signifie qu’a chaque
état d’énergie positive de Parité de Witten correspond un autre état avec la méme énergie
et la Parité de Witten opposée. Par conséquent, la représentation générale en tenant compte
des équivalences entre les différentes définitions d’un systéme supersymétrique est décrite

sous la forme matricielle & deux dimensions par
1 0 0 Af 0 0 ATA 0
K — L Q= LQf = , H = 2.9.1
(o f) e (o v )e=(ho) m=(" i) oo
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ot AT et A sont des opérateurs linéaires qui sont donnés en fonction de superpotentiels

d d
AT:%JMW A =i (2.9.2)

ou W représente le superpotentiel.

Nous remarquons que l'opérateur de Witten est nécessaire dans la construction des mo-
déles supersymétriques dans les deux cas, le cas relativiste & quatre dimensions ou la théorie
des champs quantiques et le cas non-relativiste ou la mécanique quantique ordinaire qui
représentent la deuxiéme et la premiére quantification respectivement. Jsuqu’a maintenant,
nous avons vu deux théories fondamentales dans la littérature, la supersymétrie et la pa-
raquantification, et comme la supersymétrie est une théorie quantique, est-il possible de
faire ’extension de cette théorie dans le formalisme paraquantique, c’est ’objet du chapitre

suivant.
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Chapitre 3
Parasupersymeétrie

Dans ce chapitre, nous allons exposer les deux modeéles de parasupersymétries a I'ordre
P = 2 Rubackov-Spiridonov et Beckers-Debergh, nous présenterons la généralisation de
I’algébre parasupersymétrique de ces modeles a 'ordre P quelconque, et nous montrerons
I’équivalence entre les deux modeles a I'ordre P quelconque. Enfin, nous montrerons que
pour le modéle de Rubackov-Spiridinov, par exemple et a la difference du cas ordinaire, les

différentes définitions pour N = 1,2 parasupercharge ne sont plus équivalentes.

3.1 Introduction

Comme il a été déja mentionné, le concept de la symétrie a joué un réle important dans
le développement de la physique théorique moderne et de la science mathématique. Cela
signifie que la nouvelle symétrie a permit de décrire de nouveaux phénoménes dans de nom-
breux domaines de la science, indépendament du fait qu’ils ont été observés dans la nature.
Dans ce chapitre, nous présentons un nouveau type de supersymmetries non linéaires, appe-
lée parasupersymétrie [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55,
56, 57, 58, 61, 60, 61, 62, 63], qui est une généralisation de la supersymétrie dans le forma-
lisme paraquantique. C’est la réponse au chapitre suivant. En 1990, Rubakov et Spiridonov
[64] construisent une théorie qui permet a des bosons de se transformer en parafermions et
réciproquement, grace a ’action d’une nouvelle symétrie : la mécanique quantique supersy-
métrique. Elle a été également développée dans un contexte, appelé parasupersymétrie en
traitant des bosons et des P = 2 parafermions satisfaisant les propriétés parastatistiques
c’est & dire vérifiant des relations doublées. Effectivement, la parasupersymétrie a été aussi
construite par un modele différent, le modele de Beckers-Debergh [65]. La généralisation de

la supersymétrie au niveau de la mécanique quantique est aussi décrite par la supersymétrie
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fractionele [66], ’orthosupersymeétrie [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74] et g-déformation de la
supersymétrie [75]. Dans la référence [35, 76], les auteurs ont étudié leurs topologies ainsi
que les différentes relations entre elles. Dans cette thése, nous allons nous intéresser a la

parasupersymétie de mécanique quantique.

3.2 Parasupersymétrie en mécanique quantique

3.2.1 Modé¢le de Rubackov-Spiridonov

Rubackov et Spiridonov étaient les premiers a proposer une généralisation de la supersy-
métrie de mécanique quantique de Witten a une parasupersymétrie de 'ordre P = 2. De la
méme maniére que pour la mécanique quantique supersymétrique, nous pouvons distinguer
cing définitions différentes par le nombre N des parasupercharges.

Soit un systéme paraquantique & 'ordre P = 2, décrit par un Hamiltonien H, 'opéra-
teur (Hermitien) de Parité K et les N parasupercharges qui doivent vérifier des relations
trilinéaires. Ce systéme est P = 2 parasupersymetrique si une des définitions suivantes est
satisfaite.

Définition 1 : le systéme est donné par un Hamiltonien H, une N = 1 parasupercharge

@ et son conjugué Q' qui satisfont les relations trilinéaires suivantes

Q=0 (3.2.1)
Q*Q"+QQ'Q+Q'Q* = 20H (32.2)
(@, H = [QH]=0 (3.2.3)
(K, H] = {K,Q}=0 (3.2.4)
D’apreés Mostafazadeh [76], le Hamiltonien du systéme est donné par
H— 1 )2 INCE. 2 t A2t e
=5 1(QQ") +(Q'Q) -5 (QERQ+Q'Q*Q") (3.2.5)

Définition 2 : le systéme est donné par un Hamiltonien H, deux N = 2 parasupercharges
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Q1 et QYo qui satisfont les relations trilinéaires suivantes

Qf = 20.H (3.2.6)
Q5 = 2Q.H (3.2.7)
Q7 — {Q1,Q3} — Q20:Q: = 0 (3.2.8)
Qg—{QmQ%}—QleQl =0 (3.2.9)
[Q1,H] = [Qs,H] =0 (3.2.10)
(K, H] = 0 (3.2.11)
{K,Q1} = {K,Q}=0 (3.2.12)
Le Hamiltonien devient
m= @+ @) -s@ue] " (3:2.13)

Définition 3 : le systéme est donné par un Hamiltonien H, un opérateur d’évolution K,

une N = 1 parasupercharge Q (Q' = Q) qui satisfont les relations trilinéaires suivantes

Q° = 2QH (3.2.14)
Q,H] = [K,H]=0 (3.2.15)
{Q,K} =0 (3.2.16)

Définition 4 et 5 : Ce que nous prenons comme définitions (4) et (5) correspondent
respectivement aux définitions (1) et (2) sans opérateur K. Ceci sera adopté encore dans

les sections suivantes.

3.2.2 Le mode¢le de Beckers et Debergh

Beckers et Debergh ont démontré que le choix du Hamiltonien n’est pas unique. Ils ont
construit un nouveau Hamiltonien qui vérifie des relations trilinéaires. De la méme maniére,
nous pouvons distinguer cinq définitions pour N = 1,2

Définition 1 : le systéme est donné par le Hamiltonien H, I'opérateur d’évolution K, et

N =1 parasupercharge () qui satisfaisant les relations trilinéaires comme suit

Q. [Q"Q]] = QH (3.2.17)
Q" [Q.Q"] = Q'H (3.2.18)
Q= (Q)¥=0 (3.2.19)

Q. H] = [Q"H]=0 ( )
K, H] = {Q K}=0 ( )
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Le Hamiltonian du systéme est définit par la méme relation (3.2.5).
Définition 2 : le systéme est donné par le Hamiltonien H, I'opérateur d’évolution K, et

N =1 parasupercharges ()1, ()2 qui satisfaisant les relations trilinéaires suivantes

QF = 20.H ( )

Q5 = 2Q.H ( )
@1Q201 = Q1@ =0 ( )
(@b} = o (3.2.25)
{Q1, @} = Q3 ( )
Qi H] = [Q2,H]=0 ( )
K. H] = {Q K}=0 ( )

Le Hamiltonien est aussi donné par la relation (3.2.13).
Définition 3 : le systéme est donné par le Hamiltonien H, 'opérateur d’évolution K et

N = 1 parasupercharges Q (QT = Q) qui satisfont les relations trilinéaires suivantes

Q° = 2QH (3.2.29)
Q, H] = [K,H]=0 (3.2.30)
{Q. K} =0 (3.2.31)

Définition 4 et 5 : Ce que nous prenons comme définitions (4) et (5) correspondent
respectivement aux définitions (1) et (2) sans 'opérateur K.

Les deux modeles ne sont pas équivalent sauf dans les conditions suivantes

QQ'Q = QH (3.2.32)
Q°Q"+Q'Q* = QH (3.2.33)

Donc, les relations (3.2.32) et (3.2.33) représentent une nouvelle définition non triviale

d’un systéme parasupersymétrique de mécanique quantique a 'ordre P = 2.

3.3 La parasupersymétrie a ’ordre P quelconque

3.3.1 Le modéle de Khare

Le modeéle de Rubackov-Spiridnov est une symétrie entre un boson et un prafermion de

l'ordre P = 2 et Khare [35] a généralisé la parasupersymétrie de Rubakov-Spiridnov a I'ordre
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quelconque P > 1 sous la forme suivante

QYT+ QF'QIQ + oo +Q'QY = 2PQY'H (3.3.1)
QM =0 (3.3.2)
Q. H] = [Q,H]=0 (3.3.3)

Cette définition pour P = 1 et P = 2 se réduit a l'algebre de supersymétrie et la
parasupersymétrie de Rubackov-Spiridnov respectivement. De plus, les relations (3.3.1-3)
décrivent ’algébre unitaire de parasupersymétrie a I'ordre P quelconque, puisque Q' est le
conjugué de la parasupercharge Q. Il est évident que les relations (3.3.1-3) restent satisfaites
sous I’échange de Q par Q' dans ces relations. Nous pouvons aussi définir les cinq définitions

précédente & I'ordre quelconque P.

3.3.2 Le modéle de Chenaghlou et Fakhri

En 2002, le modeéle de Beckers-Debergh est généralisé & 1'ordre P quelconque par A.
Chenaghlou et H. Fakhri [77], Palgeébre de parasupersymétrie est décrit en termes des para-

supercharge @, Q' et le Hamiltonian H & I’ordre P sous la forme suivante

[Q,1Q,...1Q,[Q", Q... = =2(-1)"'Q"'H (3.3.4)
(P-1) fois

[QL1Q..[Q1.1Q.Q..]l = 2-1)"(@Q)"'H (3.3.5)
(P—1) fois

QM = (@ =0 (3.3.6)

Q. H) = [QH]=0 (3.3.7)

Comme le cas P = 2, il est clair aussi que les deux modeéles ne sont pas équivalents a
I’ordre P. Nous pouvons aussi déterminer les conditions dans lesquelles les deux modéles
seront équivalents.

Nous pouvons écrire le modéle de Chenaghlou-Fakhri dans d’autre expression pour les

deux cas P = 2K,2K + 1 sous la forme suivante
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Le cas P = 2K (P pair )

Q" = @)™ =0

3.3.8
—CEQPQT + CEIQPIQIQ — ... + CLQQTQP T — C%QIQF = 207 'H  (3.3.9)
) (P+1) termes ’
(@, H] = [Q"H]=0
(3.3.10)
avec P'
Cp = m, avecn =0,1,....P

Pour arriver a ’équivalence entre les deux modeéles a I’ordre P quelconque, il est nécessaire

d’ajouter les deux conditions suivantes

QY QIQ + %(2 — P)QPQIQ%.. + QQTQF 1 =2Q7'H (3.3.11)
2P - 1Q"H = 20°Q1+ (1- PRTIQIQ+ (1 + L Dgragigr g
+(1 - PR +2QTQ" (3.3.12)

Ceci représente aussi la généralisation des équations (3.2.32) et (3.2.33) a ordre P = 2K.
Le cas P =2K + 1 (P impair )

QP—H — (QT)P-‘rl -0
(3.3.13)
—CpQ"Q'+ Cr Q" 'Q'Q — .. — CpQQIQ" T + CpQ'QT = —2Q"'H (3.3.14)

~
(P+1) termes

Q. H] = [Q\H]=0

(3.3.15)

Dans ce cas, les conditions d’équivalences entre les deux modeles deviennent
20P-1)Q"'H = (P+1)Q"'Q'Q+ (1 — MQP-QQTQ? (3.3.16)
+..+ (1= P)QQ'Q™! +2QTQ (3.3.17)
20P+1)Q"'H = 20°Q"+(1-P)Q"'Q'Q+ (1+ @QP‘QQTQQ(&?)JS)
+.. 4+ (14+ P)RQ'Q" (3.3.19)
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ceci représente aussi la généralisation des équations (3.2.32) et (3.2.33) & lordre P =
2K + 1.

Nous prenons comme exemple les deux cas P = 2,3. Pour P = 2, il est clair que les
relations (3.3.11-13) deviennent

QQ'Q+QQ'Q = 2QH (3.3.20)
20°Q" - QQ'Q +20TQ* + 2Q°Q" — QQTQ +20'Q* = 2QH (3.3.21)

Nous pouvons aussi écrire

Q0'Q = OH (3.3.22)
Q'+ Q'Q* = QH (3.3.23)

qui représentent les mémes relations (3.2.32) et (3.2.33).

Pour le cas P = 3, I'algébre de parasupersymétrie (3.3.14-16) devient

Q' = Q™=0 (3.3.24)
~Q°QT+3Q°Q'Q - 300'Q° + Q'@ = —2Q°H (3.3.25)
Q. H = [QH|]=0 (3.3.26)

et les relations (3.3.17) et (3.3.18) deviennent
4Q°Q'Q - 2QQ'Q* +2Q'Q° + 40°Q'Q - 20Q'Q* +2Q'Q° = 4Q°H
20°Q" - 2Q°QTQ +4QQ'Q* + 2Q°Q" - 20°Q'Q + 4QQ'Q* = 8Q°H
Nous pouvons écrire
2Q°Q'Q — QQ'Q* + Q'Q* = Q*H (3.3.27)
Q°Q" - Q°Q'Q+20Q'Q* = 2Q°H (3.3.28)
Ces relations représentent la condition d’équivalence entre les deux modeéles de parasu-
persymétries a 'ordre P = 3.
3.3.3 L’équivalence

Jusqu’a maintenant, nous avons données les modeles de la mécanique quantique para-
supersymétrique a 'ordre P = 2 (modele de Rubackov-Spiridnov et Beckers-Debergh), et

comme nous avons aussi données les différentes définitions de N parasupercharges pour les
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deux modeles (par exemple N = 1, 2). Ces deux modéles (modéle de Rubackov-Spiridnov et
Beckers-Debergh) sont généralisées a 1'ordre P quelconque par Khare et Chenaghlou-Fakhri
respectivement. Nous avons aussi déterminée la condition générale pour obtenir ’équiva-
lence entre les deux modeles (modele de Khare et Chenaghlou-Fakhri). Dans le cas ordinaire
de supersymétie de mécanique quantique, nous avons vu que les différentes définitions de
N =1, 2 sont équivalentes. Maintenant, la méme question se pose, est-ce que c’est possible
de réaliser cette équivalence dans la parasupersymétrie de mécanique quantique a l’ordre
P = 2. Nous prenons comme exemple le modéle de Rubackov-Spiridonov, il est clair que les
définitions (1) et (2) sont équivalentes par le changement de variables
1 1

V2 V2

par ce changement, nous trouvons aussi I’équivalence entre les définitions (4) et (5).

Q= (Q1+iQ2) et QT = (@1 —iQ2) (3.3.29)

Pour faire ’équivalence entre les définitions (3) et (2) et puis (5) et (2), il est nécessaire
de montrerl’existence de l'opérateur de Parité K, comme nous avons vu dans le cas de

supersymétrie ordinaire, ceci est réalisé par la condition suivante
Ker@Q; = KerQQo = KerH (3.3.30)

Par contre, dans la parasupersymétrie de mécanique quantique, cette condition n’est
pas applicable & cause de la complexité des relations entre les opérateurs 1, (2 et H.

Effectivement, d’apres la relation (3.2.6), nous pouvons écrire
KerQ} = 2Ker(Q,H) (3.3.31)
Mathématiquement, cela n’implique pas que
Ker@; = KerH (3.3.32)

Donc, en général, les définitions (4) et (1) et puis (5) et (2) ne sont pas équivalentes
au niveau de la parasupersymétrie de mécanique quantique a 'ordre P > 1 quelconque.
De plus, 'équivalence entre les définitions (1) et (3) n’est aussi pas réalisable dans le cadre
de la parasupersymétrie & cause du fait que nous ne pouvons pas construire une deuxiéme
parasuperchage en termes de la premiére parasupercharge et de 'opérateur K.

Nous concluons que, les différentes définitions de la parasupersymétrie (modeéle Rubackov-
Spiridnov) ne sont pas équivalentes a la différence du cas ordinaire de supersymétrie, cela

revient toujours a la complexité de 1’algébre parasupersymétrique & l'ordre P > 1.
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3.4 Représentation matricielle d’un systéme parasu-
persymétrique a ordre P

Nous prenons comme exemple le modéle Rubackov-Spiridnov de la définition 1. Alors,
d’apres [35], les parasupercharges Q et Q' peuvent étre données par la représentation ma-

tricielle suivante

1 [d o
Qij = 7 [% + Wi(f)] i1 1,5 =1,2 (3.4.1)
Nous pouvons écrire
0 Al 0
Q=10 0 A4l (3.4.2)
0 0 O
et aussi
; 1 d .
(@ )i] VAR +Wiz)| dijrr 4,5 =1,2 (3.4.3)
Avec p
AF = Wi(z) + — 3.4.4
E W)+ (3.4.4)
Ici les parasupercharges @ et Q' sont définis en termes des superpotentiels Wi(z) et
WQ(I)

Les relations (3.2.1) et (3.2.2) nous conduisent & déduire les expressions de H,
Hr = diag(Hl,Hg, Hg) (345)

H,, Hy et H3 sont données en temes de Aj-t par

1
ATH, = Z(A;AHA;A;) AT (3.4.6)
1
Hy, — Z(A;AHA;A;) (3.4.7)
1
Ay = (A;AHA;A;) Ay (3.4.8)

Pour résoudre ces équations, nous allons poser les contraintes suivantes
ATAT = ATAS + ¢ (3.4.9)

Ou ¢ est une constante.
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Cependant, les composantes de H, peuvent étre données par leurs expressions indépen-

damment de ¢ par

1 d?
1 d’ 2 2
Hg = Z —2@4“/‘/1 +W2 _W/1+W/2 (3411)
1 d’ 2 2
H3 = Z —2@ + Wl + W2 - Wll - 3W/2 (34]‘2)
la contrainte (3.4.9) devient
W2 -W2+Wn+Wi,+c=0 (3.4.13)

Maintenant, la représentation matricielle des parasuperscharges a ’ordre P quelquonque

(modele de Khare) est donnée par la matrice (P + 1) x (P + 1)
(@Q)as = (p— iWp)da,p41; (QNap = (p+iWp5)da 11
avec a, 3 =1,2,....., (P + 1), il est clair que Q et QT satisfaisont les relations suivantes
Q(P+1) — (QT>(P+1) =0
De plus, le Hamiltonien est donné par

(H)aﬁ = Ha5aﬁ

Ou
o= Ealue_wnylo
D R ol g
2 |
Hpy = %+§(W1%—ng)+§cp

commutent avec les parasupercharges @ et @, ceci nous conduit aux relations suivantes
(s =2,3,..P)
W2, + W +Cey=W2—-W!+C,

Ici O, Cs....Cp sont des constantes arbitraires avec la dimension d’énergie.

Il est clair que, pour P = 2, nous trouvons le modele de Rubackov-Spiridonov.
Conclusion

Nous concluons que les différentes définitions de parasupersymétrie de mécanique quan-

tique ne sont pas équivalente, ceci est du au fait que la parasuperalgeébre vérifie des relations
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trilinéaires. Nous avons aussi trouvé la condition générale pour avoir 1’équivalence entre les
deux modeéles Khare et Fahkri a l'ordre P. Il est clair que, dans la représentation de la
supersymétrie, nous utilisons uniquement un seul potentiel par contre la parasupersymétrie
est décrit par P superpotentiels Wp.

Le chapitre suivant sera consacré & la généralisation de la supersymétrie en théorie des
champs dans le formalisme paraquantique il s’agit en particulier de présenter ’extension

paraquantique du modele le plus simple de supersymétrie, le modele de Wess-Zumino.
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Chapitre 4

Modéle Bosons-(P=2) Parafermion de

Wess-Zumino

Dans ce chapitre, nous allons construire le modéle parasupersymétrique de Wess-Zumino
a l'ordre P = 2 [78]. Nous décrierons le Lagrangien du systéme en termes de deux champs
bosoniques et un champ parafermionique a ’ordre P = 2. Nous construirons ’algébre para-
supersymétrique et enfin nous déterminerons les propriétés les plus importantes comme la
fermeture de 'algébre et dériverons les transformations infinitésimales a partir de la parasu-

percharge Q).

4.1 Le Lagrangian du systéme

Dans le cas ordinaire, la construction du modéle de Wess-Zumino est représenté par un
champ fermionique de Majorana avec deux champs scalaires qui ont la méme masse m (un
scalaire et un pseudoscalaire ) ou par un champ de Majorana de spin % et un champ vectoriel
de spin 1, mais ce dernier définit aussi la superQED. Comme nous avons vue au chapitre
2 que, ce modele est basé sur la condition de I’égalité entre le degré de liberté des champs
parafermioniques et le degré de liberté des champs bosoniques. Nous pouvons décrire le
modele de Wess-Zumino par un parachamp fermionique de Majorana ¥, (x) a l'ordre P = 2
avec deux champs scalaires de spin 0 (un scalaire A, 'autre un champ pseudoscalaire B). Le
cas discuté ici est le cas on shell c.a.d. avec les équations du mouvement des champs ¥ (z),

A et B suivantes

(iv"0, +m)¥(x) = 0 (4.1.1)
O+m*)A = (O+m?)B=0 (4.1.2)
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Le Lagrangien du systéme est alors décrit par
=, 1 9 1 2 1 55 1 5 9
E—Z (U, (v*0,, — m)¥] +§(3MA) +§(8MB) —5m A —5m B

U, (x) vérifie des relations trilinéaires a I'ordre P = 2
(Wi (2), 5 (y), Vi (2)) = 20(z—y) 05 Wi (2) + 26 (y — 2) Gy (2)
(Ui (2),95(y), Wi (2)) = 26(y—2) 0¥ ()
(Wi (2),%; (y), ¥ (2)) = 0O

avec la notation (a, b, c) = abc + cba

les champs ordinaires A et B vérifient les relations ci apres

[A(xa t)’ W(ya t)] = 15(1‘ - y)
[W(Ji,t),ﬂ'(y,t)] = [A<x7t>7A(yat)] =0
[B(z,t),7'(y,t)] = i6(z —y)
[W/($’t)>ﬂl(yat)] = [B(l",t),B(y,t)] =0
m(z,t) = oL (2, t) = 0L

(0o A(x, 1)) (0o B(x, 1))

(4.1.3)

(4.1.4)
(4.1.5)
(4.1.6)

De plus, le parafermion ¥, (z) et les champs bosoniques A et B commutent entre eux

[A, 0] = [B,¥] = [A,B] =0

Maintenant, le développement de ce travail nécessite 1'utilisation des expansions des fonc-

tions d’ondes des champs de Majorana WU, (x), A et B qui sont données par

a _ 1 3 ﬁ V2 — — —ipxT + (= — ipT
U (r) = —(2ﬂ)3/2;/dp(wp) {d (P, s)ua (P,8) e ™ +d" (P, s)va (D, 5)e?"}

A(x) = W/di"p (2%}1))1/2 {a(T)e ™ +at (P) ™)}
Bla) = (273)3/2 /dgp (g%p)m {b(P)e ™ + 07 (D)™}

A

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)



En termes des modes, les relations (5.1.4-6) sont décrites par

—
/

<d(7,s) dt (? z) d (F,r>> — 92 (? _ ) 51ud (F,r) 425 (p _ ?) 5ud (T, 5)
7 ( I

4.2 La parasupercharge (),

Maintenant, nous traitons les transformations des champs A, B et le parachamp ¥(x) ,
qui sont des transformations parasupersymétriques de la théorie définie par (4.2.3-6). Consi-

dérons alors ’action suivante

= / {7 (9.0 —m)¥] + 5 (0,4)" + 5 (9,B)" — gmPA® —

m?B*}d’x  (4.2.1)
a l'invariance du Lagrangien par une transformation continue donnée correspond une
grandeur conservée déterminée. Ici cette grandeur représente la densité du courant qui est

donnée par l'invariance de ce Lagrangien
0L =0o,V* (4.2.2)

Ou V* représente la densité du courant conservée. Comme dans le modele supersymé-
trique de Wess-Zumino, nous considérons les variations suivantes qui transforment les para-

fermions et les bonons entre eux

U = —(iv"9, +m)(A —iv’B)e (4.2.3)
6V = E(A—iy"B)(iv"d, — m) (4.2.4)
A = %[g,\y] (4.2.5)
6B = ;[5,75\1/] (4.2.6)

en gardant bien de symétriser les produit eW
ol € est un spineur de Majorana constant. Il est important de noter ici que, par analogie

au cas ordinaire supersymétrique dans lequel € est juste anticommutant comme W, ici, on
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est forcé de prendre les composantes £* comme des paragrassmanns qui vérifient I’algébre

(particuliere a 'ordre P = 2) suivante
€aEbEe + EcEpEq = 0 (4.2.7)

Notons que ceci implique ( e*)® = 0. Alors, les composantes €* ont alors des relations de

commutations non triviales avec le parachamp W¢

[Ear Wi ()], W, (y)] = 284646 (x — ) (4.2.8)
[Ea, Wi ()], ¥; ()] = 0O (4.2.9)
Hgaa v, (ZL‘)], Eb] =0 (4'2'10)

et par analogie au cas ordinaire, nous assumons qu’ils commutent avec A et B . Nous

pouvons décrire les relations précédentes, comme suit

Ena(@aLar (F1)] = 20 (7 - F)

[[Ea,d(ﬁ s)],d (? l)} =0 (4.2.11)
[[Ea,d(ﬁ, 3)]7&;] =0
[a(P),e] = [b(D),e5) =0

Maintenant, la variation du Lagrangien en utilisant les transformations (4.2.3-6) et en

tenant compte des équations du mouvement des champs, nous conduit a écrire
0L =0,V

ou
1

T4

Il est utile de définir le parasupercourant par la relation

V¥ =-1[£0,(A—-i"B) V] (4.2.12)

oL

poyr - s, 42.1

y o (1:2.13
avec ¢, = A, B, ¥

nous avons

oL oL oL oL
56 = X 54 5B 50
90,6,% = 20,2 90,8°° T ao,w
X .

1 [E 0. (A= y"B) W] — < [T/, + m)(A — i7"B). <]
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ceci implique .
7 = L [F#i0, + m)(A = i°B), ] (1.214)

Maintenant, pour que ’extension du modéle de Wess-Zumino P = 2 soit une réalisa-
tion d’une théorie des champs de 'algeébre parasupersymétrique (4.2.16-23), le spineur de la

parasupercharge définit par
Qu = / kS (4.2.15)
o 7’)\_ O/: v - 5
avec ki = Z\IW (1770, +m)(A —iv°B)

A est un parametre qui doit étre déterminé de telle sorte que la parasupercharge doit véri-
fier des relations trilinéares de I’algébre de Poincaré parasupersymétrique (dans le sens de
Debergh et Becker)

[P, P) = 0 (4.2.16)
(M, P)] = 0 (4.2.17)
(M Mpo) = =i (1Mo = 10 My = 0y My + 71,6 M) (4.2.18)
My, Qo] = = (0) 5 @ (4.2.19)

[Fu;Qa] = 0 (4.2.20)

(Qu: @y, Qe) = 2PA"Qc +2Qu P, (4.2.21)
(Qa, @y, Q) = 2P4,Q, (4.2.22)
(Qu,Qr,Q,) = 0 (4.2.23)

ou .
g 0
O-y,y - Z [’y,uu’yu}
En particulier, nous devons montrer que la parasupercharge (), satisfait les relations
trilinéaires d’ordre P = 2 (4.2.21-23). Pour faire ceci, nous devons donner une représentation
des parasupercharges (4.2.15) comme un opérateur linéaire agissant dans l’espace de Fock

définit par un état fondamental satisfaisant

al0) =5b]0) =0
et
d(7,s)d" (?z) 0) = 26,0 (ﬁ—?) 10) (4.2.24)
d(p,s)0) = 0 (4.2.25)
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qui fixe 'ordre de la paraquantification P = 2. Avec les mémes étapes de calculs que

celles de [82], nous pouvons obtenir les expressions suivantes pour Q, et @,

@ = ()" > [ {C@ T 90T )~ DET (T )},
(4.2.26)

Q. = —ix( Z [ E0{8(F i(F D(F) - 6T 5)a* (70D,
(4.2.27)
Cap(P) = (alay —iviyh) (4.2.28)
Du(P) = (aTle —iydd") (4.2.29)

4.2.1 Calcul de (Q,,Q;, Q.)

Maintenant, nous allons dériver la relation (4.2.21), en remplagant les parasupercharges

par leurs expressions, nous pouvons écrire

Q0. = ()" Z / a*p / & / &

{C p) (P, s) — D(P)d(DP, s)u(T,5)},
{a(?,z DD(F) - (?,z)cﬁ(?,no(?)}b
{ @ (51 r)o(pl,r) = DIA(PT ryu(pl,r) |
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de sorte
— /
<Qa7Qban> = A <%>3 ’ /d3p/d3k/d3p/

—_— —

(D) (D, 8)va(T, S)Ug(k 1)
) Do (p7)d(p/ ) (P r) Coa(P)d (D, 8)0a(T . 5)
(K)Cor (91 (9 7)0, (PP, 7) + Coa(F)
K 0)dt (K 1) Cob(% ) Doy (1) (D7, 7)us (D7, 7)
(K .)d(E ) Day(F)Cor (p1)d* (97 . 1)
0y (PF.7) + Do BT 5)ua (B, 5)05( k. )d(k , 1) Do ) Doy (1)
,7) + Do (F)A(T , 8)ua( T, s)us( & JW(E, DCa(F )
)

vl
R
-

Q
2
S
Q,
+
=4
=
c
2
S
i
|
o

\'N
~—

£
=
—

=]
=
S
f=al

le regroupement des termes avec un signe positif dans F' et un signe négatif dans D,

permet décrire

<Qaa@b7@c> =F+D

m\ 3/2
F = A= Ep | @k | Ppr{Cuo(P)dT (D, 5)va(D,8)0s( k,Dd( k1
(2);/19//19 7. 9)vu(T . 9)5(K.Dd(F 1)
Dok )Cor (p1) ™ (pl )05 (07, 7) + Co (9 (91, 1) (P 1) (K D)k 1)
Dip(k )Coa (7)e( m)va 5)}

cﬁb@wmmd(ﬁ P (0, 7) + Do (9P )d(ph vy (0, )as (& 1)
A (K, )Ca(K)Coa(P)d (T, 8)va( T, 5)}
ix () Y / &p / P / EpH{ Do (F)A(T » 8)ua (T 8)5(F > ™ (F 1)

8,10

(B )Cor(P)d* (1, 1) 0y(D 1) + Cors (01 (07 7)oy (07, 7)t5(K 1)
? —

)Co( ) Daa(P)d(D . 8)ua(P', 5)}

=N



et

D = i )3/22 [ [ @ [ ECun @) T 5)0ul TR 1)

d(x, z>ng<k>om<ﬁ>d+<ﬁ r)us (9, 1) + Coo(p)d* (pF, )0 (1, 7)
5%, )d(K D) Dap(% ) Coa(B)dH (T, 8)va( T 5)}

i) (%)3/22 / dp / o / B Do ()T s 8T 8)55(F 1 1)

d<?,z>Dﬁb<k>cm<ﬁ>d+<ﬁ rm(ﬁ r) + Coy(p)d* (pF, )0, (P, 7)
5%, )d(% , 1) Day(K ) Do (P)d(T, 8)tta( T, 5)}

i\ (%)3/ Y / dp / a / B Do (F)(T s 8T 8)05(F 1)

s,m,0

4 (K, 0)Con(K ) Des (901 7 (07, 7) + Dery (01D, ) (P, 7)
Ts(F ) (% D) Cap(K ) Daa (BT, 8)ua (T, 5)}

En utilisant les relations (4.1.10), nous pouvons écrire

- : 3/22 / d3p / a3k / d3p/{2ézs )wﬁb(?)@“(m

va( 7, S)vﬁ( )+ Cap(k ) Daa (B Yta (B, 5)15(K , D] Cory (1) d* (F, )0, (9P, 1)
+2Cua(P)A (T 8)0a(T+ 8)[Cor (9 Do (K Yor (pF, 705K 1)
Doy (1) Cin( K V(K Dy (97,1108 (7 = & )

HA (T 8)d(E Dva(F8)0a(k ) — d(F,8)d" (K Dua(F, )5k )]

), Caa(B)] Cor (D) (91,10 (97 7)

+Caa PV (B 8)0a(F ) | Can(F ), Der (7))

—

(d* (%, 0d(pt, ryas(k Dy (pi,r) — d(k D) d(pr, r)os (pF, r)oa (K, 1)

qui peut étre décomposée en trois termes F' = F; + Fo + Ry

o= (™) 22 / &p / o / Ppr(206 (T~ F ) [Dn(F ) Coa(7)
0T, 8)83(F 1) + Con(F ) Daa (B )ta(F, 8)05(k L )] Cor (pF)d* (1, 7)0 (17, 17)

<
+2Caal )T a7 9)[Cor (P D (K v (97, 7)s(F 1)
Dy () Cin( K (K s (p7,7)]08 (9 = & )

=1



3/2
B = i\ (%) / d*p / &k / Eplldt (P, 8)d(E, Dva(F,s)T5(K 1)

S'f'

—~d(F . 5)d* (K, DB )5(k . )] [ Dap(K ). Caal(F)] Cor () * (97, 7)
03 (9, 7) + Caa(F)dH (B )0a( T 5) | Can(K), Dy (97| 104 (K, (1)
*

s uy (p1,7) — A&, 1)d* (9, r)vs (pF, r)os (K 1)

et

re= o (5)7S [ @ [ @k [ @ Do), Co)] (B 1)

8,7l
—>

dT(k,0)d" (D, 8)va(D, s)us( k Dy (7, 7)

m 3/2 — —
M 5 Z/d3 /d‘°’ /d3p’ oy(P1). Daa( )} Can( k)" (p/,7)

8,7l

d*(k,0)d(7D,s)ua(7, S)Uﬁ(k,l)ku)/ T)

En utilisant les propriétés des uq(p,s) et vo (7, s), Fi peut étre réécrit sous la forme

suivante
A= o2 [ @ [ @p{a (F)a@) + 5 @HF) + 1ot
Co(P* ()0 (5 7) + % [ [ @wc.m
(T ou(T8) {a (F)a(F) + (BT + 1)

— —
Maintenant, les matrices 4 x 4 de v, (P, s)vs(k,1) et u.(p,s)us( k,l) peuvent étre
développées en termes des matrices 14yq V¥, 7#7°, 0 et 4, (voir par exemple [82]), nous

obtenons

P - Z / @ [ & [ dpd (7o) D maty + nu(2)

—d(P,)d* (kD)7 + 1, (79 ) e (91 A (01, 1) (21, 7)
+Caa(P)A (P 8)val P 5)ld* (k DAl ) (7, + 10,79

—

—d(F Dd* (7Y (mny + (797 )]

ou

43}



1
my, = m:b = ZEG( p 73)7551%(?, l) = Ea( p 71)755)%( p >S) = pM5l5 (4 2 30)
1
n, = Zia(?7 S) (7“75)abvb( b 7l) (4 2 31)
1
= =70 D0 )wis(P ) (4.2.32)

Maintenant, d’apres les propriétés de symétrie entre les indices a et ¢, la contribution des

termes proportionnels a (v#v%),, s’élimine. L’expression de Fy devient
i
55:@Z/ﬁfmwﬁhwﬁﬂmm%@wmwwﬁm
+35 Z / d’p / EPICon(F)d (T, 5)0a(T ) A (P, ), d(PF, 7)]purts

finalement

F = Fi+EKE+R

- %2 [ / P pr{a™ (F)a(F) + b (FIH(F) + 1+
—Z [P, 5),d(T . )] Pyt Con (D )dt (P 7Y, (7, 7)
+162 / d’p / EptCaa (D) (T, 8)0a(T, 8)PuVi
4+ — — 4=\ — 1 4= —
@ (P)alF) + 6" (F(F) + 1+ 5> [d5(F ), d(@ )] p + Ry
de la méme facon, I'expression de D devient

P Z/ & [ Epa’ (F)a(F) + b (FUT) + 1+
%Z [ @ (F,9),d(F . 9)]}pury Do (PF)A(PE )y (17, 7)

0
5 [ [ EpDaFAT P it

{a*(?)a(?) PO PIT) + 14 5 3 [dF (7). d(i )] } R,

ou

=9



Ro = =53 [ @ [ @ [ @ [D(5).Ca 7)) DaF i3 1)

8,10

d(k DAt (P, 8)ua (P, 5)0s( k D (97, 7)

53 [ [ @ [ @[l DuaF)] Da(F 1)

8,0

ACK DT 5)ua( T 5)5(K Lo, (pF,7)

de sorte
(Qu 0 Q) = / d3p1A3{a+<7>a<ﬁ> (PP + 1+
—Z [d" (T, 5),d(D,9)] }purin
(G2 [ v [%(ﬁ)dwﬁ,mvwﬁ,m = DB ) (7.1}
Lk Z / & {Con (P (T, 5)0a(T5) — Do T)A(T  5)ta(F, 5)}
([ e [ (Drali)) + 0 () + 1
by 3 [ A )] pit} + B+ R (4.2:33)

De plus, en utilisant les propriétés de symétrie, la contribution des termes proportionnels

a (7#9°)ap dans R disparait, de sorte que
R = Ri+Ry
_ s [ 3 " T N (T I (F -
I /d p/d kpu (146), Capus(K DA (P, s)d* (k. Dd(F, )
ls
~d(F )" (R0t (Fos)) = 318 [ @ [ @, (070),, Dawal(E .
Dd(P )]

D’aute part , nous pouvons montrer que le quadrivecteur d’impulsion P, prend la forme

H

AT )K" (P, 5) - d+<p $)d(k

suivante (I’annexe B)

1
P [ {cﬁ(ﬁ)a@) PO EIE) + 14 5 3 [d(F5),d(F ) }pu (4.2.34)
la relation (4.2.21) peut étre réécrite sous la forme

— 1 1
<Qa7 Qlw QC> = Zl)\gp;ﬁZch + ZASQaPl{Yﬁb + R (4235)

A



Alors, si nous choisissons A = 2, nous obtenons
<Qa7@b7 Qc> - 2P,u75b@c + 2QGPH’Y€1) + R (4236)
par un calcul direct, nous pouvons vérifier que

[Qa; Pu] =0 (4.2.37)

Clairement, d’apres les relations (4.2.36) et (4.2.37), R doit étre aussi conservé, en effet,

nous pouvons vérifier que (annexe E)
[R,P,] =0 (4.2.38)

Maintenant, et comme dans le travail de [83], en général R n’est pas nul, 'algebre de

symétrie est compliquée par un choix analogue de 'état de vide (4.2.21) devient

(Qa, Qpy Qc) = 2P,74,Qc + 2Qu Pl (4.2.39)

Dans I’espace de Fock, le correspondant de R est répresenté par un opérateur nul.

Il est chair que, nous pouvons déduire le conjugué de cette algebre (4.2.39) par

(Qu @1, Q.) = 2P15,Q. +2Q, Pk, (4.2.40)

4.2.2 Calcul de <Qa,@b,éc>
Dans ce cas, les expressions des termes F' et D sont donnés par

(Qu: @, Q) =F+D

F o= i\ <%>3/2 /d /d3 /d?’p/{Cm VA (T, 8)va( T s)0s(F D)
AR ) D R VDo (P 15 (37) + Do (95 15 (31

— — —
k

(k,0)d(k,1)Dgy( k)Caa(P)d (P, 5)va(P,5)}
+iA %) / ;/d?’ /d3k/d3p/{Caa(7)d+(?,S)va(7,8)

(K )d+ (K 1) Cay(K ) Cor (PP (7, pit ph,r) + Cory (1)
(B0 (K DCa(K)Coa () (T, 8)va(T 1 5))

+ix (3) 3/22 / p / i / B Dac P)AUT, 8)ua(T, 8)0(F 1)
d*(ﬁ,wﬁmww(p Nd(pi, 1o (P 7) + Doy (0)d(p, 1)

— —_—

(97, s (%, 1)d* (K, 1)Coan(K ) Daa(B)A(T , 8)t1a(F 8)}

d* (pl,rya, (pf r)as(

g4



et

D= =in(3)" X [ [ @ [ @oCus )i (F ol T s)a(E

s,ml

d(F ) Da(F >Dm<p/>d<p/ r)0,(F,7) + D (pH)d(pl )5, (p1 , 7)
T5(k DA% ) Dap(% )Coa (T (T, 8)0a( T2 5)}

- (5)% [ / &k / PP Dua FVAT )oY K, 1)

8,70
—

d( Z)Dﬁb(k)Dcv(p’)d(p’ 7")”7(17’ r) + Do, (p1)d(pl 7)o, (p7 , 7)

s(K DK D) Dan(K d(P,s)ua(P, )}

i (%)3/ 22 / &p / &k / BpH{ Doo( BT, $)ua( T, 8)T5(E 1)

s,m,0
—

YCin(%)Cor(PF)A (PP, 7)1, (PF ) + Cooy (1) (17, ), (P, )
YA (K D)Cap(k ) Daa(P)A(F , 8)ta( T 5)}

o~ e

En utilisant les mémes étapes de calcul, nous trouvons
(000, = / di”plﬁ{a*(ﬁ)a@) FOH T+ 1+
—Z d+ (7, 3)}}pﬂab
{3 2 / &p1 | Doy (917 1) (97 7) = Con () (31, 1), (37, 7) }
#5.22  € (Coa BT 0a(F.5) = D (BT 5)ua(F )}
{ / X [ ()alr))

+5 Z[der,T ;T):|p,u(c 7)bc}+R1+R2

+ 57 (0 )bl ) + 1]

Le R devient

R = Ri+R
7 — —
= X [ / ko Costis (K DT ) (8, D" (7,5

(T $)dH (R, 1) 216” [ [ @m0t Dama (R 1)

(4" (7, )d(K 0d(F ) = d(F5)d(F, )" (7, 5)|

[ 'ag



nous trouvons alors ’algébre suivante

(Qa, Qy, Qo) = AP Q, + 4Qu Pu(c ™" )pe + R (4.2.41)

De la méme maniére, nous obtenons l'autre relation suivante

(Qu, Qp, Qo) = AP, (¢ '4")peQq + 4P, (¢ ') Q. + R (4.2.42)

avec

R" = R+ Ry
_ "3 [ 3o [ B (et (kDT 8)d" (k. Dd* (T
= =YX [ @ [ k(e Cosis (K DT s)d (K Dd* (7 s)
s

~d"(F,9)d" (K, Dd(F )]+ %/\3 / &p / Plp (1) ae Do (K 1)
(4" (7, )d(K,0d(F ,5) — d(F, 5)d(F, )d* (7, )|

Comme dans le cas de R, R’ et R” sont encore représentés par des opérateurs nuls dans

I’espace de Fock.

4.3 Fermeture de la parasuperalgébre des transforma-

tions

D’apres I'algeébre parasupersymétrique, la parasupercharge vérifie des relations trilinéaires
décrite par des termes proportionnels & QQQ. Pour avoir la fermeture de cet algébre, il
est nécessaire d’appliquer les transformations infinitésimales trois fois répétées pour chaque

champ. Effectivement, nous commencons par le champ bosonique A

4.3.1 Algébre des transformations du champ bosonique A

En appliquant trois fois les transformations infinitésimales, nous obtenons

i —=a —=cC c i =a =C «
030201 A = —Z’ng [51753} €5, 0,V + 1 (’7“75)@ ”Y?a [51a5g} €5, 0, 9]
en utilisant les propriétés de paragrasmann %, nous trouvons

T .
0302014 = O3 —% 17k, €5] &5 + % £ (7"7°) 4y +€5) E5 700, ©°

=



Nous pouvons écrire

A

030201 A = aud—%[é‘f'ygb,sg]ég—i-%[E?(7”75)ab,sg]§§7§a
finalement, la fermeture de l'algébre des transformations du champ bosonique A prend

la forme suivante

(636201 + 616302 + 620105) A

8,0 A
@) = 2 ) B+ [ () el T — [ )
5 [ (1) o 4 E0E = 5 [ 18 + 5 [68 (9#07),, 4] B0l

(4.3.1)

(") représente le parameétre de la transformation en fonction des paragrassman z{,z5
=a
et 3.
De la méme fagon, nous trouvons la fermeture de ’algébre des transformations du champ

bosonique B avec le méme parameétre de transformation (¢#)® sous la forme suivante

(53(52(51 + (515352 + (52(5153)3
- aufsatB

4.3.2 Algebres des transformations du champ parafermionique V*(x)
En appliquant deux fois les transformations infinitésimales sur le champ parafermionique

U(x), nous obtenons
a ) 1U'b —a al b 1 5 —a .5 Bl b
02019 (x) = — (Y0, + m),,, b €5, ¥ e] — 57 ot [527’7 as¥ } €1
En appliquant une fois encore la transformation infinitésimale sur le champ parafermio-
nique ¥(x), nous obtenons
55020, W (x) = O+ ) 1y Lot |55, [0, + m)(A = i7" B)apef | )
("0 +m) 1y Vot [E5:7%asl(i77 0, + m) (A — in”B)]g,e5] €]

mQ



En tenant compte des équations du mouvements des champs A et B, nous trouvons

1 . o .
0302019 (z) = 2 (W“au + m)(w Loo [527 [i1770, (A — @753)]a65§] 5?

1. o L )
+5 (70 +m),, Voob [£5,7 aslin’ 0, (A — iv° B)]pes] €}

Nous pouvons écrire
b

i —a v L —a v
03020,9%(z) = 5 (i0"0, +m),, 100, A [52,7 aﬁeg} el — 5 ("0, +m),, 1540, B [5277 75a65§} €1

T, —a v
+§ (Z’Y“aﬂ + m)ao— 7501281//4 [62 ) 750657 ﬁﬂgg]
1 —a v
5 (V0 + 1), 10, B [52, (V7" s 85 ] o
En utilisant les propriétés des matrices gamma, nous obtenons

(70, +m),, 0y (Algy, — v’ B) [537 ’Yyaﬁgg} o

N | .

(536251\Ija($> =

v . . —a v c
_5 (Wuau + m) ) (A - Z’750b-B) |:‘€2 Y 7504665] 75bc€1

aoc TV

Nous pouvons écrire

330201 0°(@) = 08 eg oef]et -4 feg e apef st ¥ (0)

finalement, la fermeture de l'algébre des transformations du champ parafermionique

U?(z) prend la forme suivante

(53(5251 + (5153(52 + 625153)\I/a($)

= 0,00V (1)
avec
¢ = 4] -] s ] 4
—% R R +% (287 ase8 | b - % (28,77 as28| 1Pt

4.4 Générateurs des transformations parasupersymé-

triques

Comme nous ’avons mentionné au chapitre 2, nous pouvons construire les transforma-

tions supersymétriques en utilisant la relation (2.5.6). Maintenant, en théorie des champs

=0



parasupersymétriques, nous pouvons aussi déduire les transformations en utilisant la généra-

lisation de cette relation dans le formalisme paraquantique qui s’écrit sous la forme suivante

0¢ = i[[,Q], ¢l (4.4.1)

ol ¢ représente les champs bosoniques A(x) , B(z) ou le parachamp ¥(z).

4.4.1 Calcul de —il[g, Q], A]

En remplacant les expressions de A et () en fonctions des opérateurs de créations et

d’annihilations, nous trouvons

“ilEn @Al = ilEn g Y [ EpCa(FI (T )0l Fes) - DT )
w (7, 5)}, V2 / md% {a(®)e™ + ot (ke )

Sl Quh Al = =ilfa 3 [ (F)aHF (T s) — al(FHT .

u(F V[ Wd% [a(B)e + a* (F)e o)

par intégration sur p, nous pouvons écrire

~i[[Ex, Qu), 4] = %Z / d*pV = / (L)1/2d3k{[ga,d+@,Smm,3)]

2wk

[Cab(?)v (Z+<

7 - ?) w (4.4.2)

D )
(? - ?) Oab (4.4.3)

par intégration aussi sur k, nous obtenons

1/2
— [[ga’Qa]aA] = %EWZ/(%) d3pv—1/2

{d"'(?, S)Ua(ﬁ, S)e—ipx + d(?, s)ua(ﬁ, S)Gipx}]

i Q. Al = %[ga,\pa]zm

ceci représente la transformation de champ bosonique A.

cN



4.4.2 Calcul de —i[[E,, Q.), B]

En remplacant les expressions des champs bosonique B et parasupercharge (),, nous

trouvons
il Qu Bl = =il 3 [dP(Cal PN (F (T ) ~ Dl T )
TV [ otk (e v (R )
QB = =il Y [ EErL T 0T s) b ()

1

(T ANV [ o (U b (R )

de la méme manieére, en utilisant les relations

Cal P65 (K)| = —inlud (7 - %) (4.4.4)
DulF).0(F)| = vt (= F) (44.5)

et par intégration sur k et p, nous obtenons

—i[[Ea, Qa], B] = ;[EG’Z/(ZL%) BpV =125,

{d" (P, s)va(P,8)e™ +d(7, s)ua(P, )™ }]
1

—1 Hgaa Qa]v B] = 5 [gayvgbqu} =08

qui représente la transformation du champ bosonique B.

4.4.3 Calcul de —i[[g,, Q,], Vy)

Nous remplacons les expressions du champ parafermionique ¥, et la parasupercharge par

leurs expressions (4.2.26) et (4.1.7), nous trouvons

[ QW = il Z{ [T sy F )

DT TN Y [ (%)/ PRV

{d(?, Duy(E e ™+ d* (K, Doy (& | z>el‘kfﬂ}]

C1



nous pouvons aussi écrire

SilEnQlwl = vt S fanf () ([t 7o) R 0)

CoF 05 B e + + |[Fund™(7,9)] . (R, )]
Coe(P)v(T s)vb(?, 1)et®

—

[[ga, d(7, )., d(k ,1)] D P)ue( T, 8)up (K , e

— | (B 9)] (K D] Dacl BB )oK, D™

En tenant compte des relations (4.2.11), nous obtenons

il QW] = SV 3 [ [ ( ) (2003 (7 - )

aCac(?)vc( 7, s)up(k , De ™ — 25,6 (? _ ?) z,
Dae(P)ue( 7 8)vs (&, )ette)

]

En utilisant les relations suivantes

S0 (Fos)uw (Fos) = (

puyt +m
2m

— — F—m
N ud s (T.s) = (L "a),

2m

nous obtenons

—1 [[Em Qa]v \Ijb] - V*1/2 Z /d3p <2wp)—1/2 {gaCac<?) (pc)cb efipz

_gaDac(?) (pc)cb eipl’}

(4.4.6)

(4.4.7)

En utilisant les propriétés de la charge et en tenant compte de I’équation du mouvement

de ¥(x), nous trouvons

—1 Hgaa Qa]a \IJb] = —Wga%a;u‘l + (7M75)ba5aauB
= 0V,

qui représente la transformation infinitésimale du champ parafermionique W,,.

Conclusion

Nous avons construit le modéle parasupersumétrique en utilisant un parachamp fermio-

nique a l'ordre P = 2 avec deux champs bosoniques A et B. L’invariance de cette symétrie

raly)



parasupersymétrique est exprimée par la parasuperalgebre de Poincaré. Nous avons trouvé
que la parasupercharge doit vérifier des relations trilinéares QQQ. Ceci nous conduit & définir
une nouvelle fermeture dans laquelle la régle est réalisée par un produit trois fois répété des
transformations 06d. Contrairement au cas ordinaire qui est exprimé par un produit deux

fois répété des transformations 64.

ral>}



Chapitre 5

Le Modéle (P =2)
Parabosons-Parafermion de

Wess-Zumino

Dans ce chapitre, nous allons construire le moele de Wess-Zumino en termes de deux
parachamps bosoniques et un parachamp fermionique au méme ordre P = 2 [81]. Nous
déterminerons les parasupercharges correspondantes a ce modeéle et leur algebre. Ensuite,
nous vérifierons la fermeture de I’algébre parasupersymétrique et enfin, nous déduirons les

transformations infinitésimales en utilisant la parasupercharge Q).

5.1 Le Lagrangien du systéme

Dans ce chapitre, nous allons construire le modéle massif de Wess-Zumino en termes
des parachamps fermioniques et bosoniques de méme ordre P = 2. Ceci est décrit par un
parafermion ¥ avec deux champs parabosoniques A et B. Le Lagrangien correspondant a ce

modeéle est donné par

[T, (70— m) W]+ 1 {(0A), (0 A)}+ 1 {(0,8) (0 B)} — jm?{ A, A} (B, B)
(5.1.1)

I —

A

o

tous les parachamps ont la méme masse m. et ¥(z) = ¥Ty

Dans ce cas, les parachamps bosoniques A et B et le parachamps fermionique ¥(x)

cA



satisfont les relations suivantes

<90i (?a t) @j (7’ t) Pk (?’ t)> =

<90( 7t)90( 7t)¢k(

— —
i\ 2 LY
<80i (?7 t) P (7

=l
|
<]

) dijor (7, 1)

e
F206 (Y — Z) 6, (T ,1)

<l
|
w|

La condition sur I’état du vide |0 > est donnée par

) Ojiep; (T,1)

@i(x, )¢5 (y,1)|0) = Pdyo (v —y)|0)

,; représentent les champs parafermioniques ou parabosoniques.

(5.1.6)

avec la notation (a,b,c) = abc F cba. Les signes supérieur et inférieur dans (5.1.3) se

référent aux champs parabosoniques et parafermioniques respectivement.

Dans la théorie parasupersymétrique qui est décrite par des parachamps bosoniques et

fermioniques ayant le méme ordre P, en plus des équations (5.1.2-5) qui décrivent le méme

type de parachamps, il y a aussi des relations trilinéaires entre les parachamps bosoniques et

fermioniques. D’aprés Greenberg-Messiah [82], ces relations sont définies par deux structures

de commutations qui sont complétement différentes, les deux structures sont dénommeées,

Relative supersymétrie parabosonique et Relative supersymétrie parafermionique.

a-Supersymétrie parabosonique relative

Dans cette structure, les relations de commutations entre les parachamps bosoniques

A(T,t), B(,t) et fermionique ¥ (7', t) sont données par

{o (@), AW O}, (Z.0)] = 20(Y - Z) ¥ (7,1)
{e (@), 7Y} AF )] = -20(¥ - Z) ¥ (T.1)
H{A(Z, 1),V (y,0)}, v (Z,0)} = 20(y —Z)A(T,1)
{A@.0),¥(V, 0}V (Z.0)} = 20(¥ - Z)A(T,1)
{o (@), AW O)}AE )] = 0
{o (@), (¥. )}, (Z,1)] = 0
H{A@,0), v (y,0)}, v (Z,0)} = 0
{A@ 1), ¥ (Y. )}, v(Z, 1)} = 0
et les mémes relations pour B (7, t).
avec e 5p

yad -4

(5.1.15)



b-Supersymeétrie parafermionique relative
Les relations de commutations entre les parachamps bosoniques et fermioniques sont

données par

(0(Z.0), [T (7.0, AZ.0]} = 25(F - T)A(T,0) (5.1.16)
{W(Z,0),[0(y,t),A(Z, )]} = 26(y —2)A(7Z,1) (5.1.17)

[ (7,1), [A(Y,1), ¥ (Z,1)]] = 20(y —2)¥(Z,t) (5.1.18)

AT, ) [r(¥,1), ¥ (Z,10)]] = 20(y —2)V(Z,1) (5.1.19)

(7 (7 ,t),[r(y,t),¥(Z,t)] = 0 (5.1.20)

[A(Z, ) [A(Y,1), Y (Z,1)] = 0 (5.1.21)
{U(Z,0),[¥(y,t),A(Z.t)]} = 0 (5.1.22)

(U (7,1),[¥(y,t),A(Z,t)]} = 0 (5.1.23)

avec les mémes relations pour B (7,t) et les mémes conditions sur 1’état de vide |0)

(5.1.6)

La différence entre les deux structures de commutations (5.1.7-14) et (5.1.16-23) est
que, la premiére est décrite par une symétrie par rapport aux opérateurs parabononiques et
parafermioniques, alors que, la deuxiéme est décrite par une antisymétrie.

Nous rappelons que, les champs parabosoniques et parafermioniques ne commutent pas
mais doivent vérifier des relations trilinéaires du type (5.1.7-14) ou (5.1.16-23). Il est clair
que, la supercharge vérifie des relations bilinéaires. Ceci implique que, le paramétre de trans-
formation e correspondant a la supercharge @, (les générateurs de transformations) doit

vérifier des relations ordinaires c.a.d.
€2 =0, €,60 = —EpEq (5.1.24)

donc, le parameétre de grasmman € va commuter avec les parabosons et anticommuter

avec le parafermion ¥(z).
e, A] = [ea,B] =0 (5.1.25)
(e, U} = 0 (5.1.26)

ceci nous conduit & poser les transformations sous la forme suivantes

W = — ("0, +m)(A—iy;B)e (5.1.27)
60 = (A —ivsB) (iv"9, — m) (5.1.28)
6A = EU (5.1.29)
6B = —igy;V (5.1.30)
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Maintenant, & partir de ces transformations, nous pouvons calculer la supercharge qui

s’exprime par l'invariance du Lagrangien comme suit

5L = 1[50 (10— m)¥] + 1 [T, (1740, — m)6¥] + L{(0,64), (0 4))
+51(0,0B), (*B)) — sm? (54, A} — m? (6B, B (5.1.31)

En remplacant les transformations par leurs expressions, nous obtenons

SE = (A i%B) ("D, — m) (i7" 0, — m)¥]
2 [T (1970, — m) (i7"0, + m) (A — i75B) <] + S{(0,29) , (9*4)
—{(0,05), (0B)} — g {20, A} + S {159, B

En tenant compte des équations du mouvement de ¥(x), , nous trouvons
L = +5{(20,0), (" A)} — (), (0°B))
nous pouvons écrire
5L - au%{(g\m (0mA) — % (5420, 0"B) — % (20, 0,0" A} + % (57,9, 0,0" B}

; .
+5 {70, 9,0" A} - % (57,7, 0,0"B}

donc
1 .
6L = 0| F{ED) (0"A)} - 5 {2150, B)
= 0,V"
avec . ‘
Vi = S{ED), (" A)} - % {2y, 0, 9" B} (5.1.32)
On peut alors définir le supercourant par
oL
- — = 50, 1.
J, =V, (9@@5@ (5.1.33)

Ici les ¢, représentent les champs parabosoniques A, B ou parafermionique W(x).

or or oc or
o A B+ -2 5w
59,0.% = 30,4 " 30,8°% " 59,0°

= S{EW), (@A)} - 5 {7959, 0 B} — § [T0" (070, +m) (A~ i) ]

vl



le supercourant devient
i o .
JH = 1 (U, " (iv"0, +m) (A —ivsB) €]

mais ¢ anticommute avec ¥(z), nous pouvons écrire

= %{@, A (i7" By + m) (A — 75 B)}e (5.1.34)
nous pouvons aussi écrire le supercourant en terme de paraspineur de Majorana par
JH = %7’% (5.1.35)
avec .
K" = LT, 4" (i7", +m) (A — i7sB)} (5.1.36)

4

s . . TAH 4
nous pouvons vérifier facilement que le paraspineur K est conservé.

Donc, la supercharge est donnée par

Q, = / d’zK, (5.1.37)

avec .
K,= %{@ v’ (i7"0y +m) (A —ivsB)} (5.1.38)
D’apres I'expression de la supercharge (5.1.37), les relations entre les parafermions et les

parabosons doivent vérifier les équations (5.1.7-14) que nous appelons relative supersymétrie

parabosonique données par

{w, A} 7] = —[{¥,7},A] =20 (5.1.39)
{{A, 0}, ¥} = {{A, ¥} U} =24 (5.1.40)
{w, A}, A] = [{U,n},7]={{A, T} ¥} ={{4, 0}, ¥} =0 (5.1.41)

et les mémes relations pour B.

En utilisant les expressions des fonctions d’ondes des parachamps bosoniques et fermio-
niques (4.1.7-9), les relations (5.1.39-41) en termes des modes d (7', s) ,d* (P, s) ,a(p),a* ()
et b(p),b" () deviennent

{a@ 9,00} (8)] = = [{d(F )07 (F)} )] =20 (0 = F)d(F.9)
(5.1.42)

oot @9} a (7.0} = {{at)a(F0)}a (79} =20 (7 - %) as))
(5.1.43)

{a@. 9.0} ot ()] = [{dF.9).a8)}ar)] =0 (5.1.44)



et la parasupercharge devient

0 = 3 (5) [ 1CulPra’ (7.9} u (7.5) ~ (Dua(P)d (F -9} l7)

2
(5.1.46)
= i m\1/2 3 — _ — —
@ = - (5) X [T ) (Dl ). (F 9}~ 1(F5) {Cun( ). (7))
S (5.1.47)
Coo(P) = (a—17"b)ua (5.1.48)
Dua(P) = (a" = ir"b")aa (5.1.49)

5.2 Parasuperalgébre des générateurs (),

Par analogie a la parasupersymétrie de la mécanique quantique, la supercharge du modeéle
parabosonique -parafermionique de Wess-Zumino est décrit par des relations bilinéaires. Pour
calculer cette derniere, d’abord nous trouverons ’expression du quadrivecteur impulsion P,

Le quadrivecteur impulsion P, est défini par

P, = / d*zT,, (5.2.1)

ou T,, est le tenseur d’énergie-impulsion donné par

B L 96,
TVP« = ; @8—% - nwﬁ (522)

par un calcul direct, les expressions ('annexe B) du quadrivecteur P, et I’énergie sont

données par

Bo= 3 [Ema @@l (P @OHEE 629

+ [d" (F,r),d(P,r)]] (5.2.4)

et Fo = H= %/d%wp[% {a"(P),a(P)} + % {b5(P),0(P)}  (5.2.5)
+ 37 @t (T, d (7)), (5.2.6)

avec w, = D, ' (5.2.7)

Passons alors au calcul du commutateur de la supercharge

-0



calcul de {Qa, @b}

En remplacant ’expression de la supercharge, nous trouvons

(Qu.0) = Z/dS /d%{Cm ) A (T 5)hva (. 9)

A Doa(B), A (T, 8) el T, 9),05( % , D{d(E , 1), Dan(F )}
—s(F, D{d" (%, 1), Can( ) }}

- L > [ & [ ER{Ca(P). " (9o (7.5) a(E )

(4T 1, D) P - (2 Z [ [ enicn

va (7. 8),as(E, D){d* (%, 1), Cap(k }——)\ Z/d?’ /d3

{{Daﬁ d(T,9)}a(T,5), m(E’,w{d@,w,Dﬁb( k)}}
@ / &p / P { Do (7). 4 (T 5))

S
—

— + -
ua (T, 8),as(k , D{d* (K1), s (K )}}
= Fi+FR+F+F,
Calcul de F;

o= 4(%) /d3 /d%{{caa( ), d* (7, 8)}va (P,5)

S,

D{d(F 1), Day(F )}

En utilisant les relations (5.1.43-46), nous obtenons

N



Bo= o\ (5) 3 [ [ @5 (F = F) 0uCoaFIDw(E o (7.5) 2a(F .

s,l
— —
5 (7 = F) (aada - wzavzbm(k,nd
+ (= o
+d* (T 5) d(F 1) (Oaadss = V2a7)

d
6 (7 = F) 0 Dn(F)Coa (7 @: )5 <?, )

+
—~
!
»
~—
I~
Q
—~

Maintenant, il est clair que, F5 et I3 sont nulles, Fj est donné par

B = 2 (5)% [ [ @66 (F = F) 61Da(FIConl F o (7 9)wa(E

— —
+5 (7 - k) (56100 = V315e)d (K 1) (B, 8) o (B, 8) W5k 1)
— — —
—0 (? k ) (d@béaa - ’Y%b’yia)d (?7 8) d+< k 7l)uoz (?7 S) H,B( k ) l)
— 7 - — — N— /7
3 (7 = &) 0Cn( K ) Do (¥t (7, 5) (. 1))

En additionnant F; avec Fj, nous obtenons

(Qu0,)} = Z / &p / kD (T~ F ) 30Con(F)Dan(F e (7.9

1



nous pouvons aussi écrire

(@3} = 32(3) X [ EHCw(P) D)} v (F5) (7 )

A5 X [ ElDT). T} (7.5 16(F )

|:d+ (?’ l) ) d(?a S)} (651)5(1& - ’ygb/}/ga)u& (?7 S) ﬂﬁ(?u l)]

n
-]

En utilisant les relations suivantes [82]

(Baabss — Yo Vo) 0a (T, 9) 0s(P 1) = %’Yfiﬁsz —0s(P, )7, 00 (7, 5) ("7 )a
(5.2.8)

(06000 — Vo Voo e (T, 8)Us(P, 1) = %’75{;551 — (P, 17,7 ua (7, 5) (7Y )a
(5.2.9)
D 0a(P,9)0s(P,s) = (p;mm)ag (5.2.10)
ST w(Fes) = (s (5211)

et par un calcul direct, nous obtenons
— 1 1 1
{Qa, Q) = ék/d3p{§ {aa®}+5{b:0"} + > AT (7.0, d(F D] Iy,
!
1. /m 3 + o — — — = 5. (7 [in5
—5A <5> E*pY " [dT (P 0),d(P, )] 0s(P . 07,7 va (T 8) (V9
l,s
1
_5)\ <%> /d3pz [d+ (?7 l) 7d<?7 S)] ﬂﬁ(?v l)7u75ua (?7 S) (7#75)(&;
l,s

En utilisant les propriétés de conjugué de charge, nous trouvons que les deux derniers

termes sont nuls
— 1 1 1
{Qu @} = §A/d3p{§ {o.a b+ 5 {o0%+ > [d" (F.0) d(F. D] vy, (5:212)
l

Alors, nous concluons que ’anticommutateur entre @, et @), est

{Qa, @y} = %APWZI) (5.2.13)

dans ce cas , nous pouvons choisir A = 4, nous obtenons

{Qu, Q} = 2P, (5.2.14)
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Nous remarquons que la superalgebre est la méme que dans le cas ordinaire de la super-

symétrie de Wess-Zumino.

5.3 Fermeture de la superalgébre

La propriété la plus importante dans la supersymétrie est la fermeture de la superalgebre
dans laquelle les transformations infinitésimales sont derivées & partir de la parasupercharge
Q.. D’apres l'expression de la parasuperalgebre (5.1.46), la fermeture de la supersymeétrie
parabosonique-parafermionique est la méme que le cas ordinaire (P = 1). Nous prenons
comme exemple la fermeture des transformations sur le parachamp W, (z).

Donc, d’apres la transformation du parachamp ¥,(x), nous pouvons écrire
01, 02) ¥, = — (140, + m) (51\11 — 755175\11) g2+ ("0, +m) (EQ\II — 755275\11) €1

€1 et 9 sont les parameétres des transformations correspondant aux transformations infinité-
simales d; et d5 respectivement.

Nous avons vu que les paramétres de transformations anticommutent avec le parachamp
U(z), nous pouvons donc utiliser le réarrangement de Fierz (’annexe A) et en tenant compte

de I’équation du mouvement du parachamp ¥(z), nous obtenons
[01,09] Wy = —iy"(e98) — B281)0,V(z) + in'y° (6281 — E281)7°0, ¥ ()
= —inH {(6251 — Bg61) — V(281 — 5251)75} 0,V (x)

en utilisant les relations suivantes

1 1
(€981 — Egey) = —5517“52% —E1 X"k, X = 1 [v*, 7]
alors
_ 1_ — v
7o (981 — Bag1)Y’ = 5517“627# — 15" g%,
et

_ _ 5 _ _ 5 _
(6281 — Bae1) — 77 (€281 — B261)Y” = —E17M €2V,
ceci nous conduit a la fermeture du parafermion ¥(z)

[(51, (52] \Ila = —2@?2’)/’“618#‘1’

de la méme facon, nous trouvons la fermeture des parabosons A et B.
ceci signifie que la fermeture pour la supersymétie parabosonique-parafermionique a la

méme structure que le cas ordinaire (supersymétrie fermionique-bosonique).
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5.4 Générateurs de transformations infinitésimales

Maintenant, comme le cas bosonique-parafermionique du modéle de Wess-Zumino, nous
allons refaire les mémes étapes pour trouver les transformations infinitésimales & partir de
la parasupercharge dans le cas parabosonique-parafermionique. Vu que la parasupercharge
et le parameétre de transformation correspondant satisfont des relations bilinéaires, ceci nous

conduit a décrire les transformations sous la forme suivante

6¢ =i [E*Qa, ¢ (5.4.1)

Calcul de 0¥ =i [£°Q),, V]
nous avons

U = i2{Q,, ¥} (5.4.2)

En remplacant les expressions du parachamp et la supercharge par leurs expressions,

nous trouvons

o = i %)1/22/d3 {C’m ), d" (P, s }va P,s)

~{Dun( ). d(F o) el F ) 3/22/d3 (w) (@ (%.1)

wp (1) et (F,0) wy (F,0) )}

nous pouvons écrire

5T = zE“{( )1/2 3/22//d3 ( ) *p{{Caa(P),d* (P9},
(F 7 (F2) 6 (5) G fon ()

/dSP{{Caa ), dt (P, s)},d" (k l> Yoo (75 8) v (?, l) e )

(5)" mz/ [or ()" e

{{Dm@),d(p,s>},d(kJ)}ua<p,s>ub(k 1) et

my 1/2 # m\ 2 p
—E (5) / 3/2 Z// k W_k) d’p
{{Daa( p ),d(p ,8)} v (k ’l> }ua(ﬁ, s)vy (k ,l> e’k

A



En tenant compte des relations (5.1.43-5.1.46), nous obtenons

U = @6“{1( )1/2 3/22// (wk)
(

) (? — k:) 615Caa(D ) uyp ?, l> —ig*{u ( 5 )1/2 L

1/2
Z //d?’k (%) d*pé <? — ?) 815 Daa( P )ual(P , 8)vp (?, l) etk
s,l

q
nous faisons l'intégration sur %, 0¥ devient

o= =6(5)" e [ (3 ) (T (79 0 (5

=i (3) G [ (5 ) D (P o (7 5)

En utilisant les relations suivantes

S (@) = @6, (5.43)
S 4T 5) (B s) = (f’“g—m_mc:)ab (5.4.4)

Par un calcul direct, 6V devient
OV = —(iv"0, +m) (A —iv;B)e

ceci représente la transformation du parachamp W.
Calcul de 0A =i [E"Q,, A

En utilisant les expressions (5.1.8) et (5.1.47), nous pouvons écrire

i[E°Qa, Al = —iE" [Qa, Al

En remplagant les expressions des relations (5.1.43-46), nous obtenons

10 A N 12 1 (L 1/2d3
1€ [Qaa ] = —255 (5) —(271_)3/2;// (Q_Wk) p

{va (F.9)d" () ™0 (T = F ) +ua(B)d () ™6 (7 - & ) }
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Par intégration sur k , nous obtenons

i / — — o\ ipx
iE [Qa, 4] = —15“5)\<—)12 3/2Z/<2w> &Pp{va (P, s)d™ (P, s)e”
+Uo¢(?7s)d(p 75) pr}

nous pouvons aussi écrire

=a 1/2
(@, A] = (2;3/2283 / (g) &p {00 (B, 9)d* (F.8) 67 + ua(P . 5)d (P os) e ™}
12 [Qa, A] = 'V, (x)
enfin
i [Qq, A] = T, (2) = 0A
Calcul de 0B =i [e°Q,, B]

En remplagant les expressions (5.1.47) et (4.1.9), nous obtenons

i[EQuB] = —iz"[Qu, B]

— —iga%A (_)1/2 G Z// (2%> d*p

{ta (F,)d" (B.5) ™ | Caa(B),0(F)| + va (B ) d* (W, 5) e
|Caa(F).6° ()| = walF8)d(F15) ™ | Daal(F).6(F)]
~ua(F5)d (T ) € [Daa(F),*(F)] }

De la méme maniére, par un calcul direct

£ [Qa, B] = 3/2 Z/ ( ) &y, {va (7, 8)d" (7, 8) €™ +ua(P,s)d (T, s) e )
i€ [Qa,B] = —F 'yaallla( )=0B

Ceci représente la transformation du parachamp B.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons construit une nouvelle symétrie de Wess-Zumino dans le
formalisme de la paraquantification. Cette symétrie est décrit par un parachamp fermionique
et deux parachamps bosoniques A et B au méme ordre P = 2. L’invariance de cette symétrie
est donnée par la parasuperalgebre de Poincaré. Dans ce modéle la parasupercharge doit

vérifier des relations bilinéaires comme le cas ordinaire.
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Chapitre 6

La Métrique Pseudo-Complexe de
Robertson-Walker

Dans le dernier chapitre, nous présenterons les variables pseudo-complexe ainsi que la
formulation pseudo-complexes de la relativité générale. Nous nous intéressons a la construc-
tion de la métrique de Robertson-Walker dans le cadre des variables pseudo-complexes [83].

Nous discuterons enfin les résultats obtenus.

6.1 Introduction

Auparavant plusieurs méthodes ont été proposées pour généraliser la relativité générale
par I’extension des coordonnées espace-temps réelles aux domaines plus larges. En effet, Ein-
stein lui-méme [84, 85] et dans le but d’unifier I’électrodynamique avec la relativité générale,
il étendu la relativité générale a la relativité générale complexe . Pour les articles les plus
récents sur la relativité générale complexe, vous pouvez consultez [86, 87]. D’autres articles
[88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98] introduisent une accélération maximale liée a un pa-
rameétre de longueur minimale de la théorie, alors que [99, 100, 101, 102] traitent I’extension
de la relativité générale en introduisant les coordonnées hyperboliques.

L’introduction d’une accélération maximale et I'utilisation des coordonnées hypercom-
plexes (un synonyme pour le para-complexe) sont trés liees a ce qui était publié dans le
travail [103] o, une extension pseudo-complexe de la relativité générale a été proposée.
L’objectif principal était d’étudier I'analogue de la métrique de Schwarzschild et ses consé-
quences dans ’extension pseudo-complexe de la relativité générale, et sa possible vérification

expérimentale. La relativité générale pseudo-complexe est formulée d’une maniére différente
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par rapport aux travaux [99, 100, 101, 102]. Etant donné que les nombres pseudo-complexes
introduisent une base de diviseurs du zéro (voir section II), nous avons défini deux théories
indépendantes de la relativité générale dans chaque composante de diviseur du zéro, qui ont
été par la suite connectées. En ce qui concerne le carré de ’élément, il est similaire, mais pas
égal & ce qui a été défini dans [88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98]. Celui-ci contient
un terme supplémentaire proportionnel & ’accélération multipliée par la vitesse. Comme il
a été mentionné, la solution de Schwarzschild a été étudiée dans un nouveau formalisme.
Le résultat le plus important dans [103] était : la description pseudo-complexe de I'exten-
sion du principe variationnel, ne contient aucune singularité, c’est a dire aucun trou noir.
En plus, la nouvelle théorie [103] introduit automatiquement ’énergie noire, dont la densité
dans le cas de Schwarzschild dépend de la distance radiale. En effet, la densité d’énergie
noire augmente avec la distance radiale la plus petite, ceci conduit & I’effondrement d’une
grande masse. LL’augmentation de 1’énergie noire en fonction de la distance radiale, dépend
de certaines fonctions, qui sont trés difficiles & déterminer. Dans ce chapitre, nous allons
montrer que le méme effet introduit une énergie noire dans le modéle de Robertson-Walker
(RW) de l'univers [115, 116].

Cette théorie contient également une longueur minimale [, et son influence sur les solu-
tions pourrait étre importante pour une grande masse [110]. Dans ce travail, nous n’allons
pas prendre en considération [. Si cette théorie est réalisée dans la nature, elle dépend aussi
sur les prédictions qui peuvent étre faites et leur vérification expérimentale.

Dans la section IT un bref résumé sur la facon de définir les variables pseudo-complexes et
leurs propriétés sera donné. Ceci est pour les lecteurs qui ne sont pas encore habitués a cette
structure mathématique. Une présentation simple peut étre également trouvée dans [116].
Dans la section I1I, nous formulerons I’extension de la métrique de Robertson-Walker. Dans la
section IV, nous montrerons la résolution du modeéle pseudo-complexe de Robertson-Walker.

Finalement dans la section V, nous discuterons les résultats obtenus.

6.2 Les Variables Pseudo-Complexes

Nous donnons un bref résumé sur les variables pseudo-complexes pour comprendre les
différentes étapes présentées dans ce chapitre. Les formules présentées ici peuvent étre uti-
lisés sans entrer dans les détails. Pour une meilleure compréhension, une introduction plus
profonde des variables pseudo-complexes est donnée dans [111, 112].

Les variables pseudo-complexes sont connus sous le nom variables hyperboliques [99, 100],

hypercomplexes [113] ou para-complexes [114]. Dans se qui suit, nous continuons a utiliser
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le terme de pseudo-complexe. Sachant que les variables pseudo-complexes sont définies par
X=x 1+ I Ty

avec I2 = 1. Ceci est similaire & la notation des variables complexes sauf que le comportement

de I est différent. Une autre présentation peut étre utilisé en introduisant les opérateurs

o4+ =

(1+1)

N =

(6.2.1)
avec
ocil=0y , o040 =0

Les o4 forment une base appelée le diviseur de zéro. En termes mathématiques, le diviseur
de zéro est définit par P° = P, UP?, avec P = {X = Ao.|) € R}. Cette base est utilisée

pour réécrire les variables pseudo-complexes comme suit

X :X+O'+ +X,O',

)

avec

X:t = l’lﬂ:l’g

ou

1 1
ry = §(X++X7) y Ty = §(X+—X,) . (622)

Le conjugué pseudo-complexe d'un variable pseudo-complexe est

X'=n1—Ivo=X,0_+X 0,

Le carré de la norme d’une variable pseudo-complexe est donnée par

XP=XX*=2?—27 = X,X_

Ceci permet de définir une norme positive, négative ou nulle. Les variables avec une norme
nulle sont les diviseurs du zéro c’est a dire, elles sont proportionnelle soit & 0, oua o_. Il est
tres utile d’effectuer tous les calculs dans la base de diviseur du zéro o4. A cause du fait que

oro_ =0, tous les calculs peuvent étre réalisées indépendamment dans les deux secteurs.
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Pour chaque composante de diviseur de zéro, la différentiation et la multiplication peuvent
étre calculées de la méme maniere que pour les variables réelles oti complexes. Par exemple,

nous avons la fonction F' (X)) [112]
F(X) = F(X,)os + F(X_)o_
et le produit des deux fonctions F'(X) et G(X) qui satisfait
FX)GX) = (F(Xp)os + P(X )0 ) (G(X,)os +G(X )o )
= =F(X,)G( X))oy + F(X_)G(X)o- (6.2.3)

car 0.0_ =0 et 03 = 0.. Comme autre exemple, nous avons

PX) _F(X,) — F(X)
G(X) G(Xy) " G(X)

o (6.2.4)

Cela peut étre prouvé comme suit

F(X)  F(XJo.+ F(X )o_
G(X) G(Xy)oy +G(X )o_

(F(X o + F(X_)o_) (G(Xy)o_ + G(X_)oy)
(

(
G(Xy)op +G(X o) (G(Xy)o- + G(X )oy)

(6.2.5)

nous avons multiplié le numérateur et le dénominateur par le conjugué pseudo-complexe de
G(X) en utilisant 0% = o_. Avec 0,0_ =0 et 0% = 04, la derniére expression peut étre

écrite comme suit

(FIX)G(X s + F(X )G(X)o )
GX )G ) (0r +0)
mais o +o0_ = 1, ce qui nous conduit a ’équation (6.2.4).
La différentiation de F' (X)) est définie par

DF(X) . F(X+AX)-F(X)

DX  axto AX ’
avec D représente la différentielle infinitésimale de pseudo-complexe.

Enfin, nous reprenons certaines propriétés de ’espace de phase d’un pseudo-complexe
de l'espace-temps a quatre dimensions. Il existe un ensemble de quatre coordonnées X* =
X'o,+X"o_ et quatre vitesses U* = Ul'o +U"o_. Considérons le mouvement d’un point
massive, les coordonnées et les vitesses sont écrites par X/ = (x# £ lu*) et UL = (ut £ la*),
da du*

po— dut 4 ‘
.~ (7 comme le temps propre) et " = 7 sont appelées les coordonnées

standards, les vitesses et les accélérations du point massive respectivement. En raison de la

avec zt, ut =
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division dans les composantes o, il ya deux espaces de phase séparés. L’un est construit
par le couple (X, UY) et autre par (X", U"). Toutes les calculs sont effectuées de fagon

indépendante dans chaque sous-espace de ’espace de phase.

6.2.1 Relativité Générale Pseudo-Complexe

Nous pouvons essayer de formuler la relativité générale suivant les mémes étapes, comme
indiqué dans [116]. La différence importante est que la métrique est pseudo-complexe. Elle

est définie par
Juv = g:’ymr + 9,,0-
C’est une fonction des variables pseudo-complexe X3 dans I’espace-temps, et donc aussi

une fonction des coordonnées x* et des vitesses u*.

Le carré de I’élément de longueur est donné par

d*w = g,,(X)DX"DX"
= g (X)DX'DXY{0. 4 g,,(X)DX"DX"0_ (6.2.6)

La division dans la base de diviseur de zéro est similaire aux équations (6.2.3) et (6.2.4). En

interchangeant les indices p et v dans (6.2.6) on arrive a
d*w = g,,(X)DX*DX" = d*w = g,,(X)DX"DX" (6.2.7)

La comparaison de cette équation avec (6.2.6) exige que la métrique soit symétrique, c’est a
dire

I = Gvu (6.2.8)
Le fait que les deux secteurs o4 sont linéairement indépendants signifie que nous pouvons
formuler une théorie de la relativité générale dans chaque secteur o, et o_ . L’avantage de
I'indépendance de formulation est diie au fait que dans chaque secteur la relativité générale
sera analogue a la formulation standard.

Par exemple, un déplacement parallele d’un vecteur pseudo-complexe (" est donnée par

Der =T DXVEN
=T/'DX"& o, + T, ' DX "o
=d¢ho, +dero_ (6.2.9)

ou DXV se réfere a la variation des coordonnées pseudo-complexes X", et " sont les com-

posantes d’un vecteur qui est déplacé parallélement. Les connexions I', sont symétriques
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par rapport a leurs indices inférieurs. Les mémes arguments que dans [116] conduit main-
tenant aux symboles de Christoffel pseudo-complexes du deuxiéme type obtenus, & partir
de la condition qui stipule que le carré de I’élément pseudo-complexe d?w est nécessaire
pour étre invariant par les transformations des coordonnées. Les symboles de Christoffel

pseudo-complexes du deuxiéme type sont donnés par

S == o8 oo (6.2.10)

qui peuvent étre écrits en termes des symboles de Christoffel du premier type [116] comme
suit

Lo =—{0ue=—9" vual, (6.2.11)

Les symboles de Christoffel du premier type sont définis par

1 (Dgua , Dgva Dgu
v, o] = 5 (DXV + Oxs  Dxa (6.2.12)

. D pa P . pa hY
L’expression Dg)‘(‘f = Jua|v Teprésente la dérivé pseudo-complexe de g, par rapport a X".

Le quadri-dérivé d'un vecteur contravariant est donnée par .

ﬁu: h { /\}5)\
= ( R RN €+) o+ (5% +{,} & ) (6.2.13)
ou 5‘“1/ = g—;. Un point important est que dans cette nouvelle formulation des quadri-

divergence de la métrique sera & nouveau zéro! Pour le montrer, on copie les arguments,

comme indiqué en [116], chapitre 3. Nous avons

g/:fup\ - g;:i:a {lc/y)\}:l: = [:u)‘7 V]j: (6214)

ou la propriété de symétrie de la métrique a été utilisée. L’équation (6.2.14) est prouvée
par la substitution du symbole de Christoffel du deuxiéme type (6.2.11) et en utilisant la
définition du symbole de Christoffel du premiére type (6.2.12).

En utilisant I’équation. (6.2.14), la divergence de gljf,/ peut étre réécrite comme suit

+ o +
guVH)\ uu|>\ {1/ /\}:I: gua {u )‘}:I: Yav
= [/L)\a V]i - gal/ {/O; )‘}:I: (6215)
En utilisant la définition du symbole de Christoffel du deuxiéme type (voir ci-dessus), cette

expression est identique & zéro. Alors, la quadri-divergence de la métrique pseudo-complexe

est nulle

GurlA = Gpp 0+ Gppp0- =0 (6.2.16)
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ol de maniére équivalente

Gjp = 0 (6.2.17)

oll maintenant la dérivé est par rapport aux coordonnées X?.
Cela conduit aussi a deux types différents de quadri-dérivés, I'un pour la composante o

et 'autre pour la composante o_.

6.2.2 Principe variationnel

Jusqu’a présent, il semble que nous avons uniquement une double formulation de la rela-
tivité générale, I'une pour la composante o et ’autre pour la composante o_. Maintenant,
pour éviter ceci, nous avons besoin d’introduire une différence dans le traitement pseudo-
complexe de la relativité générale. Ceci conduira a un principe variationnel modifié. Dans
I’étape suivante, nous montrons comment sont liées les deux composantes du diviseur de
zéro. Nous allons suivre une suggestion donnée dans [104, 105, 106, 107].

Nous avons l'action suivante

S = /LdT (6.2.18)

ou L représente le Lagrangien

Le principe variationnel est maintenant modifié [105] comme suit
68 = /5Ld7 e P° (6.2.19)

PV étant le diviseur de zéro (nombres seulement linéaire en o, ou o_ [105]). Un argument
pour cette modification est que la branche de diviseurs de zéro est composée de nombres qui
ont une norme nulle, en ce sens qu’elle représente une généralisation du zéro.

Supposons que nous exigerons que la variation de ’action soit exactement nulle, alors
on obtient que 05 = 0S,0, + 305 _0_ = 0, ou 451 = 0. En d’autres termes, on pourrait
simplement obtenir une double formulation de la relativité générale. Cependant, il est néces-
saire que la variation de ’action se situe dans la branche de diviseurs de zéro, alors les deux
éléments sont liés. Ceci nous conduit a formuler une nouvelles modification de la relativité
générale dans le formalisme pseudo-complexe.

La variations de I’action conduit a

D [ DL DL
— == - epP (6.2.20)
Ds (DX ) Dx#

ol s peut étre le temps propre 7. Notons que cette équation doit étre dans le diviseur de zéro,

c’est a dire qu’elle est proportionnelle soit a {0, ou {,0_, ou {, représente une fonction

L)



complexe ou réelle. On peut considérer §,, comme une liberté supplémentaire pour fixer les
solutions des équations du mouvement.

Nous pouvons aussi utiliser 1’élément de longueur, ce qui conduit & ’équation des géodé-

siques
L LU LA
X +{"1X X eP° (6.2.21)
Par conséquent, en utilisant les variables pseudo-complexes, I’équation d’Einstein devient
8k 1
G = =5 T = B = 59w B + Agyu € P° (6.2.22)

avec

Ro = {5}, — G+ L3 G0 - {5} G0 (6:2.23)

R = ¢"R,

Alors I’équation d’Einstein est aussi modifié par le diviseur de zéro P°. G wv est le tenseur
pseudo-complexe d’Einstein, R, est le tenseur pseudo complexe de Ricci, défini de la méme
maniére que dans la relativité générale standard, avec la différence que maintenant il est
pseudo-complexe. R est la courbure pseudo complexe de Riemann. 7}, est le tenseur pseudo-
complexe d’énergie-impulsion, k est la constante gravitationnelle et ¢ est la vitesse de la
lumiere. Enfin, A est la constante cosmologique, cette constante est trés importante pour
Iinterprétation de 'expansion de 'univers. Elle décrirait une force, encore hypothétique, qui
accélérerait ’expansion de 'univers, appelée énergie noire. Dans ce travail, nous n’allons pas

prendre cette constante, on verra pourquoi plus tard.

6.2.3 Quelques propriétés de la métrique

Dans cette section, nous discuterons quelques propriétés supplémentaires liées a la mé-
trique. Dans la base de diviseur de zéro, la métrique est donnée par I’équation. (6.2.6). Le

produit avec son inverse est donné par
pv RN 11 v —
9" Gux = Gy 90+ + 39— g,\0—
= (5“)\ (O'+ + O'_) = 5#)\
En général, ce choix comporte deux métriques différentes dans les secteurs o..
Les pseudo-réel g/, et pseudo-imaginaire g/, de la métrique sont lices a g1, et g, par

g == (g0 +90) =9

(9t = 9) = Py (6.2.24)

I _
g;w_

N — N
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ol nous avons introduit une nouvelle notation en termes d’une métrique moyenne ggy et une

métrique différence hy,,. Ceci conduit a
G = G £ (6.2.25)

Les métriques g5, abaissent les index de X% et P, alors que g4” élevent celles de X et
:l: .
P Le,
X = g XL
Xt = gt" XF (6.2.26)

x, £ lu, = gffy (x¥ £ lu”)
o+t = gt (z, £ lu,)
et de fagon similaires pour P} = pt £+ [f* et Pj = p, £ lf,, ot p, est une quantité de

mouvement et f* étant un objet avec les unités d’une force. A partir de ces équations, on

peut écrire

1 z
tu =5 (G + 9) ¥+ 5 (9 = Gu) 07
= ¢0,a" + lhy,u” (6.2.27)
1 z
lup = 5 (G = 9pa) @ + 5 (90 + G) @

= lgp,u” + hyyx" (6.2.28)

Une propriété importante est que 1'élévation et ’abaissement des indices peut étre ap-
pliquée uniquement & travers la métrique dans le diviseur de zéro gffy, c.a.d. les expressions
individuelles, des coordonnées (z,, z*) et des vitesses (u,,u” ) ne sont pas covariantes et
contra-covariantes, sauf que dans la limite ot [ et h,, sont nuls, la métrique ggy (g5") abaisse
(éleve) les indices de I'espace-temps (x,, 2*) et les indices de la vitesse (u,,u" ).

Le carré de I’élément de longueur est considéré comme une observable, donc, il est né-

cessaire qu’il soit pseudo-réel

(d*w)* = d*w (6.2.29)

D’aprés cette condition on obtient la relation suivante

9, (X1)DXYDX%0, + g, (X_)DX"DX"0_
= g (X0)DXY{DXY o + g, (X )DX!DX"0,
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ou
glfy(XJr)DXfiDXi = g;V(X,)DXﬁDXZ

En exprimant les X% en fonctions de z* et u*, on trouve
o (datda” + Pdutdu”) + lggl, (dzdu” + dutdz”) =0 (6.2.30)

Ceci est une version généralisée pour "l'orthogonalité "de dx et du qui pour le cas par-
ticulier d’'un espace-temps plat (h,, = 0 et ggl, = N ), elle est donnée par la relation
dz#du” = 0. (Nous utilisons la signature 7, = (+,—, —, —).)

Avec I'équation (6.2.30), d*w devient

dPw = g, (datda” + Pdudu’) + lhy, (datdu” + du'dz”) (6.2.31)
Maintenant, d’aprés I’équation (6.2.27-28), on trouve

lhydu” = dx, — ggydx”
hydx” = ldu, — lggl,du”

En remplagant dans (6.2.30), on obtient
[ (dz"du, + dx,du”) =0 (6.2.32)

Ceci est une nouvelle forme de la condition d’orthogonalité que nous connaissons en
relativité générale.
Les mémes étapes sont appliquées pour réécrire (6.2.31), en utilisant (6.2.27-28), on

obtient

d*w = dx,dz" + Pdu,du” (6.2.33)

Ceci est aussi une nouvelle forme du carré de I’élément parce que nous avons un terme
supplémentaire qui est décrit en fonction de la vitesse u* et la longueur minimale [ de la
théorie.

d*w = gfj;f(daz“dx” + Pdu*du”) (6.2.34)

ol gz{jf est la métrique efficace. 1l est clair que, avec cette métrique, les expressions des
coordonnée (z,,2") et des vitesses (u,,u) sont covariantes et contra-covariantes. La déter-
mination de la métrique efficace est obtenue & ’aide des métriques moyenne ggy et différence

hyw. Dans ce chapitre nous allons prendre comme application la métrique de Robertson-
Walker.
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6.3 La métrique Pseudo-Complexe de Robertson-Walker

En 1925 Edwin Hubble établit que les galaxies s’éloignaient de la Terre a une vitesse
proportionnelle a leur distance de notre planete c’est la loi de Hubble. Ceci signifie que
I'univers est en expansion. En tenant compte du principe cosmologique de ’homogénéité
et de l'isotropie de I'univers, la métrique qui décrit I'expansion de I'univers spatialement
homogeéne et isotrobique est la métrique de Robertson-Walker. Cette métrique est donnée

par deux jeunes mathématiciens, Robertson et Walker, sous la forme suivante

de — (dXO)2 . €G(XO7R) (dR2 + R2d02 +R2Sin29d¢2)
= (dX")? — CXR 52 (6.3.1)

ol nous avons déja utilisé les coordonnées pseudo-complexes. GG est une fonction du temps et
de la coordonnée radiale R. Comme cela va étre montré, G peut étre écrit comme la somme
des fonctions g(X°) et f(R), la premiere ne dépendant que du temps et la deuxiéme que de
R, c’est a dire, G(X°, R) = g(X°)+ f(R). Le point de départ est le principe d’équivalence qui
stipule que deux observateurs en deux points différents doivent observer le méme phénomeéne

physique. La seule différence peut étre dans ’échelle utilisée par les deux observateurs.

6.3.1 Symboles de Christoffel

Précédemment, nous avons suivi les étapes dans le chapitre 12.3 du livre de Adler-Bazin-
Schiffer [116]. Bien str, tout autre livre sur la relativité générale peut étre consulté. Dans
cette section, nous allons principalement répéter ces étapes, la différence est que les variables
sont maintenant pseudo-complexes. Le lecteur verra que la formulation est identique a la
relativité générale standard, & la différence de ’apparition de fonctions supplémentaires en
raison de la modification du principe variationel.

Dans le but de déduire les symboles de Christoffel, nous écrivons d’abord I’équation des

géodésiques suivante

(5/ [(XO)Q —eY <R2 + R0 + stin29¢2>} ds ¢ P° |
(6.3.2)

s étant un parametre de courbure. En plus, nous avons utilisé la nouvelle procédure varia-

tionnelle exigeant que la variation donne un certain nombre dans la base du diviseur de zéro.
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Apres modification, les équations du mouvement suivantes sont obtenues (un point se référe
3 la dérivati t ime indique la dérivé ta X0 la foncti
a la dérivation par rapport a s, un prime indique la dérivée par rapport & X" pour la fonction

g tandis que pour la fonction f c’est une dérivée par rapport & R).

X0 4 %g'eG (R2 R+ R23m29¢2> — £y
R g7+ X0
_ (% Fan %) <R292 + R2sm29ép2> = tpo_
0+ 2 (%f’ + }%) RO+ ¢'X°0 — sin@cos@(bz = &0
b +2 (% f+ %) R+ ¢ X+ 20¢cotd = 0 . (6.3.3)

Nous avons utilisé la convention que le c6té droit de ces équations se trouve dans la base
du diviseur de zéro qui est proportionnel a o_. Le choix proportionnel a o, donnerait des
résultats équivalents.

La comparaison avec I’équation du mouvement

X+{ a }mwo (6.3.4)
v A

Nous donne les symboles de Christoffel non nuls (d’autres peuvent étre déduits en utilisant

les propriétés de symétrie des symboles de Christoffel)
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—_

[\V]
[\]

w
w

@)
—_

—_
—_

w
w

[a)
[\]

—_
[N}

= —sinfcosH

w
w
w

= cotf . (6.3.5)

[\]
w
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[N}
—_
[N}
A e e i Ve e e e N e Ve
Il
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l\DI»—\
D:JI
N——

A partir de ’élément de longueur nous trouvons le déterminant de la métrique

Iny/—g = gg(Xo) + ;f(R) +2InR + In | sind |

En utilisant les symboles de Christoffel donnés dans (6.3.6), on trouve
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{1“1}u%€c<

o) b
(!

2

1
g// +g/2> + §f”

(g// 4 g/2)

1 1
f”+§f/+ﬁ):| R2

2 _ lG " 2
{3 3}u{2e(g+g)

1// i/ 2.,:..2
—(§f —I—Rf)}RsmH

—cos’6
Les relations suivantes sont aussi utiles
H v 3 g2
0 v 0 1 4
H v 1 G 12 § 2 E / l
{1 y}{1 M} AR A=Y May=>

Avec ceci, les composantes non nulles du

1G/2 1/2 2/
{269 TR

2 1
-+ —cot29} R?

R?2  RZ?
]‘ G 2 1 12 2 !/
[26 9 R
> 1,
—ﬁ -+ ﬁCOt 9:|
x R%sin?0

tenseur de Ricci sont

(6.3.6)

(6.3.7)



3 " §/2

Roo = 39 7
1 1 3

_ " —pr G| = o2

Ru = f +Rf e (29 +49 )
1 3 1 3

o " 2 r G| - <2 2
Ro = {f+4f +2Rf e <29 +49 )}R

o 1 " 1 2 3 ! G 1 " 3 2
Rsz = {2f +4f +2Rf e\ 59 +49

x R%sin?0 . (6.3.8)

Toutes les autres composantes sont nulles.
Les derniéres équations ont été simplement copiées a partir de [116].
Pour obtenir les composantes du tenseur R% nous avons besoin de l’expression de la

métrique et de son inverse. Nous avons

10 0 0
I 0 0
G = 0 0 R (6.3.9)
0 0 0 —eY R2s5in20
et
1 0 0
0 —“ 0 0
g = € . (6.3.10)
0 — 0
0 0 _Rfs_i:?e
Avec ceci on obtient (R}, = g""R,,)
3
RO — = <2
0 59t
1 3 f
Ri — (§g//+zg/2> (f/l+ )
1 3
Ry = RY = (iguzg’?)
3f
_ " 12
e (5" + 31+ %)
(6.3.11)

la courbure de Riemann pseudo-complexe est alors donné par

_ " / " f,2
R=3(g"+g%) —2e (f + +Rf) (6.3.12)
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Dans ce cas les équations d’Einstein deviennent

8 B 12 2 / 3

_LH’TO — (f”"‘ f + f ) v /2:| +§00_
c? | 49
8k 2 3

——:2 T = e (f + ) 49'2} + &0
87k r - 3

. T2 — e—G ( ) e /2:| +€20._
c? 4
8 [ " 3

S = oo (G ) -0 S e
8

—CLny =0, putv . (6.3.13)

Les fonctions &, apparaissent a cause du nouveaux principe variationnel. Dans [116] ces
derniéres apparaissent a la place de la constante cosmologique A. En principe, nous pouvons
aussi ajouter cette constante. Toutefois, I'une des raisons pour ne pas le faire, est que les
fonctions &, vont reproduire cet effet.

D’apres les équation (6.3.13), on peut identifier £, comme des contributions supplémen-

taires diagonale au tenseur impulsion-énergie fois o_. Transférer £, dans la premiére équation

de (6.3.13) vers le coté gauche et factoriser 8:—”, permet d associer a &, la densité d’énergie

comme suit

pr = —E0- . (6.3.14)

(Plus tard, lorsque nous projetterons cette équation sur la partie pseudo-réelle, ceci donnera
une contribution a la densité d’énergie pseudo-réelle, associée a 1’énergie noire. Ce fait sera
bien utile pour comprendre les résultats qui seront obtenus plus loin.
6.4 Reésolution des équations du mouvement
L’homogénéité de la répartition de la matiére exige que
TN =Ty =Ty (6.4.1)
le méme argument peut étre utilisé pour les fonctions &, on trouve

& = & = & (6.4.2)

Les &, (k =1,2,3) peuvent étre des fonctions du temps.
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En considérant la différence entre la deuxiéme et la troixiéme équation de (6.3.13), on
obtient

w1 f/_
f —§(f)2—§—

qui est la méme équation que celle qui apparait dans [116]. La solution est alors donnée par
[116]

0, (6.4.3)

b2
ef = TQQ (644)
[1- R
ol a et b sont des constantes. Finalement, le carré de I’élément prend la forme suivante

(| ab|= 7 [116]

1
kR2 2
(1 + m)

Elle est exactement de la méme forme que celle de la relativité générale standard, a la dif-

dw? = (dX°)? — e9X) as? . (6.4.5)

férence que les coordonnées sont maintenant pseudo-complexes. Le parameétre k£ exprime la
courbure spatiale et peut prendre trois valeurs 1,0, —1, caractérisant respectivement un es-
pace courbe fermé (correspondant & une géométrie sphérique) un espace plat (correspondant
a la géométrie euclidienne usuelle) et un espace courbe ouvert (correspondant & une géomé-
trie hyperbolique), alors que Ry est une constante, liée a a et b par | ab |= 1/R2. La fonction
g(X?) est encore indéterminée.

Nous allons maintenant utiliser les coordonnées co-mobile pseudo-complexes [116], c.a.d.
X0—Jet X'=X2=X3=0 (ot le point exprime a la dérivée par rapport au temps-propre).

Le tenseur impulsion-énergie prend la forme

(TH) = _z (6.4.6)

p est la densité de la matiére et P est la pression. On considére ici que P et p sont des
variables pseudo-réelles, alors qu’en général, elles peuvent étre pseudo-complexes.

Les fonctions correspondantes dans I’élément de longueur prennent la forme (voir Eq.
(13.3) de [116])
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eG(XO,R) _ R(X())z
R%(1+ kR?/(4R2))?
9X) = R(t)?
1

ef B — 5 (6.4.7)
R2(1+ kR?/(4R3))

qui sont directement obtenues a partir de I'expression du carré de 1’élément de longueur, avec

certaines redéfinitions. R est un objet avec une unité de longueur et est interprété comme

le rayon pseudo-complexe de 1'univers. A partir de maintenant, nous remplacons X° par sa

partie pseudo-réelle ct. Par exemple R(X?) sera écrit R(t). La dérivée par rapport a X° est
iR _14R _ R

transformée comme une dérivée par rapport a ct, c’est a dire, dct) — ¢ dat = e

D’apres les équations du mouvement (6.3.13), en utilisant la condition d’homogénéité de
symétrie (6.4.1) et (6.4.2) et la forme du tenseur impulsion-énergie (6.4.6), les équations du

mouvement prennent la forme

8mk 3k 3 R'(t)?
P = Tt [ R(1)? @ R(t)2]
8tk p k R'(t)> 2R'(t)
= T oo [ O R(t)] (6.4.8)

Les détails des étapes peuvent étre copiés directement & partir de n’importe quel livre de la
relativité générale, par exemple [116]. A cause des conditions de symétrie (6.4.1) et (6.4.2),
au lieu de quatre équations nous avons uniquement deux équations. Le prime se référe main-
tenant a la dérivée par rapport au temps t.

En supposant que la densité p et la pression p sont des grandeurs pseudo-réelles, la

composante o_ des équation (6.4.8) donnent

3k 3
R (t)2 2
k R (t)*> 2R'(t)

ST ROETeR O PR Q) (6.4.9)

S =

Ici R_(t) est la composante de o_ du rayon de 'univers. Dans le but d’obtenir une inter-
prétation pour les fonctions £, et £;, nous pouvons utiliser le résultat expérimental (R, est
la composante pseudo-réelle de I'univers)
R,
R,

=H avec H <<1 , (6.4.10)

oA



ol le prime se réfere a la dérivée par rapport au temps et H est la constante de Hubble. Parce
que R= R,+![ R;, R; étant la composante pseudo-imaginaire de R, et [ est le parametre
de longueur de la théorie, qui est extrémement faible (voir [103]), on peut également supposer

que R~ R, et, par conséquent, R, =~ R,. Nous pouvons alors approximativement écrire

R/ _ R/ R v R ) R,
E - mE - R = IHR) 5

R
= [mH+In R,] =~
R

r

R\’
r = H? . 6.4.11
(%) (6410

En utilisant (6.4.9) et k& = 0, nous pouvons approximativement écrire les fonctions &, et

Q

&, comme

3
bmGH o~ & (6.4.12)

Comme nous allons le voir plus tard, ceci correspond exactement & la constante cosmologique.
Ce serait un résultat exact, si H est constant tout au long de I’histoire de I'univers. Le fait
que H varie lentement avec le temps, implique qu’il doit y avoir une dépendance avec le
rayon de l'univers. Pour cela nous avons a résoudre exactement 1’équation du mouvement.
Comme nous allons aussi le voir plus tard, il est difficile d’obtenir la forme exacte de &, et
&, mais nous pouvons introduire une paramétrisation appropriée.

Revenons maintenant & la résolution du modéle Pseudo-Complexe de Robertson-Walker :

A partir des équations (6.4.8), on peut montrer que

o+ E) - jea-ae -5

c? c? 2R
s p 1 k R?”—- RR’
T (0 3) = 3t T
(6.4.13)
En utilisant la relation
R RII o R/2 d R/
2 R? T dt (02 R) ’
nous arrivons a I’équation
d R’ 1 k ATk P
— =—(& — e = 6.4.14

ax



La différenciation par rapport au temps de la premiére équation dans (6.4.8) donne

(6.4.15)

Stedp _ dfy 6k, R d (1R
2 dt dt R3 R dt\c2 R

En substituant (6.4.14) dans (6.4.15) et en multipliant le résultat par % R3, on obtient

dp c? dg
Rg% = o |- R?Ld—to +3 R> R (¢ —50)] -

3
Notons que 3 R* R = 4 £{ . Déplacons le dernier terme de cette équation dans le membre

de gauche, on trouve

d 5 pdR* & [dR 5 d&,
d PRt G = s Ta GG R o

(6.4.17)

Dans un volume donné, et en identifiant la masse de 'univers par M = pV, ou V est un

volume donné, la derniére équation peut étre écrite sous la forme suivante

L= | (=) -V
dt +c2 dt 87k | dt (&1~ %) dt

C’est un bilan de I’énergie locale! Dans le but de garder la conservation de I’énergie locale,

AM  pdv & [dv @]U (6.4.18)

nous devons exiger que le membre de droite de cette équation est nulle. Ceci conduit a la
condition suivante

d d(InR?
Lo _ ) (e gy (6.4.19)

Toute solution pour &, et &; doit vérifier cette équation différentielle. L’indice négatif de V' se
réfere au fait que I’équation est dans la composante o_. la considération de £; = £, conduit
a dd—io =0,0u, =& = A = const. C’est a dire que, pour ce cas, on retrouve le modeéle
avec une constante cosmologique qui ne change pas avec le temps. Malheureusement, cette
équation n’est pas suffisante pour résoudre 1’équation pour £, et &;, il nous manque encore
une condition. Apres, on pourra utiliser I’équation (6.4.12) comme une approximation.
Quand &, = &, = 0, la premiére équation dans (6.4.13) est interprétée comme en relativité
générale standard. Le coté gauche de cette équation est la somme de deux quantités positives,

la densité et la pression. Par contre le coté droit est proportionnel & I’accélération R”du rayon

OR



de 'univers R multiplié¢ par (—1). Cette équation nous conduit & affirmer que 'accélération de
R doit étre négative, c’est a dire, on obtient une décélération. Cependant, dans la description
pseudo-complexe, il ya un terme supplémentaire % (3¢, —&y) o , qui peut étre positif.

Voyons si nous pouvons aussi obtenir une accélération, c’est & dire R” > 0 dans la
description de la relativité générale pseudo-complexe.

Dans l'équation (6.4.17), En utilisant la projection suivant le secteur o, et aprés la
séparation des variables, on obtient

dp dR
3-8 R

Maintenant, nous devons faire une hypothése sur I’équation d’état! Ceci est une partie

0 . (6.4.20)

délicate et les résultats peuvent changer a partir de I’équation d’état que nous prenons. Les
hypothéses de base sont i) la répartition de la masse dans I'univers peut étre traité comme

un gaz parfait, de poussiére ou de rayonnement. L’équation d’état est

p=ap , (6.4.21)

ou p est la densité d’énergie et o est nulle pour un modele de la poussiére, o« =(2/3) pour
un gaz idéal et o« =(1/3) pour un gaz parfait relativiste (rayonnement).

Avec ceci, (6.4.20) peut étre résolue avec la solution

p=p R3S (6.4.22)
ol p, est une constante d’intégration pseudo-complexe avec des unités de densité.
Ce résultat est substitué dans la premiére équation de (6.4.13), on obtient
c? ATk 3 (2432
R" = 5 B8 —&)Ro- — —=(1+ )py R E+E)
(6.4.23)
Nous aurons également besoin de la relation
dnV.  1dV. 1 d _, 3R
dt Vodt  R*dt T R
_ dnR? (6.4.24)
= o ) 4.

Maintenant, nous utilisons le premier résultat qui donne ¢; approximativement égal a ¢,

(Eq. (6.4.12)), nous pouvons alors supposer la relation suivante :
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& =0P% (6.4.25)

ou 3 est un parameétre supplémentaire de la théorie, décrivant la déviation d’un parameétre
constant H. Le 3 sera plus tard liées aux quantités observables, comme la constante de
Hubble et le paramétre de décélération. L’équation (6.4.25) donne la condition manquante
par l'introduction d’un parametre supplémentaire. Une autre possibilité est d’utiliser 1’ap-
prochée de &, en termes de ratio ( R./ R,.), ce qui donne &, = (3/c?)H, et l'utilisation des
observations expérimentales pour H.

En utilisant (6.4.19), nous obtenons I’équation différentielle satisfaite par &,

de, d(ln R?)
S0 — 1=
d(ln R*"Y)
= 7= 7 6.4.26
dt 50 ) ( )
avec la solution
£ =A R (6.4.27)

Cette solution nous donne encore deux parameétres indéterminée A et 3. Pour cela il existe
de nombreux scénarios différents :

i) =1:Alors {; = £, = A est constant.

ii) 8 #0 : Cela conduira (voir plus loin) a des systémes décélérés et accélérée dépendants
de la valeur de (. Par ailleurs, 1’accélération en fonction du rayon de I'univers (qui peuvent
étre corrélés au temps de ’évolution) dépend de [ et A.

La partie réelle de (6.4.23) est obtenue par R = 1 (R 4+ R"). Parce que la longueur
minimale [ est extrémement faible, on peut supposer que R, ~ R_ ~ R,. On suppose aussi
que les parametres « et p, sont des pseudo-réels, c’est a dire oy ~ a_ = a et py = py_ = py...
En utilisant aussi (6.4.25) et (6.4.27) on peut alors donner la forme finale de 1’équation du

mouvement pour le rayon de l'univers

2

R’ = (35— 1)ARMF-DH
T 12( /6 ) T
4Tk 3a —3(1+%)+1

Le premier terme vient des fonctions &.

019}



6.5 Conséquences

Dans cette section, nous discuterons les conséquences les plus importantes de I’équation
(6.4.28).

Lorsque 5 = 1 (constante cosmologique), le signe du premier terme de (6.4.28) est posi-
tif et contribue a ’accélération de 'univers. Il est clair que 'accélération augmente avec le
rayon de I'univers. En général, quand 5 > (1/3) I'accélération est positive , elle est négative
(décélération) pour f < (1/3). Pour § = (1/3) pas d’accélération ou décélération supplé-
mentaire. Le dernier terme dans (6.4.28) est toujours négatif, c’est a dire qu’il représente une
contribution de la décélération de I'univers. Ce comportement est 1ié aussi au rayon d’univers
R, comme il est également déterminé par la valeur 5. Alors, pour § > (1/3), Paccélération
augmente avec R, et I'inverse pour < (1/3) Paccélération diminue avec R, .

La solution (6.4.28) donne différents scénarios possibles.

2

R’ = (33— 1)ARM-D+
= 5030 DAR
4k 3o —3(1+%)+1
—T(1+§)po R, : (6.5.1)

Pour A =0 (£, =&, = 0), cette équation se réduit a celle de [116].

Maintenant nous allons étudier les valeurs particuliéres de 3. Pour cela, nous définissons

/"\/ C2 A

== _— . .2
167k py (65.2)

Notons qu’a partir de (6.3.14), le parameétre A est proportionnel a p, avec le méme facteur
de proportionnalité. Ici p, est la masse volumique de 'univers. Les deux densités sont du
méme ordre, ce qui implique que A est de Pordre de 1.

Nous pouvons maintenant réécrire (6.5.1) sous la forme

= R;’
T () e
= A@Eg-1) RO (14 %) R, (6.5.3)

Dans ce qui suit, nous discuterons le cas des poussiéres d’univers, c’est-a~-dire « = 0 (Pour
le cas d'un gaz parfait relativiste a= (1 / 3), les résultats montrent les mémes caractéris-

tiques). Nous prendrons les différentes valeurs de (3, nous obtenons

a)f=1:( = =A)
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R =2\R, - R (6.5.4)

L’univers est accéléré par la premiere contribution et ralenti par la seconde. Pour les petites
valeurs de R, 1'univers est ralenti. Pour les grandes valeurs de R,., 'univers est accéléré. Le

point tournant est a

R, ~0.79/A3 . (6.5.5)

Si l'on fixe le rayon d’aujourd’hui & Ry = 1, le résultat implique que, pour A = 1,
le point d’équilibre se trouvait & 0.79 de son rayon actuel Ry. Ce cas correspond & une

constante cosmologique A.
— 4.
b) 3=73:

R =3\R*- R? . (6.5.6)

Dans ce cas, 'accélération augmente avec le premier terme qui inclut la constante cosmo-
logique. La fonction £, (6.4.27) est alors donnée par A R_, c’est a dire la densité d’énergie
noire représentée par £, augmente avec le rayon de l'univers . Cela ressemble au big rip-off,

qui est discuté dans la littérature. Le point tournant est a

R, = 1/(3))

N

(6.5.7)

Pour A = 1, le point tournant est atteint lorsque le rayon de 'univers est de 1 / 3 de son
rayon actuel, donc, plus tot que dans le cas a).
c) = % : Rappelons que a = 0 (univers de poussiére), a partir de (6.5.3), nous obtenons
~n 1~ __1 5
R, = §A R.>—-— R . (6.5.8)
Dans cette situation, I’énergie noire se comporte comme (6.4.27) p, = #, c’est a dire, la
densité de I'énergie noire diminue avec le rayon (le temps) de l'univers.
Il s’agit vraiment d’une nouvelle solution ! L’accélération et la décélération sont liées avec
la taille de 'univers. Pour le petit R, I'univers est ralenti, tandis que pour R, suffisamment

grands, I'univers est accéléré! Le point tournant se situe &

R, ~23i/A5 | (6.5.9)



pour A=1ce point d’équilibre se trouvera a 25 ~ 1.59 fois de son rayon actuel. Bien sir, cela
peut étre changé en utilisant différentes valeurs de A. Pour A = 3, le point d’équilibre se situe
a 76 pour cent du rayon de I'univers. Ce cas est représenté sur la figure 1. L’univers commence
a étre accéléré aprés avoir atteint R, = 0.76 (unités de R,(). Continue son augmentation
jusqu’a atteindre son maximum au voisinage de R, ~ 1.9,, prés de deux fois le rayon réel de
I'univers, apres, l'accélération est en baisse, pour atteindre asymptotiquement le zéro. Cet

univers ne s’écroulera jamais, mais parviendra asymptotiquement a un état non accéléré.

4 i
2 L i

c

i)

g0

@

[}

Q

(]

CES_2,
-4 +

0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
radius

Fic. 6.1 — La dépendance de ’accélération en fonction du rayon de 'univers R,., pour § = %
Dans cette figure, A =3. La question est alors : Ot sommes nous maintenant 7 Avant ou

apres le maximum ?

d) 3 = 2 : rappelons que a = 0 (univers de la poussiére)! Alors, & partir de (6.5.3) on

3
obtient

R =A- R? . (6.5.10)

Ceci est ausst une nouvelle solution. Le point d’équilibre est &

R, ~1/VA . (6.5.11)



Cette solution est également particuliére en ce sens que ’accélération de I'univers asympto-
tique est constante (R” = A). L'utilisation de (6.4.27) conduit a la dépendance de 'énergie
noire p, = A/R, avec le rayon de I'univers, c’est a dire, elle diminue également avec le rayon

(le temps) de 'univers.

4 i
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c
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@
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Q
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65_27 |
4 | i
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radius

F1c. 6.2 — La dépendance de ’accélération en fonction du rayon de 'univers R,., pour 3 = %

Dans cette figure, A=4.

La nouvelle partie ici est que d’autres solutions que celles standards existent :

i) 11 existe la possibilité d’une accélération asymptotique constante.

ii) Dans une autre solution, I’expansion de l'univers, aprés sa période de décélération,
s’accéléré. Les accélérations atteignent un maximum et s’évanouissent asymptotiquement.

iii) Dans tous les cas, I'univers est d’abord ralenti et aprés une période dite de «point
d’équilibre», il commence a accélérer.

iv) Bien sir, toutes les solutions standards sont obtenues (constante cosmologique et
rip-off).

Dans le but de calculer numériquement les conséquences observables, nous avons & connaitre
la forme exacte des fonctions &, qu’il nous a été impossible de déduire des premiers principes.
Une possibilité est d’utiliser la distribution calculée de 1’énergie noire, comme par exemple ca

a été fait dans [109]. Une alternative est d’utiliser la paramétrisation donnée dans (6.4.25).



Ceci implique 'utilisation d’un parameétre supplémentaire (). Il est équivalent a des consi-
dérations connues dans la littérature [115]. L’accélération de chaque solution est une consé-
quence des fonctions ;. Elles représentent les contributions au tenseur impulsion-énergie, ce
qui équivaut a I’énergie noire. Dans le modele considéré, cette énergie noire est en général
pas une constante, mais varie avec le temps, c’est a dire, avec le rayon de 'univers.

Conclusion

Nous avons appliqué le formalisme pseudo-complexe pour étendre le modéle de Robertson-
Walker de I'univers au modele Pseudo-Complexe de Robertson-Walker. Les résultats les plus
importants sont

1) Le modeéle automatiquement introduit une contribution qui est égale a I’énergie noire
comme la constante cosmologique qui dépendent du rayon de I'univers.

2) Nous avons également obtenu plusieurs évolutions possibles de 'univers. Outre la
solution d’une densité constante de I’énergie noire et le scénario rip-off, nous avons également
obtenu des solutions ou 'accélération du temps infini tend vers zéro ou une valeur constante
(voir fig. 6.1 et 6.2).



Chapitre 7
Conclusion Générale et Perspectives

Le propos de cette thése traite 2 extensions de certains modeéles. La premiére est I'exten-
sion paraquantique de certains modeles supersymétriques aussi bien en mécanique quantique
qu’en théorie des champs; la deuxiéme est I’extension pseudo-complexe de la relativité gé-
nérale. En mécanique quantique, différentes définitions de systémes quantiques N = 1 et
N = 2 supersymétriques sont proposées dans la littérature ou il est prouvé qu’elles sont
toutes équivalentes, la parasupersymétrie est construite par deux modeles différents, le mo-
dele de Rubakov-Spiridnov et le modéle de Beckers-Debergh a 'ordre P = 2. Par la suite
ces modeéles sont généralisés a ’ordre P par Khare et Fahkri respectivement. Par rapport a
cette question, 2 résultats essentiels ont été obtenus :

—A la différence du cas ordinaire, les différentes définitions du modéle de Rubakov-

Spiridonov pour N = 1 et N = 2 parasupersymétriques ne sont plus équivalentes. Ceci

revient & la structure de la parasuperalgebre qui vérifie des relation trilinéaires.

— Les modeles de Khare et Fahkri (& 'ordre P) sont équivalents sous réserve de certaines
conditions établies.

Concernant 1’extension paraquantique en théorie des champs, la plus simple extension
paraquantique des 2 modéles de Wess-Zumino a été étudiée, les résultats essentiels obtenus
sont :

— Comme systéme bosonique-parafermionique, le premier modeéle correspond a une réa-
lisation en théorie de champ de I'algébre de Poincaré parasupersymétrique ot les parasuper-
charges satisfont des relations de commutation trilinéaires dictées par ce type de systéme. La
fermeture de 'algebre se distingue par la régle du produit cubique pour les éléments fermio-
niques qui est bien la traduction de la parasuperalgébre a 'ordre P = 2. A la différence du

cas ordinaire bilinéaire, ce résultat implique que ’application de transformations trois fois



répétée sur un champ donne une translation sur le transformé du champ. Cette fermeture
est renforcée par la vérification que les parasupercharges sont effectivement des générateurs
de ces transformations. Notons cependant que dans ce cas, aucun no-go-théoréme associé a

ce type de systéme n’a été considéré.

— Comme systéme parabosonique-parafermionique, le deuxiéme modele correspond a
une réalisation en théorie de champ de l'algebre de Poincaré supersymétrique pour laquelle
les parasupercharges satisfont des relations de commutation bilinéaires ordinaires tradui-
sant ainsi le no-go-théoréme, et bien stir comme conséquence, la fermeture de I’algébre des
transformations est établie par la régle du produit bilinéaire pour les éléments fermioniques.

Enfin, le dernier point traité dans cette thése, et dans un tout autre domaine, est ’étude
des conséquences de ’extension pseudo-complexe de la relativité générale & travers celle de
la métrique de Robertson-Walker. Une contribution au tenseur moment-énergie apparait (
a travers les fonctions ) et correspond a I’énergie noire pouvant varier avec le rayon de
I'univers ( donc avec le temps).

Les fonctions &, pourraient avoir une origine plus profonde microscopique, que nous
n’avons pas explorée ici. Probablement, seule une telle compréhension plus profonde mi-
croscopique fixera la dépendance de &, avec le rayon de 'univers (voir par exemple [109]).
Néanmoins, le tableau classique présenté dans le chapitre 6 éclaire et simplifie la description
des différents scénarios d’évolution possibles de I'univers.

Nous n’avons pas encore étudié le role du parameétre de longueur minimale [, qui figure
également dans la formulation pseudo-complexe. En théorie du champ, son réle est de rendre
la théorie régularisée [105]. Nous soupgonnons que cela est aussi le cas dans la formulation
pseudo-complexe de la relativité générale et pourrait donner une indication sur la fagon de
quantifier cette théorie. Dans une publication & venir nous avons I'intention d’étudier le role
de la longueur minimale /.

Enfin nous avons vu que la modification du principe variationnel 65 ¢ PY a des consé-
quences importantes ; comme I'apparition de I’énergie noire. Il fournit également une descrip-
tion simple des effets de I’énergie noire, obtenue au moyen de calculs numériques, comme par
exemple dans [109]. Ces caractéristiques sont une allusion au fait que le principe variationnel

doit probablement étre modifié comme proposé.
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Annexe A

Relations utiles

On utilise le tenseur métrique, avec la convention suivante
[N} = diag(—1,+1,+1,+1) (A.0.1)

et son inverse, défini par
cb b
Nacll ™ = 5a

Le tenseur totalement antisymétrique €.,.q est normalisé tel que
€0123 = —|—1,€0123 =-1 (AOQ)
On définit le tenseur totalement antisymétrique & deux dimensions

€ = —€a (AO?))

avec la convention : €5 = €2 = +1. Ce tenseur joue en quelque sorte le role d'une

métrique pour les indices des spineurs de SL(2,C') , comme on le montrera ultérieurement.

Avec cette définition, on a les égalités suivantes

Pes = —6285 + 6702 (A.0.4)
Peg, = o (A.0.5)

On a les mémes définitions et identités pour le tenseur avec les indices pointés, € 5= "€y
Les spineurs de Weyl contiennent deux variables de Grassmann (anticommutantes) ¢, 1,.

Pour de telles variables, on a

1/11 @/11 = 0,999, =0
#’1 #’2 = —%@/)1



ce qui s’écrit de maniére formelle

wa wﬁ = _wﬁwa 7wa wa =0 (AO6)

Le tenseur ¢ monte et descend les indices des spineurs. Pour un spineur & deux compo-

santes 1, , cette propriété s’écrit

P = Py, by = eapt)’ (A.0.7)

Les matrices de Pauli sont définit par

10 01 0 —i 1 0
= ot = 0% = ' 0% = (A.0.8)
01 10 1 0 0 —1

Dans la base de Weyl (ou représentation chirale), les matrices de Dirac sont données par

0 o™ —IQ 0
m— et v° = inOy1y243 = A.0.9
gl (Em 0) v =10y o 1 (A.0.9)

D’apreés les relations (A.0.8) et (A.0.9), on a une algebre de Clifford pour les matrices de

Dirac
{2 = =2 (A.0.10)
Il est plus aisé en général de travailler avec des matrices de Dirac qu’avec celles de Pauli,
utilisées dans le formalisme des spineurs de Weyl.
un spineur de Majorana W), est constitué d’un spineur de Weyl x_,et de son conjugue

hermétique X‘"

Uy, = < fg ) Ty = ( u X ) (A.0.11)

X

un spineur de Dirac ¥, est lui, constitué de deux spineurs de Weyl v, différents et Xé‘

Uy = < fg )  Tp = ( o T ) (A.0.12)

X

On a utilisé la définition suivante pour la conjugaison complexe des bispineurs
U =Pty? (A.0.13)

Il est aussi utile de connaitre certaines formules ; soient

v = < v ) b == ( vo ) (A.0.14)
X 7



Réarrangement de Fierz
La formule de réarrangement de Fierz est basée sur un théoréme des matrices de Dirac.
Il ya 16 matrices formant une algebre de Clifford (A.0.10)
o

v = {1,7",7“75, 2= 0" ,W”} (A.0.15)

Les inverse de ces matrices sont données par

Ya = {1’ ’Y;U _7u75’ ZMVJ _Z75} (A016)

la relation entre ces matrices v et leurs inverses v, est donnée par

16

> (Y a)im (1), = 40mndi (A.0.17)

A=1

C’est la clé sur laquelle sont basées les formules de Fierz. En multipliant 1’équation
(A.0.17) par x,,%, ou x,, et ¥, sont deux champs spinoriels ( deux variables de grassmann),
nous trouvons

16

Z(WA)im (XnVﬁz@/fl) = 40mn0uX, ¥,

A=1

= Ay, (A.0.18)

la quantité entre parenthéses est un nombre que nous noterons (XT”yAw) , donc

16

A=1
= (e, (A.0.19)

On peut alors écrire
16

> () va (A.0.20)

A=1
T

(vx") = -

NI,

Maintenant on peut prendre ¢) = &5, x* = &; et en utilisant les relations (A.0.20) et

(A.0.16), nous trouvons

1
g8 = —7 [5152 +e1veay, — 517"7552%75 + 28: 35",

+217°27°] (A.0.21)

Cette équation est le réarrangement de Fierz



De la méme fagon, on peut déduire les relations suivantes

M = A°9CHT = M7T| pyte; = — E1yMey

M = 7OC’fyOT = —MT, 981 = €169

M = A5 CAT = MT | 28,5M e = — §,5M¢e,
M = AP0 = —MT, Epy'ye = E17"9 %8
M = 7%9°Cy" = —M7", £57°e; = &7,

€1, €2 sont les spineurs de Majorana et C' est le conjugué de charge.



Annexe B

Calcul de Py,

Le quadrivecteur P, du modéle de Wess-Zumino boson-parafermion est défini par

oL  0A(x) oL  0B(x) oL  0¥(x)
_ 3
Fu= / TN ~Toaw oz, | Afop@Y dx, 5 (0w ox (B.0.1)
o(%) O o(%) O o (%) O

oxg

Jxg Oxo

nous pouvons écrire

P, = / B {agx) 8;5) + @g;:) agx(j) + % [E(a;)yo M—(“T)] } (B.0.2)

En utilisant les expressions des champs A(z), B(z) et U(x) en termes des modes (4.1.7-9),

nous trouvons

1 3, (M 12 — — —ipx — — ipx
¥ (2) - W;/dp(w—p) {479 o (F.8) ™ + & (F,8) 0 (F5) €7}
(B.0.3)
1 3 1 V2 —\ _,—ipx + ==\ ipT
A(x) = W/dp(Z_wp) {a(P)e ™ +a* (P)e?} (B.0.4)
1 3 1 V2 -\ ,—ipx —\ _ipx
B(z) = (27T)3/2/dp(2—wp) {b(P)e ™ +b" (p)e™} (B.0.5)






nous pouvons écrire

B,

g | [ [ (3) ot e @ (F) e
+(271T)3 /d3x/d3p/d3k (%)1/2 (QCZL)I/Q&(?) ot (?) o—ilp—b)e
+(271r)3 /dgx/dgp/dgk <%>l/2 (2231/2& (P)a (?) cilo—h)e

: (271r)3 [ [ [an(2)” (2:?) o (F)at (T) et
+(271r)3 /d?)x/dgp/dgk <%)1/2 (2w31/2 (?)b<? o—ilpHh)z
—l—(271r)3 / &’z / d’p / d’k <%>1/2 (ka#) b (76" (?) J—
+(271r)3/ dgx/ p / h (%)m (22“)1/2 (@) (F) o

_(271T)3 /d3x/d3p/d3k (%) - (260]?)1/2 * (7) bt (?) ci(ptk)z
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Par intégration sur x, nous trouvons
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Par intégration encore sur k, nous obtenons

Fy= [ @ {a(F)a" (7) +a" (F)a(F)}

+ [ @ {a(F)a(-F)e ™ 4ot (F)at (-F) )

s [ @ @)V (F) b (FIB(F) +b(DIbT)e ™ 157 ()b (7))

tout les termes qui dépendent du temps sont nulle [79], nous touvons

P = /d%ﬂﬁ{a@)awmmwmmwb( )b (F) + b+ (7) b (7))
= Z/d% pd[d* (F.0).d(F.9)] (T 1) 0w (F. 5))
——Z/ P [ (Fr) " (7 9] 7 (7o) (7.9

En utilisant les relations suivantes

— 0 — Po Wp

= _57‘52_57’8 B. .
u(p,r)yu(p,s) - - (B.0.6)
_ 0. /— Po Wp

— Do =Yg 0.
v(p,r)yv(P,s) —0rs =~y (B.0.7)

et en tenant compte des relations de commutations des opérateurs, nous trouvons

Puz/d?’ppﬂ{w ()a(F)+ b7 (F)0(F) + 1+ 3 Y [d7 (7,7),d(F,7)
' (B.0.8)

Ceci représente I'expression du quadrivecteur impulsion pour le modéle boson-parafermion

De la méme maniére, nous trouvons l’expression du quadrivecteur impulsion pour le

modele paraboson-parafermion

Pﬂz/dBppM{{a+ (F).a (P} + {67 (F) b (P} + 5 S [a* <7,r>,d<7,r>]}

(B-0.9)



Annexe C

Calcul de commutateur [P ,Py}

En utilisant ’expression du quadrivecteur impulsion pour le modéle de Wess-Zumino

décrit en termes de bosons et de parafermions, nous pouvons écrire
/ / Epdkph, { |0t (F)a(P), at (F)a(F)] + [ (F)0(F), b (
1 — _ T —
+4;[[d (7.9),d(7.9)]., [d <k,z>7d<k,z>ﬂ} (C.0.1)

—_
k

o(F)

en tenant compte des relations de commutations entre les opérateurs de créations et

d’annihilations, nous pouvons écrire
/ [ et (s = F) - 87 - ) + 87 -

41 Z (@5 (F 5, [ (1), d(% 0] | d(F )
+: Zd* ) [d(Fs), [ (8, 0),d(F )|

- ;d(7,3> [d*(?s); [d+<?=l>7d<?7l>ﬂ

11K



en remplagant les expressions des relations trilinéaires (4.1.10) , on obtient
Bap) = [ [ @ottnd, {57 - )~ 8(F = F)+ (7 - B) - 87 - F)
/ / d3pd3kpuk,,i > {2616(P - Byt (%, 0d(F . s) +
5l
26,0(F — K)d* (7, 9)d(k, 1)}
~ [ [ oo S 20067 — B)i(F 9 (F .
sl
+20,6(F — K)d(k )d* (7, 5)}
On fait I'intégral sur k, nous obtenons

[P,,P,] =0 (C.0.2)

De la méme maniére, nous pouvons montrer aussi que ceci est valable pour le modéle de

Wess-Zumino paraboson-parafermion.



Annexe D

Calcul du commutateur [P ,Qa]

En utlisant les expressions de la supercharge et de 'opérateur impulsion pour le modele

boson-parafermion, nous pouvons écrire

Pl = n ()Y / 0 / Pow, {0 (E ) (F ) [0 ()a(F). Cl(F))

) [[Cﬁ(?,l),d(?,l)] ,d(?,s)]} (D.0.1)

En tenant compte des relations de commutations, nous obtenons

PO = A (%)” DY / ik / Pop {~on(E )" (K . )a(F)1ad (7~ F )

— —
k

—uy (B, $)d(K, $)at (D)1ad (7 = F ) +ivs(k,5)d" (8, $)p(F)13
—_

5 (7 _ k:) +iu(K, 8)d(E, 80" (T30 (7 . k:) 4oy, 8)Cap(F)

[P Qul = 0 (D.0.3)



Annexe E

Calcul du commutateur [R, PM}

En remplacant les opérateurs R et P, par leurs expessions, nous trouvons

[R,P,] = 16)\3/(13 /d?’k‘pu/d?’ppu k: 1)

[Day(8).a* (0 )alpl) + 67 (0 )b(p)| = d*(F, 5)d(E . D)d(F, 5)

[Da(F),a* (7 )l ) + 6 (0.

22 ) S [ d(R 0 (5., [ (7 r).d(7 )]
Dys(F)

En tenant compte des relations de commutation entre les différents opérateurs de créa-



tions et d’annihilations, nous obtenons

Z 16>\3/d3 /d%pu/d?‘ppu ve), ug(k 1)

{%(?)é(k = DA )d (K Dd(F ) = d(F,5)d" (K, )d* (7 s)

+Ca(B) S Md (7, 9)d" (K, 1)d(p ,5)5,.6(F — ')
—d*(F,8)dH (1 )T, )00k — 7)) — d (i ,r)d+ (K1)

— _> — —
AT, 8)5:8(F — /)] = Can(K) S_1d(p )t (K, )d* (T, )6,:6(F — ')

T

—d(F,$)d* (7 ,1)d* (7, 5)0u8(F = ) = d(F,5)d" (7, 5)d* (0 ,1)3,.0(F — 1) }
=S [ [ e, o ® [,

{ D)3k = P)=d(F,5)d(E D (T 5) + d* (7 5)d(K , Dd(F )]
+D(F) S [=d(p,r)d(E D (F,)6,,6(F = #)

—d(p,s)d(p",r)d" (P, 8)0ud(k — p') +d(P,r)d( k,D)d*(p',r)6.6(P —
) )

—Da(F) S [=d* (o ,r)d(K (T 5)6,0(F — o/

r
— — — —

(T )W 1)A(T,5)0a0(F — ) +d* (7 9)d(K, Dd(p,5)0,.6(F — 1)
effectivement, par un calcul direct, nous trouvons
(R, P =0 (E.0.1)
De la méme fagon, nous trouvons

[R',P,]=[R",P,]=0 (E.0.2)
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Résumé

L'objet de cette these est
D’une part, I'¢tude de modéles supersymétriques dans le formalisme de
la paraquantification. Les résultats essentiels obtenus sont

A la différence du cas ordinaire, les différentes définitions du modg¢le de -
Rubakov- Spiridonov pour N=1 et N=2 parasupersymétrique ne sont
plus équivalentes alors que Les modeles de Khare et Fahkri (a 1'ordre P)
le sont, sous réserve de certaines conditions

Le modele bosonique-parafermionique de Wess-Zumino correspond a -
une réalisation en théorie de champ de 1'algebre de Poincaré
parasupersymétrique. La fermeture de l'algebre se distingue par la regle
du produit cubique pour les éléments fermioniques qui est bien la
traduction de la parasuperalgebre a I'ordre P=2. L'application trois fois
répétée de transformations sur un champ donne une translation sur le
transformé du champ. Notons cependant que dans ce cas, aucun no-go-
theorem associ€ a ce type de systeme n’a été considéré

Le mode¢le parabosonique-parafermionique de Wess-Zumino -
correspond a une réalisation en théorie de champ de l'algeébre de Poincaré
supersymétrique ordinaire traduisant ainsi le no-go-theorem

D’autre part, I'étude des conséquences de I'extension pseudo-complexe
de la relativité générale a travers celle de la métrique de Robertson-
Walker. Elle se traduit par une contribution au tenseur moment-énergie et
correspond a 1'énergie noire pouvant varier avec le rayon de 1'univers

Mots clés: supersymeétrie, paraquantification, relativité¢ générale pseudo-
complexe



Abstract

The purpose of this thesis is

In one hand, the study of supersymmetric models in the formalism of the
paraquantization. Essential results are obtained

Unlike the ordinary case, the different N=1, N=2 parasupersymmetric
definitions of the Rubakov- Spiridonov models are not equivalent while
the Khare and Fahkri are so in some conditions

A bosonic-parafermionic Wess-Zumino model forms a field theoretical
realization of a parasupersymmetric Poincaré algebra. The distinctive
feature of the closure of the algebra is the occurrence of a cubic product
rule for the fermionic elements, which is the translating of the P=2
parasupersymmetric algebra. The three times repeated applications of the
transformations on a field gives rise to a translation of the transformed
field. Furthermore, notice here that, no no-go-theorem associated to such
systems has been considered

A parabosonic-parafermionic Wess-Zumino model forms a field
theoretical realization of an ordinary supersymmetric Poincaré algebra

In the other hand, the study of the pseudo-complex extension of general
relativity throw the Robertson-Walker metric. This extension gives a
contribution to the energy-momentum tensor which correspond to the
black energy and which can vary with the radius of the universe

Keywords : supersymmetry, paraquantization, pseudo-complex general
relativity
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Abstract. A most simple paraextension of the Wess-Zumino model is investigated. As a
parabosons-parafermions system, this model forms a field theoretical realization of a supersymmet-
ric Poincaré algebra (SPA), where, the parasupercharges satisfy the bilinear commutations relations
dictated by these types of systems. The closure of the transformations algebra is established with a
bilinear product rule for the fermionic elements. Finally, we verify that these parasupercharges are
really the generators of the (para)supersymmetric transformations.

Keywords: Supersymmetry, Parastatistics, Poincaré algebra
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INTRODUCTION

Generalized statistics and supersymmetry are two main interests of theoretical physics
in recent years. They may be unified in what is called parasupersymmetry, which is
a symmetry between bosons and parafermions. The parasupersymmetry structure will
depend on the number P ( the order of the paraquantization) of parafermions that can
occupy the same state. Recently [1], a most immediate field theoretical realization of
the parasupersymmetric Poincaré algebra (PSPA), bosons-parafermions extension of
the Wess-Zumino ( W-Z) model, without the context of the parasuperspace is investi-
gated. Following the same procedure in [2] , we demonstrated by explicite calculation
that the spinor parasupercharges Q of the theory, considered as linear operators in the
Fock space, satisfy the cubic (PSPA): QQQ ~ P, where P, is the energy-impulsion
quadrivector.The distinctive feature of the closure of the transformations is, like in [3],
the occurence of a trilinear product rule for the fermionic elements which is the translat-
ing of the P = 2 parasupersymmetric algebra (PSA). Unlike the ordinary bilinear case,
this result imply that the three times repeated applications of the transformations on a
field gives rise to a translation of the transformed field. This closure is reinforced by the
verification that these parasupercharges are the effective generators of these transfor-
mations. The aim of this work is to investigate the parabosons-parafermions extension
of the W-Z model. Despite that the parafields satisfy triliner commutation relations, we
show that this model form a field theoretical realisation of an ordinary (SPA), where,

! This work is supported by the Algerian Ministry of the Higher Education and Scientific Research under
contract No.D1602/04/04.

CP957, Particles, Strings, and Cosmology, 13" International Symposium
edited by A. Rajantie, C. Contaldi, P. Dauncey, and H. Stoica
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as parabosons-parafermions systems, the parasupercharges satisfy the bilinear commu-
tation relations: QQ ~ P, dictated by these types of systems. we verify the closure of
the algebra and that the parasupercharges are the generators of the transformations con-
structed.

THE MODEL

Introducing (para)supersymmetry in the context of a simple four dimensional massive
and free field theory : paraquantum version of the W-Z model, let us assume that the
model possess one parafermion W* of order P =2 which is a Majorana spinor, on
shell, that is (idyy* —m)¥ = 0. Let us assume that the two degrees of freedom of the
parafermion®?® impose the introduction of two parabosonic degrees of freedom in order
to form a realization of (para)supersymmetry. We introduce then one real scalar parafield
A and one real pseudoscalar parafield B subject to (0 +m?)A = (O +m?)B = 0. Here
we assume that the mass dimension of the parafermion W is, like in the ordinary case,
always 3/2 and of course the parafields A and B have the dimension 1. With an adequate
symmetrization of the parafermionic and the parabosonic fields, the lagrangian density
describing this simple system is given by

L= % (¥, (i7" O — m)¥] + %{(%A) J(OMA)} + %{(auB) ,(0"B)}

1 2 1 2

where all the parafields have the same mass m and ¥ = W7 y°. The plane wave
expansions of the Majorana W and the A and B parafields are given by :

= 3/22/ o) A )00 (B9 P (5 5)va (7))
2

A = ! 3 1/2 —> —ipx + (= ipx
(x)(27f)3/2/dp(2w fa@e ™ +a" (P O

] ) p—iPx —\ ipx
x>:(27‘£)3/2/d3p(2wp>1/2{b(p)e . +b+(p)ep} 4)

with the usual relations :

0p = (F2+m2) " (p=m)u(F,5) = (f+m)v(F,5) =0

The simplest (para)supersymmetry P = 2 theory dealing with para-bosonic and para-
fermionic fields, having the same order as required when we want to ensure the validity
of the mixed trilinear relations, is concerned with a pair of parafiels characterized by
well-defined structure relations which are distributed in two nonequivalent ways leading
to the so-called relative para-Bose and relative para-Fermi sets after Greenberg-Messiah
[4]. Let us adopt the first way :
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{a(@.5).a)}.at ()] = 28 (5 =F)a(F9)

{a(7.9).a" ()} ar)] = —26 () =%)a(7.)
{{aw).at @ 9)}.a(F.0)} = 26(7-F)als) )
{{a)a(K.0)}ar 7.0} = 28(F-F)atr)

{a(F.9).a" ()}t ()] = [{aF.s),a(8)},a(r)] =0
(et o ()} = {{o?a(F) o)}

It is clear that, in this case, the parasupercharge O, must check bilinear relations. This
implies that the corresponding transformation parameter € must check the ordinary
Grassmann parameter relations and satisfy:

[gaaA] = [{:‘a,B] = {SmlPa} =0 (6)
this leads us to the following transformations
8Y = —(iy"*ou+m)(A—iyB)e
8Y = E(A—i%sB) (iY!dy—m) (7)

SA = EY,5B=—icys¥

Then, from the zero component of the (para)supersymmetry conserved Noether curent
density, one calculates the supercharge and obtains :

()L [ pHCaal ) (7.9} va(F )

—{Daa(?) d(7.9)}ua(P )] (8)
where
Coo(P) = aftfb Jaq and Do (P) = 7175b+
SUPERALGEBRA

In analogy with the parasupersymmetry of quantum mechanics, it is easy to see that the
parasupercharge of a parabosons - parafermions W-Z model satisfy bilinear commuta-
tions relations. Indeed, by using the trilinear commutation relations (5) and choosing
A =2, one obtains the algebra corresponding to the ordinary case of the W-Z model:

{04, 0} =2Pu7, )
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CLOSURE AND (PARA)SUPERSYMMETRY
TRANSFORMATIONS

For the closure, it is clear here that, unlike the first model [1], the infinitesimal transfor-
mations close onto an algebra that involves bilinear ordinary relations. Indeed, since the
parameters of the transformations even anticommute between them, therefore one can
use the usual relations between the 7y matrices and these parameters in addition to the
equations of the parafield ¥ to obtain:

[31782] ¥, = —21'(52’)/#81)(9“\1’ (10)

Here, €| and &, are the parameters corresponding to the infinitisimal transformations
01 and &, respectively. This describes a paraboson-parafermion supersymmetry ana-
logue to the ordinary case (P = 1). In the same way, one finds the closure on the para-
bosons A and B.

Now, as in the first model [1], one can explicitely verify that the parasupercharges
(8) are really the generators of the transformations. € being an ordinary Grassmann
parameter, and according to the precedent result, one can describe the transformations
in the following way, where, by the use of (2), (5), (8), one can for example obtain the
result :

8Y =ie"{Q,, ¥} = — (iY"9u+m) (A—iysB) e (11)

which represents the transformation of the parafield . In the same way, one finds the
transformations of the parabosonic fields A and B.

CONCLUSION

In this work, we have investigated the most simple paraextension of the W-Z model. As
a parabosons-parafermions system, this model forms a field theoretical realization of a
SPA, where, the parasupercharges satisfy the bilinear commutations relations dictated
by these types of systems. In supersymmetry theories, the extensions of the Poincaré
algebra are obtained from a "square root" of the transformations, QQ ~ Py. In [1,3],
new algebra are obtained from yet higher order roots "cubic roots" QQQ ~ P,;. On the
other hand, this model is completely described by parafields of the same order P = 2
. The results obtained confirm that the parabosons-parafermions supersymmetry of an
arbitrary order P is equivalent to the ordinary supersymmetry.
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1. Introduction

Generalized statistics first was proposed by H. S. Green in 1953 [1]. Known nowadays as
paraquantization, it leads to two families of generalized statistics ( parabose and parafermi
statistics which include the ordinary bose and fermi statistics as particular cases) which
are collectively called parastatistics [2].

A fundamental question is faced respect to a spin statistics theorem which assert
that integer-spin fields can not be quantized with the help of anticommutators and half-
integer-spin fields can not be quantized with the help of commutators [3, 4, 5]. In the
literature, A. B. Gorokov [6] published a very nice review article of a generalized statistics
which consist on a modern review of different aspects of generalized statistics and first of
all the paraboson and parafermion systems. Indeed, as is mentioned in [6], all particles

* This work is supported by the Algerian Ministry of the Higher Education and Scientific Research under

contract No. D2501/11/0 5.
T n_belaloui@yahoo.fr
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which we consider to be elementary obey either bose or fermi statistics.This concerns
both particles which are directly observable in our laboratories and those which can not.
The reason expected for this general law of nature is hidden in deep properties of matter
itself: identity and repeatability. The main idea of A. B. Govorkov [6] consist to adopt
the fact that the invariance of the density matrix with respect to the permutation of
all variables of identical particles as the starting definition of indistinguishability of the
particles. Previously, some authors, Pauli [7], Dirac[8] and others have always under-
scored the possibility of describing the statistics of identical particles not only by means
of symmetric and antisymmetric representations but also by multidimensional represen-
tations of the group of permutation of the coordinates and spin variables of particles, even
it was proved [9] that it is impossible to establish commutation relations for operators
corresponding to multidimensional representations of permutation groups. Afterwards, a
theorem [10] came to reinforce the foregoing about the fact that the statistics of identical
particles can be parafermi or parabose statistics. As a result of the starting definition of
indistinguishability of the particles, the particles creation and annihilation operators obey
to trilinear commutation relations. One principal result of this is the following [6]: Finite
order parabose and parafermi statistics allow to put a definite number of particles in an
antisymmetric state and a symmetric state, respectively, not exceeding a fixed number p,
the so-called order of the paraquantization.

The physics of elementary particles is based on two main symmetries: Poincaré and
internal symmetries. A symmetry different from all of these was brought to the attention
of the particles physics community by Wess and Zumino, and goes by the name of su-
persymmetry, the Wess-Zumino [11, 12] model has allowed anticommutation relations of
the generators of supersymmetry which transform bosons into fermions and vice versa.

Generalized statistics and supersymmetry may be unified in what is called parasuper-
symmetry, which is a symmetry between bosons and parafermions. The parasupersym-
metry structure will of course depend on the number p of parafermions that can occupy
the same state. The paraextension of the Wess-Zumino model in the formalism of the
superspace is developed in [13], the aim of this work is to investigate the most immediate
field theoretical realization of the parasuperPoincaré algebra without the context of the
parasuperspace. Following the same procedure in [14], we demonstrate by explicit cal-
culation that the spinor parasupercharges of the theory considered as linear operators in
the Fock space satisfy the parasuperPoincaré algebra. We study the closure of the trans-
formations algebra and verify that the parasupercharges constructed are the generators
of the parasupersymmetry transformations considered.

2. The Model

Introducing parasupersymmetry in the context of a simple four dimensional massive and
free field theory : paraquantum version of the Wess-Zumino model, let us assume that
the model possess one parafermion ¥U® of order p = 2  which is a Majorana spinor,
on shell, that is (¢0,7*¥ —m) = 0. Let us assume that the two degrees of freedom of
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the parafermion¥U® impose the introduction of two bosonic degrees of freedom in order to
form a realization of parasupersymmetry. We introduce then one ordinary real scalar field
A and one ordinary real pseudoscalar field B subject to (O + m?)A = (O + m?)B = 0.
Here we assume that the mass dimension of the parafermionV is, like in the ordinary
case, always 3/2 and of course the ordinary fields A and B have the dimension 1. With
an adequate symmetrization of the parafermionic field, the lagrangian density describing
this simple system is given by :

1 1 1
L= [V, (70, = m)¥] + 2 (0,4)° + 5 (9,B)°
— —m?A? — —m*B? (1)

where all the fields have the same mass m. and ¥ = U7~° The basic commutation
relations for the p = 2 parafermionic fields ( at fixed time) are

(U (T, 1) 95 (Y, 1) Wi (Z,1)) = 26 (7 =) 65595 (7, 1)

£ 25 (T — F) 00 (7, 1) 2)
(Ui (T, )9, (Y, ) U (Z,1) =20 (Y — 2) 903 (7, 1) (3)
(U; (7, 1) W, (7, 1) Wy, (F, 1)) = 0 (4)
with the notation (abc) = abc + cba.Those for the ordinary fields A and B are
AT 1), 7 (Y. )] =i (7 - 7) (5)
[ (7. 8), 7 (V. 0)] = [A(T 1), A(V,1)] = 0 (6)
[B(@, 1), (V1) =i (T =) (7)
[ (T 0). 7 (Y. )] = [B(T. 1), B(Y. )] =0 (8)
where
— oL L= oL
"= Sy T T S 7 )

Furthermore, bosonic and parafermionic fields are taken to commute among themselves
(W;, A] = [¥;,B] = [A,B] =0

Now, the later development of this work necessitates the plane wave expansions of
the Majorana parafield ¥* and the ordinary fields A and B which are given by

v (z) = 3/22/ 1/2
(( ,8) g (P, s) e P"

+d (_),s (7, s) e”) (9)
27T>3/2 /d3 2wp 1/2
{ (P)e ™ +a (7)6””} (10)
1 1/2
271')3/2/ 2wp
{b(P)e™™ +b" (7)™} (11)
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with the usual notations:

and where, in terms of the modes, the relations (2 — 8) are rewritten in the following

forms:
(a(F,9)d" (K, 0d(p 1)) = 28(F = K )dud (¥, 1)
4 26(p — K)owd(F,5) (12)
(d"(F . 9)a" (F.0d(F 1)) = 2305 — Kjod* (F.5) (13)
(d(F,5)d(K Dd(F ) =0 (14)
a(P),a*(F)] = [p(7), 6% (k)] = 6(F — &) (15)
(a(7), a(F)]
— (7)), b(%)] = [a(F), d* (1))
— [a(F),b(F)] = [b(P), d* (k1) = 0 (16)

3. Parasupersymmetry

3.1 Parasupersymmetric Transformations

We now investigate continuous transformations of the fields A, B and the parafield ¢,
which will be the parasupersymmetric transformations of the theory defined by (1). We
are then led to verify that the action

[ 1 )
s= [ (3,9 5 01

1
+ 5 (8MB)2 — §m2A2 — észz}d4l' (].7)

is left invariant. To do this, it suffices that, under these transformations, the free la-
grangian density changes by a total derivative

5L =0, J" (18)

where J" is a conserved Noether parasupersymmetric curent density. As in the or-
dinary Wess-Zumino model, let us consider the following variations which transform
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parafermions and bosons into each other

60 = (—iv"9, + m)(A — iy’ B)e (19)
6V = (A — i7" B) (iy"9, — m) (20)
5A = % 2, ] (21)
0B = _7' [£.7°¥] (22)

which are rewritten with an appropriate symmetrization of the product ¥V and where ¢
is a constant Majorana spinor. It is important to notice here that, by analogy with the
ordinary supersymmetric case for which € is anticommuting just like U, here, we have
to take the components * as paraGrassmann which obey the algebra ( specific to the
order p = 2)

£%Pe? 4 7P = 0 (23)

Note that this implies ( €*)3 = 0. the components £* are then assumed to have non trivial
commutations relations with the parafields U*

[[ga’ v; (?7 t)]vﬁj (77 t)} - 25(151]5 (E> - 7) (24)
[E%, W (7, 1)), 9, (Y, 1)) = 0 (25)
[E*W; (7', 1)],°] =0 (26)

and by analogy to the ordinary case, they are assumed to commute with A and B. One
can rewrite the precedent relations as follows:

6%, d(F,s)), d* (K ,1)] = 22°6,0(F — k) (27)
[, d(7,s)]. d(k ,1)] = 0 (28)
2%, d(F,5)],¢"] = 0 (29)
(a(7),%] = [b(F),="] = 0 (30)

Let us now proceed to the evaluation of the Noether curent J*. Computing the variation
of the lagrangian by the use of the transformations(19 — 22) and the equations of motion
of the fields, one can write

5L =0,V (31)

where

VH = 411 [£,0" (A—i7"B) V] (32)

The conserved parasupercurent J* is given by the relation

. %5@ (33)
uPi
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where
oL
0
00,0; ¢
oL oL oL
= 0A 0B ov
20,A°" " 00,8°" T 00,V
1
=7 2,0, (A—iy°B) V]
1=, :
~ 1 [U(iv"0, + m)(A — ir°B), €] (34)
so that _
JH = ;1 [T(ir"d,, + m)(A — iv°B), €] (35)
which can be noted as )
JH = X [E, 5]

where )\ is a real constant which has to be determined.

3.2 Parasupersymmetric Algebra

Now, if this p = 2 extension of the Wess-Zumino model is a field theoretical realization
of the parasupersymmetric algebra, the spinor parasupercharge

Qa = / &> Tk (36)

must satisfy the commutation relations and the trilinear relations of a parasupersymmet-
ric Poincaré algebra ( in the sense of Debergh and Becker)

[Pus )] =0 (37)
[M/wv Pp] =0 (38)
[Mum Mpa] =—1 (nupMua - nuaMup>

— i (=M Myo + 1o M) (39)
(M, Q. = — (Uﬁ,,)ab Qv (40)
[P, Q4 =0 (41)
(Qu, Qy, Qc) = 4P, Qe + 4Qu P, (42)
<Qa7 @b’@c> = 4Pu75b@c

+4Q, (6_17“)bc P, (43)

(Qu, Q. Q.) = 40Q, (0_17“)1)0 Py
+4 ("), B, (44)

where

1
Uﬁu = Z [’Y;n f)/l/]
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and c is the charge conjugation matrix. In particular, let us show that the @), satisfy the
p = 2 trilinear relation (42). To do this, we have to give a representation of the para-
supercharges (36) as a linear operator acting on a Fock space defined by a fundamental
state |0) satisfying

al0) = b]0) =0 (45)

and
d(P,s)d" (%, 1) 0) = 26,,6(F — k) |0) (46)
d(7,s)|0) = (47)

which fixes the order of the paraquantization p = 2. With the same calculation stapes as
in [14] one can obtain these expressions for @, and Q,

Qu= oY [E({CTNF5)o(F.5)),

~ (D(F)UT, (T (18)
Q=5 Y [ (T )T DT,
— (5T ) (F.9)C(F)},) (19)

where

By the use of the same steps of calculus in [14] in the context of the paraquantization by
the use of the relations, one can show that (12-16):
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<Qaa@b7 Q >
/ X (@t (B)a(F) + 5 (FHF))

+ {1 1S 079,47 }mz
<{M<%>WZ / d?’prccmwﬁ,rwﬁ,m}

) {m@)mz / dfspmmw,mumr>}>
G Y [ Er{Cual T (T 5)0a(F )
—{Daa(P )d(p s)ua(P,5)})

{/ A il (F)a(d) + b (0 () + 11}
+ {2 S [at o )] m&})

r

+ R, (50)

where, again by the use of the symmetry properties, the contribution of the terms pro-
portional to (7#9°)4 in R; vanishes so that:

7 R
ne %:EAg/dgp/dgkpﬂ (7€) 0 Opvip( K, 1)
d* (7, s)d" (K, Dd(F ., s) — (D, s)d* (k1)
+( _ i 3 3 3 n
Pl =g [ d [ e,
Dats(&, D[P, s)d(Kk A" (P, s)
—d™ (P, s)d(k ,)d(P, s)]

In the other hand, one can prove that the energy momentum takes the form
P = [ @{a" (F)a(@) + 5 (DWT) + 1}

+ {%Z @ (7. }

s

so that, the relation (50) can be rewritten in the form

— 1 1
<Qa7 Qs Qc> = 5)\2P;ﬂstc + 5)‘2Qapu7zl;b + Iy
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Thus if we choose A = (2)%/2, we obtain

<Qaa @m Qc> = 4Pu75b@c + 4QaPu/ygb + Rl (51)

a straightforward calculation permits to verify that

[Qa, Pu] =0 (52)

Clearly, from the relations (51), (52), R; must also be conserved, in fact, one can verify
that

[thu] =0

Now, and like in the work of [15], since in general R; is non zero, the parasupersymmetric
algebra (51) is complicated. A choice of a vacuum state analogous to (42) would reduce
it to

<Qa7 Qba Qc> = 4Pu75b@c + 4Qapu7gb

since in the corresponding Fock space, R; is represented by the null operator.
Now, in the same way, one obtain

(Qa, @y, Q) = AP A4,Q, +4Qq (¢7'9"), Pu + Ry
(Qu: @p, Qe) =4Q, (c7'9"),, P +4(c7") ,, PuQ. + Rs

Where

and

Which, as in the case of Ry, are again represented by the null operators in the Fock space.
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4. Closure

Notice that, to the trilinear nature of the parasupercharge algebra (42 — 44) correspond
the fact that the infinitesimal transformations(19 — 22) must close onto an algebra that
involves trilinear relations. Indeed, let us calculate the term

1
0302014 = — 27, BIEIEAS

L (499) 28 [ 8] 25,0,

using the properties of the paraGrassmann £ one finds:
1 i —=a = (0%
([_5 [51751;7 Z‘fg} €3, v ]
7; —=a —=C (0%
[_[81 (7M75)ab ) 63]837217 v ])
/L. —=a al =l (0%
5 €1, €2 ?575&7 ]
(15 5l

SIE(77) 0 - B (VP e ©°)

+

which can be rewritten as

(5352(5114 == 8u6§A
where the subscript  of the transformation § is given by

0= —= [e0vr, 3] 5 + %[E‘f (v*7°) ., » €585V s

2
¢ b

i —a _a] =l —a —=c
— [}, eq) e, — 5 e (7°),, - €585 (7).

2
Finally, the closure of the transformations algebra takes the form

(630261 + 61030 + 020105) A = 0,601 A (53)

+

where
— /L —=a - Z. —a —=C (07
()" =—3 [E97%,, €5] &5 + Sl (v*7°) , > €5ESYD
7 7
5 [ngygb, gg] E? + 3z

2 2
—a — ? —a —=C «
5 [5375ba 51{] €y + 5[53 (’YM’YE))ab 75?}827?
Li—a _aj= i —a —=c
+ 5 [E1, 5] 537{;{ - 5[51 (75)ab ’ 52]53@57“)0&
i
2

c . ba

[gg (7M75>ab ) Eg}glf%

RIS

DN

Lisa _aj= =a =
+ 5 [£5, €1l 587{; — 5[5 (75),11, ’ glﬂgz(’YS’Y“)ca
bia _a1= (- —=c
+ 2 €5, 5] 5?7{:0( - 5[53 (75)(11) ’ gg]gl(’YS’Y“)ca
Analogous relations for B and ¥® with the same parameter < are derived. One can see
that the algebra (42 — 44) is nothing other that the Hamiltonian rewriting of (53). Their

distinctive feature is the occurrence of a trilinear product rule for the fermionic elements

DN

which is the translating of a p = 2 parasuperalgebra.
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5. Generators of the Parasupersymmetric Transformations

Now that the required transformations are derived, one is tempted to seek whether the
spinor parasupercharge ), defined by (48) gives the correct parasupersymmetric trans-
formations (19 — 22) of the fields A(x), B(x) and U*(z). Indeed, it is easy to check that
Q). generates (19 — 22) through the relation :

0¢ = i[[, Q] ¢]

where ¢ stands for the fields A(z), B(z) or the parafield W*(z).
a-Calculation of —i[[g,, Q.], A]
By inserting into the trilinear commutator the Fourier expansions obtained earlier for
the relevant quantities, one can write :

- .[[nga]aA]
i[[Eas 5 Z/d3 {Can(P)d* (P, s)un(P,5) }
—{Duy(7 )d(p s)up(P', 5)})]

’ (27?1)3/2 / (2wy)1/? &’k { (?)em + a+(?)€_ilm}]

which is simplified as follows

[Ea, Qal, A

e ()

([Eard* (7, s)vb( 7, 9)|[Cap(P), at (K )Je™*

— [Eard(T, 8)us( T+ 8))[Dan( B, a( % )]ei*)
by the use of
Ca(P), 0t (F)] = 6(7 — k)dap
[Dus(P),a(®)] = =8(F — k)du

and, working out the integral over k one finds

—1 [[gaa QaL A] = 5 [gaa ‘Ija] =0A
in the same way, the use of the relations
— - =
[Can (D), b7 (k)] = —i2d(P — k)
N — .5 —
[Dap(p'), b( k)] = i7a0(p" — k)

leads to :
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b-Calculation of —i|[[g,, Q.], V3]
One can write:
— i [[Ea; Qa), Vb] =
1

% ¥, 0]
Dae P)ue( T, 8)up(K , 1)e*e
— |[Ead(¥ )] (K 1) Ducl P)

=

Using (27) and (28), one finds
. 11 m
il QW = 5 Y [ [ @)

2 (27r)3/2 W

{25l56(? - E)gacac(?>vc(?7 S)
—

wp (K, e ™ — 25,.5(7 — k)z.
— — - ikx
Dac( p )uc( p, S)Ub( k 7l)e . }

sl

the relations
b+ m

S w7 sul7s) = e,
Sl s)uF5) = e,
lead to
e 1 3 bt m
il Qb = =5 3 [ rECu(BI

—ipr = —m ipx
€ P _5aDac<7)(p2m C)cbep}

which can be rewritten as

—i[[Ba, Qal, Ub) = =i} €00, A + (V'Y )baa0, B
=0V,

Conclusion

In this work, we have investigated the most simple paraextension of the Wess-Zumino
model outside the parasuperspace formalism. This model forms a field theoretical real-
ization of the parasuperPoincaré algebra, where, as a bosons-parafermions system, the
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parasupercharges of this model satisfy the trilinear commutations relations dictated by
these types of systems.

The distinctive feature of the closure is the occurrence of a trilinear product rule for
the fermionic elements which is the translating of the p = 2 parasuperalgebra. Unlike the
ordinary bilinear case, this result imply that the three times repeated applications of the
transformations on a field gives rise to a translation of the transformed field. This closure
is reinforced by the verification that these parasupercharges are the effective generators
of these transformations.
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Résumé

L'objet de cette these est
D’une part, I'¢tude de modéles supersymétriques dans le formalisme de
la paraquantification. Les résultats essentiels obtenus sont

A la différence du cas ordinaire, les différentes définitions du modg¢le de -
Rubakov- Spiridonov pour N=1 et N=2 parasupersymétrique ne sont
plus équivalentes alors que Les modeles de Khare et Fahkri (a 1'ordre P)
le sont, sous réserve de certaines conditions

Le modele bosonique-parafermionique de Wess-Zumino correspond a -
une réalisation en théorie de champ de 1'algebre de Poincaré
parasupersymétrique. La fermeture de l'algebre se distingue par la regle
du produit cubique pour les éléments fermioniques qui est bien la
traduction de la parasuperalgebre a I'ordre P=2. L'application trois fois
répétée de transformations sur un champ donne une translation sur le
transformé du champ. Notons cependant que dans ce cas, aucun no-go-
theorem associ€ a ce type de systeme n’a été considéré

Le mode¢le parabosonique-parafermionique de Wess-Zumino -
correspond a une réalisation en théorie de champ de l'algeébre de Poincaré
supersymétrique ordinaire traduisant ainsi le no-go-theorem

D’autre part, I'étude des conséquences de I'extension pseudo-complexe
de la relativité générale a travers celle de la métrique de Robertson-
Walker. Elle se traduit par une contribution au tenseur moment-énergie et
correspond a 1'énergie noire pouvant varier avec le rayon de 1'univers

Mots clés: supersymeétrie, paraquantification, relativité¢ générale pseudo-
complexe
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