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0.1 Abréviations

— p.co : présque complétement.

a.s : almost surely.

— i.i.d. indépendantes et identiquement distribuées.
— r.v.s. random variable sequence.

— CV : cross validation.

— UCV : unbiased cross validation.

— BCV : biased cross validation.

— MSE : mean squared error.

— MISE : mean integrated squared error.

— T.C.L : théoréme central limite.
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0.2 Notations

- 1= [ f@)dz.
~ Lip(g) = sup l9(z) —9(y)|
=l

= lfly = 225 |l

— ||z]|oo : norme supérieure.

— T4 : indicatrice de I'ensemble A.

— (R, By) : Pespace euclidien de dimension m muni de sa tribu boré-
lienne B,,.

— W : ensemble des fonctions de densité f(x) ayant des dérivées d’ordre
k > 2 telles que f*)(z) soient bornées, continues et de carré intégrable.

— a Ab: minimum des deux réels a, b.

— a Vb : maximum des deux réels a, b.

— an, = 0(by,) : a, < Cb,, avec C' > 0.

— ap = o(by) : lim,,_, % =

=
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Introduction

L’objet de cette thése est 'étude des propriétés asymptotiques des estima-
teurs & noyau dans le cadre des modéles de régression non paramétriques
sous différentes hypothéses portant sur la nature des variables sous étude.
Notre cadre de travail est donc multiple regroupant des variables indépen-
dantes, mais aussi des variables faiblement dépendantes observées en temps
discret.

Contrairement a l’estimation paramétrique, ’estimation non-paramétrique
consiste a estimer a partir des observations, une fonction inconnue élément
d’une certaine classe de fonctions qui n’est pas en bijection avec un espace
fini-dimentionnel.

En fait, depuis 'avénement de la statistique moderne, cette derniére et no-
tamment ’estimation par la méthode du noyau a été intensément traitée par
plusieurs auteurs.

Rosenblatt (1956) donne 'expression de I'erreur quadratique moyenne de ’es-
timateur de la densité basé sur le noyau uniforme dans le cas des variables
indépendantes et identiquement distribuées.

Parzen (1962) établit la normalité asymptotique de cet estimateur, le cas
multivarié a été traité aprés entre autres par Cacoullos (1966).

Ces travaux ont été étendus a I'estimateur a noyau de la régression, on identi-
fie deux papiers publiés la méme année, Nadaraya (1964) et Watson (1964).
D’autres articles ont été developpés sur 1’étude des propriétés de cet esti-
mateur, la consistance faible et forte a été étudiée entre autres par Colomb
(1981), Colomb et Hardle (1986), nous renvoyons aussi & Bosq et Lecoutre
(1987), Gyofri et al.(1989), Roussas (1990), Prakasa (1983).

L’estimateur a noyau dépend de deux paramétres, a savoir le noyau, fonction
déterminant la forme du voisinage contenant les observations en étude, et
la fenétre de lissage qui controle la taille de ce voisinage. La perte L? sera
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utilisée afin de déterminer les parameétres optimaux, au vu de cela, il s’avére
que le choix de cette fenétre est crucial pour la performance de 'estimation.
La fenétre optimale relativement & cette perte dépend généralement d'une
quantité inconnue. Pour contourner ce probléme délicat qu’est le choix de la
largeur de la fenétre, des travaux de recherche se sont attachés & introduire
des méthodes alternatives dites : méthodes de sélection.

Stone (1985) et Marron (1987) ont étudié 'optimalité de I'estimateur & noyau
de le densité basé sur la fenétre calculée par la méthode de validation croisée.
Les méthodes de ré-injection ont été étudiées par Hall et al.(1991), leur prin-
cipe repose sur ’estimation de la quantité inconnue dépendant de la dérivée
seconde dans I'expression du paramétre de lissage optimal.

L’optimalité de I'estimateur de la régression a été étudiée par Hardle et Mar-
ron (1985), la validation croisée a été aussi proposée pour calculer la fenétre
de cet estimateur. Des méthodes de type combinatoire ont été également
proposées par Zougab et Adjabi (2007). Toutes les méthodes précédentes ré-
vélent des inconvénients théoriques ou pratiques.

Une méthode alternative récente semble résoudre ce probléme de sélection de
la fenétre, il s’agit de ’approche Bayesienne proposée et étudiée par Zhang
(2002). Cette méthode considére le parameétre de lissage comme étant une
variable aléatoire, sa loi de probabilité dite la loi a priori nous dote de plus
d’informations, permettant via la loi de Bayes de calculer la loi a posteriori,
et définir ensuite la moyenne a posteriori comme étant le paramétre de lis-
sage. Cette approche offre des résultats plus stables sans conditions difficiles
a vérifier.

D’autres propriétés de 'estimateur a noyau de la densité et de la régres-
sion sont étudiées sous 'hypothése de I'indépendance. Au début des années
80, Stute utilise la théorie des processus empiriques afin d’établir les lois
uniformes du logarithme de ces estimateurs. En s’appuyant sur ces travaux,
Einmahl et Mason (2000), Deheuvels et Mason (2004), et Einmahl et Mason
(2005) étudient les lois uniformes de 'estimateur a noyau basée sur le para-
meétre de lissage local, Blondin (2004) étudie les lois uniformes des dérivées
de la densité et de la régression. Dans le méme contexte, Nemouchi et Moh-
deb (2010) ont établi les lois uniformes de la densité et de la régression dans
le cadre d’'un modele gaussien. Ces lois uniformes permettent d’obtenir des
bandes de confiance des fonctions a estimer.

L’hypothése d’indépendance est dans beaucoup de cas incapable de décrire
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certains phénoménes, les observations dépendantes sont plus adéquates a
refléter la réalité. Outre le fait que cela permet de traiter le probléme de pé-
vision dans les séries temporelles, ce qui débouche sur de nombreuses applica-
tions telle que la prévision des valeurs boursiéres, prévision d’infractus,...etc.
Compte tenu de ces arguments, des notions de dépendance sont introduites
dans la littérature, s’exprimant en termes de coefficients de mélange entre
les tribus engendrées par le passé Fi' et le futur F:3, du processus. Entre
autres, on définit principalement le coefficient du a—mélange

a, = sup IP(ANB) —P(A)P(B)| — 0, quandr — .

AeF],BEFE,

Ce coefficient mesure ’écart entre les tribus engendrées par le futur et le
passé des variables.

En revanche, beaucoup de processus ne vérifient pas la condition du mélange.
Le processus X,, = Y 1_, 2-(k+De 1 ol (€)iez sont des innovations i.i.d, par
exemple, n’est pas a—mélangeant, car 'événement A = { X, < %} appartient
a la tribu du passé o (X, t < k) et celle du futur o(Xy, t > n) et le coefficient
du a—mélange ne décroit pas vers 0, en effet

1 1

cn > [P(AN A) — P(A)P(A)| = % =7

Dans cet esprit, Doukhan et Louhichi (1999) ont généralisé le mélange en in-
troduisant une notion de dépendance faible plus simple couvrant plus de pro-

cessus en s’appuyant sur le controle de la covariance entre le passé (X, , -+, Xs,)
et le futur du processus (Xy,, -+, X;,) via des fonctions lipschitziennes gy, go
tel que

‘COV(gl(XsU e 7Xsu>792(Xt17 e 7Xtv))| é ?ﬂ(glag%u?v)etlf&u

avec

— 1 est une fonction qui dépend des arguments (g1, g2, u, v).

— €,—s, st une suite décroissante vers 0.
Si (g1, g2, u,v) = (u|ga2llcLip(g1)+0|| 91| cLip(g2)), on parle de n—dépendance
faible.
Contrairement aux variables indépendantes, la variance de la somme n’est pas
la somme des variances individuelles des variables faiblement dépendantes,
on obtient alors une majoration du terme des covariances qui apparait dans
ce cas en utilisant I'inégalité ci-dessus, ce qui nous meénera a dire que la perte
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par rapport au cas indépendant est asymptotiquement non-significative.

La littérature s’est enrichie grace a cette dépendance d’outils techniques

offrant aux estimateurs non paramétriques des propriétés asymptotiques proches
a celles des variables indépendantes, telles que l'inégalité de type Bernstein
et I'inégalité de Rosenthal qui sert & controler les moments d’ordre ¢ d'une
suite de variables aléatoires.
Le théoréme de la limite centrale a pris sa part de généralisation sous ’hypo-
thése de dépendance faible, on cite principalement la normalité asymptotique
de l'estimateur de Parzen établie par la méthode des blocks de Bernstein
(2001), la normalité de l'estimateur de Nadaraya par la méthode de Lind-
berg (2002), en montrant que

A, =Elp(S,) — ¢o(Yn)| — 0, quand n — o,

telle que S,, est une suite de variables faiblement dépendantes, ¢ est une
fonction trois fois dérivable, Y,, est une suite de variables indépendantes et
gaussiennes.

Bardet et Doukhan (2008) généralisent le théoréme de Lindberg en proposant
une version qui s’adapte a la fois avec les suites indépendantes et faiblement
dépendantes.

Pour une meilleure compréhension de la dépendance faible, et de tous les
outils probabilistes qui accompagnent cette nouvelle notion établie par Dou-
khan et Louhichi, nous renvoyons & Doukhan P. et Louhichi S. (1999), et
Dedecker et al. (2007).

Lors de I’étude des séries temporelles, on a souvent besoin de mettre a jour
I'expression de l'estimateur de la densité ou de la régression avec 'arrivée
de nouvelles observations, 'utilisation d’un estimateur récursif figure impor-
tante voire préférable dans ce cas, elle permet un gain de temps de calcul et
de variance de I'estimation. Divers estimateurs récursifs ont été proposés et
étudiés, on cite entre autres, 'estimateur de Wolverton et Wagner (1969)

S (z) = %g hlZK(C ;ZXZ>

Deheuvels (1973) étudie aussi la convergence en moyenne quadratique et la
convergence presque siire dans le cas indépendant de 'estimateur récursif

modifié suivant
1 - r—X;
[P (2) = = K( Z)-
D i hi ; hi
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Une autre version récursive a été introduite par Wegman et Davies (1979),
ils établissent la convergence presque stire dans le cas indépendant de I'esti-

mateur .
fw(x):n\/h_n;\/ﬁi[(( . ), z €R.

Sa variance améliore la variance de l'estimateur fW.

Ces estimateurs récursifs ont été aussi étudiés sous des hypothéses de mélange
par Masry (1986), et d’association par Lian et Baek (2004).

Amiri (2010) introduit Iestimateur a noyau récursif de la densité dépendant
d’un parameétre ¢ € [0, 1] suivant

1 "1 r—X;
2w = e 2 K () w ek,
z:z‘:1hz1 Z;hf hi

permettant ainsi la généralisation d’autres estimateurs récursifs tels que ’estima-
teur de Deheuvels pour ¢ = 0, celui de Wolverton et Wagner pour ¢ = 1, et
Wegman et Davies pour ¢ = % Il étudie la convergence en moyenne quadra-
tique, et la normalité asymptotique de ces estimateurs sous ’hypothése de
I'indépendance et du a—mélange.

Dans notre travail, nous étudions la convergence en moyenne quadratique et
la normalité asymptotique de I'estimateur récursif f£(z) sous ’hypothése de
la dépendance faible au sens de Doukhan et Louhichi (1999).

Nous avons décidé de structurer notre travail en deux parties, selon a ce que
les variables sous étude soient indépendantes ou dépendantes.

Dans le premier et le deuxieme chapitre, nous rappelons les propriétés asymp-
totiques des estimateurs a noyau de la densité et de la régression sous I'indépen-
dance, dans ce rappel nous avons choisi d’exposer 'approche la plus récente,
celle de Ferraty et Vieu (2002). Les méthodes de sélection de la fenétre sont
étudiées, des simulations effectuées sous le logiciel R sont présentées aussi.
Les lois uniformes des dérivées de la densité et de la régression sont étudiées
dans le chapitre trois en combinant les travaux de Blondin (2004) et Deheu-
vels (2004). Dans le cas d’'un modéle de régression Gaussien, des simulations
sous Matlab montrent la validité de ces bandes de confiance de la densité et
de la régression étudiées par Nemouchi et Mohdeb (2010).

La deuxieme partie de cette thése est consacrée a la dépendance faible au
sens de Doukhan et Louhichi.

Dans le chapitre quatre, nous présentons des conditions pour que les théo-
rémes limites obtenus dans le cas des variables indépendantes s’étendent aux
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variables dépendantes.

Dans le chapitre cing, nous présentons notre contribution sur l'estimation
récursive de la densité dans le cas n-dépendant, des applications et des
simulations effectuées sous Matlab sur des modéles faiblement dépendants
montrent ’avantage de la récursivité par rapport a I'estimation classique en
terme de temps de calcul et de variance.



Premiére partie

Cas des variables indépendantes






Chapitre 1

Estimation de la densité par la
méthode du noyau

1.1 Introduction

Etant données les observations Xi, ..., X, indépendantes et identiquement
distribuées a valeurs dans R, de densité inconnue f supposée continue.
L’estimation par 1’histogramme suggére de subdiviser un intervalle borné de
R en k sous intervalles de la forme

Iy =|lz + khy, 2+ (k+ 1)h,[, x € R, h, € R}k € Z,

et indiquer pour chaque sous intervalle la fréquence empirique correspon-
dante.

On améliore cet estimateur en considérant un voisinage de tout point x € R
au lieu de la fenétre fixe du type I, on définit ainsi I'estimateur de la densité
de Parzen-Rosenblatt par

Fulz) = —ZK( = (1.1)

h, étant le parameétre de lissage controlant la taille du voisinage de x et
vérifiant

— (H.1) lim,, o0 hyy, = 0, lim,, o0 nh, = 00.
nhy,

~ (H.2) lim,_,o & = 00,

K étant le noyau déterminant la forme du voisinage et satisfaisant
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- (K1) K est borné, symétrique, et a support compact.
- (K.2) fR du =1
(K.3)f wdu=0,i<k—1, K] = [ u"K(u)du < co.
- (K4) [K fRK2 )du < o0.
Remarque 1. — Si le noyau K est positif, la fonction f, définie dans

(1.1) est une densité de probabilité.
— Les noyaux rectangulaire K (z) = 1Ij,<13, et d’Epanechnikov K (z) =
%(1 — 2?)I{4j<1y vérifient les hypothéses ci-dessus.

FIGURE 1.1 — Noyau d’Epanechnikov

— L’hypotheése (K.1) n’est pas indispensable, car I'utilisation d’un noyau
symétrique peut nuire I'estimation, et notamment lorsqu’il s’agit d’esti-
mer une densité a support borné, car il donne du poids a I'exterieur du
support, cela méne a un estimateur biaisé au prés du bord, ce qui est
connu dans la littérature par 'effet du bord. Pour remedier a cela, on
propose d’utiliser d’autres noyaux asymétriques. Lorsque la densité est
a support [0, 1] par exemple, Chen (1999) propose le noyau asymétrique
beta donné par

x 1—

whn (1 —w) Fn
g —z u) = 5
Ktz () BE+1,524+1)

avechhn( )—,%K(h ), et

fotxl t)ydt, > 0,y > 0.
Ce noyau a été modlﬁe pour obtenir un estimateur non biaisé

K. 1-a(u) st € [2h,,1—2h,),

hn ' hn
K*(u) = K 1o (u) sl x € [0, 2h,], (1.2)

phn(x)v h
Kﬁ7phn(171) (u) si € [2hn, 1],
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tel que py, () = 22 + 2.5 — \/4h;§ +6h2 +2.25 — 22 — =

5

FIGURE 1.2 — Noyau beta

— L’utilisation d’un noyau d’ordre superieur, c¢’est a dire vérifiant I’hypo-
thése (K.3) sert a réduire le biais, cependant, le choix d'un tel noyau
d’ordre k£ > 2 positif entraine une dégradation de la vitesse de conver-
gence de I'estimateur.

Dans un premier temps, On rappelle quelques propriétés asymptotiques de
I'estimateur (1.1).

1.2 Propriétés asymptotiques

1.2.1 Convergence presque compléte

On présente dans ce qui suit la convegence presque compléte de 1'estima-
teur vers la densité f sous la condition de régularité suivante.

— (F.1) f est k-fois continiiment dérivable autour de z.
Ce mode de convergence pas trés répandu est plus fort que la convergence
presque stre et la convegence en probabilité.

Théoréme 1. (Sarda et Vieu (2000))
Sous les hypothéses (H.1), (H.2), (K.1), (K.3) et (F.1), on a

@) = F(@)] = O(HE) + Opes ( jjhz) |

: 1
St hy = (%) %1, ¢ > 0 alors
n k

[fn(2) = f(2)] = Op.eo((—)775).

Inn
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Preuve
Le développement de Taylor de f sous I'hypothése (F.1) donne

S, (z) — f()] ‘ khk// L F B (1shy, + 3 — shy)dsdt

(k) (\ 1k
~ %/skK(s)ds,n — 00.

L’hypothése (K.3) entraine alors

[Efu(z) = f(2)] = O(hy). (2.3)

Pour le terme stochastique |f,(x) — E(f.(x))|, le résultat découle immeédia-
tement du lemme de Bernstein suivant.

Lemme 1. Soient Zy,...,Z, des variables aléatoires réelles centrées indé-
pendantes et identiqguement distribuées telles qu’il existe deux réels positifs d
et 62 vérifiant

1Z)| < d, BEZ7 < &8,

alors pour tout € €]0, d] on a

2

1 <& ne
— ) < ——).
IP’(n]ZZZ] > €) < 2exp( 452)

i=1
On pose S, = > 1| X, 4, avec
1 xr — Xt r — Xt
Xpi=— | K —E(K )
o= (K - B
Les conditions du lemme 1 sont vérifiées, en effet
C C

| X1] < i EX?, < " C > 0.

On obtient alors

P(|fn(2) = Efn(z)] = €) < 2exp(-

nh, e

4C )

Sie=¢€py/ 711 T, on peut choisir ¢j tel qu’on ait la convergence suivante

P (lfn(w) ~Ef(@)] 2 ey 1“") < Z j
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c’est a dire
Inn

n —Ef, =0 .co )
@) = Efola)] = Oy 150)
De (2.3) et (2.4), si h, = c(ﬁ)ﬁ,c > 0, on aboutit &

[Fa(@) = F(2)] = Opeol (1))

(2.4)

O

Convergence presque compléte uniforme

On peut montrer la convergence presque compléte uniforme en supposant
que le noyau K satisfait ’hypothése de Lipschitz sur un compact I suivante.
~ (K.5) 3B >0,3c<oo,Vr € [,Vy € I : |K(x) — K(y)| < clx —y|?,

avec I’hypothése de régularité de la densité
— (F.2) f est k-fois continiment dérivable autour du compact I.

Théoréme 2. (Sarda et Vieu (2000))
Sous les hypotheses (H.1), (H.2), (K.1), (K.4), (K.5) et (F.2), il s’ensuit

Inn

Sup| fa(z) = fl@)| = O3 + Oa.w«n—m)é).
Si hy, = c(#)ﬁ,c > 0 alors
Sup [ fu(@) = f(@)] = Opeol () 747,

xzel Inn

Preuve
L’idée de la preuve repose sur le recouvrement du compact I par un nombre
fini d’intervalles. En effet, on a

o v, = cA e > 0.
On pose t, = argming, ... s, } |7 —t|, on alors

P(sup |fu(x) ~ E(f,(x)]) 2 0

< Pswp |fulte) = Bl falta))] 2 %) + Plsup | fu(2) = fults) 2 %))|
+B(sup [Efu(t) = Efa(r)] 2 %).
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Pour le premier terme

Ms;g | fa(te) — Efu(ts)] > 5)
)

<3 Pl ~ Efult)] 2 )

—nh,€?

A
“ —nh,€? B
i=1

Pour le deuxieme terme, puisque K est Lipchitzienne, on a

B
ful) = fult)| < '}Z;JB,

on obtient alors sous I’hypothése (H.1) pour v, =n"?,p > 0,
Tim B(|f,(@) = fults)] > €) = 0.
Idem pour le troisiéme terme

lim P(Ef,(@) ~Ef, ()] > ) =0.

En combinant (2.5), (2.6), (2.7), avec € = ¢ iLnT:? on obtient

P (leér; |fu(@) = E(fa(2))] = €04/ zz:) < L

ni2c

Un choix convenable de ¢, permet de conclure ce qui suit

s |fo () = E(fo ()] = Ouenlyf ).

zel

de (2.3), on a aussi

sup [Ef,.(z) — f(2)] = O(hy).

el

Si hy, = c(ﬁ)ﬁ, ¢ > 0, on obient donc le résultat.0

(2.5)
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Remarque 2. En supposant que k = 0 dans (F'.1), on retrouve la conver-
gence presque compléte sous 'hypothése de continuité a la lumiére du lemme
de Bochner.

Lemme 2. (Bochner)

Soit la fonction mesurable K : (R,,, B,,) — (R, B) bornée, intégrable, véri-
fiant

lim, . [|2]|™ K (2)] = 0.

Etant donné aussi la fonction mesurable et intégrable

g: (R™ B,,) = (R, B). On définit la fonction

() = — K(r

)g(x — z)dz,

ot h, — 0 quand n — oo.
Si g est continue alors

lim g,(z) = g(x) K(z)dz.

n—o00 RmM
Si g est uniformément continue alors la convergence ci-dessus est uniforme.

Théoréme 3. — Sous les hypotheses (H.1), (H.2), (K.1), (F.1) avec k =
0, on a
lim f,(z) = f(x) p.co.
n—oo

— Sous les hypotheses (H.1), (H.2), (K.1), (K.6), (F.2) avec k =0,

lim sup |f,(z) — f(x)] =0 p.co.

n—oo zel

1.2.2 Normalité asymptotique

Afin d’établir un théoréme central limite, plusieurs variantes du lemme
de Lindberg existent dans la littérature.
Dans cette partie, on s’interesse a la généralisation suivante établie par Bar-
det et al. (2008).

Lemme 3. (Bardet J.M. et al.(2008))
Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
R? centrées satisfaisant I’hypothése suivante
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- 30<6<1,Vi €N, E(]|X;]*?) < oo,
alors
Ag < 6L FDNLNF % AR,
ot
- Ay =2 E(1XG]P).
— f est une fonction trois fois dérivable, de dérivée troisiéme continue.
SN =B X A X)) — fV Y
— (Yi)ien est une suite de variables aléatoires indépendantes gaussiennes
centrées ayant la méme variance que (X;)ien-

Théoréme 4. (Bardet J.M. et al.(2008))
On suppose que les hypothéses du lemme3 soient satisfaites, si de plus

3% > 0, tel que ZCOV(XZ-) — X, quand n — oo.
i=1
A, — 0, quandn — oo.

Alors .
Sn:ZXiNN(O,E), as n — oo.

=1

Le résultat qui suit, établi par Parzen (1962), peut étre démontré aussi
grace au théoréme 4.

Corollaire 1. (Parzen E. (1962))
Sous les hypotheéses (H.1) (K.1), (K.4), on obtient

V/nhy, (h(?{;i}éé@) ~ N(0,1), quandn — oo.

1.2.3 Optimalité de I’estimateur de la densité

Dans la pratique, pour utiliser 'estimateur (1.1), il faut choisir ses consti-
tuants a savoir la fenétre de lissage h,, et le noyau K en optimisant un critére
d’erreur d’estimation.

Soit alors I’erreur moyenne quadratique

MSE(f,) = E(fu(z) — f(2))?
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et I'erreur moyenne quadratique intégrée

MISE(f,) = E [ (fu(o) = f(z)*ds

qui peut étre écrite grace au théoréme de Fubbini

MISE(f,) = / E(f,(x) — f(x))d.

La vitesse de décroissance vers 0 de cette quantité appelée vitesse de conver-
gence, mesure la qualité de I'estimateur, plus la perte est petite, plus I'esti-
mateur sera bon, cette vitesse dépend de la régularité de la densité. Ainsi,
Iestimation d’une fonction réguliére est plus facile que l'estimation d’une
fonction qui fluctue beaucoup et rapidement. A cet effet, on se limitera aux
fonctions appartenant a la classe de Hoélder .

Soit alors W}, l'ensemble des fonctions de densité f(x) ayant des dérivées
d’ordre k > 2 telles que f%*)(z) soient bornées, continues et de carré inté-

grables. Sous les hypothéses (K.1), (K.3) et (K.4), on a

2k
MISE(f,) = —= 1%+ P [ (£90) P+ ol + 12,

En ignorant les termes d’ordre superieur, on obtient I'approximation AMISFE
suivante
2k

nzn [K*) + (Z?)z[“kK]Q/(f(k)(U))Qdu. (2.8)

AMISE(f,) =

Le choix du noyau n’est pas déterminant pour la performance de I’estimation.
Epanechnikov (1969) montre que le noyau optimal au sens de MISE(f,(x))
est de la forme

3
Kop(w) = 5 (1= 2*) I{pai<1y.

Pour comparer 'efficacité de cet estimateur avec d’autres estimateurs raison-
nables, on introduit la mesure d’efficacité suivante
K?(x)dx
E(K) = f 2 ) ‘
f Kopt(x)dx
En effet, le tableau suivant montre que les différents noyaux offrent presque
la méme efficacité.
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K(z) E(K)
\/%exp(—%). 1.01

(1= fo) Ty | 1.05

%COS(%[EH{WSl}). 1.01

TAB 3. Efficacité des noyaux par rapport a K.

En revanche, le choix de la fenétre est d'une importance capitale. La forme
(2.8) nous indique que, la largeur de fenétre ne doit pas étre choisie trop
grande puisque dans ce cas elle augmentera la composante proportionnelle a
h2* i trop petite car elle augmentera la composante proportionnelle a A L.
La fenétre optimale théorique au sens de AMISE(f,,(z)) est donc

IR R —
fropm1 = <2k[u2K]?[(f(k))2]> o (2.9)
Idem pour I'erreur moyenne quadratique
MS _ L 2 hgzk (k) 27,k 1712 L h2k
E(fn) = = f(@)[K7] + 55 (f 7 (2) [w K" + o(—— + hy,"),

nhy, (k!)? nh.,

d’otu la fenétre optimale

(k)')2f(l‘)[K2] 1+2k 1
Fropez = (2k[u2K]2(f(k)(x))2) o (2.10

Le meilleur choix théorique obtenu de cette fenétre donc dépend de la ré-
gularité de la densité. Or cette régularité est représentée par un parameétre
inconnu. Ce choix n’est donc pas utilisable en pratique.

Des méthodes alternatives dites : Méthodes de sélection ont été proposées
pour remedier a cela.

1.3 Quelques méthodes de sélection de la fe-
nétre de lissage

1.3.1 Meéthodes classiques

Parmi les travaux proposés pour remédier au probléme de la fenétre de
lissage, on cite 'article de M.C. Jones, J.S. Marron et Sheather [3], on a
choisi de rappeler briévement les méthodes les plus importantes.
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Régle du pouce

Le parameétre de lissage optimal par rapport a la moyenne quadratique
intégrée contient le terme inconnu f”(z). Cette méthode proposée par Deheu-
vels (1977) consiste a supposer que f(x) est la densité de Gauss d’espérance

0 et de variance o2, si on utilise le noyau de Gauss, on obtient la fenétre

h, = 1.066,,n75,

avec d,, est 'estimateur empirique de o,,.
Si la vraie densité n’est pas la densité de Gauss, cette estimation de la fenétre
ne donne pas de bons résultats.

Validation croisée des moindres carrés

La méthode est appelée aussi validation croisée non biaisée, elle a été in-
troduite par Rudemo (1982) et Bowmann (1985). L’idée consiste & minimiser
I'estimateur sans biais de MISE(h,,) — [f?].

En effet, pour estimer I’erreur moyenne integrée

MISE(fn):E/fS—QE/fnwa/fQ,

le terme [f?] n’intervient pas car il ne dépend pas de h,, le terme E [ f2
est estimé par son estimateur trivial [ f2, donc il reste a estimer le terme

E[fuf.

Pour cela, on note
1 n
Tn = i X’L ;
- ; i (X5)

ot fp, ; est I'estimateur 'Leave one out’ défini par

n

fhn,i(m) = ﬁ Z K<x ;an)

" 1<j<n,j#i

D’une part, on a

ET, = E(fp,.1(X1))

_E (ﬁ; / K(* ;an)ﬂz)dz)

- %/f(x)/K(Z};x>f(z)dzda:.
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D’autre part,

[ =n (5 S (52 o)

:%/f(x)/K z naj)f(z)dzdx.

Donc T;, est un estimateur sans biais de E [ f,, f.
D’ot lestimateur du MISE(h,) — [f?], qu’on note UCV (h,,)

UCV(h /f dw——thnz

Validation croisée biaisée

Scott et Terrell [39] proposent de remplacer le terme [( f”)?] dans I’expres-

sion de l'erreur moyenne quadratique intégrée par son estimateur [(f/)?] —
[( ”)]

avec

En effet, on a

B/ = B [ (ZK" e )de
_ <n2h6 (/ZK”2 ) da +/Z Z K"(% K”( han)dx>>.

i=1 j=1,j7#i

En supposant que

/K”(az)dm =0, /a:K”(a:)da: =0, /xQK”(a:)dx =2.

On obtient pour le premier terme

2 z‘
MM/ZK’ )

hG//K"2 (u)dudx
n

K" (x)dx.

nh5
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Pour le deuxiéme terme

i=1 j=1,j#i n

:#i En: /(/K”(%)f(u)du)zdx

noi=1 j=1,j#i

= /f”Q(x)dx.

Par conséquent, 'estimateur de MISE obtenu en injectant le terme [(f/)?] —
[(K")?]
nhd,

est donné par

BCV (hn) = % + hzi[xQKf <[f{{2] - —[(f}:ﬁ) .

Méthode Plug in

En remarquant que
(") = / FO(@) f(@)de = B(FD(X)),

Sheather et Jones (1991) proposent alors d’estimer le terme inconnu [(f”)?]
par I'estimateur F, suivant

1 n
By = n Z £0(X)
=1

_ mZZK(A‘)(?)'

i=1 j=1

Ce qui est nouveau dans cette approche est que la fenétre g de 'estimateur
de [(f")?] est différente du paramétre h,, en question.
Soit 'erreur moyenne quadratique de 'estimateur

E(E, — [(f")])*,

g est donc son minimum donné par I'expression

1

g=CifPNCo(K)n T,

ot encore [f®)] est calculé en se référant a la densité de Gauss.
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Fenétre locale

L’estimation d’un parameétre de lissage optimal global, c’est a dire au sens
du critére global MISE, est plus facile que celle d’un paramétre local (optimal
au sens de MSE) car ce dernier est une fonction de z.

Cependant, la régularité de la fonction a estimer n’est pas homogeéne, elle
varie en tout point x, I'utilisation d’une fenétre globale ne permet pas 1’adap-
tation ponctuelle a cette régularité. IL serait alors interessant de pencher vers
la fenétre locale en chaque point x du type h,(x).
Pour pouvoir choisir entre les deux approches locale et globale, on définit
Defficacité relative suivante, (voir Cao R. (2001)).
_ MISE(hopi1)
MISE (hopt2)’
ol hopr1 €t hopz Teprésentent les parameétres optimaux par rapport a MISE
et MSE respectivement.
En utilisant les approximations AMISE et AMSE, pour f € W5, on obtient
Papproximation de l'efficacité relative ARE suivante
~ AMISE(hopn1)
AMISE(hp2)
" 2 1
_ @yt 512
J1f"(@)[5 f(z)5dx

D’apres I'inégalité de Jensen, on a

@ f@ide = [(CE payda
s i
< ([ 7y reme)

-(/ (f”(x))zd:vf

Donc ARE > 1, ce qui montre 'avantage de I'utilisation du paramétre local
en terme de MISE par rapport au paramétre global.

RE

ARE (3.11)

1.3.2 Approche Bayesienne

Cette méthode récente consiste a doter le parametre de lissage h, considéré
ici comme une variable aléatoire, d'une loi de probabilité 7(h), ce qui donnera
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plus d’information sur le parameétre inconnu h surtout pour de petites tailles
d’échantillon.

(Voir les travaux de Brewer (1998), Zhang et al.(2006).)

Le paramétre global h peut étre obtenu a partir de la formule de Bayes

m(x/h)m(h)

w(z)

m(h/z) =

ol
— m(x/h) est la fonction de vraissemblance définie a partir de I’estimateur
leave one out fy,;(x) par w(z/h) =[]\, fni(X;) .
— m(h) est la loi a priori de la fenétre h.
— m(h/x) est sa loi a posteriori.
On définit d’abord le risque bayesien quadratique

~

E(h — h)? = / (h — h)*w(h/z)dh.

L’estimateur de Bayes optimal h du parameétre h au sens du risque bayesien
est donc donné par la moyenne a posteriori

h=E(h/z) = / ha(h/x)dh.

Le calcul de 7(z) n’est pas facile, a cet effet, une premiére alternative dite
méthode Monté Carlo par Chaines de Markov MCMC a été proposée pour
calculer la moyenne a posteriori E(h/z). Des résultats de simulation effectuée
montrent que cette méthode n’est pas meilleure que les méthodes classiques.
En revanche, 'approche locale étudiée par Gangopadhyay et Cheung (2002)
donne de meilleurs résultats, la loi a posteriori de la fenétre locale h(z) dans
ce cas est donnée par

__falm)w(h)
m(h/z) = T falz)m(h)dh’

fn(x) est la densité du paramétre local h(z), elle peut étre donnée par ’esti-
mateur de Parzen f, ,(z). La loi a posteriori est estimée alors par

fan(z)m(h)
[ fan(z)m(h)dh

#(h/z) =
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Le choix de la loi a priori n’est pas important, Gangopadhyay et Cheng (2002)
utilisent la loi suivante

2 1 1
m(h) = (a) 3" W2t eXP(—W),

ol aet [ sont des constantes positives.
Le paramétre de lissage local h(z) est estimé donc par

hz) = / h(z)w(h/x)dh.

L’utilisation d'un noyau gaussien dans I’expression de ’estimateur de Parzen
donne alors

n 1 @
. M) e (m)
h($) = 1

' S (weto)

N

1.4 Simulation

A partir de N = 20 réalisations d’un échantillon simulé de tailles diffé-
rentes n. = 100, 500, 1000, 5000, 10000 de loi

— Gaussienne N(0,1).

— x? de degré de liberté df = 6.
On étudie les performances de quelques méthodes de sélection étudiées ci-
dessus a savoir la validation croisée biaisée, non-biaisée, la régle du pouce et
la méthode plug-in.
Les résultats sont comparés avec le paramétre de lissage optimal au sens de
Ierreur moyenne quadratique intégrée de I'estimateur a noyau de la densité
MISE(f,) dans le cas k = 2.
On rappelle I'expression du paramétre optimal global pour k = 2,

K]\
o = () "

Utl=

Le noyau utilisé est le noyau d’Epanechnikov.
Les résultats de la simulation effectuée via le logiciel R sont tabulés ci-dessous
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n|h hucv hbcv hp th hOPt

100 | 0.4001 | 0.4196 | 0.4255 | 0.4485 | 0.4215
500 | 0.3150 | 0.3339 | 0.2994 | 0.2995 | 0.3055
1000 | 0.2971 | 0.2910 | 0.2605 | 0.2324 | 0.2660
5000 | 0.2012 | 0.2069 | 0.1925 | 0.1935 | 0.1927
10000 | 0.1611 | 0.1670 | 0.1682 | 0.1678 | 0.1678

TAB1 : Parameétres de lissage calculés par les méthodes de validation croisée
biaisée et non-biaisée, regle du pouce et la méthode Plug-in pour un
échantillon gaussien.

A partir de cette premiére simulation, on constate les points suivants
— hop décroit en augmentant la taille d’échantillon.
— h, donne de bons résultats. Les valeurs de hyj, et, hpey, lyer performent
aussi bien.
— En augmentant la taille de 1’échantillon, les résultats s’améliorent da-
vantage.

n‘h/ hucv hbcv hp hsj hopt

100 | 1.3906 | 1.672 | 1.5577 | 1.2961 | 0.7104
500 | 0.8868 | 0.8734 | 0.9977 | 0.8073 | 0.4514
1000 | 0.7965 | 0.7965 | 0.8548 | 0.755 | 0.4482
5000 | 0.458 | 0.4683 | 0.4741 | 0.3248 | 0.4112
10000 | 0.3597 | 0.2483 | 0.5546 | 0.3928 | 0.2828

TAB2 : Parameétres de lissage calculés par les méthodes de validation
croisée biaisée et non-biaisée, régle du pouce et la méthode Plug-in pour un
échantillon de x? de degré de liberté df = 6.

Pour le deuxiéme échantillon issu de la loi x2, on constate les points suivants

— hopr décroit aussi en augmentant la taille d’échantillon.

— h, ne donne plus de bons résultats méme en augmentant la taille de
I’échantillon.

— Pour les valeurs de hpey, hyeo, les résultats ne sont pas stables entre les
différents échantillons.

~ Rbew, hucw, €t hgj ne sont pas bons aussi mais ils sont meilleurs que les
valeurs de h,,.
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Remarque 3. A propos 'approche Bayesienne globale, des travaux de simu-
lation effectués par Zoughab N. (2013) montrent que cette approche présente
un inconvenient majeur dans le cotit en terme de temps d’exécution a cause
de la lenteur de la convergence de la méthode MCMC. En adoptant la version
locale de cette approche, dans Gangopadhyay et Cheung (2002), on montre
une bonne performance via des simulations sur des échantillons issus de dif-
férentes lois, avec le temps d’exécution plus réduit par rapport a ’approche
Bayesienne globale.

Conclusion
La performance des méthodes de sélection classiques dépend des densités a
estimer ce qui n’est pas valable car la densité est inconnue. Outre le fait
que les méthodes de validation croisée montrent une grande variabilité des
résultats et les conditions théoriques de consistance des méthodes Plug in
sont difficiles a vérifier. L’approche Bayésienne locale semble avoir de bonnes
performances théoriques et pratiques.



Chapitre 2

Estimation de la régression par la

méthode du noyau

2.1 Introduction

On dispose d’un échantillon (X1,Y)),...,(X,,Y,) de variables aléatoires
indépendantes de méme loi, de densité jointe f(z,y) et densité marginale
f(x). On suppose aussi 'existence de la fonction de régression inconnue

r(z) =E(Y/X = x),

qu’on propose d’estimer par ’estimateur a noyau suivant

tel que le paramétre de lissage h,, — 0 vérifie

— (H.3) n°hS*? — 00, § >0, nh2 — 0.
En plus des hypothéses suivantes

— (F.2) r et f sont k-fois contintiment dérivables autour de x.
~ (F.3) v(z) = E(Y?/X = x) est continue.

(1.1)
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- (R Y| <M, M < .
Dans ce qui suit nous utilisons la notation
gn(T)
ro(x) = =——=, 1.2
(z) ) (1.2)
gn(z) est 'estimateur de la fonction g(z) = f(z)r(z).

Remarque 4. Avant de présenter les propriétés de cet estimateur, il convient
de faire un peu d’historique afin d’apprécier la présente méthode d’estima-
tion.

Turkey (1961) a introduit d’abord le régressogramme

n

> Yilixien,)
Freg(t) = 5 1 € B,

Z H(Xiij)

i=1
Bj,5=1,---,J est une partition du support de X.

Le choix du nombre J et des bornes des intervalles B; est a I'origine de la
complexité d’un tel estimateur, il a été remplacé ensuite par I'estimateur de
la fenétre mobile .

> Yilix,clo—ho+h)

i=1

A

Tmob(T) =

; Iix;cfe—n,atn)

Cependant, ce dernier n’est pas continu. Ainsi, il a été généralisé par 'esti-
mateur (1.1).

2.2 Propriétés asymptotiques

2.2.1 Convergence presque compléte

Le résultat suivant est obtenu sous la condition de dérivabilité sur les
fonctions r(z) et f(x).

Théoréme 5. (Sarda et Vieu (2000))
Sous les hypothéses (F.1), (F.2), (H.1), (H.2), (K.1), (K.3), et (R.1), on a
Inn

Ira(z) — r(z)| = O(hL) + O( n_hn)’ p.co.
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Preuve On utilise la décomposition suivante

ro(x) —r(zr) = + r(x). 2.3

0= =T w29

Le résultat découle des points suivants
[E(gn(x)) — g(2)| = O(hy,).

[E(gn(z)) — gn(z)] = O ( ln_n) , p.co.

36 > O,i]?(fn(x) <) < 0.
n=1

De la méme maniére que pour la densité, les deux premiers points sont dé-
montrés en utilisant le développement de Taylor de la fonction g et I'inégalité

de Bernstein .
Quant au dernier point, on a

@) < 22 5 1) - ) > 12,
cecl entraine
() ()

P(fo(2)] < ==) < P(|fu(2) = f(2)| > ==

2

Si on choisit 6 = € = @, la convergence presque compléte de 'estimateur

de la densité donne

36 >0, Y P(| fu()| < 6) < 0.

n>1

O

Convergence presque compléte uniforme de r,

En utilisant un noyau lipschitzien sur un compact I, avec 1’hypothése

suivante
— (R.2) 30 > 0, inf,e; f(z) > 0.

On obtient le résultat suivant.
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Théoréme 6. (Sarda et Vieu (2000))
Sous les conditions (F.2), (F.2), (H.1), (H.2), (K.1), (K.3), (K.5), (R.1), et (R.2),
on a

1

sup|r, () — r(x)] = O(h}) + O ==

z€l nhy,

), p-co.

Preuve On a

SUP,er |gn () — g(2)] Sup,ey [7()|
Splra(®) —r@l < = @ ) = @l T

En raisonnant comme pour la densité, on obtient

sup g (2) ~ (o)] = O(1E) + O ;T’% p.co. (2.4)

Maintenant, en utilisant ’hypothése (R.2), on a

0
inf | £,(@)] < 3,

zel

cela implique

sup () — (@) > 5.

zel

On obtient alors

P (1150 < § ) < (suplie) - )l > 5).

zel 2

la convergence presque compléte uniforme de 'estimateur de la densité avec
le choix 6 =€ = g entraine alors

36 > 0, Zp(ng | fo(x)] < 6) < c0. (2.5)

n>1

Maintenant de (2.4), (2.5), et le fait que r soit bornée on aboutit au résultat.
([
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2.2.2 Normalité asymptotique

Schuster (1970) a établi la normalité asymptotique de l'estimateur a
noyau de la régression sur des points distincts de R. Nadaraya (1989) I'a
généralisé sur R de la maniére suivante.

Théoréme 7. ( Nadaraya (1989))
Soit E|Y|*™ < 0o pour § € (3,1].
Si (H.3), (F.2) pour k =2, (F.3), (K.4) sont vérifiées, on obtient alors

Vihy (ra(2) = 1(2)) = nosee N (0, 0(2)),
avec 0?(z) = Var(Y/X = z) f(z) [ K*(u)du.

Remarque 5. Dans ce qui suit, on considére le terme de centrage E?ﬂg;
D’aprés Nadaraya (1989), sous I’hypothése (H.1), on a
E(gn(2)) 1
———= —[Er,(x) =0 )
E(fule) O
Preuve
On pose
Eg, () -1 -1
ro(x) — = Gu() fr(x) (Ef,(x , 2.6
(@) = p = o) ula) ™ (B (2) (2.6
avec
1 o r — X,
n = nY; — Pn K )
o) = Dl = B (=)
an, = E(fu(x)),
B = E(ga())
On a
E(Gu(z)) =0,
et
nh,Var (G, (7)) —nee Var(Y/X = z) f* () /KQ(u)du
Donc

oo ElGP n:
n — =0 )
n2Var((,)'*e pits
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I'hypothése (H.2) implique L,, —, 0 0, donc

Cn(2) — B ()
Var(C(z))

Maintenant, la convergence en probabiblité de I'estimateur de la densité et
(2.6) entrainent

oo N(0,1).

P < o= (@) () — Eﬁg) - )\) o),

quand n — oo.
(® est la fonction de distribution de la loi de Gauss standard).
On conclut alors

quand n — oo. O

2.2.3 Optimalité de ’estimateur de la régression

Afin de déterminer le paramétre de lissage optimal, on s’interesse a I'op-
timisation de l’erreur moyenne quadratique MSE(r},)

MSE(r,) = E(rn(z) — (2))?

et Perreur moyenne quadratique intégrée MISE(r,,)
MISE(r,) = E/(rn(x) — r(z))?dw.

Sous la condition de régularité (F.2), on aboutit aux approximations sui-
vantes.
h2k
n

AMSE(r,) = e ((r(k)(x) + kr(k_l)(m)%)[ukl(]) +

AMISE(r,) = Z—?f / ((r(k)(a:) +kr<k—1>(x)@> [ukK])de—i—% / %d;g,

f(z)
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avec 0%(r) = ﬁ [y f(x,y)dy — r*(x).
Le parameétre de lissage optimal au sens du MSE et du MISE respectivement
pour k = 2 résulte immédiatement

2

oy K 5o
hopl = ° 7 2 Sn_g, 2.7
(e 20/(2) 2 2 ) ) 20
@)1 12 dor 1
hop2: < f f(z) [K ]d )571_%. (2.8)

[ ((r"(z) + 2T’(ZE)%)[U2K])2dI‘

2.2.4 Validation croisée de la régression

Les valeurs de la fenétre de lissage (2.7) et (2.8) ne sont pas utilisables en
pratique car elles dépendent aussi des parameétres inconnus. Pour surmonter
ce probléme, une méthode simple consiste & déterminer la valeur de la fenétre
h minimisant la variance estimée des résidus, c’est a dire la quantité donnée

par
n

62(h) = =D (Vi —ra(X0)*.
i=1
Cela permet d’obtenir la valeur de A de maniére a ce que les données soient
parfaitement ajustées.
En revanche, si K est a support compact, on a

i, (Xe) = R0y =

Si I'on cherche alors A minimisant 62(h), on a aboutit & h — 0, ce critére est
donc sans interét.

Pour y parvenir, la méthode de validation croisée peut étre introduite dans
ce contexte aussi, son principe consiste a générer des échantillons par tirage
et pour chacun de ces échantillons calculer I’estimateur "Leave one out’ de la
régression défini par

L z—X;
>, K(=2);
=Ly

Tn,i(x) — n ~ .
Z K(x_h j)

j=1j# i
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Le parameétre h est calculé de maniére a ce qu’il minimise un estimateur sans
biais de

MISE(r,) —/r(x)2f(x)dx,

cet estimateur est donné par la fonction de validation croisée

CV(h) = 370 = (X)) (2.9

n -
=1

Le paramétre de lissage calculé en minimisant la fonction de validation
croisée C'V

hey = argmin C'V
h>0

est asymptotiquement optimal, (voir Hardle (1990)).

2.3 Cas multivarié

Soit (X,Y’) un couple de vecteurs aléatoires de R?, K : R? — R est une
fonction noyau produit de noyaux univariés. L’estimateur de la régression
dans ce cas est défini par

_ gn()
ra(z) = @)’ (3.10)
gu(z) = % > viK(* ;X)
et

@)= LS w (X
fn(®) nhh, ; hy,
Le calcul de 'erreur moyenne quadratique est étendu au cas multivarié, pour

cela, on a besoin de 'hypothése suivante
~ (HA4) h, — 0,nh? — oo, quand n — oco.

Théoréme 8. Sous les hypotheéses (F.2) pourk = 2, (F.3), (H.4), si K est
un noyau positif vérifiant (K.1), (K.6) on a

2] 42
MSE(r,) = B2} 4 E7 (@) ]Zp("r) .
nnp

o)

+ o(h* +
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avec ) k
5 10 (28) - (100
Ti(j) = fop W5 K (ua, ... up)duy . .. duy.

Donc le paramétre de lissage optimal au sens de L? est donné par

K2o2(z)\ 77 _ 1
hopt = <p[ _4]32_( )) n p+t4,

2.3.1 Fléau de dimension et modéles additifs

Lorsqu’on estime la fonction de régression a l’aide d’'un estimateur a
noyau, la vitesse optimale de convergence au sens de la norme L? est de
I'ordre n_ﬁ, pour k > 2.

Cette vitesse reste optimale pour de petites valeurs de p, mais elle devient
moins bonne pour les grandes valeurs. Ce phénomeéne est connu dans la lit-
térature par le fléau de dimension.

Pour pallier ce probléme, des procédures ont été proposées pour réduire 1'ef-
fet de la dimentialité des données. Stone (1985) évoque par exemple les mo-
deles additifs en écrivant la fonction de régression multivariée r(z) comme la
somme de fonctions univariées r,(z,), (( =1,--- ,p), c’est a dire

r(x) = p+ Y rx), (3.11)
/=1

avec pn = E(Y).

re(z), (¢ = 1,---,p) sont appelées composantes additives de la régression
vérifiant E(ry(x,)) = 0.

Afin d’estimer la fonction de régression inconnue r(x), on propose d’estimer
les composantes additives par la méthode d’intégration marginale introduite
par Linton et Nielson (1995).

Méthode d’intégration marginale

Soient les fonctions de densité bornées et continues ¢y, (¢ = 1,...,p) et
les produits

g(w) = [ [ aele), a-e(z—0) =[] a5(),
=1

J#
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avec T = (21,...,%p) €E RP et vy = (21,..., 21, Tpg1,- .., Tp).
On introduit la quantité

ne(xe) = /Rp_1 r(z)q_¢(z_g)dr_y — /]Rp r(z)q(x)dx. (3.12)

En intégrant 'expression de la régression r(z) définie dans (3.11) par rapport
a q(x), g_e(x_y) respectivement, on obtient

/RP r(z)g(x)de = p+ Z /Rre(zéz)qg(z(g)dz@ (3.13)
/ r(@)g-e(@_o)dv— = p+re(we) + Z/Tj(zj)%(zj)dzj-
o j#e VR

Donc

/Rpl r(x)q_e(z_p)dr_4 — / r(z)q(x)dx (3.14)

() — /R rg(zg)q@(zg)dzﬂj

En combinant maintenant (3.12) et (3.14), on obtient

77((35() = Tg(ﬂfg) — /RT£<Z£)QZ(Z€)CZZ£- (315)

Il est clair que les fonctions ry et n, sont égales & une constante pres, c’est a
dire que 7, est aussi composante additive, I’expression (3.11) entraine alors

r(z) = Zm(w} + Z / re(2)qe(ze)dze + pa.
=1 =1"R

De (3.13) on a
P

r(x) = ZW(W) +/ r(2)q(z)dz.

=1 RP

De (3.12) les composantes 7y(z¢) sont estimées via 'estimateur (3.10) par

fe(e) = /Rp1 rn(2)qe(z_0)dr 4 — /Rp ro(x)q(z)d.

On s’attache a cette méthode car elle offre des avantages théoriques telle que
la vitesse de convergence optimale obtenue dans la régression univariée.
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2.4 Simulation

On propose de simuler la méthode de validation croisée qui s’impose grace
a son aspect direct pour approcher la valeur du paramétre de lissage optimal
de 'estimateur a noyau de la régression.
Soit le modéle de régression Y = r(X) + Z, on génére N = 10 réalisations
d’ un échantillon de taille n = 100 de couple aléatoire (X;,Y;)<n), ot X; ~
Ul0,1], Z; ~ N(0,1).
La régression 7(z) = (z+2)e~(#057 est estimée par r,(z) basé sur la fenétre
de lissage h,, calculée en minimisant le critére de validation croisée (2.9).

L L L L L L L L L
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 2.1 — Fonction de validation croisée pour n = 100.

FIGURE 2.2 — Estimateur de la régression basé sur la fenétre h., = 0.2 pour
n = 100.
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Méme si cette méthode est pratique et facile & mettre en oeuvre, elle
manque de stabilité. En effet, les résultats de la simulation montrent que la
valeur du parametre de lissage h., varie d’'un échantillon & un autre, méme
en augmentant la taille de 1’échantillon.



Chapitre 3

Lois uniformes des dérivées de la
densité et de la régression

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie les lois limites uniformes des estimateurs des
dérivées de la densité et de la régression dépendant d’une fenétre locale. Ces
lois permettront ultérieurement de déduire les bandes de confiance des déri-
vées de la densité et de la régression.

Les lois uniformes de ’estimateur & noyau ont été étudiées dans divers tra-
vaux, Deheuvels et Mason (2004) établissent les lois uniformes de 'estimateur
a noyau de la densité et de la régression dépendant d’une fenétre locale, Ne-
mouchi et Mohdeb (2010) étudient ces lois limites dans le cadre d’un modéle
de régression Gaussien, ensuite Blondin (2004) étudie les lois uniformes des
dérivées de la densité et de la régression dépendant d’une fenétre globale. En
utilisant les mémes techniques, Debbarh (2007) investigue les lois uniformes
de la régression additive dans le cas multivarié, et des composantes princi-
pales du modéle de régression additif. Notre travail est fortement inspiré et
directement déduit de ces derniers, et notamment de Blondin (2004). Tous
ces travaux sont basés sur la théorie des processus empiriques fondée par
Stute (1980).

Soit (Xi,Y1) - (X,,Y,) une suite de couples de variables aléatoires réelles
indépendantes de méme loi que le couple (X,Y) de densité jointe fxy(x,y)
continue sur J x R, tel que I = [a,b], J =[c,d], (o0 <a <b<c¢<d< o0)
sont deux intervalles compacts de R, et de densité marginale fx(z) stricte-
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ment positive .
Soit la fonction de régression

1
fx(z)

(o) = E@)/X =) = [ 6 ey = 90(0) (1)

ou ¥ (.) est une fonction a valeurs réelles mesurable et bornée sur un intervalle
compact de R .

Pour établir les lois uniformes des dérivées de la densité et de la régression,
on a besoin des hypothéses suivantes

~ (F1) fxy(z,y) et fx(x) sont k fois contintiment différentiables sur
J x R.

— (F.2) Y1 (xe ) est bornée.

— (K'.1) Vx € R, K(.) est une densité a support compact, a variations
bornées et continue & droite sur R, K*) existe et & variations bornées.

N b2k

(H.4) foe— — 00 quand n — 0.
h

n

Soient les suites de fonctions mesurables H,, (X7, ..., Xp; ), O,(2).
On pose H,(x) = h,C,(z), © € J. Pour les constantes 0 < ¢; < ¢ < 00, et
les fonctions C(x), ©(x) positives continues et bornées sur J, on suppose ce
qui suit
— (B.1) P(c1h, <inf H,(x) <sup H,(z) < c2h,) — 1, quand n — oo.
— (B.2) P(sup Hh—ff) —C(z)| > €) = 0, quand n — oo, Ve > 0.
zeJ

— (B.3) P(sup |%”(E:)) — 1] > €) — 0, quand n — oo, Ve > 0.
zedJ

On définit les estimateurs des k™™ dérivées de fx(x) et de r(x) respective-
ment par

Fxn(@, hy) = W;K( )( = ), (1.2)
k
~(k ~(1 n_ 5
P (@ h) = CFg) (2) (fh) E)(x), (1.3)
7=0

o g4 (, hy) = i L V(YK (55, avee fxq(z) #0.
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3.2 Lois uniformes des dérivées de la densité et
de la régression
Les théorémes suivants établissent les lois limites de la déviation uniforme

des estimateurs des dérivées de la densité et de la régression dépendant d’une
fenétre locale H,(x).

Théoréme 9. (i) Si les hypothéses (F.1), (K'.1), (H.4), (B.1), (B.3) sont
vérifiées, alors on a

3£i(;§$ij?)) (@) (0 o)) — A o 1 (0)))

(i) Si de plus Uhypothése (B.2) est vérifiée, alors

2%+1 L ) A
( nh;/ - ) 2 sup £0,,(x) (f)((kzl(:n, H,(x)) — Efgfzb(x, Hn(x))>

2logg i 57 el

Théoréme 10. (i) Sous les hypothéses (F.1), (F.2), (K'.1), (H.1), (H.4),
(B.1) et (B.3), on a

nH%Jrl(:E) % & Ak
S;L;};i(m O,(x) <7’1(112L(x, H,(x) — Erfp%(x, Hn(q;))>
P 0% (z)oy ( k)27 2
5 (s =0 )

(ii) Sous l’hypothese (B.2), on a

nth—H % A
—" | " sup+O (k) x, H, — k% x, H,(x
(Fioge ) 523200 (Al Hule) ~ B o )

P (o @D 0
(e e )
ot 02 (x) = 7y [(b() — ro(e) 2y (. y)dy.
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Preuve
Deheuvels et Mason (2004) établissent les vitesses de convergence uniforme
en probabilité pour la déviation stochastique des estimateurs & noyau de la
densité et de la régression dépendant d’une fenétre locale, en se basant sur
le comportement asymptotique du processus empirique suivant

n

Wala ) = D [ela)p (V) +d(x) | £ (

=1

r — Xz r — Xz
) B (e (¥ (@) K ()],

ou ¢(.) et d(.) sont deux fonctions bornées et continues sur J, 0 < A < oc.
Blondin (2004) procéde d’une maniére similaire, il utilise le processus

n

- X; - X
Warle,¥) = D [e@)e(¥)+d(@) | KO (0 =nB (el (V) +d(@) KD ().
i=1 " "
pour obtenir des lois uniformes des dérivées estimées a partir d’'une fenétre
globale.
En combinant ces deux derniers travaux, on obtient des lois uniformes des
dérivées dépendant d’une fenétre locale en se basant sur le processus
Woan(@, ) = 3 [e@)o(¥)+d(a) | KO () =B (el (V) +d(@) KO ().

i=1
Le théoréme 9 et le théoréme 10 sont donc des résultats du théoréme suivant

Théoréme 11. Sous les hypothéses (H1), (H.4), (K'.1), (K.4), (F.1), (F.2),
(F.4) pour
0< A <)X <00, quand n — 0o, on a

1.-1
sup | (2nAh, log h_) 2sup(£EWypk(z,v)) — 0u(1)| = 0,(1),

A1 <A< n zel

avec
ow(I)* = SUI;E((C(DCW(?J) +d(2))?/X =) fx(x)[(KD)?].
re
Nous ne démontrons pas ce théoréme car sa démonstration est assez
technique, elle est essentiellement similaire a celle de Deheuvels et Mason
(2004).
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Remarque 6. Des lois uniformes ont été aussi obtenues dans le cadre des
modeles additifs définis dans le chapitre deux, en utilisant les mémes tech-
niques de démonstration, Debbarh (2004) établit le résultat suivant

P
nh,,
————— sup *(r —r(x oy,
2| log h,, xe? (ra(z) ; ¢
oll oy = sup Z((“;‘;)) (K7,
xpE€ly
avec
— qo, (0 =1,...,p) sont des fonctions de densité bornées et continues et

q(x )_ H? 1 qe(xe)y q-e(T-p) = Hj;éé%‘(xj)'

2
- = Jar fY [X= x)q W @_p)dx_p, v = (T1,...,%p), Topg = (T1, ..., To—1, Tot1, - -

(z—¢/me)
- fg est la densité marginale de X,.

— Le noyau produit K (z) = [)_; Ki(ze).
— Lepavé I =T[)_, L.
Il a obtenu également les lois uniformes des composantes additives 7,

nh R
~— sup (i (1) — m(z1))

—— o
2| log hy| zyer, e

M@

(=1

3.3 Application : Modéle de régression gaus-
sien

Le théoréme 9 permet de construire des bandes de confiance asympto-
tiques des dérivées d’ordre k de la densité. En effet, on a

(fh (@, Hy(2)) — E(f¢) (2, Ho(2))) = 1, (3.4)

1
sup +

ot G, () est une fonction positive qui dépend des données.
Le biais de l'estimation vérifie

sup S (B o Hu(a) = 1) L

C’est a dire, pour 0 < € < 1, lorsque n — 00, on a

B((x) € [, Hal@))—~(1+€)Gu(@), J, (@, Ho(@))+(1+6)Gn(), Yo € 1]) = 1.
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P(£9() € [, (2, Ha(@) = (1=€)Gu(@), [, (2, Hal2))+(1=€)Gul2), Vo € 1]) = 0.

Les bandes de confiance de la fonction f*)(x) pour € > 0 sont donc données
asymptotiquement par

[FE) (2, Hy(2)) — Gul), fE) (2, Ho(2)) + Go()]. (3.5)

D’une maniére analogue, on obtient du théoreme 10

1
sup £ (74, (2, Ho(2)) — E(FE), (2, Hy(2))) = 1,
zel Tn(x) ’
avec 1
sup —— (EFY) (z, Ho(x)) — r (2)) 25 0.
xzel T ( ) ’
C’est a dire

P(r®(@) € 7, (@, Ha(@)) (14T (@), 70, (2, Ha () + (1) T (@), Yo € 1]) > 1,

P(r®(2) € [1{), (@, Ha(2)) (1= T (2), 7, (@, Ho(@))+(1=€) T (x), Yo € 1]) = 0.

Les bandes de confiance de la fonction r*)(x) pour ¢ > 0 sont données
asymptotiquement par

76 (@, Hy(2)) = To(a), 7 (x, Hy (2)) + T(2)), (3.6)

avec T, () est une fonction positive a déterminer.

Remarque 7.  — Lorsque k = 0, H,(z) = hy, C,(z) = C(x) =1, 0,(z) =
O(z) = 1, on obtient la version de la convergence presque siire du théoréme
9 et 10, établis par Einmahl et Mason(2000).
Le résultat du théoréme 10 reste vrai presque stirement si les hypothéses
suivantes sont vérifiées

ln(hi)

Inlnn

h, — 0, nh, — oo,

I . . . .
— Le facteur log, 5 ,|l—| permet d’avoir des estimateurs invariants. En effet,

on a pour K (t) = AK(\t) et h = Ah,

11 17

I
10g9K A logeK % ) log(| ‘

) # log(= )
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— Le choix de 6 = 7 est recommandé par Deheuvels et Mason (2004) car
cela assure ) .
(2logg s (u))? > (2log 7)2 ~ 1.97.

Les bandes de confiance simultanées obtenues & partir du théoréme 9 don-
nées par

A 1
B(F9(x) € [ ) — 210 e 10 st

hn zel

/()

nh,

D=

(™))

),

9 (@.ha) + 12108 i sup(L (02 v € 1) 1

hn zel nhn

inclusent donc l'intervalle de confiance donné pour chaque zy € I par

f(x) 21\ 4
n_hn([(K(k)) 1)2),

7 o) + 196 x (X7 (592 1) = 0,95

n

P(f(’“)(xo) € [/ (o, hn) — 1.96 x (

D’autres choix de 6 peuvent étre traités ici, si on prend par exemple 6§ = 15,
on obtient . .
(2logg s (1)) > (2log 7)2 ~ 2.32725.

Dans ce cas, les bandes de confiance ci-dessus donnent des résultats compa-
rables & 'intervalle de confiance a 99%, puisque le quantille correspondant
de la loi normale standard ¢ = 2.32635. Ce choix par contre n’est pas
recommandé car il demande des tailles d’échantillon n > 121839.

3.3.1 Bandes de confiance de la densité et de la régres-
sion (k = 0)

On suppose que (X,Y) suit la loi normale d’espérance (ux, py) et de
matrice de variance-covariance

2
F— O'X POXxOy
- 2 )
POXOy Oy
ou

— p désigne le coefficient de corrélation entre X et Y.
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— ox, oy sont les écarts types de X et Y respectivement.
La fonction de régression est dans ce cas donnée par

r(z) = py +p2o, (3.7)
Oy
avec la variance conditionnelle
Var(Y/X = z) = (1 — p?)%0y..

Lois uniformes de la densité :

D’apreés (2.10), l'erreur quadratique moyenne MSE( f,,) atteint son minimum
en

L[ VIR exp(3 )
R (22— 1)

Les valeurs de pyx et ox sont inconnues, cette fenétre est donc estimée par
H,(x) en injectant la moyenne empirique X et la variance empirique 6 x

5

oX

PR (22 1)

(3.8)

H,i1(z)=n

V2r[K? exp(3(52)?)

ou
X =03 X, 0% = 5 2 (X = X)2

T n

Les conditions (B.1),(B.2), et (B.3) sont vérifices par H,(z) = —H’;;(m),

H,(z) = H%’—i((gj), On1(x), ©1(z) et h, = n~s tels que

Ut

ox [ VErPIEE ep(3(51))
®n1 X i = | |
(@) =1\ 7 2K] (x;f)Q_ll (3.9)
o) — [T (YR e )
1 [K?] (12K (x;ﬂ)Q )

Le théoreme 9 peut étre appliqué donc pour & = 0, ce qui coincide avec le
résultat de Nemouchi et Mohdeb (2010).
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Corollaire 2. (Nemouchi et Mohdeb (2010)).
Sous les mémes hypothéses du théoreme 9, on a

4 A 1 R )
(20 ) sup 40, (2) (frea (o, Haa (@) = f(@)) <5 1,
2logy I zel

quandn — o0.

Lois uniformes de la régression

Dans ce cas, d’aprés (2.7), la fenétre optimale au sens de Ierreur moyenne
quadratique MSE(r,,) est donnée par

! 2 [K?)(1 — p?) exp(L(Z1x )2 3
Hiyo(z) = n~t (F[ (1 — p?) exp(L( X)))

4p? 2 [t2 K)?

son estimateur est donné par

=

oy ot [(VRTHCIA - 5 exp(3(5)%)
n2(T) =n"56x 422212 K]? ) (3.10)
tel que
ﬁ:% 1 (Xi=X)(Yi—9)

_ Gx0y ’ _
Y = %Z?:l Yi, ‘53/ = %Z?:I(Yi - Y)Q-

Soient les fonctions mesurables

O a(r) = <(1 — ) lepl” exp—(x6§)2>57 (3.11)

4r63265 (12 K| K)?

(S

1 — p2)2|zp| " exp — (22x)?
e = (L7 o= (5320
4oyt oy [P K [K]?
Ces parameétres vérifient aussi les conditions (B.1),(B.2) et (B.3) donc le

théoréme 10 peut étre appliqué pour k£ = 0.

Corollaire 3. (Nemouchi et Mohdeb (2010)).
Sous les mémes hypothéses du théoreme 10, on a

néa}( 3 . ~
sup £0,,2(x) ( "xn(z, Hyo(2)) — (2
(2108;9,1(( i ) xcl 2 )<X ( 2()) ( >>

n_ll?a}())

P
— 1, quand n — oc.
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3.4 Simulation

Dans cette section, on a choisi de simuler les bandes de confiance de la
densité et de la régression définies dans (3.5) et (3.6) afin de valider les ré-
sultats théoriques ci-dessus.

Les fonctions G, (x), T, (z) sont calculées a partir des données simulées du
modeéle de régression gaussien introduit dans (3.7).

Soit (X;,Y;), (1 < i < n) un n-échantillon de loi normale d’espérance in-
connue (fix, fty) estimée par la moyenne empirique (X,Y) et de matrice de
variance-covariance estimée par T donné par

/\2 A A A
f_ Ox POXxOy
- A A ~2 )
POXOy Oy
ou

— p est le coefficient de corrélation estimé.

— 0x, Oy sont les écarts types empiriques.
On représente d’abord l'estimateur de la densité basé sur la fenétre locale
H, 1(x) estimée par lflnyl(x), et le noyau d’Epanechnikov, pour un échantillon
de taille n = 10, n = 50, n = 200, et n = 500.
La fonction G,,(x) est dans ce cas de la forme

Cul) = — QIOgO’K;"—i&X) .

‘gn,l('r> n 6)(

0n.1(z) est défini dans (3.9).

Les bandes de confiance de la densité définies dans (3.5) sont repréentées
dans Figure (3.1) et Figure (3.2), elles contiennent f(x) méme pour des tailles
d’échantillon modérées.

Ces bandes s’approchent de plus en plus de la vraie densité en augmentant
la taille d’échantillon.

Dans le cas de la régression, les bandes de confiance sont définies dans
(3.6) a l'aide de la fonction T,,(x) donnée par
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1
0.5F |
0
-0.51 -
_1 ! ! ! ! 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
n=10
1
N
0
-0.51 P
-1 . . . . bande inferieure
-3 -2 -1 0 1 bande superieure
n=50 densité f

FIGURE 3.1 — Bandes de confiance de la densité n=10, n=>50.

1
05 i
0
o5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
n=200
1
) A
0
o5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
n=500

FIGURE 3.2 — Bandes de confiance de la densité n=200, n=500.
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bande inferieur¢
bande superieu
régression

-1 -0.5 0 0.5

FIGURE 3.3 — Bandes de confiance de la regression.

n=500

FIGURE 3.4 — Bandes de confiance de la regression.
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avec 0, 5(x) défini dans (3.11).

Les résultats de la simulation sont performants a partir de n = 50 dans
le cas de la régression, les bandes de confiance (Figure (3.3), Figure (3.4))
contiennent la vraie régression, il est clair qu’elles s’approchent aussi de la
vraie régression en augmentant la taille de I’échantillon.
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Deuxiéme partie

Cas des variables dépendantes






Chapitre 4

Kernel estimation under weak
dependence

4.1 Introduction

The case of the i.i.d. observations is the most detailed in nonparametric
estimation, but in some applications where data are collected over time, the
assumption of independence is often strong to be satisfied. Kernel estimator
has been studied under different assumptions of dependence, this notion has
been formalized in many ways, from the first papers of Rosenblatt under
mixing until Doukhan and Louhichi works under a new and a more genera-
lized approach of weak dependence.

Given a stationary weak dependent sequence (Z;)cz with Z, = (X, Y}),
where X;,Y; € R, we will investigate the regression function r(z) = E(Y/X =
x) and the marginal density f(z) of X;.

The properties of their kernel estimators are studied under n-weak depen-
dence hypothesis.

Various mixing conditions are used to define the dependence, such as a-
mixing, - mixing and ¢- mixing, these conditions are often difficult to check.
We note also that, with some dependent processes, mixing conditions are not
satisfied.

In fact the process X,, = Zzzo 2—(k+De . does not satisfy mixing condition,
the 1.i.d. innovations €;, (j < n) are the digits of the binary expansion of
X, note that X, is a deterministic function of X for k < n, so the event
A = {X}, < 3} belongs to the o—algebra o(X;, ¢t < k) and the o—algebra
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o(X;, t > n), in this case, the coefficient of a—mixing does not decrease to

0, in fact

a(n) > [P(AN A) — P(A)P(A)| = % . i - i

In this spirit, Doukhan and Louhichi (1999) were the first to generalize
mixing, they introduced a concept of dependence based on covariance bet-
ween Lipschitz functions of past and future. The literature is then enriched
by probabilistic tools similar to those of the independence such as Rosenthal
and Bernstein inequalities.

Later, they studied the almost sure convergence and the normality of kernel
density and regression estimators, (see Doukhan and Louhichi (2001) and
Ango Nze and al. (2002)).

In this chapter, we study the kernel estimator of the marginal density of the
one n—weak dependent sequence (X;);cz and also the regression in a two di-
mentional n—weak dependent model Z; = (X4, Y;). Similarly to independent
case, the convergence and the normality are asserted.

4.2 Definition and examples

The sequence (X;);ez is called n-weakly dependent, if it exists a decreasing
sequence (1 )gen — 0 such that

[Cov(g(Xeys - Xs,) 92( Xy, -+, Xe))| < (ullg2llocLip(g1)+0][91 [l Lin(g2) )1
(2.1)
with
k 51 < oo <8y < syt hk <ty <---<t, where u,v € N*, (s1,...,8,) €
Z" and (ty,...,t,) € Z".
x g1 : R* - R, g5 : R” — R are two bounded functions with Lip(g;) < oo,
where Lip(g;) = sup M,l = 1,2 and [|z|1 = Y1, |z
w4yl —ylh '

Remark 1. — If stationary real valued process (Xi)iez is n-weakly de-
pendent, then for Lipschitz and continuous real function F satisfying || F||s =
M < oo and LipF < 1, the process Y; = F(X}) is also stationary and
n—weakly dependent.

— If LipF > 1, the process is still weakly dependent with coefficients nY =
LipFn,.
(See Doukhan and Neumann (2007)).
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Examples
Let us discuss some examples of such weak dependent sequences known in the
literature. (We refer the reader to Dedecker and al. (2007) for more details).

4.2.1 Bernoulli shift with independent inputs

Let (€;)iez be a sequence of independent real valued r.v.s, and H be a
measurable function defined on RZ.
The sequence (X;);cz defined by

Xi = H(Q—jaj € Z)a
is called a Bernoulli shift with independent inputs.

Remark 2. — For any positive integer p, define the sequence

5p = sup]E|H(ei,j,j € Z) — H(Ei,j]l|i|<p,j € Z)|

i€z
If the function H satisfies the condition

|H(Ul,2 c Z) — H(’Ui,i € Z)| S ZCLAUZ — ’Ul'|b,

1EL

for some positive (a;)icz satisfying Y, a; < 00, 0 < b <1, and if E(|eo|?)
exists then
i by < Jim 5 aiBlef’ =0
i2p

— The function H depends on an infinite number of arguments, for that, it
is often given in form of series, we consider for example X,, = ., Gi€p_i,
with real coefficients (a;)icz-

— The behaviour of the coefficient n depends on the coefficients a; . If
a; = O(i~4), with A > 5 and under some conditions of the moment of the
innovations, one obtains my = O(k'=4).

The geometric decay of the coefficient of n—dependence is also treated, (see
Bardet and al.(2008)).

Proposition 1. (Doukhan and Louhichi (1999)).
The Bernoulli shift X; = H(e;_;,j € Z), with independent innovation process
(€i)icz 1s n-weakly dependent.
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Proof
We define the truncated process XP = H (€n—illjjj<p).
For two functions ¢; : R* — R, g5 : R” — R, (u,v € N*) satisfying

||gll|00 < o0, Lip<gl> < o0, (l = 1’2)
with
g1 = gl(Xs17 e 7Xsu)7 g2 = 92<Xt17 e 7Xtu>7 t1— Sy 2 ka
g§p) = gl(Xs(f)a T anj))a gép) = 92(Xt(f))v e 7Xt(f))
We note that (Xs(f), - ,Xﬁf)) and (Xt(f’), - ,Xt(f)) are independent if k > 2p.
Using Holder inequality, and the fact that g, and g, are Lipschitzian, we get

ICov(gi, g2)| < |Cov(gr — g1, g2)| + |Cov(g!”, go — o)

< 2)1gs]loElg1 — 97| + 2[|g1 | Elg2 — 65|

< 2|lgallocLipgs Y EIX;, — XP| + g1 [l Lipgs > E|X;, — X)),

t=1 t=1
This leads to

Cov(g1, 92) < 2(ul| g2l Lipgr + v[[g1[locLipg2)dy.
If we choose 7, = 25L§J7 we get the result O.

4.2.2 Bernoulli shift with dependent inputs

Let (€;)iez be a sequence of n—dependent real valued r.v.s. with coefficient
Ner and H be a measurable function defined on RZ.
The sequence (X;);cz defined by

Xi = H(Q*jaj € Z)J
is called a Bernoulli shift with dependent innovations.

Proposition 2. ( Doukhan and Winterberger (2006)).
Bernoulli shift with dependent innovations is n—weakly dependent with coef-

ficient ny, satisfying

Nk < Zirngfk 2 Z biHeU”l + (QT + 1>L775,k—2r

li|=r
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4.2.3 The bilinear process
Let X; be the bilinear process
Xi = e,-(a + Z ani—j) + b + Z iji—j7 (22)
j>1 j>1

with (a;)jen+ and (b;);en- are two sequences of real numbers, a,b € R, and
(€:)icz 1s a sequence of i.i.d random variables satisfying (E(\eolp))% < 00.

Proposition 3. (Ragache N. and Wintenberger (2006)).
The bilinear process (2.2) has a strictly stationary solution in LP which is

n-dependent if
A= leoll (s + 30 < 1.
j>1 j>1

Moreover if there exists an integer N such that a; = b; =0, ¢ > N, then the
coefficient of dependence n, = O(exp(—Ak)), for some A > 0.

4.2.4 Chaotic Volterra models
The Voltera process is defined by

Xy =y + Z Vi, where, Vi, = Z Qhsiy i €t—iy - - - Et—igs (2.3)

k=1 1< i

vg is a constant, (@s,..i,)(,..iy)ez+ are real numbers for each k& > 1, the
sequence (€& );ez is independent and identically distributed.

Proposition 4. (Doukhan and Neumann (2007)).
IfEle|P < oo, p>1and Y iy Y o ciy |Ahiy. i [P < 00, then the expression
(2.8) converges in P and the process is n—weakly dependent.

4.3 Properties of kernel density and regression
estimators under 7-dependence

We introduce first the following assumptions.
— (H.1) 35 €)0,1], lim,, o, n°h,, = 00 as n — oo.
— (H.2) lim, s M = oo,

Inn
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- (K1) [2'K(z)dz =0,i=1,--- k-1, [2*K(x)dz # 0.
— (K.2) K is bounded, integrable, with compact support I C R.
- (K.3) [K?] = [ K*(z)dz < co.
— (F1) Fork=a+b,a e N,0<b< 1,34 > 0 such as
f is a times continuously derivable with | f()(z)—f(@(y)| < A|lz—y|®,Vz,y €

1.
— (F.2) fox Joint densities of (X, Xj) are uniformly continuous.
— (R.1) the function r(.) = E(Yy/Xo = .) exists and is continuous.
For some p > 1 and all m <p, m € N,
gm () = f(OE(|Ys|™/Xo = .) exist and are continuous.
— (R.2) E(exp(|Yo])) < o0, or E(]Yy]*) < oo, for some s.
— (R.3) sup || forlleo < C, and r(x,2") = E(|YoYs|/Xo = x, Xj, = 2’) are
continuous, uniformly over all £ € N.

4.3.1 Convergence in mean square error

To study the bias and the variance of the kernel estimator of the re-
gression, we will need the next lemma wich gives higher order moments of

Gn-

Lemma 1. (Ango NZE and al.(2002)).
Let (Zy)iez be an n-weak dependent stationary sequence satisfying assump-

tions (R.1) withp = 2, (R.2), (R.3). If (H.1) and n, = O(r~%), a > max(q—
1 _4+20(g=1)

m), for some integer ¢ > 3, hold then

TiMy s o0 SUP(nh) 2 |E(g, () — Egy(x))?] < o0.
z€R

Variance

Theorem 1. ( Ango NZE and al.(2002)).

Suppose that the stationary and the n— weakly dependent sequence (Zy)iey,
satisfies condition (R.1) with p = 2 (R.2) and (R.3). Consider a positive
kernel K satisfying (K.3). Let f, g satisfy (F.1) for some k €]0,2] and (F.3).
Then uniformly in x belonging to any compact subset of R.
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(i) If n, = O(r=?), with a > 3 then

Var(ga(2)) = (o) [ Ka)do +o().
Var(fn(z)) = nznf(m)/Kz(x)dx + O(H;Ln).
(it) If n, = O(r™), a > max(5, 2%) then,

) as n — o0.

Var(r,(z)) = nh f2 /K2
with Go(z) = f(x)Var(Yy/Xo = )

Proof of Theorem 1. Consider g(z) the truncated version of g, (z)
1 n
= o ; Ti(x)

:C—Xt
hy,

with

Ti(z) = Yilgvy<mmpp K ( ), t=1,..n (3.4)

Under assumption (R.2), we have

nhnE<gn - .§~7 - E(gn - E]))2(l’)
n? T — Xo
nhnE(%QH{\YobM(n)}KQ( )

< OM**(n)nh; !,

<

if M(n) = Myn", My >0, v> %g. we get

nhaE(gn — G — E(gn — 3))*(7) —n_00 0. (3.5)
Let’s calculate Var(g(z))

Var(g(x)) = nflﬂ Var(To(z)) + (nhy,)?

According to [35]

Var(To(x)) = hpgo(z) /Kz(l')d$ + o(hy),



70 Kernel estimation under weak dependence

On one hand, using assumption (F.3)

|Cov(To(x), T (x))| < Ch2. (3.6)
On other hand, the weak dependence leads to
1

|Cov(To(z), T, (x))] < C’]\/[Z(n)h—m. (3.7)
Now, we have
n—1 \_ngj n—1
Z(n —1r)Cov(Ty, T;) = Z(n —1r)Cov (T, T,) + Z (n —1r)Cov(To, T}).
r=1 r=1 r [nf ]

From [44], if a > 2=} + ﬁ then 3¢ € [0, 1], 2‘2:37 < € < 4, this gives from
(3.6)
[nf]

2 Z n —r)Cov(Ty, T,) < Cn*~°.
r=1

nh

For the second term, using (3.7), we get

2 n—1
> (n—r)Cov(Ty, T,)
o= 14| né |
< _M2 Z N

r>|nk |

< OnfU=9+2427 5 () g5 n — .

The part (i) is then proved, one can choose Y; = 1 to deduce Var(f,).
For the variance of regression estimator in part (iii), using the expansion(3.11)
with p =1, u = f,(z), up = E(fn(x)), one obtain

() — E(r(2))

gn(@)E(fn(2)) — fn(2)E(gn(2))
(E(fu(2)))?
1 (En(®)) = gn())(fa(2) = B(fn(2))) + E((gn(x) = E(gn(2)))(fn(2) = E(fn(2))))
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then
E(gn(2)E(fn(2)) = fu(2)E(gn(2)))? 1

Var(r,(x)) = +o0 . 3.8
() E(f (@)’ G B8
In fact, because of weak dependence with n, = O(r~®) and a > max(3, %, %),

Lemmal leads to
nh,El(gn(z) — E(gn@:))‘?’ < ((nh)%E’(gn(aﬁ) — E(gn(x))"l)% — 0,
nhElra () (9 (2) — Blg (@) < nh(Er,(2)) El(ga(x) - E(ga(@))]*)

if @ > max(1, %) then

|

— 0,

lim nh,(Var(g,(x)))* =0,

n—o0

309

now if a > max(5, =75

), we get

(E(gn(@) — E(ga(2)))®)7 (Elra(2)[*)7 = 0.

NI

lim nh, (E(fo(2) — E(fa(2)))°)

n— o0
Using (3.8), and following the same steps as in part (i), we get the result in
(i)
Bias

The study of the bias of the estimators f, and g, defined in (1.2) is
independent of the structure of the weak dependence, then the classic results
hold. In fact, assuming that f, ¢ satisfy (F.1), using a kernel function K
satisfying (K.1), we obtain

N [ s"K(s)ds

B(u(o) - fa) ~ LS s o ()
B, 0) — gla) ~ OB 0@ o). @10

Now, we give the bias of the kernel estimator of the regression.

Proposition 5. (Ango NZE and al.(2002)).

Suppose that the stationary and the n— weakly dependent sequence (Zy)ie,
with 9, = O(r=*),( a > max(3,90)) satisfies conditions (R.1) with p = 2,
(R.2) and (R.3). Consider a positive kernel K. Let f,g satisfy (F.1) for
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some k €10, 2], assume (H.1) satisfied.
Then uniformly in x belonging to any compact subset of R,

Er,(z) = r(z) + O(hF +

nhn>’

Proof of Proposition5
The expansion of Colomb with p =2, u = b,,, ug = Eb, = 1, gives

» .
_ (U —ug)' (u — ug)?*!
ut =Y (1) ot (- ——, (3.11)
i=0 0 o

this leads to

Er,(z) = Ea, — E ((a, — Ea,)(b, — Eby)) + (Ea,)E (b, — Eb,)* +
E ((an — Ea,)(bn — Eb,)?) — E(ra(2) (b — Eby,)?),

I G IO (G

From (3.9), we get
E(a,) = r(x) + O(hF).

Now the expressions of the variance in Theoreml, and Cauchy Schwartz
inequality lead to

E(ay — E(a)) (b — E(by)) = o(——).

nh,
The same argument gives

1

nhy,

E(a,)E (b, — E(b,))? = o(——).

Now using Cauchy Schwartz inequality again with lemmal, we get

E((an — Eay) (b, — Eb,)?)

e > (B(fa(2) — Eful@))H (E(ga () — Egu()))} = of(nhn) ).

*\Ex (——X

hn
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For the last term, since

n
> }/;4]{Yi>Mn}K (ﬁf)
i=1
i=1 "
We get in consequence by Cauchy Schwartz inequality

E(ry(2)(b, — Eb,)?) = O(Inn(nh,)"2).

My

=O(lnn+n*"%).

(E(ra(2)))7 < M, + E

0.
From the results above, one can decuce the approximations of MISE( f,,) and
MISE(r,,). In fact, we have the following

AMISE(f,) = nihn[K?] + %[ukKF / (f®) (u))2du.

AMISE(r,) = %+Z—z / ((r(k)(x) +kr(k1)(x)%> [ukK])Qd:c.

with Ga(z) = f(x)Var(Yy/Xo = x).

4.3.2 Asymptotic normality

Central limit theorems can be established using either Bernstein blocking
technique or Lindberg’s method. In this part, we focus on the latter.

Lindberg method for weakly dependent variables

Let Xq,---,X, be a zero mean real random variables with 2 +  or-
der finite moments for some 0 > 0, we consider independent random va-
riables Y1, -+ .Y, independent of the variables (X;)1<;<, and such that Y; ~

N (0, Cov( X))

Lindberg method consists to prove the following
A, =E(f(Xi+...+ X)) —f(Yi+...+Y,)] =0, as n — oo,

with f is a bounded real function with bounded and and continuous deriva-
tives up to order 3.

Next lemma provides sufficient condition for establishing the CLT, by consi-
dering the particular and simpler choice f(x) = exp(itz), for some ¢ € R.
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Lemma 2. (Bardet and al.(2008)).

Let (Xy)ken+ be a zero mean sequence with 2 + 0 order finite moments for
some 0 < 0 < 1, for the special case of complex exponential function f(x) =
exp(itx), for some t € R,

A, < T(n) + 6]t* A,,

with

T(n) =Y |Cov(exp{it(Xy + ...+ X;_1)}, exp{itX;})],

j=1

Ay =) E(XZH).

k=1
Now we study the asymptotic behaviour of the sequence S, = »"" | X;.

Theorem 2. (See Bardet and al.(2008))
Assume that the sequence (X;);en satisfies the assumptions of Lemma 2, and
the following conditions

3% > 0, suchthat ZCOV(Xi) — X, as n — oo.
i=1

A, — 0, asn — oo.

T(n) =0, asn — 0.

Then .
S, = ZXi ~N(0,%), as n — .
i=1

Proof of Theorem2
The result is obtained directly by applying Lemma 2, we obtain then

T [B(f(S,) = f(¥))] = 0,

where Y;, ~ N(0, CovX,).
Note that lim,, o |E(f(Y,) — f(Y))] =0, with Y ~ N (0, X).
This leads to

lim [E(f(S,) — f(Y))]=0.

n—oo

O.
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Remark 3. The condition T'(n) — 0, asn — oo is related to the weak
dependence structure, the other conditions are classical in the independent
case.

Theorem 3. (Bardet and al.(2008)).
Let be (X,)nez a stationary zero mean n— weakly dependent sequence with

n. = O(r=%), a > 3. Suppose moreover that assumptions (H.1), (F.1), (F.3)
and (K.2) hold, then

Vil ( fulz) — E fn(x)> ~ N(0,0?),
as n — oo, with 0? = f(z) [ K*(x)d.
Proof of Theorem 3. Put

The first condition of Theorem?2 is satisfied from Theorem 1.
For the second condition, we have for § > 0,

A=Y E(|ZIP),
i=1

= (nh) B R () - B O)R),

X,
< 22+5(nhn)_%E(|K(%)|2+5)

S?WMJQWM/W®WW&

then

lim A, =0, as n — oo.
n—r0o0

Now, using assumption (F.3), and (K.1) , we get

B(Z)] < ol [ 1K) 3.12)
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Now we have

n—1

T(n) = Z Cov (exp(it(Z1 + ...+ Z;_1)), exp(it(Z;)))

J=1

—_

.

Cov (exp(itS;_1), exp(itZ;)) .
1

i

Using the following decomposition (see [37]),

-1

<.

exp(itS;—1) = Y (exp(itSy) — exp(itSk_1)),
k=1
we obtain then
j—1
Cov(exp(itSj_1),exp(itZ;)) = Z Cov((exp(itSy) — exp(itSk_1)), exp(itZ;)).
k=1

with S, = S>F | Z;, and Sy = 0.
Consider Z7 a real random variable having the same distribution of Z; and
independent of (Z1,...,Zx_1), using (3.12) we have

|Cov(exp(itSi) — exp(itSk_1), exp(itZ;))| (3.13)
= |E(exp(itSy) — exp(itSk_1))(exp(itZ;) — exp(itZ;))L
< [tPE(|Z](1Z;] + 1Z;1))-

Ch,

< .
n

Denote now
g1( X1, ..., Xi) = exp(itSi) — exp(itSi_1) and g2(X;) = exp(itZ;).

We have then

92lloe = 1,
[g1lloo < [t ][ Sk = Sk—1lloo
< [t l[ullo
1
< 20| Kloo—==

Vnh,’
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and

k
Lipgy < 8|t|LipK ———
1pg1 > | | 1p h,n \/’)’L_h,n

1
Li < A4lt|LipK —————.
ipgs < 4t|Lip T

Applying now the weak dependence property, one obtain

1 1
Cov(exp(itSy) — exp(itSy_1),exp(itZ;)) < (—5 + ——= ), (3.14)
with £ = j — k.
From (3.13) and (3.14), one get
. : : . ,Chy, k 1
Cov(exp(itSy) — exp(itSk_1), exp(itZ;)) < mln(T, max(m, l—h%)m).
n n2h;
By consequence
n j—1
T(n) = Cov(exp(itSy) — exp(itSk_1), exp(itZ;))
j=1 k=1
noJ
S C Z Z min (g, maX(W, l—hg)7’]4>
j=1 ¢=1 noNnz2hp

n n2hz

) k 1
<C min (hn,nmax(W, ﬁ)W))
1

n B
k 1
S Chi_ﬁnﬁ E <II1&X(W, ﬁ)’f]f) y U)Zth/, 6 Z 0.
n 2

Assumption (H.1), (H.2) give then lim,,_,., 7T'(n) = 0.0

Proposition 6. (Ango NZE and al. (2002)).

Suppose that the stationary sequence (Zi)iez is n—weakly dependent with
n. = O(r=*), a > 3. and satisfies condition (R.1) with p = 2, (R.2) and
(R.3) .
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Let f, g satisfy (F.1) for some k €]0,2], then for all x belonging to any com-
pact subset of R,

Voo (90(2) = Bga(w) ~ N0, ga(e) [ K3 (w)da).

Voo (g0(2) = 1@ 1a(0)) = E(g00) = r(@)fo(a)) ~ N0, Gao) [ K)o

as n — Q.

Proof of Proposition6
Set

Sk: = thu

t=1

with & = ETi(x)), and Ti(z) are defined in (3.4).

L (Tya) -
To prove this CLT, the following statements will be proved.

— 1) limy, 00 02 = go(x) [ K*(2)dx

— i) (\/nhn (gn(x) — ]Egn(ac)> - O’nSn) — 0, as n — oo, in L2

~ i) S, ~ N(0, 1),
Statement (i) is the result of Theoreml, and (ii) is already proved in (3.5).
Now for the statement (iii), Lindberg method is used, we will proceed exactly
as in the proof of Theorem3 with the centred variables &;.
Replacing now Y; by Y; — r(x) gives the second convergence.O

Theorem 4. ( Ango NZE and al.(2002)).
Suppose that the stationary sequence (Zy)iez is n—weakly dependent with n, =
O(r=*), and

1 2+60
a > min (max(3, 99), max(3 + 5 11 5 )) .
satisfies condition (R.1) with p =2, (R.2) and (R.3) .
Let f, g satisfy (F.1) for some k €]0,2], then for all x belonging to any com-
pact subset of R

nhn<rn(x) —r(:zt)) ~ nh f2)x /K2 )dx).
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Proof of Theorem 4
Using the following decomposition

9u(r) —r@fula) o Bonle), (r(2) = $23) (fu(z) — Efu(x))
Efu(x) Efn() Efu(z)
_ (9n() = Bga(2)) (fu(@) = Efa(2))  1a(@)(ful2) = Efulx))”
(Efn(z))? (Efu(z))?
=0+ 1+ Is+ 1y + 1.
For I, from Proposition)
Eg, ()

nhy,(r(x)

_ Efn(qj)) =0 <(nhrll+2k)_%> |

Using both order of the bias in Proposition 5 and the moments of order 2 of
fn(x)7 ]3 giVGS

(r(z) — 21 () — Efu(z))

) = O((nhy)"2).

Using now the moments of order 2 of f,(z) and g,(x) in I, we get
(gn(2) — Bgn(2))(fn(x) — Efn(z))
e (&)

Now, from assumption (R.2) , since the function Inn is concave we get then
for the term I5

rn(x)(fn(x) _Efn(x))2 _ nhy
7WE( Ef.(0)) )‘O“mn

Application of Proposition 6 leads to the result.0

) =0ty

)75,

4.3.3 Bernstein’s type inequality

In our context of the weak dependence, and compared to Bernstein ine-
quality stated in independent case, Doukhan and Louhichi used a combinato-
rial technique to prove an exponential inequality (see Doukhan and Louhichi
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(1999)), it is obtained with /¢ rate. Bernett-type inequality was proved after
by Dedecker and Prieur (see Dedecker and al.(2007)), which leads to Bern-
stein inequality with ¢? rate.

The following inequality established by Doukhan and Neumann (2007) ex-
tend previous works to more general conditions of weak dependence.

Theorem 5. (See Doukhan and Neumann (2007)).

Let be S, = X1+...+ X, where X1, ..., X, are real valued random variables
with zero mean, defined on a probability space (2, A, P).

Let be the function V(u,v) = u+ v with u,v € N,

§1< < sy <t <ty (51,0 ,50) €Z% and (t, - ,t,) € Z°.

If the following condition holds

1Cov(Xy, ... Xo,, Xpy - X)) < K2PMU P72 (w4 0)) W (u, v)p(t — 84),

(3.15)
where -
> (s+ 1)Fp(s) < LiLE(RY", VE > 0, (3.16)
s=0
and

E|X:[F < ()" M*, ¥k >0,

with K, M, Ly, Ly < 0o, u,v > 0, and, p(n) is a decreasing sequence to 0,
we have then YVt > 0,

2p+2v+3

1
A, + BIFe

P(S, > ) < exp (— £/2 ) , (3.17)

where

— A, > 02, with o2 is the variance of S,.

— B, = 2(K V M)Ly((Z22nE2 1y /1)

An
Remark 4. — For the choice of the constant A, it can be taken equal to
o2, since o2 is usually of order O(n), and B,, is then of order O(1).

~ If 02 is very small, it would be better to take A, > o2. One can choose

A, = 2" K?U(1,1) Ly, B, = 2(K VvV M)Ly(( )V 1),

U(1,1)
because from (3.15), we have o2 < 21rnK2W(1,1)L,.
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To relate now Bernstein type inequality in Theorem 5 with weak depen-
dence, we state the following proposition.

Proposition 7. ( Doukhan and Neumann (2007)).
If (Xt)tez is weakly dependent with || X|| < M then

|Cov (X, ... Xo,, Xy . X)) | S MM M7 u,v)e, s,
Moreover, if €, = exp(—ar), a > 0, then we may choose in inequality (3.16)
1
le, andlengm.
Proof

Note that the definition of weak dependence (2.1) of the stationary sequence
(Xt)tez with || Xi|lec < M can be expressed as the condition (3.15) by consi-
dering the functions

u

g1(@a,w) = [T 755

=1
v

gilan ) = [[155)

i=1
where f(u) =uV (-1) AL
These functions satisfy
) 1
Llpgl < M: “gl”oo < 17 (l = 172)
For the second part of Proposition7, we have

S o(s+ D)Fexp(—as) <> 2 (s+1)...(s+k)exp(—as)

=i (&)
- [\ ) ] pmexp(—a)

— 1 1
= My

The condition (3.16) is then checked for =1, and L; = Ly = m.
Remark 5. — From Proposition 7, one can deduce that, if (X;)iez is

n—weakly dependent, then condition (3.15) is checked with V(u,v) = u+wv,
and K* = M.

~If F : RY — R is Lipchitz and continuous with |F|l = M < oo
and LipF < 1, the n—weakly dependent Y, = F(X;) process satisfies also
condition (8.15) with ¥(u,v) = u+ v, and K* = M LipF.
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4.3.4 Almost complete convergence

As an application of Theorem 5, Doukhan and Neumann (2007) derived
the uniform almost sure convergence of density estimator f,,, they obtained

up | fule) = Efu(a)] = Oual()5).

zeR nhn

This is exactly similar to the result of Giné and Guillou (2002) with inde-
pendent variables.

To extend the result of almost complete convergence stated in the inde-
pendent case both pointwisely and uniformly, we argue as Doukhan and
Neumann (2007) to use Bernstein type inequality. We set

Sp =1y Xnt = F(X,,), with

Xor = o (KETH - BT,

We have || Flo ~ 7, LipF < %.

The constants M = [|[F|lo, K? ~ =, A, ~ %f[(z(u)du, B, ~ —,
lead to the following result. ! !

lnn

sup | fu(z) = Efa(2)| = Oa.co(

zeR nhn

)2).



Chapitre 5

Recursive kernel estimation of the
density under weak dependence

The purpose of this chapter is to study the asymptotic behaviour of the
recursive kernel density estimator. This estimator was introduced and in-
vestigated by [2] for independent and a—mixing sequences. In this work,
we are interested in n—weak dependence, which is different from the notion
of a—mixing. We provide the variance and the mean squared error of this
estimator. The asymptotic normality is also discussed. A simulation study
for two n—dependent models which are not necessarily a—mixing shows the
advantage in time computation to consider the recursive kernel estimation
rather than the Parzen-Rosenblatt one.

5.1 Introduction

Let (X;);ez be a stationary sequence of n-weakly dependent real-valued
random variables with unknown density f. Studying the properties of nonpa-
rametric estimators under different assumptions of dependence has received
considerable attention. In this work, we use the generalized weak dependence
studied by [15] and we consider the recursive version of a kernel estimator of
the density f introduced by [2] and given by

1 "1 Tz —X;
l i
= — E —K( >, cR 1.1
n(x> E Zl lh%fg — hf h; . ( )
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where ¢ € [0,1] is a smoothing parameter, this latter is considered here to
obtain a more general estimator, which includes recursive estimators defined
by [10] or by [47|, h, is a given positive sequence decreasing to 0, and K is
a bounded Lipschitzian density function, convergent to 0 at infinity.

We note that the recursive form (1.1) allows us to update the estimation
whenever additional observations are obtained which is not the case with
Parzen-Rozenblatt estimator. Indeed the estimator (1.1) satisfies

—t

> hi
1,10

>t by

With Koy (2 = Xoi1) = 7= 54 hf%("”;jf—:jl).

From a practical point of view, this iterative procedure provides an important
saving in computational time and memory in many situations such as control
problems. In particular, the use of recursive estimates is appropriate in time
series analysis and that is why our study is performed with dependent obser-
vations. In this context there are always good reasons for studying the beha-
viour of recursive estimators when the independence is not fulfilled. Kernel
estimator has been studied under different assumptions of dependence from
first papers of Rosenblatt, under mixing until weak dependence works, we
cite from others [15], [16], [1], [17], and [4] for more generalized approaches
of weak dependence. It is motivated by the fact that there are models which
are not mixing, so this frame of dependence contains a lot of models, like li-
near and bilinear models, and several classes of the models commonly used in
the econometrics illustrating phenomena like fading memory in the finance.
Many of the previous results concerning asymptotic properties of recursive
kernel estimators are established under the assumption that the (X;); are
independent or a— mixing. We refer, for instance, to [48], [10] and to [47]
, where the quadratic mean convergence and strong consistency are studied
under assumption of independence. 2] generalized all these versions using
different values of the parameter ¢ € [0,1]. The mean square convergence
and the asymptotic normality were studied by [31] under strong mixing. For
the fixed values ¢ = % and ¢ = 1, the asymptotic normality under negative
association was treated by [29]. Tran [44| obtained the uniform convergence
of this recursive estimator for £ = 1 under a—mixing. Our investigation deals
with studying the convergence and the asymptotic normality of the recur-
sive estimator (1.1) under n-weak dependence extending in this way both the
works of [15] to a non-recursive frame and those of |2] concerning indepen-

wi(T) = fh (@) + Kpii(x — Xnt1),
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dence and strong mixing for the estimator (1.1).

5.2 Assumptions

Among others, Wu ([49]) proposed some dependence measures that pro-
vide a natural framework for a limit theory for stationary processes. In this
paper, we assume that the sequence (X;)ez is n—weakly dependent (see [9)]).
In order to state our results, the following assumptions are required on the
kernel K and the bandwidth h,,.

(H.1) nhlte — 0o, as n = 0, for some € > 0 .

(H2) By = >0, (;:—n> — B, < 00, as n — 00,7 < 3.

~- (K.1) [vK(v)dv =0, [v?K(v)dv < oo.

(K.2) [ K*(v)dv < c0.

(F.1) f has bounded and continuous derivatives of order 2.
Remarks 1. Assumptions (K.1), (K.2), and (F.1) are classical in kernel
estimation, while assumption (H.1) is appropriate in the dependence context,
other assumptions about the bandwidth will be added as needed.
In [47], assumption (H.2) is used to study the behaviour of the bias of the
recursive estimator

DW

W () n\/_z\/_ ( hiXi>, z € R.

In [46] also, a similar assumption is used to investigate the mean squared
error of a recursive local polynomial estimator under «—mixing condition. In
fact this assumption is appropriate in the recursivity, because in this case,

the stationarity of X; does not lead to the stationarity of #K (a’ hX ) so it

is used to facilitate calculus.
In particular, if h, =n7", 0 < v < 1, we have

n

B _ 1 § :Z-—z/r
n,r nl-vr :

=1

If vr > 1, then 8, = oo.
If vr < 1, then Z?:l i~

1—vr”
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5.3 Results

We are now in position to state the main results of this paper.

5.3.1 Convergence in mean squared error

Let fx, and f(x, x,) denote respectively the marginal and the joint den-
sities of (X5, X;). We assume through this section, that

(FZ) SU‘p|sft|21 ||gS,t||OO < 00, with gst = f(Xs,Xt) - sz ® th'

Variance

The following proposition gives the asymptotic behavior of the variance of
the recursive estimator (1.1) for n—weakly dependent sequences.

Proposition 8. Suppose that the stationary sequence (X,,) is n-weakly de-
pendent. Suppose also that the assumptions (H.2), (K.2) and (F.2) are sa-
tisfied. Define for some € € [0, 1],

n—1 n

Une(N) = % Z Z <h;;_:p)_%_177k.

k=N+1 p=1

One has the following
(i) If Tmpn o0 limy, 0o N2TU, (N) = 0, for some v > 0, then

bra f(x)/K2(ac)dac+o(n2n>,
as n — oo.

14 _
Varf, (z) = —nhnB%_g
(i) If limN%mmn_)ooNzUmg(N) < 00, then

P20 1
as n — oo.
Remarks 2. — In the special case when ¢ = 1 and h; = h,,, we get the

classic Parzen-Rosenblatt kernel density estimator given by,

fulz) = ! iK(x;nXZ), reR (3.2)

nh,
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and the variance of the recursive estimator obtained in Proposition 8 coin-
cides with the result of [16] under n—dependence in a non-recursive frame.
Note that in this case, lim U, (R) = U(R) := Z M-
n—o0
k>R

— The estimator (1.1) generalizes other recursive estimators, indeed, sub-
stuting respectively the values £ = 0, ¢ = 1, we get the recursive estimators
of Deheuvels and Wolverton ( see [10] and [48]), and our result on the va-
riance is similar to the result of [10] under independence.

— Amiri |2] derived the variance of the estimator (1.1) under independence
and a—mixing conditions. So our results are extended to more general no-
tion of weak dependence.

— Different expressions of the estimator (1.1) depending on ¢ € [0, 1]
allow a comparison with Parzen-Rosenblatt estimator in term of variance,

we have
’ Varfi(z)  fra
im = —.
n—oo Var f,, () Bi,

With the usual selection of the bandwidth h,, = n=s. The quantity % =
1—¢

BEE—I?K) < 1, V¢ € [0,1], hence the variance is reduced with the recursive

estimation. Comparison between recursive kernel estimators with different
values of ¢ € [0,1] is also possible, note that Biz2t ipcreases with ¢, the
1—¢

optimal choice is then for ¢ = 0.

Mean squared error

There are various ways to quantify the performance of the estimator (1.1).
We will focus here on the mean squared error M SE and its two components
namely bias and variance. We have

MSE(n,h) = E(f(z)— f(z))
= Bias® + Var(f'(x)).

From Proposition 8 above, we can infer the following.
(Recall that a, ~ b, if lim dn _ 1.)

n—o0 n
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Corollary 1. If assumptions (H.2), (K.1), (K.2), (F.1) and (F.2) hold then

MSE(n, hy) ~ %(f@)(;p)/x?}((x)dxr_'_nfll—;;zﬂx)/]@@)dm,

as n tends to infinity and the optimal bandwidth is given by

51—2£f($)fK2(1’)d$ )é _
B3 (fO(x) [ 22K (z)dx)?

Remarks 3. — Large values of the bandwidth give good estimates with
small variance, whereas to obtain small bias one must choose small band-
width. In order to achieve good rates of convergence, both components
bias and variance were then considered in the expression of MSE above,
and the optimal bandwidth satisfies the compromise between the bias and
the variance.

— The parameter ¢ can be considered as an other smoothing parameter,
although its effect on the variance-bias balance is very much smaller than
the the bandwidth sequence (h,,), effect. Thus, the selection of an optimal
value of ¢ is not so important and this parameter is considered here to ob-
tain a more general estimator, which includes recursive estimators defined

by [10], [47].

1
5

hn,opt = <

5.3.2 Asymptotic normality

In a recursive frame, arguing as in [16], we employ the classic technique of
proving a central limit theorem (see also [31]) for weakly dependent random
variables by decomposing the deviation ff(z) — E(f(x)) as a sum based on
big blocks separated by small ones. The contribution of small blocks is ne-
gligible and the big blocks are shown to be approximately independent. The
Lindeberg condition gives then the following result which is devoted to the
asymptotic normality of the recursive kernel density estimator (1.1) under
the more generalized notion of n-weak dependence.

For this purpose, we impose the following additional assumptions.

(D.1) i, = O(exp(—Ak)), for some A > 0.

(H.3) If uy,, v, are two sequences satisfying wu,, ~ v, then h,, ~ h,, .
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Theorem 6. Suppose that the stationary sequence (X,) is n-weakly de-
pendent. Assume that assumptions (D.1), (H.1) and (H.3) hold. Then the

sequence
(Vo (fi@) = Bfi@)) )

converges in distribution as n — 0o, to a centered normal law N (0, c?) with
variance o = %f(m) [ K*(x)dzx.
1—¢

Remarks 4. The conclusion of Theorem 6 is similar to the result of [16] for
Parzen-Rosenblatt estimator under Assumption (H.1) in the context of the
weak dependence with the arithmetic decay of the dependence coefficients
0, = O(n™127%), with a > 0.

For the case of a—mixing sequences, [38] proved the CLT for the Parzen-
Rosenblatt estimator under the condition a,, = O(n=%),a > 0.

[31] obtained the CLT of the recursive estimator (1.1) in the particular cases
(= %, ¢ =1 and for stationary a—mixing sequences satisfying

(%)% Y ing, [(D)]' = 0, for some g, — oo, with the following assumption
on the bandwidth nh372¢ — oo, as n — oo, for some 0 < e < 1.

Amiri ([2]) generalized recently Masry’s works. He showed the CLT of the re-
cursive estimator (1.1) for different values of ¢ € [0, 1] under the independence

and the a—mixing condition with a geometric coefficient «,, = O(exp(—an)),
nh3
(Inn)e

a > 0 under the assumption — 00, as n — oo, for some € > 0.

5.4 Application

This section is aimed to discuss the behavior of the estimator (1.1) based
on some n—weakly dependent processes. Our results allow to derive the M SE
and the asymptotic normality in various cases. To apply these results, we
check the conditions of Proposition 8, Corollaryl and Theorem6 on such
models.

5.4.1 Bernoulli shift

Next corollary gives the MSE of the recursive estimator based on Ber-
noulli shift. It can be obtained with two kind of decaying of the dependence
coefficients : arithmetic or geometric.
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Corollary 2. Let X,, = Zfz a;€,_; be the Bernoulli shift process with a; =

O(i=#*), for some A > 5. Suppose that h, = en~s, for ¢ > 0 and that
assumptions (K.1) and (K.2) hold. Then for ¢ € [0, 1],

lim n%MSE(n,cn_%)Z <(4+€ vaK dv) (4+0)° /K2
n—00 244 20 + I(M

Similar result can be applied to the Bernoulli shift with geometric coeffi-
cients.

The following corollary is an immediate consequence of Theorem 1.1. We fo-
cus on the asymptotic normality of Bernoulli shift with geometric coefficients.

Corollary 3. Let X,, = Zfz a;€,—; be the Bernoulli shift process with a; =
O(exp(—Ai)), for some A > 0. If h,, = en~s, ¢ > 0, then the sequence

(Vi (1i@) ~Efi@))

converges in distribution as n — 0o, to a centered normal law N(0,0%) with

variance o2 51 2 f(x) [ K*(x)dx

5.4.2 Bilinear process

To apply our results on an other n—dependent model, we choose the
bilinear process defined in (2.2) with the coefficients

blza, ijO,Vj>1, GJZO7V]21 (43)

Corollary 4. Let X,, = aX,,_1 + b+ €, be a bilinear process . Suppose that
hy = cn™s, for ¢ > 0 and that assumptions (K.1) and (K.2) hold. Then for
¢ e[0,1],

. 1 (@O fP(x) [vPK(v)dy (4+0) 2
Jim ns MSE(n, cn 5)_( 2+£ ) 20+ 1007 /K

Corollary 5. Let X,, = aX,,_1 + b+ ¢, be a bilinear process. If h,, = cn~

¢ > 0, then the sequence
(Vi (1) - Efi@)))

converges in distribution as n — 0o, to a centered normal law N(0,0%) with

variance o = 51 2 f(x) [ K*(x)dx

[

n
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5.5 Simulation

The purpose of this simulation study is to compare the recursive estimator
(1.1) with the classical Parzen-Rosenblatt estimator under the assumption
of n-dependence. The example investigated is the Bernoulli shift given by

1 .
X; = §(Xi—l +¢€),i=1,n,

with Bernoulli innovations P(e; = 0) = P(g; = 1) = 3.
This can be written in the form X; = H(¢;, €;_1, ...) with H(z) = Zkzo 2=kt g,

L L L
o 50 100 150 200
t

FIGURE 5.1 — Bernoulli shift, n = 200

This model (figureb.1) has stationary uniform distribution on the interval
[0, 1], but it satisfies no a-mixing condition. It is however n-weakly dependent

if
5p:E(|H(€i—juj EZ) _H(Ei—jl|j|<p)|) —0 as p— o0,
with 1, = 22| (see [9]), page 41). This condition is satisfied for this model,
in fact
E(|H(ei—j,7 € Z) = Hleijlyi<p)l) = E(H(ei-j1)j12p))
= E(Z 2_(j+1)6i_j>
jzp
1 .
= 522’(“1) —0 as p— 0.
jzp
In figures (5.2), (5.3), (5.4), and (5.5), the density function is estimated by
two kernel estimators, the recursive estimator (1.1) with different values of
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¢ € [0, 1] and Parzen-Rosenblatt estimator. We choose Epanechnikov kernel
K(u) = 3(1 — u*)[}<1 and the bandwidth h, = n~5, with samples of size
n = 300 and n = 500. In order to show the advantage of the recursive

n(X),f(x)

FIGURE 5.2 — (—) Rosenblatt kernel estimators with n = 300, 500, (- - -)
real density.

1t T 1t — - -
| ! |
| ! |
0.8 | | 0.8 |
! I
! |
= 0.6 ! = 0.6
= =
=1 =1
= | = I
0.4 “ 0.4 !
| I
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o} . o}
-0.5 o 0.5 1 15 -0.5 o 0.5 1 1.5

FIGURE 5.3 — (—) Recursive kernel estimators with ¢ = 0,n = 300, 500, (- -
-) real density.

estimation, we use the following recursive algorithm for updating f*(z) :
1. Observe X;,i = 1,n.
2. Choose h;, K.
3. Compute fi(z) = S;'V, with S, = ' b5 V, = Y7 | K; and
Ky = LK (55),

— e
h;



5.5 Simulation 93
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FIGURE 5.4 — (—) Recursive kernel estimators with ¢ = £, n = 300, 500, (- -
-) real density.
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FIGURE 5.5 — (—) Recursive kernel estimators with ¢ = 1,n = 300, 500, (- -
-) real density.
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4. Save fi(z).
5. Observe X, 1.
6. Compute hy1, K2y = Siti Ko

7. Compute ff,,(z) =S Sufi(z) + K.,
Next we compare this recursive algorithm with Parzen-Rosenblatt one. The

time of computation in seconds is given for different sample sizes n = 100,
n = 200, n = 300 and n = 500 in the following table.

n | fol@) | fal@), 0 =1] fi(2),£ =05 | fi(x), =0
100 | 0.24 0.18 0.14 0.15
200 | 0.59 0.47 0.41 0.42
300 | 1.34 0.86 0.9 0.81
500 | 3.32 2.09 1.95 2.15

Table 1 : Comparison of the time computation of the recursive estimator
and Rosenblatt one.

The time of computation is clearly smaller with the recursive estimator than
with Rosenblatt one.
Moreover, it is interesting to note that the variance is also smaller with the
recursive estimator, in Figure 5.6, we compare the variance of the recursive
estimator and Rosenblatt one in term of the sample size from 40 to 200 using
naturally the smoothing parameter h, = ns. Indeed, Figure 5.6 reveals
that the variance is reduced with the recursive estimator even for moderate
sample size.
Bilinear processes
We discuss now the bilinear process defined in (2.2) by the non-negative
coefficients,

blza, ijO,Vj>1, ajZO,\V/jZL (54)

where the innovations €, ~ N(0, 062), and we get the model X,, = aX,,_1 +
b+ e,
This model is n-weak dependent if 0 < a < 1.

We can see that the stationary law of this process is Gaussian with mean ﬁ
and variance fi‘:;

Note that according to the choice (5.4), there exists an integer N = 2 such
that a; = b; =0, for ¢+ > N, then the coefficient of dependence is given by

e = O(exp(—Ak)), for A > 0, assumption (D.1) is then fulfilled.
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FIGURE 5.6 — Comparison of variance of the recursive estimator (- - -) with

Rosenblatt one (—) in term of the sample size using the bandwidth h,, = n~5.
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FIGURE 5.7 — Bilinear process, n = 200.
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Since the density of the innovations is Gaussian, we can check recursively
that the density f satisfies assumption (F.1), the joint densities fix, x,) of
our model are bounded and assumption (F.2) is also satisfied. (See [36]).
Now, we simulate this bilinear process with a = 0.5, b =3 and o, = 1.
From Proposition3, it is n—weakly dependent since A = 0.5 < 1.

The recursive estimator with different values of the parameter ¢ € [0, 1],
fno(z), fros(x), fna(z) and Rosenblatt one f,(x) are given in the next fi-
gures. The time of computation and the variance are also reduced with this
process.

0.5 0.5

0.451 1 0.451
0.4
0.351
0.3
=
1 < 0.25¢
=
0.2
0.151
0.1r

0.05

FIGURE 5.8 — (—) Rosenblatt estimator (right) and recursive estimator with
¢ =0 (left) n = 500, (- - -) real density of the bilinear process.

FIGURE 5.9 — (—) Rosenblatt estimator (right) and recursive estimator with
¢ = 3 (left) n =500, (- - -) real density of the bilinear process.
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FIGURE 5.10 — (—) Rosenblatt estimator (right) and recursive estimator
with £ =1 (left), n = 500, (- - -) real density of the bilinear process.

All these simulations allow to conclude that the recursive estimator (1.1)
has a clear advantage compared to Parzen-Rosenblatt estimator.

5.6 Proofs

In this section, the next lemma will be needed to justify some convergences,
it is a direct consequence of the lemma of Toeplitz.(See [2]).

Lemma 3. Let w, be a sequence of real numbers converging to w, for r < 3.
under assumptions (H.1), (H.2), we have
1~ Ry
lim — —)w; = .
nl—{{olo n —1 (hn) i ﬁrw
Proof of Proposition 8. Let f/(z) be the recursive kernel estimator of

f(z) based on the iid variables distributed as X;. For convenience, define the
covariance quantity

r—X; [L’—X')

Ay = Cov (W7 K(==), b K (—2)). (6.5)
i J

We have,

n

Var(fi() = Var(fi() +23 m) (D A). (66)

=1 1>7
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Lemma 4. (Amiri B. 2010)
Under assumptions (H.2), (K.2), we get

lim nh, Var(f:(z)) = 51 2y /K2

Proof of Lemma4

Var(f(z) Zhl ) QZVar(%K(x;iXi))
=<Zy#*h*§jﬁg</K%w ﬁw—(/?axi“ﬁww{)>

= [1 — IQ.

For the first term I;, we have

B3 < h 1 T —u
_ n, Niva—20 [ L 72
B S [ R

applying now Lemma 3, we get

lim nh,I; = /Blz_%f(x)/KQ(u)du

n—oo Bl—ﬁ

For the second term I
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.
We have now to control the covariance term. We have,

An(z) = |Var(f€( )) — Var(f!(z))]

< Zhl é (Z’A11|H{1<z —j<R}

1>7

+Y |Ai,j\H{R+1§i—an—1})’ (6.7)

1>7

for some arbitrary R to be chosen later.
The proof of the proposition will follow from the next lemma.

Lemma 5. Suppose that the sequence (X,,) satisfies the n-weak dependence
condition. If the assumptions (H.2) and (F.2) are satisfied, then for any
R >0,

R U,4(R)
< — 2
A, (z)] < - + nhi

n—1

recall that Uy, ¢(R) = % Z i <%> —24—1%.

k=R+1 p=1

Proof of Lemma 5.
Set k =i — 7, p=j. From the first term of (6.7), (using the same arguments
as in 2], page 34), we get since hyip, < hy,

ZZ | Atp.p]

k=1 p=1
- Xk r—X T — Xk
= Z St it (R (& ety e (T Ky} e T K
h h h
e 1p 1 k+p D k+p
— Z Z hk+p ; //K _ U).gk’-i-p,p(u, v)dudv
k=1 p=1 hkﬂ’ hp

SS9 S

Ik|> k=1 p=1
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We obtain,
n R n
Rﬁn,2 1-7¢
23R 0D Akl < 250 lgksp e (68
=1 k=1 p=1 = n,(1—0)

By using the n—dependence condition, we control the second part of (6.7)
(recall that h,, is decreasing),

n

_Xk‘-i-p IE—X

Zhl - Z Z Cov(h k+p h )’hz:éK(h—p))
i—1 k=R+1 p=1 ktp P
<203 )" Z Zhw o (it I K oo Lip(K) + by [ K [loe Lip (K))
=1 k=R+1 p=1
<LK S S
i=1 k=R+1 p=1
n—1 n
h
—27 —2(1—£) 3, —2¢—1 : -2 k+p\—20-1
<220 2| K G Lip(K) 8,8y D Z(—hn) Mk
k=R+1 p=1
<207 B ha I K | Lip () Un o(R), (6.9)
n Prtp\—20—
where Unf( ) = Zk R+1 p:l(Z_:) 2 177k~

From (6.8) and (6.9), we obtain

Rbwaiio 2K LK) Une(B)
”63(14) nhiﬂg,(l—ﬂ)
The assumptions (H.2) and (F.2) give the result and lemma 1 is then proved.

An(z) < 8up [|grtpplloo
k>1

We now come back to the proof of the proposition. Since limpg_, 4 E,HOOR%”UM(R) =

_3
0, if we choose R = |h, **" |, with v > 0, we obtain

1 supgsy |Grtppll Bnz—0) N 1 4||K||Lip(K)
B, = R
n it B2 0y Min pve2

Ay (z) <

Consequently, assumptions (H.2) and (F.2) give

A, (z) = o(—). (6.10)
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Part (i) of Proposition 8 is then proved.

The second part is also proved, in the same manner, by choosing R = |, !].

Proof of Corollary 1.
The bias is not affected by the dependence. It is analytical, in fact, we have

BUA() ~ 1) = sz o0 [ K
1

— W Zh}_g/(f(x — hiv) — f(x))K(v)dv,

using the Taylor expansion, the assumptions (F.1), (H.2), (K.1)

h(B(fu(2)) = f(2))

_ LB / VK (0)f" (= Ohw)dv, 0 < 0 < 1.
2 Bn,l—f

The dominated convergence theorem leads to

T

i ) f(u)du — f(z)

lim | v®K(v)f (x — 0hv)dv = f"(x) /UZK(U)dU, (6.11)

n—o0

Now applying Lemma 3

lim 52 (B(f(2)) — f(x)) = 2

n—00 N Bl—f

I (x) /sz(U)dv. (6.12)

The above approximations for bias and variance lead to the expression of the
MSE.

Of central importance is the way in which M SE changes as a function of
h,, for small values of h,, the second term of M SFE becomes larger but as h,,
gets larger so the first term increases. There is an optimal bandwidth &y,
which minimizes M SE given by

] K*(x)de  \§
oo = arg win MSE(hn) = ( Bi_ef(z) [ K(x)da )2> -y

B3 (f () [ K (x)da
Using assumptions (H.2), (K.1), (K.2) and (F.1), we get

[

P opt = "5, ¢ < o0.
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Proof of Corollary 2.
For the Bernoulli shift with arithmetic coefficients a; = O(i=*), A > 5, the
behavior of the coefficient 7, depends on the coefficients a;. Indeed, in [15],

it is proved that
Nk < Z ;.

Using the arithmetic decay above, we get n, = O(k'~4), with A > 5. The
conditions of Proposition 8 are satisfied, in fact for some 0 < v < 1,

— 2+v
lim sup lim,, oo N*™U, ((N) < limsup " Z kA
N—o0 N—o0 - E>N+1
N4—|—V—A

= lim = 0.

N—o0 (A — 1)(A — 2)

-1
5

The proof of Corollary 2 is obvious from Corollary 1. The choice h, = n

1
gives lim —f, , = % < 00, satisfying then assumption (H.2). We deduce
n—o00 M, —
that,
4 440 fD(z) [2K(0)dv\* (4 +0)?
li 5K ¢ — 2 = ( /K2
JMim neB(f, (z)=f(@)) ( 2+€ ) +20+ 100!

Proof of Corollary 3.

Arguing as in Corollary 2, the decay of the coefficients a; = O(exp(—A\i)),
(A > 0) ensires that 19, = O(exp(—Ak)), assumption (D.1) of Theorem 6 is
then satisfied.

Now if we take h, = n"5, assumptions (H.1) and (H.3) are satisfied and the
proof of Corollary 3 is then completed.

Proof of Corollary 4.

Assumptions of Proposition 8 are satisfied, in fact, the joint densities f(x, x,)
of our model are bounded (see [36]) and assumption (F.2) is then checked.
Similary to the proof of Corollary 2, we get the result.

Proof of Corollary 5.

According to the choice (5.4) in our model, it exists an integer N = 2 such
that

a; =b; =0, for i > N,
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then the coefficient of dependence 7, = O(exp(—Ak)), for some A > 0 wich
satisfies exactly the assumption (D.1), the result is a direct application of
Theorem 6.

Proof of Theorem 6. To prove the central limit theorem for weakly de-
pendent sequences, we refer to the standard techniques used for i.i.d. se-
quences.

For this, we consider two integer-valued sequences (py,)nen, (Gn)nen such that

lim p, = oo, lim ¢, = oo, andp, = o(n), ¢, = o(py,).

Define the Bernstein blocks, for m=1,--- ,r, and r,, = Lpnian by

Ly = [(m=1)(pn + ¢u) + 1, (m = D(pn + q2) +pal [N,

I7/n = [(m - 1)(pn + Qn) +p, + 1, (m - 1)(pn + qn) + pn + qn] ﬂN.

We now consider the following decomposition

S, — \/nhn< flz)— E f:;(x)) — S+ Sha + Sh,

where
Snl = Z Tma With, Tm - Z ¢n,j7
Swz =Y T, with, T, = >t
m=1 JEIl,
SnS = Z ¢n,j7 N = Tn(pn +Qn)a
j=N+1
and

[ ( r— X, r— X,
= ()3 K 1y EK J )
w ) ( n ) ﬁn7(1_2) ( h] ) ( hj )
The required asymptotic normality follows once the following statements are
proved :

(i) S, and S,; have the same limiting behavior.

(i) lim |Eexp(itSy) — [ [ Eexp(it(T,))| = 0.
m=1
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Tn

. 1 g
() e 0. Jim 3 gy ® (oo vamn) =
For the proof of the statement (i), we write,

|E(exp itS,) — E(expitSy1)|
< E(| expitS, — expitSpi|lis,—s,.|<c) + E(| expitS, — exp itSni|lis, s |>c)

< €|t] + 2P(]S,, — Sn1| > €) (6.13)
<t/ + 2Var(52— Snl)'
€
We have,
Var(S,, — Sp1) = Var(Sy2) + Var(S,3) + 2Cov(Spa, Sns)- (6.14)

For the first term,

Var(S ZVar (T!)+2 Z Cov(T7,Tj)
1<i<j<rn
= Z Z Var(¢n,i) + 2 Z Z COV(wnh ¢n]) + 2 Z Z Z COV(¢nsu wnt)
m=1iell, m=1i<ji,jell, 1<i<j<rn s€l] tel;

= El,n + E2,n + E3,n-

Because h,, is decreasing, we obtain the following control for £

Rt & - X; K12 r0qn
Bip=—2 3" Var (h;fK<T>) < WK lloeratn,

2 2
nﬁn,l—f m=1iell, nhnﬁn,(lff)

The last bound, together with assumption (H.2), gives £}, = O(-%—). To

control the term Es,,, we use again assumption (H.2),

nhn

Tn ||

2
|E2 n| < E E ¢nz¢ny = nHBQ 0o - O(—>

h
m=14j€l i<j Pnltn
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For the third term

ES,n = 2 Z Cov Z wnsa Z wnt

1<i<j<rn sel’ tel
2201
— 7152 -~ Z Cov ZSS,ZQ ;
) 1<i<j<rn sel] teI’
where
€ = ht (K(”f ;XS) ~EK(Z ;XS)) . (6.15)

Let k=7 —1i,1 <k <r,—1. Using the n-weak dependence, we get

E3,n
2h2£ 1 T™—1 ™

SO nh (WK oo Lip(K) + by K o Lip(K)) Dk a0 -

_n
ﬁ (1= k=1 j= 1 sel! tel!

We deduce since h;* < h;* and using assumption (D.1),

rn 1 ry

By < 4h,, 2LL[;2"lep Z ZZZ ht —20— 1eXp (= Mkqn).
n,(1—4)

k=1 j=1 sel) tel! "

< 4h7:2||K||OOL1p(K)(QH — 1) T'n exp(_)‘qn>(1 B exp(_)‘qn(rn + 1))) -0 ( q727, )
- 2 —9 |-
n/Bn7(1_e)(1 — exp(—Agn)) pnhs,

From the previous bounds of £} ,,, Es,,, Es,,, we should choose two sequences
pn and ¢, in such a way that,

( lim C]Z =0,
n—o0
Pnlln
lim I =
noo puly (6.16)
2
. qn
g

If so we obtain,
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Our purpose now is to control Var(S,,3). For this we use the same arguments
as in 2] (page 39). We have,

Var(S Z Var(iy, ;) +2 Z Cov(Vn i, ¥nj) = lin+1an. (6.17)

j=N+1 N+1<i<j<n

First consider the term I ,,

N n
ZVar(Q/JW) + 1, = Z Var(tn;) ~ nh,Var(fi(z)), (6.18)

j=1 j=1

as n tends to infinity. To explain the last equivalence, we use (6.10) and we
obtain,

_ nh,Var(fi(x))
Jm > i1 Var(y, ;)

nhn(Zz 1 hzl e> (Z? by %VE’LI’(K(:E__&)) +2 Zl§i<j§n Am‘)

= lim =1

nreo nhn(Zg 1 hjl E) Z] 1 h‘j QKVaI.<K(I;ij ))

recall that A, ; is already defined in (6.5).
In the same way, since N ~ n, under assumption (H.3) and using Proposition
8, we prove that

Z\/ar Ynj) ~

)NhNVarfN( ) — 0% as n — oo,

recall also that 0% = Bl 2 f(z) [ K*(x)dx
Consequently we obtam then from (6.18),

lim [, = 0.

n—o0

Now we turn our attention to the term I5,. We have,

nh,
Ly<—2 ST jcov(&ng)l,

1
(Zz 1hz ) N+1<i<j<n

Y
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where &; is defined in the relation (6.15).
From (6.10), since N ~ n, we get

lim I, = 0.
n—oo

Equality (6.17) yields then lim Var(S,3) = 0.
n—o0
Now by Schwartz inequality we obtain

lim COV(SHQ, Sng) =0.

n—o0

Part (i) is then deduced from (6.13).
The purpose of Part (ii) is to prove that the sequence (T,,),, is asymptotically
independent. For this, we need, arguing as in [16], the following lemma.

Lemma 6. If the stationary sequence (X, ), is n—weakly dependent then

Tn Tn 1
E(exp(it 3 T) — [[ Blexp(itT))| < 2Lip(i)|t 22 T 1Polh,
m=1

m=1 ﬁn,l—f \V/ nh’%

Proof of Lemma 6. We have,

E(exp(it z": Ty)) — ﬁ E(exp(itT,,)) (6.19)

m=1
rn—1 rp—1 rpn—1
< |Cov(exp(it > Tn),exp(itTy,))| + [E(exp(it Y Tn)) — [ E(exp(itT;))| .
m=1 m=1 m=1

Let us note that exp(it Z:g;ll T,,) can be written as a function f depending
on the arguments

(X17 T 7Xpn7 Xil?n+l1n+1+' ’ '+X2pn+qn7 T ’X(Tn_2)(Pn+Qn)+1’ e 7X(7"n_2)(pn+‘h)+pn>‘

In the same way, the quantity exp(it7,. ) is a function g depending on

(XD @ntan)+15 77 s X(rn—1)pntan)+pn)

such that

f(le T 7Xpn7 Xpn+qn+1 +ot X2pn+Qn7 T aX(rn—2)(pn+qn)+1a T aX(rn—2)(pn+qn)+pn)

rn—1

= exp(it Z )
m=1
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and that

g(X(Tnf]-)(pn‘i’q'n)‘i’l’ e 7X(rn71)(pn+(In)+pn) = eXp(ltTrn)
We can check that

Lip(g) < 2[t|(

Lip(K) h21 ——1 2[t|Lip(K)pn
n 2 h- < ———F—
Dyl yi 3o

57171 jely, o ﬁml,g\/ﬂhi

and that

rp—1

, 2/t|Lip(K) 2t —e—1 _ 2[t|rapaLip(K)
Lip(f) < (=) D Dk —
Bn,l—f n m=1 j€ln / ﬂn,l—f nhf’l

The n-weak dependence condition gives then

rp—1 .
N ‘ 2p, LipK|t| [r,+1
Cov | exp(it T.),exp(itT,, < -
( plt 32 7). >> G

Iterating the formula (6.19) and the last inequality, we obtain

IA

rn—1 Tn

E(exp(it Z Tmn)) — H E(exp(itT:,))

m=1

<

2r,ppLip K |t| (rn + 1)
n

Bni—e \/nhd

Lemma 6 is then proved.

To prove part (ii), we use assumptions (H.2) and (D.1). We obtain,

_0 2n2 exp(—Aqn)
P/ Nh3 '

To get (ii), the sequences (p,) and (g,,) must fulfil the additional condition

E(exp(it Zn Tw)) — ﬁ E(exp(itT:,))

m=1

. 2n%exp(—Aq,)
lim
n—oo pn \ /nh%

For the point (iii), we note first that the sequence (7,,,),, is bounded. Indeed,

K loopn
T € 2=
/Bn,(l—f) nhn

= 0. (6.20)
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Consequently, using Markov inequality, we get

1
> Fartey® (Tlinsey o)

1§m§7‘n
2 2
Pl K]l (
< n 00 P |Tm‘ > € Var<Sn1)>
nhnﬁi’(l_g)var(*gm) 1§ngrn
PRl KI5

- nhnGQﬁTQL’(l_Z)Var(Sm)'
Let us check that Proposition 8 leads to,

lim Var(S,;) = lim Var(S,) = o>

n—o0 n—oo

In fact,
Var(S,,) = Var(S,1)+Var(Sya)+Var(S,3)+2(Cov(Sp1, Sn2)+Cov(Snz, Snz)+Cov(Sy1, Sns))-

We have already shown that

lim Var(S,2) =0, lim Var(S,3) =0, lim Cov(S,2,Ss3) =0

n—oo n—oo n—0o0

Using Schwartz inequality again we obtain

lim COV(Snl, Sn2> = O, 11_I>II COV(Snl, Sn3) =0

n—o0

Coming back now to Lindberg (iii), we get the following bound

1 P2
e E (T2 ) = O, 6.21
1<;r Var(S,1) T[T [ >ey/Var(Sn1)} (nhn> ( )
Consequently Condition (iii) is satisfied as soon as
2
lim £n = 0. (6.22)

n—o00 NN,

Finally, Theorem 6 is proved if we can construct sequences (p,) and (g¢,)
fulfilling the limits (6.16), (6.20) and (6.22). Under assumption (H.1), one
can take p, = [n***)| ¢, = [nf], withO<a+ B <1 O
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Perspectives de recherche

1-Etude des estimateurs de Parzen et Nadaraya dans le cas des
variables fonctionnelles faiblement dépendantes

Soit (X;, Yi)1<i<n une suite de couples aléatoires n-faiblement dépendants
ou Y une variable aléatoire réelle, et X est une variable aléatoire fonctionelle
c’est a dire définie sur I'espace de probabilité (2, A, P) ayant des valeurs sur
un espace vectoriel (H, By ) muni de la semi norme ||.||.

Sous I’hypothése ci-dessus, On peut toujours faire de I'inférence sur le modéle
de régression
Y =r(X)+e

L’étude pourrait commencer par répondre a la question suivante :

Si (X;)i<n est une variable aléatoire faiblement dépendante, est ce que (||.X;]|)i<n
est faiblement dépendante aussi?

Cela peut étre vérifié si on montre que la sous tribu de A engendrée par

|| X || est incluse dans celle engendrée par X, ceci entraine que le coefficient
de dépendance 7 x| de la suite (|| X;||)i<, soit inferieur au coefficient nx de la
suite (X;);<n. Les propriétés de I'estimateur fonctionel de la regression r(x)
donné par

p

= llz— X
yvik ()

=1

zn: K (Hw;XiH> i=1

1 & n
- Y, si K <M> —0.

Ce nouvel cadre d’étude conduit & de nouvelles hypothéses sur la distribu-
tion de la variable fonctionnelle et non pas sur sa densité ce qui rend I'étude

\
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difficile par rapport au cas réel. En revanche 'estimateur fonctionel s’impose
lorsque le nombre de regresseurs est assez important devant le nombre des
observations, ou dans le cas des régresseurs trés corrélés.

D’apres Ferraty et Vieu (2006), les résultats de I’étude de 'estimateur fonc-
tionnel de la régression sont fortement inspirés de celui de la régression clas-
sique. Le cas a—mélangeant est traité dans (Ferraty et Vieu (2006)), donc
une extention au cas plus général au sens de Doukhan et Louhichi (1999)
peut étre traité aussi.

2-Extension de I’étude de ’estimateur récursif de la régression
dans le cas faiblement dépendant.
Comme pour la densité, Amiri (2010) définit Uestimateur récursif r¢ (z) de la
régression donné par

avec

1 "1 r—X;
Y i
9,.(7) = = —KK<
Zi:l hz'l ¢ ; hf hi

Il étudie les propriétés asymptotiques de cet estimateur sous I'’hypothése de
I'indépendance puis sous I’hypothése du a-mélange, dans [32], nous avons
étudié des proprietés de I'estimateur récursif de la densité sous I’hypothése
de la n-dépendance, dans un futur travail, nous comptons étendre encore ces
résultats pour la fonction de régression.

Un estimateur fonctionnel récursif a été aussi défini et investigué par Amiri
(2011), une extension peut étre aussi établie pour des variables fonctionnelles
faiblement dépendantes.

), r e R.



Résumé

Titre :
Inférence statistique dans les modéles de régression non
paramétrique

Nous avons choisi d’étudier 'inférence statistique dans des mo-
déles de régression non paramétriques via ’étude de ’estimateur a
noyau de la densité et de la régression sous différentes hypothéses.
Ce travail se décline ainsi en deux parties :

Les propriétés asymptotiques des estimateurs de la densité et de
la régression sont étudiées d’abord sous 1I’hypothése de I’'indépen-
dance, dans la premiére partie de la thése, et notamment, la conver-
gence, la normalité et le choix de la fenétre de lissage.

Dans la deuxiéme partie, nous allons vers la notion généralisée
de la dépendance faible établie par Doukhan et Louhichi (1999)
pour étendre les propriétés de convergence et de normalité, cela
permet de traiter les séries temporelles qui s’adaptent bien avec
cette nouvelle notion de dépendance faible, nous fournissons alors
des exemples de modéles faiblement dépendants, nous présentons
aprés des résultats sur un estimateur a noyau récursif sous la dé-
pendance faible, une étude par simulation est effectuée sur des
modéles faiblement dépendants.

Mots clés :
Regression non paramétrique; Estimateurs a noyau de la densité et de la régression;
Indépendance dépendance faible; convergence; normalité



ABSTRACT

Title :
Statistic inference in nonparametric regression models

We have choosen to investigate the statistic inference in nonpara-
metric regression models by studying kernel densities and regres-
sion estimators under different assumptions .

This work is organised in two parts :

The asymptotic properties of density and regression estimators are
studied first under independence assumption, particulary, conver-
gence, normality and the choice of the smoothing window.

In the second part, we go the generalized notion of weak depen-
dence established by Doukhan and Louhichi (1999) to extend conver-
gence and normality properties. This allows to deal with time se-
ries, we show after, our result on a recursive kernel estimator under
weak dependence, convergence in mean square error, and normality
are obtained. Simulation study is done on weak dependent models.

Key Words :
non parametric regression ; kernel densities and regression estimators; Independence weak
dependence; convergence; normality
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