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Introduction

La relativité générale d’Einstein est aujourd’hui admise comme la théorie relativiste de la
gravitation. Les prédictions de la relativité générale sont en parfait accord avec les observations
expérimentales. Ceci est en particulier le cas pour la déflexion de la lumiére et le temps de
retard, qui constituent deux tests parmi les quatre tests classiques de la théorie de la relativité
générale.

Le travail exposé dans ce manuscrit a traité a l'effet de la constante cosmologique sur la
déflexion de la lumiere.

Jusqu’a tout récemment, la croyance générale était que la constante cosmologique n’a pas
d’effet sur la déflexion de la lumiére. La raison avancée étant que la constante cosmologique dis-
paraissait de 1’équation de la trajectoire. Rindler et Ishak [1] remirent en cause cette croyance,
en arguant qu’il ne suffisait pas de considérer uniquement 1’équation de trajectoire mais qu’il
fallait également tenir compte de la métrique elle-méme. Il s’ensuivit une grande polémique.
Sereno [2],[3], Schiiker [4],[5], Miraghaei et Nouri-Zonoz [6], Kantowski, Chen et Dai [7] confir-
maient les résultats de Rindler et Ishak tandis que Khriplovich et Pomeransky [8], Park [9],
Gibbons, Warnick et Werner [10], Simpson, Peacock et Heavens [11] les infirmaient. En fin de
compte, la polémique semble avoir tournée en faveur de Rindler et Ishak. Dans cette thése,
nous visons a réétudier le probléeme de l'effet de la constante cosmologique sur la déflexion
de la lumiére, émise par une source S, un quasar, par une lentille gravitationnelle L, qui est
typiquement un amas de galaxies.

Les calculs sont fait dans le cadre de deux solutions différentes : La solution de Kottler
(appelée aussi solution de Schwarzschild-de Sitter) et la solution d’Einstein-Straus. La métrique
de Kottler est appropriée au cas statique, & symétrie sphérique, en présence d’une constante
cosmologique A. Dans ce cas on suppose que toutes les masses de I'univers sont négligeables vis
a vis de la masse de la lentille et que ’observateur aussi bien que la source sont au repos par
rapport a la lentille.

La métrique d’Einstein-Straus résulte du raccordement de la métrique de Kottler a I'in-



térieur d’une spheére centrée sur la lentille appelée sphére de Schiicking et de la métrique de
Friedmann (modele ACDM) a lextérieur de celle-ci. Cette solution nous affranchit des hypo-
theéses simplificatrices ci-dessus mentionnées. On permet & l'observateur d’étre en mouvement
par rapport a la lentille et on tient compte des masses des autres galaxies par une poussiere
homogene et isotrope, ’observateur étant pris comobile par rapport a la poussiére.

Le manuscrit est organisé comme suit : Aprés une introduction consacrée aux motivations de
ce travail, le premier chapitre est un exposé assez complet des notions de base de la relativité
générale : le principe d’équivalence, le principe de covariance générale, le calcul tensoriel, le
tenseur métrique, la connexion affine, le tenseur de Ricci, le scalaire de courbure, les équations
d’Einstein sont considérés a tour de role. Ce premier chapitre permet de comprendre la suite
du manuscrit, sans avoir a se référer a d’autres supports de documentation.

Dans le deuxiéme chapitre, nous commencons par redériver la métrique de Schwarzschild,
métrique statique, & symétrie sphérique en ’absence de la constante cosmologique, obtenue
pour la premiére fois par Schwarzschild en 1916. Nous faisons de méme pour la métrique de
Kottler, appelée aussi métrique de Schwarzschild-de Sitter appropriée au cas statique, & symétrie
sphérique en présence de la constante cosmologique. Le calcul de la déflexion de la lumiére est
entrepris dans le cadre des modéles de Schwarzschild et de Kottler.

Dans le troisieme chapitre, nous exposons d’abord le principe cosmologique, qui nous méne
a la métrique de Robertson-Walker, avec le facteur d’échelle a déterminer dans le cadre du
modele ACDM. La solution d’Einstein-Straus résulte alors du raccordement des solutions de
Kottler, a l'intérieur de la sphére de Schiicking, et de Friedmann & l'extérieur de celle-ci. Le
calcul de la déflexion de la lumiére est ensuite entrepris dans le cadre de la solution d’Einstein-
Straus.

Cette thése s’achéve par une conclusion générale, ot sont résumés les résultats du travail.
Nous utiliserons dans ce mémoire les conventions usuelles du calcul tensoriel. Rappelons en
particulier que la virgule dénote la dérivée usuelle, tandis que le point virgule dénote la dérivée
covariante. Nous réserverons les indices latins pour les coordonnées spatiales uniquement (p.ex :
i = 1, 2, 3), tandis que les indices grecs s’appliqueront aux coordonnées spatio-temporelles

(p.ex:a=0,1, 2, 3). Nous travaillerons dans des unités ou la vitesse de la lumiere ¢ vaut 1.



Chapitre 1

La théorie de la relativité générale

Nous nous sommes, dans ce chapitre, fortement inspirés des références [12], [13] et [14].

1.1 Introduction

La loi de Newton relative a la gravitation implique une action & distance instantanée qui
est incompatible avec la relativité restreinte. Celle-ci introduit une vitesse limite de propaga-
tion, la vitesse de la lumiére ¢, et exige que les équations soient invariantes de forme sous les
transformations de Lorentz. Le probléme posé au début de 20°"¢ siécle était de modifier & la

fois ’équation de Poisson du potentiel de gravitation ¢

A¢ = 47Gp, (L.1)

ou p désigne la densité de masse, qui est la source du champ, et les équations du mouvement

des particules.

—
d*>7r

dt?

=-vo, (1.2)

afin d’en faire des équations covariantes sous les transformations de Lorentz, condition imposée
a toutes les lois de la physique par le principe de relativité restreinte.
La plupart des tentatives d’obtenir une loi fondamentale pour la force gravitationnelle qui

ont vu le jour a I’époque sont passées aux oubliettes.



Dés que les déductions physiques de la relativité restreinte ont atteint un certain niveau de
développement et de confiance, Einstein s’est attaché & étendre son principe de relativité a une
classe de référentiels plus large que celle des observateurs inertiels privilégiés de la relativité
restreinte. Cette extension a été rendue possible par I'introduction du "principe d’équivalence".
Rappelons que, dans la mécanique newtonienne, un systéme placé dans un champ de gravita-
tion constant et homogeéne est équivalent a un systéme uniformément accéléré. Einstein érige en
principe le fait que cette équivalence doit pouvoir s’étendre & tous les processus physiques. Ceci
est & la base de la relativité générale. Einstein réalise que cette théorie du champ de gravitation
homogéne basée sur le principe d’équivalence rompt le cadre de la relativité restreinte. Parce
que la vitesse de la lumiere et le taux de variation d’une horloge dépendent du potentiel de
gravitation, la définition qu’il a donnée de la simultanéité n’est plus valable et les transforma-
tions de Lorentz perdent leurs sens. De se point de vue écrit-il : "la relativité restreinte ne peut
étre correcte qu’en I'absence de gravitation " [15]. Le champ de gravitation est une quantité
physique qui doit étre reliée aux autres quantités physiques par des lois. On doit exiger que ces
lois soient covariantes sous un groupe plus large de transformations. La question qui se pose est
donc d’élaborer une théorie cohérente, basée sur le principe d’équivalence, mais valable pour
un champ non homogéne.

En collaboration avec M. Grossmann, Einstein fait une avancée considérable. Ils montrent
qu’on utilisant des coordonnées curvilignes arbitraires de ’espace-temps, le carré de I'élément
de longueur devient une forme quadratique en les différentielles avec certains coefficients g, .
Ils montrent également que i) bien qu’introduits comme objets géométriques ce sont ces g,,
qui doivent étre vus comme les grandeurs physiques appropriées a la description du potentiel
de gravitation dans un systéme de coordonnées donné et ii) que 'introduction de ces g, dans
les équations du mouvement des particules et dans les équations du champ électromagnétique
dans le vide donne & ces équations une forme covariante générale sous tous les changements de
coordonnées. Seules les équations du champ de gravitation lui-méme n’ont pas encore la bonne
forme.

Entre 1914 et 1915, Einstein se montre plus rigoureux dans la recherche des équations
du champ et revient au principe de covariance générale. C’est dans la théorie de Riemann

de l'espace courbe qu’il puise les éléments géométriques qui lui faisaient défaut. Il réussit a



écrire des équations covariantes pour les coefficients de la métrique qui obéissent & toutes
les contraintes imposées par la physique. Dans une série d’articles en 1915, publiés dans les
comptes rendus de 1’Académie des Sciences de Berlin, Einstein présente ses équations et les
met & I'épreuve : Il explique 'avance de périhélie de Mercure et obtient les 43” d’arc par
siecle en parfait accord avec les observations astronomiques et prédit une déviation de 1.7”
des rayons lumineux dans le champ de gravitation du soleil, double de celle qu’il avait calculée
précédemment dans le cadre des champs constants [15]. Ces résultats qu’ Einstein dérive en
utilisant une solution approchée de ses équations du champ sont rapidement confirmés par ceux

de Schwarzschild avec sa solution exacte a symétrie sphérique.

1.2 Le principe d’équivalence

La notion de masse recouvre deux notions physiques a priori différentes 'une de 'autre :

1°— La masse inertielle m; qui mesure 'inertie d’'un corps, c’est a dire sa résistance au
changement entre deux états de mouvement.

2°— La masse gravitationnelle mg qui mesure la réponse d’'un corps a un champ de gravi-
tation, tout comme la charge électrique mesure la réponse & un champ électrique.

Le principe d’équivalence est fondé sur I’'égalité de la masse inertielle et la masse gravita-
tionnelle. Cette égalité avait déja été testée par Newton, puis vérifiée de fagon plus précise par
Bessel en 1830. En 1889, Roland von Eo6tvos, réussit a prouver que le rapport de ces masses
ne varie pas d'une substance a I’autre de plus de 1079 [15].

La masse inertielle m;, est celle qui figure dans la loi de Newton F = m; @ . Pour un
champ de gravitation constant, F = me g . Légalité m; = mea = m a comme conséquence que

le mouvement d’un corps soumis & la seule force de gravitation est régi par I’équation

Tous les corps tombent avec la méme accélération, quelle que soit leur masse. C’est la conclusion
a laquelle Galilée était arrivé par ces célébres expériences réalisées du haut de la tour de Pise.
Dans le cadre de la théorie de Newton, on en déduit qu'un observateur en chute libre dans un

champ de gravitation homogéne et constant § ne peut pas détecter la présence de ce champ.



Voyons cela pour un systéme de N particules non relativistes, soumises & des forces du type
H
F (7; — 7;) et & un champ gravitationnel constant g". Pour 'observateur O au repos dans le

champ de gravitation, les équations du mouvement de la j-éme particule sont données par

dQEL‘) — =/ = —

Pour I'observateur O, en mouvement uniformément accéléré par rapport a O dans la direction

du champ

gt t=t, (1.5)

dQﬂl e —/ -/
TS ZZF(% —z), (1.6)

ol la force de gravitation a disparu, compensée par une force d’inertie. Inversement, en partant

de I’équation (1.6) et en y substituant le changement de coordonnées

T =T gt t =t, (1.7)

on reproduit 1’équation (1.4) avec une force de gravitation. Pour 1'observateur O qui utilise
les coordonnes (7', t) et pour 'observateur O’ qui utilise les coordonnées (7, ') les lois de la
mécanique sont inchangées mais pour le premier, il y a un champ de gravitation et pour le
second, il n’y en a pas. Puisque 'une peut étre éliminée par 'autre, force gravitationnelle et
force d’inertie sont équivalentes dans les équations de la mécanique.

Si le champ de gravitation n’est plus constant ¢ (7', t), il ne peut pas étre globalement
¢liminé par une simple accélération (1.5) du référentiel. On doit cependant pouvoir localement
(dans des régions d’espace-temps suffisamment petites pour que les variations spatiale et tem-
porelle du champ de gravitation puissent étre négligées) annuler ce champ en se plagant dans
un référentiel approprié.

Einstein étend cette équivalence a toutes les lois de la physique et 1’érige en principe qui
s’énonce comme suit : "tous les effets locaux d’'un champ de gravitation sont identiques aux

effets produits par une accélération du référentiel".



Les référentiels dans lesquels il n’y a, localement, ni force d’inertie ni force gravitationnelle
(que I’on ne peut pas de toute fagon distinguer) sont appelés "référentiels localement inertiels".
Ce sont des référentiels en chute libre. Dans de tels référentiels, les lois locales de la physique
prennent la méme forme que celle qu’elles ont dans les référentiels inertiels de I’espace-temps

de Minkowski.

1.3 Forces gravitationnelles

Considérons le mouvement d’une particule massive sous la seule influence d’un champ de
gravitation. En vertu du principe d’équivalence, il existe un systéme de coordonnées localement

inertiel £ dans lequel la trajectoire est une droite de 1’espace-temps

dzee

=0 1.8
dr? ’ (1.8)
ou 7 est le temps propre défini comme
dr® = —11,5dE"dE”, (1.9)
et 1,4 est le tenseur de Minkowski
-1 0 0 0
0 100
0 010
0 001

Un autre systeme de coordonnées x*, qui peut étre celui d’'un observateur au repos dans le
laboratoire ou de tout autre observateur, est relié au systéme de coordonnées £* par

o

=), dety

£ 0. (1.11)

L’équation de trajectoire (1.8) peut se mettre sous la forme

0=

d ( O dat ) _0&” dPat oY dxt dav

= . 1.12
dr \ Ozt dr ozt dr? + ox? Ozt dr dr ( )
Az

R

En multipliant par et en faisant usage de la relation

10



> O
axl‘ a—ga - (5>\#, (113)

ot & ., €st le symbole de Kronecker est défini par
1 Stop=A
&, = : , (1.14)
0 St F#E A

on obtient les équations du mouvement dans le systéme de coordonnées x

2z, dat da
0= dr? Wodr dr’ (1.15)
ou on a posé
&E)\ aZga
A
I = €% D o (1.16)

F;}V est désigné sous le nom de connexion affine ou symboles de Christoffel. Dans le systéme de

coordonées {z*}, le temps propre s’exprime comme

ocr o’ )
dr? = —1),5 D dx“axy dz” = —g,,dxdz”, (1.17)
ol ¢,,, le tenseur métrique, est défini comme
o o¢’

G = Nag G g (1.18)

Pour une particule de masse nulle, les équations (1.15) restent valables a condition de remplacer
le temps propre 7 ( d7? = 0 dans ce cas) par un autre parameétre p, appelé paramétre affine, et

I'équation (1.17) est remplacée par

¢ de’ dat dx” (1.19)

VT ay My

1.3.1 Relation entre g,, et F/AW

La forme des équations du mouvement (1.15) indique que la force gravitationnelle est

A

déterminée par les I')

tandis que 1'équation (1.17) montre que 'intervalle de temps propre

entre deux événements infiniment voisins est déterminé par les g,

11



Nous allons montrer que la métrique g,,, peut étre interprétée comme le potentiel gravita-

tionnel, dans la mesure ou ses dérivées définissent les forces I‘;\W. En dérivant (1.18) par rapport

a x*, on obtient
89#1/ _ o 82§a aéﬁ aé&a 8256 (1 20)
drr AT Gradad ouv 1B T un Dpr e 18 '
En multipliant ’équation (1.16) par %, on en tire que
92¢P o&P
& _% . (1.21)
oxV Oxt oxr H
Il s’ensuit que
0G,u
8;)‘ =179 + 1%, 9pu- (1.22)
Il est résulte que
agwf ag}\u 89;M p
D + St o 2g L,z (1.23)

En multipliant les deux membres de (1.23) par le tenseur métrique inverse ¢°”, qui satisfait la

relation
9" gy =07 (1.24)
on obtient les composantes de la connexion affine en termes du tenseur métrique et du tenseur

métrique inverse

o 1 ov ag/ﬂ/ + ag)\u _ agy)\

=5 1.25
N A Yo S TR, p (1.25)
ou
1

Tia = 59" [03gw + Ougrw = O] (1.26)

ou on a introduit la notation

0

Ou= g0 (1.27)

La connexion affine I'”

s Dotée également {ZA}’ est donc symétrique dont 1’échange des deux

indices du bas (p et A).

Donc, la connexion affine s’exprime en fonction du tenseur métrique et ses dérivées premiéres,
s 1 ) . o , ,

c’est & dire que toute l'information sur le champ gravitationnel est codée dans le tenseur mé-

trique.

12



Une conséquence trés importante de la relation entre la connexion affine et le tenseur métrique
est que I’équation du mouvement d’une particule en chute libre est cohérente avec la définition

du temps propre. En effet

d dx d:v”} _ 99w da? dat da” d?>x dzv da* d?zv (1.28)

dr {_gw dr dr oz> dr dr drt ~ I dr? dr ~ I dr dr?’
En utilisant 'équation de la géodésique (1.15), ainsi que I’équation (1.22), 'équation (1.28)
peut étre mise sous la forme

d | datdz¥| - o 4 7] dz* dz* dx”
dr Juv dr dr - Gopl \v Jov Ap dr dr dr :

Le second membre de 1’équation (1.29) est un produit de deux facteurs 1'un symétrique et 'autre

(1.29)

antisymétrique dans ’échange des indices i et v, ce qui entraine sa nullité. Par conséquent,

dii- { g“'/ilx: %] =0= gwciii:% = —¢, (1.30)
ol ¢ représente la constante du mouvement, qui peut étre déterminée en utilisant les conditions
initiales
dr* = —g,,dz"dz”, (1.31)
d’ou
—gwciii:% =1L (1.32)

11 s’ensuit que ¢ vaut 1. Pour une particule sans masse, la condition initiale est ¢ = 0 (ou 7 est
remplacé par un paramétre affine p) et ’équation du mouvement garantit que dr? = 0.

Une autre conséquence de la relation (1.26) est qu’on peut retrouver ’équation du mouvement
d’une particule en chute libre, en partant d’un principe variationnel. Considérons une particule

en chute libre. L’intervalle de temps propre T4 entre deux points A et B est donné par :

B B qr
T :/ dT:/ —dp, 1.33
w= [ o= [ (1.33)

ou p est un parameétre arbitraire continu qui décrit la courbe entre deux points A et B, et est
appelé paramétre affine.

En utilisant la définition du temps propre (1.17), on obtient

13



B vy 1/2
dzr* dx
T :/ {— V——} dp. 1.34
AB " gN dp dp ( )

Cette intégrale est invariante sous un changement différentiable de parametrisation p — p/(p).
a#(p) décrit la trajectoire de la particule test qui doit étre une fonction différentiable et mono-
tone du parameétre p.

Faisons maintenant une variation arbitraire du chemin :
2" (p) — 2" (p) + 02" (p),  [éz"(p)| < 1, (1.35)

en maintenant les deux points extrémes A et B fixes, c’est a dire que

5'7;“(1714) = 0,
dzt(pg) = 0. (1.36)
L’intervalle de temps propre devient :
B d d 1/2
Tap+ 0Tap = / — g (2 + 62P) — (z" + dz*) — (2" + 62") dp. (1.37)
A dp dp

Si on fait un développement en série de puissances du tenseur métrique jusqu’au premier ordre

99,
G (27 + 02°) = gy, (2) + a{; 52 +0(62)° (1.38)
alors
B
dz* dxz”  Og dz* dz”
T 6Tap = — G — 5
asFoTas /A { I gy dp 00 dp dp
1
doxt dx” dr* dox¥ ] ?
Gy e — Gy : 1.39
I=dpdp g”dpdp}p (1:39)
Oou encore
B dat do \ 172 Oy 5 hdat da oo dowr o ) 1/
Tap +0Tap = / <—gﬂyd—d—) 1 O e S T W g (1.40)
A p ap WY dp dp

Si on fait usage de 'approximation (1 + z)" = 1 4 nz, |z| < 1, on obtient
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B dat dav\ V2 B dzt dav\ Y2
Tyapg + 0T = / (— l,——) d —/ <— ,,——)

109, . \dat dx” dox* dx”
= 5 v dp.
{2 dar " dp dp + dp dp b

(1.41)

Il s’ensuit que

B dat dav\ ~H? 10g dz* dx” dox dz¥
0Ty = — — G ———— — IR 5 y— dp. 1.42
" /A ( e dp dp) {+28:& "y dp dp} po 09

D’autre part, I’élément d’intégration dr peut s’écrire comme

dr dxt dzv
— = =g ——, 1.43
dp \/ In dp dp ( )

B (10g dz* dx” doxt dx¥
Tap = — — 5 : 1.44
T /A {28:6’\6x dr dr G dr dT}dT (1.44)

En intégrant par parties le deuxiéme terme du membre de droite de I’équation (1.44), on obtient

d’ou

B déxt da” dzv |P
l/—_d - 1/5 " -
/A I ar ¢ I O A
B (0g,, da* _  da” d%ax”
- —— Lozt dr. 1.45
/A (83:)‘ ar " dr GO dT2) T (1.45)
En tenant compte de dz# (74) = dz# (15) = 0, (1.45) se simplifie en
B doat dav B (8¢, de* . dx” d%a”
y————dT = — Y LoxH dr. 1.4
/A I ar 47 /A (0m/\ ar °% ar + Gw0T dTQ) T (1.46)

Comme on peut toujours permuter des indices muets, alors

dgx, dxt dx” lﬁgw dx* dzV lﬁgw dx* dxV
ozt dr dr 20zt dr dr = 2 dx¥ dr dr’

(1.47)

Par conséquent,

B 10g 109y, 10gy,\ dat dx° d*x”
0Tap = e B e y—— ¢ 0T, 1.48
AB /A {( 26’3:’\+28:c“+28:6”) dr dr 9 d72} e (1.48)
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En utilisant la relation (1.22) exprimant la dérivée du tenseur métrique en terme de la connexion

affine, on obtient finalement

b dat dz”  d*a”
(5TAB=/ (F” -2 22 >g,\,,53:)‘d7. (1.49)

A Hodr dr dr?

En imposant & la variation de 1’élément de ligne d’étre stationnaire

0T4p =0, (1.50)
et en tenant compte du fait que dz* est arbitraire, on arrive a

L drtdz  dPx”
o dr dr dr?

— 0, (1.51)

qui n’est autre que 1’équation du mouvement d’une particule test avec une masse arbitraire
différente de zéro. La méme démonstration peut étre entreprise dans le cas d’une particule de

masse nulle sauf que 7 doit étre remplacé par une autre paramétre affine.

1.4 La limite Newtonienne

Considérons le cas d'une particule qui se meut lentement dans un champ de gravitation
faible et stationnaire (les gy, ne dépendent pas de 2° = t). En négligeant dans ce cas % par
rapport a %, I'équation (1.51) se simplifie en

A2t dt\?
SV (—) ~ 0. (1.52)

dr? 0\ dr
Le champ gravitationnel étant stationnaire, toutes les dérivées de ¢g,, par rapport au temps

sont nulles et par conséquent

1,0 1,0
T = — g goo _ L i gop.

2 ox” 29 oz’ (1.53)

L’hypothése du champ faible permet d’introduire I’approximation suivante pour le tenseur
métrique

g,ul/ = 77;1,1/ + hul/7 ’h}LI/’ << 17 (154)

ou 7, est le tenseur de Minkowski. De sorte qu’au premier ordre en les h
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oo = _%U“i &aﬂ 00-
On distingue deux cas :
1°— = 0,T9 =0,
et I’équation (1.52) devient
2.0
-

En intégrant cette équation on obtient

t(r) ~er+d,

ou ¢ et ¢ sont des constantes d’intégration.

2° — u = j, 'équation (1.52) devient

dr2 20z \dr

D’autre part,

B (@@ d (4
dr2 — dr \ dt dr) dr \ dt

En utilisant I’équation (1.57), on obtient

Pal Pl (dt\”
dr? — dt? \dr)

L’équation (1.58) peut alors se réécrire comme

Pzl 1 0
— ———hgy =~
dt? 90z 0 0,

ou sous forme trivectorielle

L’équation de Newton correspondante est

17

2z 10 dt\?
x h (—) ~ (.

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)



27 -

=V, (1.62)

ol ¢ est le potentiel gravitationnel. Dans le cas d’un corps sphérique de masse M

¢ (r) = —G—M, (1.63)

r

ou (G est la constante de Newton.

La comparaison des équations (1.61) et (1.62) donne

hoo ~ —2¢ + constante. (1.64)

Si ¢ s’annule a I'infini, comme c’est le cas pour un corps sphérique de masse M, cette constante

doit étre prise nulle si on veut que hgg — 0 & I'infini. Dans ce cas

goo =~ — (1 +29). (1.65)

Cette derniére équation constitue le lien entre le potentiel gravitationnel de Newton et la com-
posante ggo du tenseur métrique. Autrement dit, elle constitue le lien entre la théorie de Newton

et la théorie d’Einstein.

1.5 Eléments d’analyse tensorielle

Nous allons dans ce qui suit donner un apergu sur ’analyse tensorielle, qui constitue un

outil pour la formulation de la relativité générale.

1.5.1 Principe de covariance générale

En partant des équations de la relativité restreinte dans un référentiel localement inertiel,
nous obtenons par un changement de coordonnées de nouvelles équations incluant les effets
gravitationnels. On pourrait poursuivre ainsi, mais les calculs deviendraient rapidement fasti-
dieux. Il existe une méthode équivalente mais beaucoup plus élégante basé sur le "principe de
covariance générale". Le principe de covariance générale stipule qu’une équation physique est

valable dans un champ gravitationnel quelconque si
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1) L’équation est valable en 1’absence de gravitation, c’est a dire qu’elle en accord avec les
lois de la relativité restreinte lorsque gos = 1,5 €t Ff;l, =0.

2) L’équation est généralement covariante : elle garde la méme forme sous une transforma-
tion générale de coordonnées.
La seconde condition revient a exiger que ’équation exprime qu’un certain tenseur est nul. En
effet, si les composantes d’un tenseur sont toutes nulles dans un certain systéme de cordonnées
alors elles sont nulles dans toute autre systéme de coordonnées déduit de précédent par une
transformation générale de coordonnées.
Comme le principe d’équivalence est seulement valable localement, I’espace plat de Minkowski
n’est pas approprié a la description d’'un champ de gravitation. Nous sommes donc naturellement
conduits & considérer ’espace-temps comme une variété métrique courbe et a étudier le champ
de tenseurs définis sur une telle variété.
Seul le tenseur métrique et ses dérivées premiéres interviennent car le principe de covariance
générale n’est valable qu’a une échelle qui est petite comparativement & 1’échelle caractéristique

d’un champ gravitationnel.

1.5.2 Vecteurs et tenseurs

Par définition, un scalaire est un objet qui reste invariant sous une transformation générale
de coordonnées v — a’. Le temps propre d72, le nombre 7, la célérité de la lumiére ¢ sont des
exemples de scalaire.

On appelle un vecteur contravariant v# un objet qui se transforme comme

ox'™

vt — ™ = WUV’ (1.66)

sous une transformation générale de coordonnées
" — o'’

De méme on appelle vecteur covariant w,, un objet qui se transforme comme

/
, ox"
—wl =

T =

19



sous une transformation générale de coordonnées.
La différentielle dx* constitue un prototype de vecteur contravariant. Effectivement, en utilisant

les régles du calcul différentiel

ox'*
da" — da'" = ——dax".
oxv
De méme % constitue un prototype de vecteur covariant. En effet, sous un changement de

coordonnées r# — x'*,

0 0 0 0x”
— = .
oz ox'*  Ox¥ dx'+

Un tenseur est une généralisation de la notion de vecteur. On appelle un (p, ¢) tenseur un objet

Jhq - . . . . . .
" " 11..vy avec p indices contravariants et ¢ indices covariants, se transformant comme

ox't OzMe 0x®r 0x%e _pi..p,
OxPr OxPr Ox'1 " Ox'va TreTa

Tlu‘l"‘:u‘p Tllu‘l"‘:u‘p

V1...Vq Vi..Vqg —

sous une transformation de coordonnées z# — x'. n = p + ¢ est appelé l'ordre du tenseur.
Il s’ensuit qu’un vecteur contravariant est un (1,0) tenseur et qu’un vecteur covariant est un

(0,1) tenseur.

Tenseur métrique

Partons de la définition de g,

_ 08 o

= —n .. 1.
Jiv = G g 10 (1.67)

Si on applique une transformation générale de coordonnées x# — x'
, o og”
g/u/ axm ax,y naﬁu
9E* 9P dxP Ox°
OP D7 O/ Dz 1P

(1.68)

Si on fait usage de (1.67), on obtient

,  Oxf 0a°
Juw = Guin o 997

(1.69)

g se transforme donc comme un (0,2) tenseur. Il est facile de montrer que l'inverse g*” du
tenseur métrique, défini comme

9" Guo = 0" ,,
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ou 0"  est le symbole de Kronecker, se transforme comme un (2,0) tenseur

ox'™ oz’

Iy
oxP OxP g

po

Nous allons voir plus tard, que le tenseur métrique et le tenseur métrique inverse servent

respectivement & abaisser et a élever les indices d’un tenseur.

Symbole de Kronecker

11 s’agit ici de montrer que le symbole de Kronecker est un (1, 1) tenseur.
Soit un (1,1) tenseur A* , dont les composantes sont confondues avec celle du symbole de

Kronecker dans un certain systéme de coordonnées, c’est a dire

Ar = o

v v

dans un certain systéme de coordonnées x*.
Sous un changement de cordonnées z* — z'*', A*  se transforme en

e ox'™ Oz
Y oz Oz °
Ox™ Oz
Oxr Ox'v ¢
ox'* OxP
OxP Ox'v v’

ce qui montre que le symbole de Kronecker 6"  est effectivement un (1,1) tenseur. Notons

v
qu’un objet qui comporte des indices n’est pas forcément un tenseur. La connexion affine en est
un exemple, elle ne se transforme pas comme un tenseur, car si un tenseur est nul dans certain
systéme des coordonnées, il est forcément nul dans toutes autre systéme de coordonnées, c’est
a dire la nullité des composantes d’'un tenseur dans un systéme de coordonnées entraine leur
nullité dans tout autre systéme de coordonnées. Il en est de méme de 1’égalité des composantes

de deux tenseurs : leur égalité dans un certain systéme de coordonnées entraine leur égalité

dans tout autre systéme de coordonnées.

1.5.3 Algebre tensorielle

o o fiy et fiy et ,
La combinaison linéaire de deux (p, q) tenseurs 7" '""7 ., et S°"7"F ., est également

un (p, q) tenseur R v1..vg- EN terme de composantes :
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R, = T’ L+ bS" (1.70)

ou a et b sont des scalaires.
De maniére générale, a partir de plusieurs (p,q) tenseurs, on peut engendrer d’autres (p,q)
tenseurs par combinaisons linéaires.

Le produit externe (ou produit direct) d'un (p,q) tenseur 77, . par un (m,n) tenseur

L oo b PP
SPrbm o donne un (p+m, g+n) tenseur R, 00" 1 o, . En terme de composantes :
iy eopt p1ep py b
R P V1...Vq " 01...00n — T pul...uqul pmal...an' (171)

A partir d’un (p, ) tenseur 7" v1..vg, ON peut fabriquer un (p—1, ¢—1) tenseur en contractant

un indice contravariant p, de 7" avec un indices covariant v; de T’

M- S
T Vi.Vi—1MgVi41.---Vqg —

it Hsts 1ty s gty

V1...V]...Vq V1.V 1V|41..-Vq"

(1.72)
On peut répéter la contraction des indices jusqu’a extinction des indices covariants si p > ¢ ou
des indices contravariants si p < ¢. On aboutit alors, selon le cas, soit & un (p — ¢,0) soit & un
(0,q — p) tenseur. Dans le cas ou p = ¢ le processus de contraction aboutit & la formation d’un
scalaire.

sy

Abaissement d’un indice contravariant : Soit 7% v1.vg UN (P, q) tenseur. On définit

Polg—1 Byt
le (p—1,¢+1) tenseur 7"~ ;7= . comme
Hyeefbg—1 Hsgp--H L Hyeefbg—1Hghsy1--H
T ety g Tttty (1.73)

Elévation d’un indice covariant : Soit Rul”'“p,,l,.,,,s,._l,q un (p,q) tenseur. On définit le (p +

el o
1,g—1) tenseur R """y, w1 vepr..v, COMMeE

oz

T, L ows ety
R VieWs—1 VeplVq -— G ‘R V1eVs—1VsVst1...Vq " (174)

On peut combiner les deux opérations de produit directe et de contraction.

Permutation des indices d’un tenseur : Soit un (p, ¢) tenseur de composantes T”l'"“pyl_,,,,q.
Considérons une permutation o de ses indices contravariants et une permutation 7 de ses indices
covariants. On obtient en général un nouveau (p, q) tenseur

gHHp g = THeW o)

V1...Vq Vr@)Vr(p)"
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Si le tenseur T n’a pas de propriétés de symétrie particuliéres, on peut former de cette maniére

plq! tenseurs a partir de 7.

1.5.4 Densité tensorielle

On ne peut pas qualifier un objet de tenseur seulement sur la base des indices qu’il porte.
Seule la loi de transformation sous un changement général de coordonnées permet de trancher
a propos de la nature tensorielle ou non d’un objet. L’exemple le plus trivial est le déterminant

du tenseur métrique qui comme on va leur voir, n’est pas un tenseur. Définissons g comme
g = —detg,,. (1.75)

Le signe (—) est introduit pour des raisons de commodité. En effet le tenseur métrique admet
trois valeurs propres positives et une valeur propre négative, comme d’ailleurs le tenseur de
Minkowski 7,5. Le déterminant du tenseur métrique produit de ses valeurs propres, est donc
une quantité négative. Comme il est plus avantageux de travailler avec des nombres positifs
qu’avec des nombres négatifs, on considére plutot (—) le déterminant du tenseur métrique.

Sous une transformation générale de coordonnées x — 2/, le tenseur métrique se transforme

en
OxP 0x°
G = G v I (1.76)
ou
ozf  0x°
9 = 5 97 i (1.77)

qu’on peut considérer comme une équation matricielle. En faisant usage des deux propriétés

des déterminants : det(AB) = det Adet B et det AT = det A, la relation (1.77) implique que

, oz |?
9= a0 @ (1.78)
ol ‘ g;”, est le Jacobien de la transformation 2’ — z. En utilisant la relation
oxt Ox™
= gM 1.79
ox' Ozv v (1.79)
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qui implique que .

ox'| | Ox
ox| |ox'|
. . 1 —2
la relation (1.78) peut étre mise sous la forme ¢ = %—fc| g. Donc ¢ ne se transforme pas

exactement comme un scalaire & cause du facteur supplémentaire du Jacobien. Ceci améne a
définir une densité scalaire de poids p, comme un objet S se transformant sous un changement

de coordonnées z# — z'* comme
p

/
Ox S

En particulier g est une densité scalaire de poids (—2). De maniére similaire, une quantité qui

se transforme comme un tenseur a des facteurs supplémentaires multiplicatifs du jacobien prés,
est appelée densité tensorielle, la puissance du facteur |%—9§| étant appelé poids de la densité
tensorielle.

A partir d’une densité tensorielle de poids w, on peut fabriquer un tenseur ordinaire en la
multipliant par un facteur ¢z. En effet, soit | H1Hp v1..v, Une densité tensorielle de poids w.

Sous une transformation générale de coordonnées r — '’

ox’'

Vi..Vg — ‘6_13
En multipliant les deux membres de la relation précédente par g

(1.78) on obtient :

“ o0 QxMe Oz 0% _pp,

[ty
OxPr " OxPr Ox™1 T Ox'va

o1.0q- (1.80)

w/2 et en utilisant la relation

g a /,up a o1 a Oq
Iw/2 Tpby o b al‘ X xXr X 2 ,—P1---P
gw/ r » — w/2p »

Vi..Vg — 8[)3p1 8[Ep1’ 895’”1 ---axmq 01...0¢-

v1..v, €St bien un (p,q) tenseur. L’'importance de la notion de densité tenso-

(1.81)

L

w
Donc ¢¥/2f ™
rielle apparait en particulier lors des calculs d’intégrales. Sous une transformation générale de
coordonnées x — ' 1'élément de volume transformé d*z’ est lié & 1’élément de volume initial

d*x par

8_x’
ox

Il s’ensuit le produit de 1’élément de volume d*z par une densité tensorielle de poids (—1) se

ds’ = d*x. (1.82)

transforme comme un scalaire ordinaire. Ceci est en particulier le cas de /g d*z. Autrement dit,
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V9 d*x est un élément de volume invariant. Considérons maintenant le symbole de Levi-Civita

CHA defini par :

+1 uvAk  permutation paire de l'ordre de référence, par exemple 0123.
(M= 1 prAk  permutation impaire de 'ordre de référence.
0 si au moins deux indices sont égaux.
(1.83)

Montrons que (**** est une densité tensorielle. Pour ce faire, considérons la quantité

OxP Oz dx'™ O’
oxH Oxv Oxr Oxk

Il est facile de montrer que cette quantité est complétement antisymétrique dans ’échange des

G (1.84)

indices poné. Par conséquent elle est obligatoirement proportionnelle au symbole de Levi-Civita

¢P". Donc
oxP 0z°' Oz’ Ox'¢
oz+ Oxv Oxr Oxr

pour déterminer « considérons le cas p =0,0 =1,n=2,£ = 3.

¢ = g, (1.85)

Nous avons, en utilisant la définition du déterminant

axlo axll 81,2 8:6’3

ozt Oxv Ox* Ox®

%
ox

C,u,u)\n — ‘

Ceci d’une part. D’autre part, nous avons également, en utilisant I’équation (1.85)

axIO axll ax/2 ax/3
Ozt Oxv Oz Ox*

0123

C,ul/)\/f _ 04C0123 —

«,

ol on a utilisé le fait que ¢ = 1. En comparant les deux expressions précédentes, on déduit

!
que o = ‘%—xx‘. Donc

~1
crné — (9_1:’ Oz” 0x°' Ox™ Ox'¢ cr
Or | Ozt dzv dx> dx* ’
et par conséquent (”°™ est une densité tensorielle de poids —1. D’apres ce qui précede, on peut
former un tenseur contravariant ordinaire d’ordre 4 en multipliant ¢(*°" par ¢~'/2. On peut

également former une densité tensorielle covariante, en abaissant les quatre indices de (¥ par

la méthode usuelle :

Cpffn& - gpugougn)\ggnguy)\n- (186)
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On peut voir facilement que (,oq¢ est complétement antisymétrique dans I’échange des indices

p,o,n et £ 11 s’ensuit que Cpone est numeériquement proportionnel & (777

C/ﬂm& = CCpUn£> (187)

pour déterminer ¢, considérons l'ordre 0, 1,2, 3, auquel cas, en vertu de (1.86),

Corzs = 90u911/92)\93:-eCWAN =detg = —g,

D’autre part, en vertu de (1.87),

C0123 — CC0123 —c.

En comparant, on a 1’égalité numérique

Cmng — _gcpanf‘

Il est clair d’apres (1.86) que (pone est une densité tensorielle de poids —1, comme 1'est G
L’algebre des densités tensorielles est semblable a celle des tenseurs.

1°— Une combinaison linéaire de deux densités tensorielles de méme poids w est également
une nouvelle densité tensorielle de poids w.

2°— Le produit direct de deux densités tensorielles de poids w; et ws est une densité
tensorielle de poids (w; + ws).

3°— La contraction d’indices dans une densité tensorielle de poids w donne une nouvelle
densité tensorielle de méme poids w.
Il s’ensuit que 1’élévation ou ’abaissement des indices ne change pas le poids d'une densité
tensorielle. En effet pour abaisser ou élever un indice, on multiplie d’abord selon le cas par le
tenseur métrique g, ou le tenseur métrique inverse g"” qui sont de poids zéro puis on contracte

deux indices. Donc on ne modifie pas le poids de la densité tensorielle.

1.5.5 Transformation de la connexion affine

Considérons la connexion affine désignée également sous le vocable de symboles de Christoffel,

définie par

ar 92(°
aC® dxrdz

A
r, = (1.88)
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ou (* dénotent des coordonnées localement inertielles et x* désignent des cordonnées arbitraires.

Sous une transformation générale de coordonnées z# — x'*

N g2
Mais,
oz dx™ da°
oc  0x ¢
et

ox'mdz”  dx'm \ 9z dxP -

Par conséquent,

o’¢t 0 <8x” 0(“) O*xP OC*  dxP ¢ O

s 0™ 9x" Oz O’ 0P
e Qo Oz’ Oxv P QP Ox'hOx

 9amdz dxP - Ox Oxrdxn Ox't

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

Nous voyons que F;}V ne se transforme pas comme un tenseur, a cause de la présence du deuxiéme

terme du membre de droite.

1.5.6 Dérivation covariante

La dérivation d’un tenseur ne donne généralement pas un tenseur. Considérons un vecteur

contravariant v*, sous une transformation générale de coordonnées x# — z'* :

/
vt = Oz “v”.
ox
Dérivons v"* par rapport a '
o' g [ox™
— v .
ox'  0x' \ OxV
Mais,
g 017 0
oxN Oz Ox°’
Il s’ensuit que
ov'r 0z O*alt Ox° O0x'* 0

v VY.

or™ Oz 8x”8x”v oz Oxv Ox°

Le premier terme du membre de droite brise le comportement tensoriel de

(1.93)
(1.94)
(1.95)
(1.96)
gg‘; . Ce terme

nous rappelle quelque peu le terme non homogeéne qui fait que la connexion affine n’est pas
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un tenseur. Notre but est de construire une généralisation de la dérivée d’un tenseur de telle
maniére que le résultat soit de nouveau un tenseur avec un indice covariant en plus. Etudions

la loi de transformation de I'y v*, sous une transformation générale de coordonnées x# — 2/ :

D Ox'* Ox& Oxr _, ~ Ox"  O%xP 8:1:'”‘@9 (1.97)
vt Oze 9z 9z P Qxe Oz Oz ) 0xf '
Cherchons une autre expression pour %ZIZ %. Partons de I'identité
%W Sx,o — 5" . (1.98)
xr? dx'v
et dérivons la par rapport & 2/*. Nous avons
9 (0x'™ oxf\ 0
ox> \ Oxr Oz )
c’est a dire
ox'™  9*ar o%x'" Qx° dxP 0 (1.99)
OxP dx ox — Oxdxr Ox™ Ox'v '
d’ou
oz 9x° 9" 0a° Oaf (1.100)
Oxe Oz 0z Ox°dxP Ox' Ox'v’ ’
L’équation (1.97) peut alors étre réécrite comme :
D — Ox™ Ozt dar . OPx* da” Oaf B:B/’\U(,‘ (1.101)
v Ox® Oz Az P Qxrdxe dx* dx ) Ol
En utilisant la relation %%JCT,: =6,
e P 2 1 2
A v SV B Ay (1.102)
v oz Oz 0P dx°0xr Ox'v
Par conséquent,
ot A oz oxP (0 . 4
oz’ T = 927 9z \ 9zr " Lo )+
ox® O*x™ 9% Oxf
9z dzodr . 0x09xe Dz (1.103)
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Les indices de sommation étant des indices muets, on peut montrer que les deux derniers termes

du membre de droite de (1.103) disparaissent, c’est a dire que,

o™ LT ox'™™ Oxf [ 0
v g
oz’ AV 0x° dz™ \ OxP

Donc (Oyv* +T% v”) est un (1,1) tenseur. Ceci nous ameéne a définir la dérivée covariante d’un

V7 + rgpvg) : (1.104)

vecteur contravariant v* noté v" .\ par

Nous pouvons également définir une dérivation covariante pour un vecteur covariant w,,. Sous

une transformation générale de coordonnées

ox”

La dérivé de w,, par rapport a x”, g“;;‘ se transforme en
ow,, o [ 0xf
= w
oz ox™ \ Ox'm "
0?xrP 0x? dxP O
_ ST e w,. (1.107)

oxox'm "~ Oz Oz Oxe P

De nouveau, le premier terme du membre de droite de (1.107) fait que Duy

oxv

n’est pas un tenseur.
Nous avons a construire une généralisation de la dérivée d’un tenseur qui soit un tenseur. Pour

cela, considérons d’abord le transformé de FZ\WW »- Nous avons

_ [02" 92f 927, Ox* 9?2 | Oxr

I
Lty = 920 Oz Dz € Db duv x| da P (1.108)
En utilisant la relation %UT/;% =J, ”, on aboutit a
0zt 0x° 0%ar
I p
Fuyw/\ = 8.75'#@ gowp + le). (1109)

Il s’ensuit que

ow, _ , Oaf 0z° dzf 0O
oz N = ax’yﬁx’“w’) ox'” Ox'm axawp B
oxs 0x° 0%xP
- TP w,——w
dx/t dxv &0 Qpvgin
o0x° Oz 0 oxs 0x° o

= W, — w,.
dr dx'm dxe P dxm atv 0P
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En faisant un changement convenable des indices muets, on aboutit a

ow;, dx® dzf [ O
—Thw — T w 1.110
8:13’” “h= Ox'v Ox'r [ax” } ( )
11 en resulte que (0w, — F/Aww ») est un tenseur covariant d’ordre 2 noté w,,
Wy = Oywy — T wa. (1.111)

Nous pouvons aussi généraliser la notion de dérivée covariante pour un (p, q) tenseur quelconque.

, . L, e, . g fhg e fL
Pour définir la dérivée covariante de 7" """

v1..vq, ON ajoute & la dérivée ordinaire de 7" un
terme I'T" pour chaque indice contravariant et on retranche un terme I'I" pour chaque indice

covariant. Plus précisément

Py IR Opg.-.. B bp_16
T Vll.u..uq;'y =T u yq;y‘i_r 'T V Vq+ "—F T pl/ Vg

q

1’15 TUI _ _ 1’16 T/Ll /'I’p

v1y 61/2 Vg Vg Vi.Vg—10"

(1.112)

On définit également la dérivée covariante d’une densité tensorielle. Considérons f une densité
tensorielle de poids w. Considérons ¢“/2F , qui rappelons le, est un tenseur ordinaire. Considé-

. L, e, . J e
rons maintenant la dérivée covariante du tenseur g</2f """

v1..ve- Multiplions ensuite la dérivée
covariante ainsi obtenue par g~“/2. L’objet obtenu qui est également une densité tensorielle de
poids w, est par définition la dérivée covariante de la densité tensorielle F, et est notée de la
méme fagon que la dérivée covariante d’un tenseur. Donc

Ful...upylmyq;)\ _ g—W/2 (gw/2FM1mupV1qu);)\ . (1113)

Il s’ensuit que la dérivée covariante d’une densité tensorielle est formellement identique a celle

d’un tenseur ordinaire a ’exception d’un terme supplémentaire faisant intervenir la dérivée de

qg:

. 5
Fﬂl 511)_”Vq;k = F“l #ijl” )\ + F F I/ Vq + _'_ F F“l 'U’P 1/1 Vq -
5 By ft 5 w 09 pyen
L T L a vg1s T %@F N e (1114)
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F/"Ll'“,'l‘p L 0 Hyeeetp
V1. Vg\ " 8$)‘ V1i..Vq-

Signalons quelques propriétés de la dérivation covariante.
1°— La dérivation covariante d’une combinaison linéaire de deux tenseurs est la méme

combinaison linéaire des dérivées covariantes de ces deux tenseurs. En terme de composantes :

(OéTM...l;/Lmeq +ﬁ5m'"5f,,,yq);p _ &Tul"'zlff,,,yq;p +ﬁSu1.‘./ji)...l/q;pv (1115)

ol « et [ sont des constantes.
2°— La dérivation covariante d'un produit direct de deux tenseurs obéit & la régle de

Leibniz :

o Hy---Hp P1---Ps
- T V1...1/q;)\U 01...0m +

Hy - Py
T lemyq UP1 Ps

ey 1P
(T v U )

)

(1.116)

01.-OmiA°

3°— Les deux opérations de contraction et de dérivée covariante commutent :

Oguv

s’annulent dans
oz

- La dérivée covariante du tenseur métrique est nulle. En effet I', et
un systéme de coordonnées localement inertielles et par conséquent g,,,;\ s’annule dans le méme
systéme de cordonnées. Mais comme g,,., est un tenseur, il en résulte qu’il s’annule dans

., X . )
n’importe quel autre systéme de coordonnées. Donc :

09,
Juvix = 8;)‘ - Fiygpl/ - Fiygup =0. (1117)

On peut également montrer ce résultat de maniére différente. En effet en partant de la dérivée

premiére du tenseur métrique en termes de la connexion affine et du tenseur métrique lui-méme,

09,
((h/& =T1%,90 + 1%, 9up; (1.118)

on aboutit &

Juux = 0. (1119)

De la méme maniére on peut montrer que les dérivations covariantes des autres formes du

tenseur métrique sont également nulles :
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g N =0 et &, =0. (1.120)

Signalons aussi que la dérivation covariante commute avec les opérations d’élévation et d’abais-
sement des indices.
L’importance de la dérivation covariante apparait dans deux points essentiels :

a— La dérivée covariante d’un tenseur nous donne un nouveau tenseur .

b— La dérivation covariante se réduit & la dérivation ordinaire en l’absence du champ
gravitationnel, c’est a dire dans le cas ou I'} . = 0et g, =1, dot une méthode de construction

des équations covariantes.

1.5.7 Dérivée covariante le long d’une courbe

Il peut se faire qu’un tenseur ne soit défini que sur une courbe. Considérons un vecteur
covariant A* (1) le long d’une courbe z* (7). Sous une transformation générale de coordonnées

o — gt

B ox'¥
- Oz

am/ﬂ.
oxY

A (1)

A¥(7), (1.121)

ou 7 est le parametre qui décrit la courbe et a évaluer en z¥ = x”(7). En dérivant A" (1)

par rapport & 7 on aboutit a

dA™(t)  0x"™ dA¥(T) o

+ A . 1.122
dr oxv dr Oxv Oz dr (7) ( )
Le terme non homogéne aiiza/:k ressemble & celui qui apparait dans la loi de transformation de

la connexion affine. On définit alors la dérivée covariante le long d’une courbe z*(7) par :

%jﬂ = d(% + FKVC;—CE:A”, (1.123)
sous une transformation générale de coordonnées :
dr Oxd 9z’ dx'A ™" OxP Oz x| 0x? dr Oz
Mais
oz’ 9P _ o 9?x'm Oz (1.125)

Oxr Oxvox™ Oz 0x70xB OxN
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Il s’ensuit que

A’ ox'™ da? 02/t dzP
= F5 A A 1.126
Y dr = 9 " dr 01028 dr (1.126)

En effectuant un changement convenable des indices de sommation :

dA™™ dz'™ ox'™ dA¥(t) &% daP
'y ——A" = A7
dr T dr oxv  dr * 0z 0z dr -
ox'r - da? B O2a'm ,deﬂ

Oz " dr 017928 dr

Par conséquent,

dA'M d ox'* [ dA° dzx
- = + 19, A" 1.12
dt +T >‘” dr O ( dr ab dT) ( 7)

Finalement

DA™ ' DAY
dr  Oxv dr

La dérivée covariante le long d’une courbe d’un vecteur contravariant se transforme comme

(1.128)

un vecteur contravariant. De maniere similaire on définit la dérivée covariante le long d’une

courbe z#(7) d'un vecteur covariant B, (7). Sous une transformation générale de coordonnées

ot — P
, ox®
Bu(r) = B, (1) = 92 B.(r), (1.129)
avec
dB’ e dBa 2.0 dz'"
u(1) _ 02 dBy 2" _da (1.130)
dr ox'™ dr ~ Ox'mOx™ dr
Si on définit la dérivée covariante le long d’une courbe z*(7) d’un vecteur covariant B, (7) par :
DB dB dz?
b O0n _prop O (1.131)

dr dr Be=2 dr

Alors, sous une transformation générale de coordonnées

F/’\B dx'? _ ox"™ dx" Oz’ N 8i')‘ %P
Ndr Oz M x'v Z 0xP Ox'moz'r
0zt _ daxt 0x'°
Oz dr dat
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dz® dz'N __ 59

En faisant usage de 'identité »» on obtient

8> dzP
dz'? Ox" dme 0?28 dxt 0x'P
I B, —TI%B,— +——2DB 1.132
Ndr T gam P QI’“ax’ﬂ Pdr 02t ( )
Par conséquent
dB’ ,/\ , dz'? 0z* dB, PPz Oz dxt
dT dr ox't dr — Ox'mox’ 0xf dr
ox" da? 0?2 dxt 0x'°
0w, pda’ Ot datoxr (1.133)
ox'r " dr  Ox'mox'P " dr Oxt
Avec un changement convenable des indices muets
dB, dz'? 0z (dB, dx?
—~ T B, ~I%B, 1.134
dr Ndr T Oan ( dr of d7'> (1.134)
Donc, finalement
DB’ ox* DB,
I (1.135)

dr — Oxm dr
On peut généraliser la notion de dérivée covariante le long d’une courbe pour un (p, ¢) tenseur

e
quelconque 77, . par

DTﬂlmﬂpV v d d dx 5
Tl'”q — dTT“1 “51 g Fil;diTAMQ upm...w"’---"‘rigd_Tul Hp— 1;\1 vy —
d(E d.T‘S
A oy - B Y
I‘ylaﬁT ety Vowg T T qudﬁT 1 pylmyq_l/\_ (1.136)

La propriété de linéarité et la régle de Leibniz se généralisent immédiatement & la dérivée de
covariante le long d’une courbe. C’est également le cas pour la contraction des indices.
On peut également définir la dérivée covariante le long d’une courbe d’un champ tensoriel.

Si 7w

po... €8t un champ tensoriel, la relation (1.136) est toujours valable, mais comme nous

avons affaire a un champ tensoriel, nous pouvons parler de dérivée ordinaire, ce qui nous permet

d’écrire que :

dT'uympa... o dx(s aTMVmpo

T (1.137)

Il s’ensuit que :
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DTH- arm. dx?
po... pOo ... yu V... A ...
g (—8x5 + I'sT po. to = DT — > e (1.138)
Le terme entre parentheses, n’est rien d’autre que la dérivée covariante du tenseur 7% . Il

s’ensuit une relation entre la dérivée covariante le long d’une courbe pour un champ tensoriel :

DT,uu... . d )
Iy T (1.139)

i R
Notons finalement que la dérivée covariante le long d’une courbe sert & définir le transport paral-
lele le long de cette courbe. On dit d’un vecteur contravariant qu’il est transporté parallélement

le long d’une courbe z* (7), si sa dérivée covariante le long de cette courbe est nulle :

DA* AR p
_ d L dz

dr dr A dr

A =0, (1.140)

ou bien encore
_dA“ — ¥ @ AN
dr odr
équation différentielle du premier ordre qui définit A* (7) connaissant sa valeur pour un certain

7 = 7¢. On définit de méme le transport paralléle pour un vecteur covariant B,

DB, _dB, ., da’

dT dT N(S?B/\ = 0, (1141)

et plus généralement pour un tenseur 7

DT s

=0. 1.142
dr ( )

1.6 La courbure

Un espace est plat s’il est possible d’effectuer une transformation des coordonnées de telle
fagcon que le tenseur métrique, dans le nouveau systéme de coordonnées, soit identique au

tenseur de Minkowski
g,U,V == 77#1/7 (1.143)
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partout dans ’espace. Dans le cas contraire ’espace est dit courbe. Pour développer une mé-
thode qui nous permette de caractériser un espace courbe, revenons a la notion du transport
paralléle pour un vecteur covariant S,. Si S, transporté parallelement le long d'une courbe

a* (1), I'équation du transport paralléle s’écrit

as, dz”
=" S,—. 1.144
dT pv=p dr ( )
D’autre part,
as, 05, dx"
- ) 1.145
dT Oxv dr ( )
en comparant les deux expressions de , on aboutit a
oS, dz”
.S =0. 1.146
(&UV P > dr ( )

Comme ’équation précédente est satisfaite indépendamment du chemin z# (1), on déduit que

Sy

)

=0, (1.147)

c’est & dire S, ne dépend pas du chemin suivi pour aller du point de départ jusqu’au le point
d’arrivée.

D’apres 1’équation (1.146), on a :

S,
8:6”

En différentiant 1’équation (1.148) par rapport a z*, on obtient :

I,S,. (1.148)

%S, 0 0 0
= re — 1" re 1.14
9O~ O ( vSp) = (ax)\ ;w) Sp + W el (1.149)

En utilisant I’équation (1.148) et avec un changement convenable d’indices :

9%S 0
agjyal;‘/\ — (%Fzy ‘l’ Ffwl—";\a) Sp. (1150)
De la méme maniére
9%S 0
(91:’\82” = ((9—1“pA + F \ ) S, (1.151)
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En retranchant membre & membre (1.150) et (1.151), on arrive a

"5, &Sy 9 9 o P o T
0= o9 ~ Brdar — < i = 5o H TS, — FMFW> S, (1.152)

ot on a utilisé le fait que les dérivées partielles commutent. Comme la valeur de S, en un point
donné peut étre choisi arbitrairement, nous obtenons une condition nécessaire et suffisante pour
que la variété soit plate :

0

a o o
Rpuy/\ = %FZV - @Fz)\ + FWF’;\U — F/_L)\Fﬁo_ =0. (1153)

La nullité de R’ vy traduit absence de courbure. Cette derniére est une propriété intrinseque
c’est & dire indépendante du systéme de coordonnées utilisé. Ceci signifierait que R’ LwaSerait
un tenseur. On va montrer dans ce qui suit que c’est bien le cas :

Sous une transformation générale de coordonnées z# — x'* :

ox"™ 0x° Ox™ ) ox’”r 0%z

I -
v = OxP Ozt Oz °7  OxT dx'MOx™’ (1.154)
Appliquons maintenant la transformation inverse c’est a dire z/# — a*
oz 0x'° 0x' or* 922’7
= P — (1.155)
K ox'e dxt dxv 0x'™ dxhtdxY

Multiplions les deux membres de (1.155) par %’;—/f et faisons usage de la propriété gxi,i%%: =" .

On obtient alors :
82 /K a /K a Io a m
T 9T (1.156)

OxHOzv  Ox> M Qxn Oxv O

Dérivons la derniére équation une troisiéme fois par rapport & z7. on a

anm 8213/5 N ax/n o N azx/a 813”7 »
OzHoxr Ox™ oz ox™ M Oz Oxzm M OxTOzH Oxv "
ox'” 9z ox'” oz 9z 9 _,.

/K
Ozt Ox™oxv "1 Ozt Oxv Ox™ Ox'? "

(1.157)

En utilisant la relation (1.156) :
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83x/m

OxrOx’ 0x™

ox'® ox'™ 0’8 or'™® 0
1—\6 . 1—1/5 A Rl n 2
{8x9 I O ] w T x> 0z™ M
ox' ox'® Ox'P oz’
F@ o F/cr F/H o
[8x‘9 W Ok Qg P 1 dzv 7"
0z’ (9x”7r9 0z o', e
Ozt | Oxf VT Qxv OxT PN

ox'” 9z 9z 9 _,.
Ozt Oxv Ox™ Ox'® "

Sous un changement convenable des indices de sommation :

83 xm
OxHoxv0x™

Ceci d’une part. D’autre part,

a3xlﬁ

OxH0xT™0xv

0" 9z Oz
ox# Oxv 0x7
. ailaax/ﬁ K TA
dz> Oxm P
ox' 0z

F)\

oz | Oxm M

ox’" [ 0
{ +F37rfw] -

d K § Tk
Tt - T

oz’ 92" _,

K 1—\9 F/n
ox? Oxv P Qgr Oxf VTN
0z 0> 02'% _,
—_— | RN A
+8x“ dxv Oz PN
oxr'™ [ 0 ox' 9z’ Ox'?
M 4+ryr? | —
oz {313” pr T 0w ’”] Jzk 0x™ Oz
a IK 15 Tk ax,a ax/ﬁ Ik A
|:ax/9FU77 o F09F57l 9 Qv BT
oz'” 9z _, . 0" 0z _, .

ozt Oxm M1 Qgr Oz VT N
lo o 18

07 92" 02" _,, ..

dxk Oxm Oxv OB

(1.158)

(1.159)

(1.160)

On remarque que les quatre derniers termes sont symétriques dans I’échange des indices v et

7. En prenant la différence entre (1.159) et (1.160), on obtient alors

83 I/’i 83 xm

0

OzrOzvOx™  OrrOrTOxY

o™ | 0 A A 0 A 0

- Ox? [8567 FMV  Oav F’” + FQTFW - FGVFM -
ox'” 9xMdz" [ 0 _,. 0
Ozk Oxv Oz | Oz °" 9 Y

16 Tk 16 Tk
Lool'sy + oy 5] -
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oxc

5=+ On arrive a

Multiplions les deux membres de la relation précédente par

Oxt 0z’ Oz’ Oz'?

8 \R* . — R",.5=0 1.161
ATV e gtk Gk Qv Oxm OM ’ ( )
ol on a utilisé la définition de R),., (1.153). Par conséquent,
02° 9% 92" D'
R = " 1.162
W Qe 9k Qv dxm T ( )

quand on passe du systéme de coordonnées z'* au systéme de coordonnées z* et

oz 0z° dx" Oz°
T 9xe Q' O Qa7

lorsque on passe de systéme de coordonnées z# au systéme de coordonnées x'*.

R/)\

(1.163)

R s S€ comporte donc comme un tenseur appelé tenseur de courbure de Riemann Christoffel.

La contraction du tenseur de courbure donne le tenseur de Ricci

R, =R, (1.164)
La contraction de ce dernier donne le scalaire de courbure :
R:=g¢""R,,. (1.165)

1.6.1 Commutateur de deux dérivées covariantes

Le tenseur de courbure entre en scéne quand on cherche le commutateur des dérivées

covariantes d’un vecteur, a savoir

[D,,, D,|v*(z) =0, , — v (1.166)

Vil O

Ce commutateur, a la différence du commutateur des dérivées ordinaires qui est nul dans un

espace plat,

[0,,0,]v* =0, (1.167)

est différent de zéro dans I’espace de Riemann. En effet, en partant de la définition de la dérivée

covariante d’un vecteur covariant v, :
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Yuip Dzr F;\LpU/h (1.168)
et
vy,
Vppo = 67‘;’) —Ffwvg F o Uu:b
_ 9 av# A 0 8U9 € 0 av# €
T Oa° (% ~ et A) Puo \ 9o~ Foo¥e ) = Lo | g0 — Lot
- Ox° P (axarup Pupaxaw\ - Fwa + F oL po Ve
v
ro, P e+ T0 T pve. (1.169)
Ceci d’une part. D’autre part,
0%v, 9 x 0 o Ovy 0 e
e T Perdae <aprW g T Lurgge ¥ i oote ~
0
r a”“ +T% T o (1.170)
En faisant la différence de (1.169) avec (1.170), on obtient finalement,
Vs — Uy — — [ 2T vy + 9 pa oy + 0, Tove — 0 T v (1.171)
wpio — Ypsosp = opo e | A oxr Mo ) A po e af 7 )
En utilisant la relation, de définition du tenseur de courbure (1.153) , on aboutit a
Vspso — Vpsosp Rzop _Rﬁpa (1.172)

Dans le cas d’un vecteur contravariant U* on a, en procédant de maniére analogue, la relation

vt .,.—-u",, =R"

VK Y vk

U’ (1.173)

1.6.2 Propriétés algébriques du tenseur de courbure

Il est plus commode d’utiliser la forme complétement covariante du tenseur de courbure en
vu d’étudier les propriétés algébriques de ce dernier.
La forme purement covariante du tenseur de courbure est obtenue en abaissent 'indice contra-

variant grace au tenseur métrique :

RO',LLI/H goARuym (1174)

40



avec

%) %)
RN =_—T) — —T) +T°1 —T97T) (1.175)

UVE Ot M Oy He v Ko UK vo*

En Substituant & la connexion affine son expression en termes du tenseur métrique inverse et

des dérivées premiéres du tenseur métrique,

1 g | Oge  Oguw
A A0
B 27 [3;” dxh 8;‘9 ’ (1.176)

dans (1.174), on arrive a
— 9 1 A0 ag,u@ aqu ag,uz/
Rown = 9o {835“ {29 (833” + ozt Jx?
0 1 O ag,u@ agn@ ag,un
ox¥ {29 <8:1:"‘ * Ozt Oxf *

o, —ror.]. (1.177)

pur Ko BET Vo

Calculons d’abord les deux premiers termes du membre de droite de (1.177). Nous avons

1 o Y (ague gvo ag,u,u):| 1 829, 824, 02,0,
2777 e

{g orv Do 0ab )| T2 dxrdx? | dxrdxr  dxrdxd
1 0 ag,u@ 891/0 ag/w

— : 1.1
90 (a <9 > <8x” T 0w T ot (1.178)

En utilisant la relation

P
9or9

1 i,\e_la( Aa)_l ( >,\e
29 gzn? T 9 pgn \IN 2 9an NI
1 a P
= ——— (g, , 1.179
S () g (1.179)
ol on a utilisé le fait que
gorg =90, ",

on aboutit &

1 0 0 agu@ agu& ag,uu
g“a z [g (835” T 0w T 0

1 Pge | PG Pgw | 1
N oxrc0xy  Ozc0x* Oz 0x° 2

— (gor) Ffw. (1.180)
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Il est clair que pour le calcul du deuxiéme terme du membre de droite de (1.177), il suffit de

permuter x et v. Nous avons donc

1 J |1 0 ag,u@ gx agu;«c
297 9 {59 ((‘%E"‘ dxr  Oxf )]
1[ 0%g.0 0?0 %G 10
2 [837”8:1:”" dxvdxr 895”63:"] 282

Comme nous 'avons vu, la dérivée covariante du tenseur métrique est nulle

(gor) T (1.181)

Gork = 07
d’ou
0 0 0
S Jr = Logox + T'ixgoo, (1.182)
et
9 0 0
5 I = Legoxn + 1)) 000 (1.183)

En insérant les expressions (1.182) et (1.183) dans (1.180) et (1.181) respectivement, puis en
insérant dans (1.177), on arrive finalement a la forme complétement covariante du tenseur de

courbure

R 1 P9 P P | Pgus
HEE o | Gerdrt QxeOxr Oxtdry  OxCOx?
g [, 10, — T2 19 ]. (1.184)

oVt UK KT pv

Sur cette derniére forme, on peut mettre facilement en évidence les symétries du tenseur de
courbure Ry, :

1°— Symétrie dans ’échange en bloc de (ou) et (vk)

Ra;u/n = Rymau- (1185)

2°— Antisymétrie dans I’échange du premier et du deuxiéme indice et également vis & vis

de I’échange du troisieme et du quatriéme indice:
RO',LLI/H = _R,um/n = _Raym/ = R,uomx' (1186)
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3°— Cyclicité :

Ropvr + Rovp + Rogpw = 0. (1.187)

Cette derniére relation est vérifiable, en utilisant le fait que le tenseur métrique est symétrique
et que la connexion affine est symétrique vis & vis de ses deux indices du bas. Il s’ensuit que
pour une variété a 4 dimensions le tenseur de courbure possede 20 composantes indépendantes

qu’on peut prendre comme

R0101> R01027 R0103; R0112a R0113a R01237 R02027 R02037 R0212> R02137

Ro223, Ro3o3, Los13, Rosz23, Ri212, 213, Ri223, Riziz, 1323, Rasos. (1.188)

Les autres composantes sont soient nulles, soientt se déduisent des précédentes en appliquant
les propriétés de symétrie, d’antisymétrie et de cyclicité.
On a essentiellement une seule maniére de contracter une seule fois le tenseur de Riemann ce

qui nous donne le tenseur de Ricci R,

gAVR)\,uzm - R,Lm- (1189)
Le tenseur de Ricci est symétrique par ’échange de ses deux indices. En effet
RHLL = gAVRAK/VM
= gl/)\Ryn)\u
= g)\VR/\uun

= Ru.

Il en résulte que Le tenseur de Ricci a 10 composantes indépendantes.
Nous avons également une maniére unique de contracter deux fois le tenseur de courbure dans

le but d’obtenir le scalaire de courbure R.

gA”g“"quun — gunRM = R7 (1.190)

ou

gA”g’“’Rmm — _g)\ﬁgm/R)\;mv — _gMVR#V = —R. (1191)
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1.6.3 Identité de Bianchi

Le tenseur de courbure posseéde des identités différentielles importantes. Pour dériver ces
identités, considérons un systéme de coordonnées localement inertielles (* dans lequel la connexion
affine et les dérivées premiéres de g sont nulles. En prenant la dérivée covariante du tenseur de

courbure dans le systéme de coordonnées localement inertiel (“ on obtient :

1 P g, 29, D3 Gan
R}\,U,VH;’I] =3 N - gl; + g)\” - I (1192)
2 | 0x"0xr0xt  Ox"OxrOxr  Oxndx Oxv  Ox"Oz Ozt
Faisons des permutations circulaires des trois derniers indices, on obtient :
1] Pgae PG o? Pon ]
Ry = = S _ T T Pv__| (1.193)
T 2 | 0zv0xndzt JzvOxA0xn  QxrdxrOxv  OxvOxrOTH |
et ) )
R o 1 839/\77 o 839;“7 o 8?)9)\1/ (939#1/ (1 194)
At = 9 | dxrdrv Ot 0xr0r o Oxrdrrdr | Orrdxndat | '
En ajoutant membre & membre les trois relations précédentes, on aboutit a :
RA,LLI/I{;’H + R)\,umw/ + R)\,unu;/f = 0. (1195)

La relation précédente stipule la nullité d’un certain tenseur. Comme elle est valable, comme
nous venons de le voir dans un systéme de coordonnées particulier (systéme de coordonnées
localement inertielles), elle est valable dans n’importe quel systéme de coordonnées. Sachant

que les dérivées covariantes de tenseur métrique inverse sont nulles

v . =0, ¢¥ =0, ¢¥ =0, (1.196)

et en faisant usage de la régle de Leibniz, on obtient, aprés multiplication des deux membres

de (1.195) par g,

(g/\y R}\}U/H) n + (QAV R)\;u@n);y + (gAV RN”W);H = 0’ (1197)

)

ce qui donne

44



(Ryn)y + (Bpn),, = (Bup),,, = 0. (1.198)
En utilisant de nouveau la regle de Leibniz et la nullité des dérivées covariantes du tenseur

métrique inverse g"”, on arrive a
(9" Run)y + (9" Riy) , — (9" Ry),. = 0. (1.199)

Mais,
(gHHRZRn);V = ( MQAV R)\umn);y - - (gAV R/\U);V - - (RV 77)'1/’ (1200)

)

et I’équation (1.199) se réduit alors a

0=Ry—(R",), —(R",), =Ry—2(R",),, (1.201)
ou
y 1
<R 77);V - éR;”’

qu’on peut mettre également sous la forme

v 1 v
<R e §gnR) = 0. (1.202)

)

1.7 Les équations d’Einstein

1.7.1 Contraintes sur la théorie de la gravitation

La théorie de Newton a connu de trés nombreux succeés dans la description et la compré-
hension des systémes planétaires. Elle ne peut cependant pas étre gardée telle quelle, car c’est
une théorie non relativiste. La théorie qui doit prendre sa place doit satisfaire deux critéres
essentiels :

1°— En premiére approximation, elle doit se réduire a la théorie de Newton pour des champs
gravitationnels faibles et reproduire les résultats connus en ce qui concerne les mouvements
planétaires.

2 °— Au dela de cette approximation, les déviations par rapport a la théorie Newtonienne

prédites par la nouvelle théorie doivent pouvoir étre vérifiées expérimentalement.
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Rappelons les caractéristiques de la théorie de Newton :

a) Il s’agit d’une théorie scalaire : i) Le potentiel de gravitation ¢ est une fonction scalaire
et i7) La source du champ est un scalaire, c’est la densité de masse p de la distribution de
matiére.

b) L’équation régissant le potentiel ¢ est ’équation de Poisson, qui est une équation aux

dérivées partielles du second ordre

A¢ = 4nGp, (1.203)
ou A désigne le Laplacien et G est la constante gravitationnelle qui entre dans I'expression de
la force d’attraction F' entre deux masses m et m’ par

Gmm/’

P =20 (1.204)

r

1.7.2 Tenseur d’énergie-impulsion

En Relativité Restreinte, on caractérise une distribution continue de matiére ou d’énergie par
un tenseur symétrique T"”. La conservation de I’énergie et de 'impulsion totale s’expriment,

au niveau local par la loi

™™ =0. (1.205)

En présence de la gravitation, cette équation doit étre remplacée par une équation qui se réduise

dans un systéme de coordonnées inertiel a (1.205). D’aprés ce qui précede, il suffit de remplacer

la dérivée ordinaire par une dérivée covariante. Autrement dit, (1.205) est remplacée par
oTH

T, = e A T T T T =0, (1.206)
) J;l/

Fluide parfait

Le fluide parfait est défini comme un milieu dans lequel en chaque point il existe un systéme de

coordonnées localement inertiel qui se déplace avec ce fluide, de sorte que, le fluide apparaisse
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le méme dans toutes les directions. Pour un systéme de coordonnées comobile, les composantes

du tenseur d’énergie-impulsion prennent la forme

T =6yp, TO=Tu=0, T®=p, (1.207)

ou p et p représentent la pression et la densité d’énergie respectivement. Ensuite, dans un

systéme de coordonnées cartésien et localement inertiel T prend la forme
™ =pg" + (p+ p)u"u”,  guu'u’ = -1, (1.208)

ol p et p sont identiques a celles définies pour le systéme de coordonnées comobiles. Par consé-

quent, ce sont des scalaires et u* est définie de maniére qu’il se transforme comme un quadri-
teur vit transformation générale d données et tesu® =1

vecteur vitesse sous une transformation générale de coordonnées et a comme composantes u

et ' = 0 dans un systéme de coordonnées comobile.

1.7.3 Les équations d’Einstein

Les équations d’Einstein ou les équations de champ d’Einstein constituent des équations
dynamiques qui décrivent comment la matiére et ’énergie modifient la géométrie de I'espace-
temps. Cette courbure de la géométrie autour d’une source de matiére est alors interprétée
comme le champ gravitationnel de cette source. Le mouvement d’une particule test dans ce
champ est décrit tres précisément par les équations de la géodésique.

Nous allons maintenant nous intéresser a la dynamique de la relativité générale, c’est a dire
que nous allons dériver les équations qui gouvernent le tenseur métrique.

- Considérons un champ faible et statique créé par une distribution non relativiste de

matiére. Nous avons alors pour ggg I’expression suivante :

goo = — (1 +29), (1.209)

ol ¢ est le potentiel de Newton qui est une solution de I’équation de Poisson (1.203). D’aprés

ce qui précede

Agoo =-2A ¢ = —87TGT00. (1210)
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Cette derniére équation est valable pour un champ faible et statique créé par une masse non
relativiste. I’équation (1.210) nous ameéne & conjecturer pour un champ faible et statique pour

une distribution générale 7,3 d’énergie impulsion, une équation de la forme

Gag = —SWGTQB, (1211)

ou G, est une combinaison linéaire du tenseur métrique et ses dérivées premiéres et secondes.
Le principe de covariance nous dit que les équations qui gouvernent des champs gravitationnels

d’intensité arbitraire prennent la forme
G, = —8rGT,,, (1.212)

ou G, est un tenseur qui se réduit a G5 pour des champs faibles. Signalons les propriétés que
doit satisfaire G, :

a— D’apres (1.212), G, doit étre un tenseur tout comme l'est 7),,,.

b— Toujours d’aprés (1.212), G, doit étre symétrique, tout comme l'est 7),,,.

c— De nouveau d’aprés (1.212), G, doit avoir une dérivée covariante nulle & 'instar de

T
d— De plus, on fera I’hypothése suivante : Pour un champ gravitationnel faible et statique

géneré pour une distribution non relativiste de matiére
GOO >~ Agog. (1213)

e— G, consiste en une somme de termes avec N = 2 dérivations au totale pour cha-
cun d’eux. Autrement dit, ces termes sont soient quadratiques en les dérivées premiéres de la
métrique, soient linéaires en les dérivées secondes de la métrique.

Comme nous 'avons vu, le tenseur de courbure est 'unique tenseur qu’on puisse construire a
partir de tenseur métrique et ses dérivées premiéres et secondes, et qui soit linéaire dans les
dérivées secondes. Il s’ensuit que les termes composant G, seront obligatoirement obtenus par
contraction du tenseur de courbure. Les propriétés de symétrie du R, montrent qu’il y a
seulement deux tenseurs qui peuvent étre formés par la contraction de Ry, a savoir le tenseur

de Ricci et le scalaire de courbure. Alors, la propriété (a) impose a G, de prendre la forme
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G;Ll/ - ClR,w/ + C2QWR7 (1214)

ol ¢; et ¢y sont des constantes. Du fait que le tenseur de Ricci R, et le tenseur métrique g,,,
sont symétriques la condition (b) se trouve automatiquement satisfaite. Imposons maintenant

la condition (c¢). Nous avons alors
0=G" ” = ClR‘uy;# + CQQMVR;# -+ ngwj;uR. (1215)
Comme g"”., = 0, la relation (1.215) se réduit a
0=G" , =cR" +cg"R,. (1.216)
En faisant 'usage de la relation

1
R, = 397"y, (1.217)

dérivée a partir de I'identité de Bianchi, nous arrivons a

1
0 = G&",= ClEQMVR%N + 29" Ry,
1
= (501 + 02> g"R.,. (1.218)

En utilisant la propriété g”g,, = 0" ,, I'équation (1.218) peut se mettre sous la forme

1
0=aGg* o (501 + 62) R;p. (1219)
Donc pour satisfaire a (1.219) on a deux possibilités
soit
R, =0, (1.220)
soit
1 .
2 =50 si R., #0. (1.221)

La premiére possibilité est exclue car I'équation (1.212) implique que
G", = —8rGT",. (1.222)
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Ceci d’une part. D’autre part, d’apres (1.214) ,

Gt = R M;V+CQQMHR;V,

v

= (01 + 4CQ)R;V, (1223)

ou on a fait usage de g*, =4 et de R* , = R.

En combinant (1.222) et (1.223) on arrive a
(c1 +4e2) Ry = —8aGT"

et 'annulation de R,, implique alors celle de T* qui n’est pas acceptable dans le cas général

v

(T*" .., # 0 en présence de matiere non relativiste et non homogene. Il s’ensuit que

1
Cy = — 501, (1224)

et par conséquent
1
G,u,l/ =0 (RMV - §guuR) . (1225)
Finalement, on utilise la propriété (d) pour fixer la constante ¢;. Pour un systéme non relativiste

la condition

Ti; < |Tool s

se trouve toujours réalisée, il s’ensuit que

ce qui implique que
1

Comme le champ est faible g5 > 7,4, le scalaire de courbure sera donné par

R~ 1" Roo + (n” Ri; +n” Roi + 1Ry ,

ou en utilisant les valeurs des composantes du tenseur de Minkowski
’ 3
R~ —Ry + X;R“ = —Rop + §R — R =2Rqy.
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Il s’ensuit que

1
GOO = C <R00 - §QOOR) ~ 261R00. (1228)

Pour calculer Ry pour un champ faible, nous pouvons utiliser la partie linéaire du tenseur de

courbure R),,, donnée par la relation suivante

oxrcoxt  OJzxrdzxr  OxvOxt  Ox¥Ozx?

Comme le champ est statique toutes les dérivées par rapport au temps s’annulent. Il en résulte

R _ 1 |: azg)\u 829;111 a2g)\n GQQ;M :|
AUV — 5 - .

que

3
Z 1 P90 _ 1
ROO = RHOMO = R 050 = 77j RkO 0 &~ 5 E_ - =—-A doo- (1229)

Il s’ensuit, en remplacant dans (1.228), que

Goo = 1 A goo.
En comparant a (1.213), on aboutit a
cC1 = 1,

et par conséquent a

1

2
Finalement,

1

G,uz/ = R,LLI/ - éguuR- (1231)

Les équations du champ d’Einstein s’écrivent alors

1
R = 59uwR = —87GT,. (1.232)

Il existe une forme alternative utile pour les équations du champ d’Einstein. En contractant

(1.232) a l'aide de tenseur métrique g"”, on obtient

1
Rt — ég“uR = =8rGT" ,,

m
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ce qui implique que

R =81GT" . (1.233)

En insérant cette expression de R dans les équations de champ d’Einstein, nous obtenons

1
R,, = —81G (TW — 59T A) . (1.234)
Les équations (1.234) et (1.232) sont complétement équivalentes. Dans le vide 7),, s’annule,
et en partant de ’équation (1.234), les équations de champ d’Einstein dans un espace vide se

réduisent a

Ry, = 0. (1.235)

Dans un espace-temps & deux ou trois dimensions, le tenseur de courbure s’annule, et le champ
de gravitation est alors absent. Le champ gravitationnel dans un espace vide n’existe que pour

quatre dimensions et plus.

Si on renonce & la cinquiéme condition, condition (e), pour permettre a G, de contenir
des termes avec moins de dérivées, la liberté d’utiliser des dérivées premiéres ne permet pas de
nouveaux termes supplémentaires, mais si nous pouvons utiliser la métrique elle méme, alors

un nouveau terme proportionnel a g, est possible. Les équations d’Einstein s’écrivent alors :

1
Ry, — §gWR —Agp = —87GT,,. (1.236)

Le terme Ag,, a été introduit par Einstein pour des raisons cosmologiques, et A est appelé
constante cosmologique. Ce terme satisfait les propriétés (a), (b), (¢) et (e) et ne satisfait pas la
propriété (d). Pour cette raison A doit prendre une valeur suffisamment petite de maniére & ne
pas remettre en cause le succes de la théorie de la gravitation de Newton.

En contractant (1.236), nous obtenons
R",— 2R —4A = —8xGT" , (1.237)

alors

R = 87GT*, — 4A. (1.238)

En remplacant R par son expression (1.238) dans les équations d’Einstein avec la constante

cosmologique, on obtient
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1
R, — 39w (87TGT>\/\ —4A) — Ag,, = —87GT,,. (1.239)

Par conséquent, nous obtenons une deuxieme forme pour les équations d’Einstein avec constante

cosmologique

1
R, + Ag,, = —87G (TW - égw,TA/\) : (1.240)

De nouveau, Les équations (1.236) et (1.240) sont complétement équivalentes.
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Chapitre 2

Meétrique statique a symétrie sphérique

avec ou sans constante cosmologique

2.1 Meétrique générale statique et isotrope

Un espace plat dans un systéme de coordonnées sphériques est décrit par la métrique de

Minkowski. Celle ci est donnée par

ds® = dt* — dr?* — r*(d6? + sin® 0dy?). (2.1)

Définissons ce qu’on entend par métrique statique. Une métrique statique est telle que les

composantes du tenseur métrique soient indépendantes du temps

8ga5 _
ot

D’autre part, une métrique qui posséde une symétrie sphérique est une métrique ou il n’y a

0. (2.2)

de direction privilégiée.Ceci implique en particulier que la métrique doit étre invariante sous le
changement de df en —df ou/et de dy en —dgp. Il s’ensuit que nous ne pouvons pas avoir des
termes de la forme drdf, drdy et dfdyp dans I’élément de temps propre.

Mathématiquement si la métrique est statique et isotrope, il est alors toujours possible
de trouver un systéme de coordonnés dit quasi-Minkowskien { z', 22 23 2o = t}, ou le temps

propre d7 = —g,,dx*dx” ne dépend de 7 et de dZ qu’a travers les invariants rotationnels
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d7'?, 7.dx et T2 [12]. Par conséquent, 1’élément de temps propre prend la forme

dr? = F(r)dt* = 2E(r)dt 2z .dx — D(r)(7.d2)? — C(r)d x>

, (2.3)
ou F, E, D et C sont des fonctions arbitraires de r, qui est défini comme
r=V7.7. (2.4)

. 2 P —
Il est convenable de travailler avec les coordonnées sphériques de =«

r, 0 et ¢ liées aux
coordonnéesquasi-Minkowskiennes z!, 22 et 2 par les relations habituelles

' =rsinfcosy, 2° = rsinfsinyp, 2* = rcosé.

La relation (2.3) prend alors la forme

dr® = F(r)dt* — 2r E(r)dtdr — r*D(r)dr® — C(r) (dr® + r*d6* + r* sin® 0d?) . (2.5)

Faisons un changement de la coordonnée temps ¢ — t'. Ceci correspond & une redéfinition du

temps ou une resynchronisation des horloges.

t'=1t+d(r), (2.6)
d’ou
dd(r)
dt’ = dt d 2.7
ol @ est une fonction arbitraire de r. Le temps propre s’écrit alors comme
o(r)\” )
dr? F(r)dt? — | —F(r) d®(r) +72D(r) — 2rE (1) e dr? —
dr dr
d®(r) 1 2 2702 | 22 2
2 F(’I“)—d +rE(r) | dt'dr — C(r)(dr® + r°df” + r* sin” 0dp*). (2.8)
r

Choisissons ¢ de telle maniére a éliminer les termes non diagonaux de (2.8), ce qui revient
a choisir ® satisfaisant a 1’équation différentielle
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dd(r) B rE(r)

dr—  F(r)’

Avec ce choix de ®, dr? se réduit a

dr* = F(r)dt” — G(r)dr* — C(r) [dr® + r°d0”® + r” sin® 6de?] ,

ou

G(r) =1 (D(r) + ?28) .

On a aussi la possibilité de redéfinir r. Si on prend un nouveau rayon 7’ lié & r par

d
% = C(r)r?, 2r'dr’ = (20(7")7" - T2—Cd£r)> dr.
Le temps propre se met alors sous la forme
a(r) 1 ’
dr®* = F(r)dt? — <1 + = ) ( e > dr”
clr) L+ ZCT(T‘) d1(~ :

—r"? (d92 + sin® Gdgpz) )

—2
Si on pose B(r') = F(r) et A(r") = (1 + gg:;) (1 + 2509 dig”) , alors

dr? = B(r')dt'? — A(r')dr'™® — r'? (d6? + sin® 0d?) .

(2.9)

(2.10)

(2.11)

B(r'") et A(r") sont des fonctions de 1’ qui vont étre déterminées par les équations de champ

d’Einstein. Dans un but de simplification des notations réappelons dans ce qui suit 7, 7.

La relation (2.11) est désignée sous le nom de forme standard de la métrique générale d’un

champ gravitationnel statique et isotrope.

Le tenseur métrique associé a (2.11) est donné par

—B(r)
0 A(r) 0 0
Guv = )
0 0 r? 0
0 0 0 r2%sin%0

(2.12)



et le tenseur métrique inverse de (2.12) est

B(r)
0 0
g = A . (2.13)
o o0 % o0
0 0 0 oy

En outre, le déterminant du tenseur métrique vaut —g, avec g donné par

g =r*sin> 0A(r)B(r). (2.14)

L’élément de volume invariant est donné par

Vgdrddde = r*/ A(r)B(r) sin 0drdfdep. (2.15)

Calculons maintenant la connexion affine, en utilisant la relation :

1 dg 09 O
Ao P v Y9u
r, = 59 p (ax” +-= em) . (2.16)

Les composantes non nulles de la connexion affine sont

. 11 dB(r) . 11 d A & . rsin®f
Ftt - 5 (A(T)) dr )7 Frr_ QA(T)JA(T‘)? 99__M7 F(p(p__ A(’/’) )

1
rY, = 19 = o Fiq) = —sinfcos?,
1
re, = If, = o I'%y =14, = cot. (2.17)

En faisant usage des expressions des composantes non nulles de la connexion affine, on peut

tirer les composantes non nulles de tenseur de Ricci. Tous calculs faits, on obtient
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_ _B'r) 1 (Br)\ (Al) Br)\ _1(B(r)

mo= gyt Ci) G o) 5 Geg) @9
_ BUr) 1 (B@)\ (Al) B\ 1 A()

v = gm0 -3 (se) G+ 50) () 21
B r B'(r) Alr) I

"o = 536 (By ~ 409) * 7 (220
o T B'(r) A(r) 1 o

R,, = sin“0 {2/4(7“) (B(T) — A(r)) + A 1] = sin® 0 Ryy, (2.21)

R, =0 pour j # v, (2.22)

ou’ := d/dr. L’équation (2.22) montre que le tenseur de Ricci R, est diagonal. L’annulation

des composantes Ry, R,, et Ry, et le fait que Ry, = sin? @ Rgy traduisent linvariance par
rotation de la métrique. L’annulation des composantes Ry, Ry, et R, est une coséquence de

I'invariance de la métrique sous la transformation ¢ — (—t) [12].

2.2 La solution de Schwarzschild

Une année aprés la publication des équations d’Einstein, K. Schwarzschild, en 1916, trouva
une solution de ces équations valable a 'extérieur de la source, supposée statique et a symétrie
sphérique. Cette solution correspond au potentiel Newtonien créé par une telle source en méca-
nique céleste non relativiste, et a ainsi rendu possible du résolution du probleme de Kepler en

relativité générale. La solution de Schwarzschild est une solution dans le vide, c’est & dire que

Ry, =0, (2.23)

avec les composantes du tenseur de Ricci données par (2.18 — 2.22). En remplaccant Ry et R,

par leurs expressions respectives (2.18) et (2.19), puis en combinant, on obtient

R, Ry 1 <A’ B’)
+ = .

0=+t =mal\ats (2.24)

Cette derniére équation implique que




Il s’ensuit que

A(r)B(r) = cons tante. (2.25)

Pour r — oo la métrique de Schwarzschild doit tendre vers celle de Minkowski. Dans le systéme

de coordonnées sphériques le temps propre est donnée par la formule (2.1). Il s’ensuit que

lim A(r) = lim B(r) =1, (2.26)
et par conséquent
lim A(r)B(r) = 1. (2.27)

En comparant a (2.25), on déduit que

1
Alr) = ——. 2.28
") =503 (2.28)
En faisant usage de (2.28), (2.20) et (2.19) peuvent étre réécrites, comme
Rgg=—1+ B/(’I“)T + B(T), (2.29)
et
B// B/ R/
Rrr — (T> (T) — 66 . (230)
2B(r) rB(r) 2rB(r)
Les équations du champ d’Einstein (2.23) impliquent alors que
B'(r)r+ B(r) = 1.
L’intégration de cette équation donne
rB(r) = r + constante. (2.31)

Pour déterminer la constante d’intégration, revenons a la limite Newtonienne d’un champ gra-

vitationnel faible et stationnaire, auquel cas gy se réduit a

g = — (14 29),
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ol ¢ est le potentiel Newtonien crée par une masse sphérique M situe a une distance r.
Comme cela est connu ¢ = —%, ou G est la constante de Newton, qui vaut : G = 6,6726 x
107 Y mdkg=ts2.

En comparant alors a (2.11), on aboutit a

B(r) =1+ 29, (2.32)
B(r)=1- QCiM' (2.33)

En comparant a (2.32) on arrive finalement a déterminer la constante intervenant dans (2.31),
qui n’est rien d’autre que le rayon de Schwarzschild Rg := 2G M.

En faisant usage de (2.28) on arrive alors a I'expression de A (r)

_ 2MG)_1' (2.34)

A(r) = (1 :

Finalement, on obtient ’expression finale de la solution des équations d’Einstein dans le vide

dans le cas statique et isotrope

2M 2MG\ ™
dr* = (1 — TG) dt* — <1 — TG> dr® — r*df* — r*sin® Odp?. (2.35)

On constate deux choses au vu de cette derniére équation, la premiére est que pour r grand.
La métrique se réduit approximativement a celle d’un espace plat de Minkowski. La deuxiéme
est que la métrique a deux singularités aux points r = 0 et r = 2M G. Cependant, ces deux
singularités sont de nature différentes. Au point » = 0, on a une singularité physique ou le
tenseur de courbure diverge, tandis qu’au point r = 2MG = Rg, le tenseur de courbure est
bien défini, mais I’espace-temps a un horizon en ce point appelé horizon d’événement.

Comme nous 'avons vu, la métrique souffre d’'un défaut au point r = Rg. Cependant, pour
les petits astres comme la terre, le rayon de Schwarzschild est trés petit et nous n’avons pas
a craindre que notre métrique soit brisée. Pour la terre Rg = 9 x 1073m, et pour un objet

de la taille du soleil Rg = 3 x 103m. Donc Rg est bien inférieur aux rayons de la distribution
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de masse. Donc a ’extérieur de celle-ci, on n’a pas a craindre de problémes puisque on aura

largement dépassé la rayon de Schwarzschild.

2.2.1 Les équations générales du mouvement

Considérons une particule massive ou un photon en chute libre dans un champ gravitation-

nel statique et isotrope. La métrique est donnée par

dr? = B(r)dt* — B~} (r)dr® — r*df® — r* sin? 0dp* = 0, (2.36)
et les équations de mouvement d’une particule test sont données par
d*x u dzr” da?

"y

ol p est un parametre qui décrit le trajectoire de la particule test. En général, dr est propor-

tionnel & dp, et donc on peut choisir p = 7 pour une particule massive. Pour un photon dr? = 0
et par conséquent, on ne peut pas choisir p = 7. On choisit alors tout autre parameétre excepté
le temps propre.

Si on fait usage des composantes non nulles de la connexion affine calculées en (2.17) les

équations de mouvement appelées aussi équations de la géodésique s’écrivent comme

P B i
dp>  B(r)dpdp

5156 () - (8) oo () rom (2 v

d?0  2d6dr dp\?

L AN YN ad) 2.

e + - apdp sin 6 cos < dp) 0, (2.39)
d*>o  2drdyp df dyp
— + —-——"+2cot0——=0 2.40
dp? * rdp dp aco dp dp ’ (2.40)

ou de nouveau ' := d/dr
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Divisons I'équation (2.40) par dgf on obtient

d d
— ln£+lnr2+lnsin29 = 0.
dp | dp

Par intégration de cette derniére équation, on trouve

dy J
in?g—=Jou - = —- 2.41
o dp ot dp  r2sin®6’ ( )

ot J est une constante arbitraire. Substituons & ‘fl—‘;, son expression (2.41) dans (2.39). On

obtient

d?0  2d0dr  J?cosf
_—t - — ——— = 0. 2.42
dp? * rdpdp risin®6 (242)

Multiplions (2.42) par 27’43—2, ce qui donne

df d*0 do\* dr  2J%cos 6 df
ot B PO |5 (B9Y dr _ 2Pcoshdf _
dp dp? dp) dp sin® 6 dp
ou
d A%
— [r* | =] + J*cot#?| =0. (2.43)
dp dp
Par intégration, on arrive a
A
r (—) + J?cot? 0 = A, (2.44)
dp
ol A est une constante arbitraire qui peut étre déterminé a partir des conditions initiales. Si
on fait le choix suivant des conditions 0 : 6y = 0 (p = po) = 5 et % e 0, alors A = 0 et par

conséquent (2.44) se simplifie en :

o\
rt (d_p) + J%cot?§ = 0. (2.45)

Cette derniére équation est une somme de deux termes tous deux positifs. Donc les deux termes

doivent étre séparément nuls, d’otl

m
b=73. (2.46)



et le mouvements de la particule s’effectue donc dans le plan équatorial. Autrement dit, si le
mouvement se faisait initialement dans le plan équatorial la particule test restera dans le plan
équatorial. Ceci est intiment lié a I'invariance sous les rotations qui implique que le mouvement
de la particule se fait dans un plan qu’on pourra toujours prendre comme le plan équatorial.

L’équation (2.41) se simplifie alors en :

de J
— = —. 2.47
dp r? (247)
Si on divise I’équation (2.37), par 3—1’;, on obtient
d dt
—<In—+1InB =0
o +mBO)} =0
ce qui donne par intégration
dt k
— = . 2.48
b~ B0 (245)

La constante k peut étre absorbée dans une redéfinition de p. On choisit donc le parametre p

de telle sorte que la solution prenne la forme

a1
dp  B(r)

Comme B(r) reste voisin de 'unité (B(r) ~ 1), p est & peu prés a la coordonnée temps t.

(2.49)

Insérons maintenant les équations (2.46) , (2.47) et (2.49) dans ’équation (2.38). On obtient

alors

=0.

dr  1B'(r) (dr\® J?B(r) = B(r)
P2 (d_p>‘ B 2B()

dp?> 2 B(r)
nous obtenons

En multipliant cette derniére équation par 22

B(r) dp’

7 {Bl“) () + % Bb)} -

Ce qui donne par intégration

=-F

dr\> J? 1
T 9.
) + 2 B(r) ’ (2.50)

50
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oll F est une constante arbitraire. D’aprés ce qui précéde, on peut mettre le temps propre sous

la forme

dr? = Edp*. (2.51)

Cette derniére équation est en accord avec la remarque que d72 doit étre proportionnel & dp?.
La constante de proportionnalité E est telle que :

E)O0 pour une particule massive.

E=0 pour les photons.

Comme B(r) est une fonction strictement positive, alors (2.50) implique que

J? 1

r

On peut utiliser ’équation (2.49) pour éliminer le parametre p : dp = B (r) dt.On obtient alors
dr
dat

7, qui caractérisent I’évolution de ¢ et de r en fonction du temps ¢,

. do
les expressions de = et

2d90

vt = JB(r), (2.53)
B~ (r) (%) + % — % = -k, (2.54)

Pour un mouvement lent d’une particule plongée dans un champ gravitationnel ;{—j, (%)2 et

B(r) — 1 = 2¢ sont tous petits. Par conséquent,

~ 1 — 2¢.
14 2¢ ¢
Il s’ensuit que
dip
2
— ~J 2.55
et )
1 /dr J? 1—-F

Cette derniére équation est la méme que celle qu’obtient Newton pour un champ de force

1-F

centrale, avec (~5~) jouant le role d’énergie du mouvement par unité de masse (m = 1) et .J

jouant également le role du moment cinétique par unité de masse.
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Dans les applications de la relativité générale, nous nous intéressons beaucoup plus a la
forme de l'orbite. L’équation de 'orbite peut étre obtenue en éliminant I’élément dt entre les

équations (2.53) et (2.54), ce qui donne

d B2
g () - (2.57)
dr 2 ( 1B _ L)E
J2B(r) J? r?
dont la solution est -
B*%(r’ dr’
o) =p(o) % [ ar’_ (258)
2 1 E 1 )2
r T <J2B(r’) - 772)

o (r) Iw(oo)i/ B (r)dr (2.59)

2.2.2 La déflexion de la lumiére

Fig.1 : Déflexion de la lumiére.

Par rapport a ce qui passe dans l'espace de Minkowski, ot les rayons lumineux se pro-
pagent en ligne droite, la trajectoire des rayons lumineux dans ’espace-temps de Schwarzschild
est courbe. Elle peut étre calculée perturbativement par rapport a la droite de Minkowski.
Considérons une particule venant de l'infini avec un angle ¢, et un point sur la ligne de
Minkowski de rayon 7 et d’angle ¢ (7).

Considérons le paramétre d’impact b :
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b=r(t)sin (¢ — ©,) - (2.60)

Cette derniére relation est vraie seulement en ’absence de la déflexion, en présence d’une

déflexion trés faible

b~rsin(p,, —¢@(1)). (2.61)

Comme |p., — p(r)| < 1

b~r(p —p(r)). (2.62)

Considérons une autre point de rayon r (t + At) , aprés un intervalle de temps At. La distance

parcourue par le photon pendant I'intervalle At, est donnée par :

D=L -1,

ou L est la distance parcourue entre le point de rayon r (¢t + At) et le point de rayon de
parameétre impacte b, et L’ est la distance parcourue entre le point de rayon 7 (¢) et le point de
rayon de parameétre impacte b.

Nous avons, sous la base de considérations géométriques élémentaires,

T o0 (e~ Rl AD)),

Par conséquent,

D =r(t)cos (p., — @r(t)) —r(t+ At) cos (p, — @(r(t + At))) .

La vitesse moyenne du photon pendant I'intervalle de temps At est donnée par :

D () cos (v — p(r(1)) — r(t + At) cos (g — @(r(t + At)))
At At ’

Vmoy =
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et la vitesse instantanée est donnée par :

D d

V=l g = gt ) 00 (6o — (1))

La relation (2.63) est strictement vrai s’il n’y a pas de déflexion.

(2.63)

En présence de la déflexion la relation est vraie approximativement. Comme |(¢., — ¢(r(t))| <

1 et donc cos (¢, — ¢(r(t))) ~ 1, la vitesse instantanée se réduit a

~ ——7r(t).
Vi ——r(t)

En partant de la relation (2.62), on obtient

d (b Ni( o)
AT AR R

et donc

Cbdr  dy
r2dt  dt
En faisant usage de la relation
dyp
2
— ~J
Tar T
on arrive a
bdr J
r2dt — r?’
ou, en tenant compte de (2.64)
bV = —J

Si on considére la relation

dans la limite r — oo, on arrive a

E=1-V2

Pour un photon V' = ¢ =1, ce qui prouve de nouveau que E = 0 pour un photon.
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Désignons par r, la distance minimale d’approche de la particule par rapport au soleil. On

a alors
d
Rl —) (2.67)
del,—,,
d’ott on déduit, en tenant compte de (2.54), que
1 1 E

2 J2B(r,)  J¥

et par conséquent une expression pour .J

J—rp<%m—l?>;—rp(%rp)+v2—l>;. (2.68)

Insérons cette derni¢re équation dans la formule (2.58), on obtient alors

B3 (7' dr’
P(r) = Poo —/ _(1 ) I (2.69)
- [i (55 +v2-1) " (g +v2 1) _A]

2
Cette derniére équation est valable de r — oo jusqu’a r = r,,.

Pour un photon V' =1, (2.69) se simplifie en

1

T O R ——

T

qui donne la variation de ¢ lorsque 7 varie de r = oo a 7 = 1.
D’autre part, la variation de ¢ lorsque r varie de r = 1, & r = 0o est identique a celle de ¢
lorsque 7 varie de oo a r = r,, et donc, la variation totale de ¢ lorsque r varie de oo & r = r,, et

ensuite, de r =1, 4 00 est 2 (¢(rp) — ¢ ). Finalement, la déflexion est donnée par 'expression :

Do =2(p(rp) = Poo) = (=) = 2( (1) = Po0) + 7. (2.71)

L’intégrale (2.70) est une intégrale elliptique. On peut l'intégrer en donnant la forme de la

fonction B(r). Dans le cas de la solution de Schwarzschild

_2MG

r

B(r)=1
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[e.o]

MRS S S

Simplifions la fonction & intégrer. Nous avons

1

dr’. (2.72)

/2B

de Tp 1
= - —
TR g
B 1
r\/ 5B () = B(r)
B 1
7"\/— (1 . ZGM}) —142GM1
1
= : . . (2.73)
ry /5 - 2GM5 L — 14 2GM!

. 2 R . . , .
Ajoutons et retranchons le terme 2G M :—2% a l'expression sous la racine dans le dénominateur
p'P

de I’équation précédente. On obtient,

1 1
2 r22GM e ' (2.74)
WESERE SRR o (5o 1) aarg (- 1)
Simplifions le terme, :—2 (% — ip) , on arrive a
p
r? (1 1 r? Tg —r?
rZ\r my B r2 \rrp (r+1p)
(-5%) o)
= (1-5
2 ) \rp(r+1p)
- -(5) Gem)
- rh rp (1 =+ 1p)
Il s’ensuit que %f peut étre réécrit sous la forme
1
% - . (2.75)
Ton/E-1i-2eml - 2eM ]
T3 rp(r+rp
De méme
dt B (ry)
— = . 2.76
dr r 3 ( )

B(r)\J1 =% [1—2GML - 2GM 7]
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Faisons une dévelopement limité de [1 —2GM L _oGM e v )] , et ne gardons les termes

N

jusqy’au premier ordre

1

1 _oamt 2GM;} ~1r oM am
r rp (14 1p) r

r

—rp i) (2.77)

En remplacant ensuite dans par son expression approximative dans ¢(r) — ¢, on obtient

e(r) — oo = / —GM/

—GM —. (2.78)
o (41 (—) —1

Faisons le changement de variable ' = =, du = ¢~. Nous obtenons

(r) / du oM 1 / u
T) — = — —_— —_— —_—
v Poo wu? — 1 Tp u?2/u? — 1

ul

1 d
GM— )
Tp/(U""l)\/u/Z—l

(2.79)

En faisant usage des intégrales :

1

dx )
/x\/ﬁ = — arcsin E’
/ dx 2 —1
222 — 1 B xr
dx z—1
p— —7 2-80
/(x—i—l)\/x?—l x+1 (2.80)

nous obtenons :

1 1 2 1
o(r) —p, = —arcsin— —GM— {1_ u }_
Uu Tp U
1 -1
G [1_ - (2.81)
Tp u+1

Par conséquent, la déflexion totale de la lumiére est donnée par
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Ap = 2(p(rp) — o) +7
- 2|:—g—QGMl:|+7T

Tp

~ ek <o (2.82)

Tp
La valeur de la déflexion de la lumiére est négative par ce que la déflexion s’effectue dans le
sens d’aiguilles d’une montre.

Pour un rayon lumineux approchant le soleil, la déflexion est prend la valeur [15]

Ao =—1,75". (2.83)

2.3 L’effet de lentille gravitationnelle

Le phénomeéne spectaculaire de la déflexion de la lumiére par une source gravitationnelle (en
'occurrence, le soleil) fut & la base du succes fulgurant de la théorie d’Einstein. L’avénement de
nouvelles techniques de détection permet aujourd’hui l'observation de mirages gravitationnels

(images multiples) a des échelles extragalactiques.

Fig. 2 : Effet de lentille gravitationnelle pour PRC 95 - 43. Image provenant du satellite
Hubble (HST pictures) [16].

Jusqu’en septembre 2007, la croyance générale était que la déflexion de la lumiére par une

distribution de masse a symétrie sphérique n’était pas sensible a la présence d’une constante
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cosmologique. Cette croyance a été révisé suite au travaux de Rindeler et Ishak [1].

2.3.1 Cadre et hypothéses de 1’étude

Nous avons le schéma suivante : Une source S, un quasar émet des photons, défléchis lors
de leur passage au voisinage d’une lentille gravitationnelle L, consistant en une galaxie ou un
amas de galaxie, puis sont ensuite recus sur terre E. Notre objectif est d’étudier I'influence
de la présence de la constante cosmologique sur 'effet du lentille gravitationnelle, en ce qui
concerne déflexion de la lumiére. Nous adopterons dans ce chapitre, les hypothéses suivantes :
L’univers est considéré comme vide a I'exception d’une masse M & symétrie sphérique, statique
et dépourvue d’un mouvement de rotation, la lentille L. Ceci signifie qu’on ne tient pas compte
des autres masses de I'univers. En particulier les masses du groupe local et de la source sont

négligées.

Iz

L4

—
. -
~_| €

™~

m

e

Fig. 3 : Deux photons émis par une source (S), recu sur terre (E), et empruntant deux

trajéctoires différentes, donnant lieu & une image double.

On considére aussi que la source S, aussi bien que la terre E sont au repos par rapport a
la lentille L.

Nous utilisons un systéme de coordonnées sphériques (polaires) (7, 0, ¢) centré sur la lentille
L. A cause de la symétrie sphérique, la trajectoire des photons est contenue dans un plan et
nous pouvons faire en sorte de choisir le systéeme de coordonnées de telle maniére que ce plan
soit le plan équatorial (¢ = 7). Nous pouvons également choisir le systéme de coordonnées
de telle maniére I’angle polaire ¢/, correspondant a la terre soit ¢ = m. En présence de la

constante cosmologique A, la métrique appropriée pour la description du champ gravitationnel
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créé par une masse M statique & symétrie sphérique dépourvue d’un mouvement de rotation
est la métrique de Kottler, appelée aussi métrique de Schwarzschild-de Sitter, caractérisée a

Iextérieur de la distribution de masse par le I'intervalle de temps propre

dr? = Bdt* — B~'dr?* — r2d6* — r?sin® 0dy?, (2.84)
avec
2GM 1
B=1- GM §Ar2. (2.85)
T

Dans le plan équatorial, d7? se réduit a

dr* = Bdt* — B~ dr? — r?dy*.

)

Les conditions initiales pour le photon sont (rg, ¢s) pour la position et I’angle €, = arctan (rs #“;;)

pour la vitesse. Dans ce qui suit, r,, désignera la distance d’approche minimale du photon au

centre de la distribution de masse, appelée péri-lens. A sa réception sur terre le photon sera

caractérisé par (rg, ¢z = 7) pour la position et 'angle €, = arctan (TE ‘ ) pour la vitesse.

_do"
dr(rg)
Dans le cas d’'une symétrie sphérique, on aura une ou deux images. Il existe une exception :
Lorsque la terre, la source et la lentille sont alignées avec rg = rg, on a un nombre infini
d’images forment I’anneau d’Einstein. On s’intéressera au cas non aligné avec deux images. On
a donc la situation suivante : un premier photon est émis par la source au temps ty avec une
vitesse caractérisée par un angle de coordonnée €, emprunte un certain chemin et est défléchi
par la lentille pour étre regu sur terre au temps ¢t = 0 avec une vitesse caractérisée par l'angle
de coordonnée €. un deuxiéme photon est émis par la source au temps tg avec une vitesse
caractérisée par un angle de coordonnée €5, emprunte un chemin différent, passant de 'autre
coté de la lentille pour étre regu sur terre en méme temps que le premier photon, et avec une

vitesse caractérisée par ’angle de coordonnée €.

Le tenseur métrique correspondant & (2.84) est donné par

-B 0 0 0

0 Bt 0 0
Guv = > (286)



et le tenseur métrique inverse par

-B7' 0 0 0
. 0 B0 0
g = . o 1 . (2.87)
=z
0 0 0 r2sin? 0

Les calculs de la section précédente concernant les symboles de Christoffel pour la métrique
de Schwarzschild peuvent étre repris intégralement ici avec les mémes résultats avec B donné
cette fois-ci par (2.85). Les équations de la géodésique sont les mémes et peuvent étre intégrés
de la méme maniere que la section précédente avec les mémes résultats si on se limite aux

photons, auquel cas E = 0
1

B(r)’
J

27

=
r

1, J2 1

B ¢ Br)
sauf que B doit remplacé par (2.85).

On peut également éliminer le paramétre affine p de la méme maniére que dans le cas de

Schwarzschild avec comme résultats

/

/
1
C;i —pr (2.88)
T r/2 r
7"2\/B (r1) \/1 - T%BB((W))
et

dt 1 1
B :
dr B(r) | _ % B@)

503)

ot on a tenu compte de I'expression de J en terme du péri-lens 7},



L’équation (2.88) peut étre réécrite comme

dy’ 1
LA
dr r\/:?B (r) —B(r)
1
= =£
5 (1= ) -1 g
1
e . (2.89)
R
P p P

. 2 M . . L, L, .
Retranchons et ajoutant le terme 25 2¢M 3 1’expression sous la racine carrée dans le dénomina-
T T
p

teur de I'expression précédente. En organisant les termes on obtient

dy! 1
¥y : (2.90)

dr
-1 (5 1) oo (- )
D P P p

On peut simplifier le terme ;"722 (1 — i) en

En remplacant dans (2.90), on obtient
dy¢’ 1
- 4 ) 2.92
dr . (2.92)
ry/ s — {1—”—M—2GM;}

T / ’
) Th (r+rp)

Au premier ordre en GM, ’équation précédent se réduit a

MG MGr
d_:j: 1+ + , ,
") - roor ()

(2.93)

On obtient donc pour %“;—, dans le cas de la métrique de Kottler pour une masse nulle la méme

résultat que pour la métrique de Schwarzschild. Autrement dit, la constante cosmologique A a
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disparu de ’expression de . Il vaut la peine de noter que ce résultat, qui est un accident de
calcul, n’est pas valable pour des particules massives. Ce résultat est & la base de la croyance
générale que la présence de la constante cosmologique n’a aucun effet sur la trajectoire du
photon, croyance qui devait s’avérer non fondée suite aux travaux de Rindler et Ishak [1] : Il
ne suffit pas de considérer les équations de la géodésique, mais il faut également tenir compte

de la métrique elle-méme qui déterminer les observations qui peuvent étre effectivement faites.

GM

P

et €, a savoir les termes en (GM ) , €2
Tp

Dorénavant, on mettra les termes d’ordre deux en

et (GM ) €s. En particulier
Tp

/ 2 —1/2 /
i do Tg "p
€Ec =Tg ~ _— — 1 ~ —
S dr (rg) r2 re’
S 5 S
et par conséquent
! !
65TS ~ 7“p.
De la méme maniére
! !
ERTE ™~ Tpy

et

€sTs ~ Tp, €EETE ~ Tp.

Notons que pour la trajectoire du haut, ¢’ augmente lorsque r passe de rg a 1, et également

/

de

dr

lorsque 7 passe de r, & rg. Il s’ensuit
dyp

, , TS / TE
= d
Yr — ¥s /r’ e /r/
p P

En utilisant approximation au premier ordre en GM, (2.93), on obtient :

GM/
" r+7" \/ T, \/ T,
+GM/ +GM/ .
/( L, o () (—) —1
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En faisant le méme changement de variable que dans le cas de Schwarzschild u =

L et en
Tp
faisant usage des mémes intégrales (2.80), on arrive a
/ 7\ 2 !
! / : TP ™ MG TP I's — TP
- —arcsin — + — + 1—(—=] +
PET ¥ rs 2 r T rs + 1,
! 2
r ™ MG r! rg — 1!
—arcsin 2 + — + 1—(-2) + b ,
re 2 (8 TE TE + 1,
ou en organisant les termes
r! r MG 0\ 2 re — 1!
O — ¢y T — arcsin - — arcsin - + — 1- (—p> + L
s TE T s rs + Ty
MG m\* | [re =1
+— - <—p) + 2 (2.95)
T TE T + Ty
Comme :—Z <L 1et :—; < 1, on peut faire usage des approximations
rg — 1! '\ 2 rg —r! 2
p~1,1—<—p) ~1, p~171—(—p> ~ 1. (2.96)
rs+ 1y, rs re+ 1, B
L’expression de ¢ — ¢’y peut étre alors approximée par
r, 1,  4MG
dy— gy -2 T2 BT
s e T’p
ou
r AMG
Op— pg ~ T — €g <1+—S>—|— —, (2.97)
rE €975

!
N . . ’ T ’ ’
o on a fait usage des relations € ~ = et 7}, ~ €rs.

Pour la trajectoire du bas, ¢ diminue lorsque r varie de rg a r, et également lorsque r

varie de r, a rg. Il s’ensuit que
TE d
dr — / gp’ dr,
Tp

rs
SOE—SOSZ—/% dr

qui est au signe prés, la méme intégrale que dans le membre de droite de I’équation (2.94) sauf
que 7, est remplacé par r,. Par conséquent,

do

dr

(2.98)

r AMG
Op — pg ~ —T + €5 (1+—S) - . (2.99)
TE €sTs
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On peut dans (2.97) et (2.99) remplacer €y et €g par €j; et €g ce qui donne

A4MG
@b—gpéwﬁ—eb(r—Eﬁ—l)—I— ,

rs €xTE
et
e A4MG
op— s~ —Trep | —+1)———.
rs €ETE
On a ¢ = 7 et pp = —, il sensuit que
’ ’ Te 4MG
~ —+1) - . 2.100
oo (E41) - 28 (2.100)
r AMG
Pg ~ —€g (—E + 1) + . (2.101)
rs €ETE

Les deux expressions de ¢g et ¢'s doivent étre identiques. Il s’ensuit que
r AMG (1 1
(—E+1>(6’E+6E): <7+—),
s (5 € €R

~ 1. (2.102)

d’ou

2.3.2 Passage de ’angle de coordonnée a 1’angle physique

Les angles €4, €g, €j, et e sont des angles de coordonnées. Expérimentalement, on a acces
a d’autres angles, les angles physiques oy, ag, o/ et ap qui sont bien entendu liés aux angles
de coordonnée. Notre objectif dans cette sous-section est d’établir une relation entre angles
physiques et angles de coordonnée correspondants.

Considérons I'angle physique oy caractérisant la vitesse du photon a sa réception sur terre.

L’angle o/ est mesuré par un rapport de temps propres de 1'observateur terrestre.

.-'--'

" z dt
=5 ©

s L
Fo— 3" E : oL
dr I'g

Fig. 4 : L’angle physique.
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Le temps de coordonnée dt que demande le voyage d’un premier photon de (rg, ;) a (rg — dr, ¢'s)

s’obtient en remarquant que le temps propre du photon est nul. Il s’ensuit que
B(rg)dt* — B ' (rg)dr* =0,

d’ou
1
dt = ————dr.
B (rg)

De méme, le temps de coordonnée df que demande le voyage d"un deuxiéme photon de (rg — dr, ')
a (rg — dr, ¢’y — dp) s’obtient en remarquant de nouveau que le temps propre du photon est
nul, ce qui donne

B(rg)dt* — ridy™ =0,

d’out on déduit que

~ /]"E ’
dt = ————=dy'.
B(rg)

En temps propre de 1'observateur terrestre le voyage du premier photon

= \/ B(T‘E)dt,

et le voyage du deuxieme photon
T = \ B(TE)dZ?

L’angle physique oz mesuré par ’observateur terrestre est donné par la relation

d¥ di\/B
tano/E:d: dt\/% VB T‘ETE— V' B(rg) tan €. (2.103)

Pour des angles petits tan o/, ~ o5 et tan ey, ~ €}, la relation précédente se réduit a

A
Ay~ e/ B(rg) ~ /1 — gT%GIE' (2.104)

Ishak et Rindler [1] ont calculé I'angle physique via la formule du cosinus en utilisant moins la
partie spatiale de la métrique

(drg,0) (drg,dp)

[(drg, 0) (drg, 0)]Y2 [(drg, do) (drg, dp)] Y/ (2.105)

I —
cosay =

Mais
(drg,0) (drg,de) = B~ (rg)dr,
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drg,0) (drg,0) = B Y(rg dr2,
E

drg,dy) (drg,dp) = B (rg)drs + ride?.
ETTE

Il s’ensuit que :

B~ tdr?
cos oy = . TV T E T i (2.106)
(B~ (rg)dry |7 [B~'(rp)drg + rgde?]
ou
, 1
cosay = T
[1 + B(TE)T’EE
1
- (2.107)

1+ B(rg) tan? €]'*
En effet en prenant le carré de (2.107), on obtient

9 1

/
S YET T B(rg) tan® €}’
ou
o + B(rg) tan® €.
cos? oy,
Mais
oo, =1+ tan®oy.

Il s’ensuit que
tan® o, = B(rg)tan® ¢,
d’ou
tan oy, = \/B(rg) tan €, (2.108)

qui est bien identique a (2.104). Il s’ensuit que la relation (2.108) se réduit pour oy < 1 et

€p <1, a
ap ~ /B(rg)ey (2.109)
A 2
~ 41— %E’E. (2.110)

On peut voir que pour A = 0, c’est a dire en ’absence de la constante cosmologique 1‘expression

(2.108), se réduit a
2GM

e

tanafy =4 /1 — tan €. (2.111)
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Donc, dans la région asymptotique QS—EM < 1ou Qf—EM — 0,
tan o'y, = tan ey, (2.112)

et o/ coincide avec €.
Donc angle physique o/, et angle de coordonnée €/, coincident dans la région asymptotique
dans le cas de Schwarzschild. Autrement dit, il n’y a pas de distinction entre angle physique et

angle de coordonnée dans le cas de Schwrzschild. De méme,

tanagp = \/B(rg) taneg. (2.113)

2.3.3 Passage de la distance de coordonnée a la distance d’aire

Imaginons une bougie standard émettant des photons de maniére isotrope a partir de la
position de la lentille. La distance d’aire d; observé sur terre est définie comme

as

dy i= —
L dQﬂ

(2.114)

ou df) est I’élément d’angle solide dans lequel sont rayonnés les photons et dS est la surface
infinitésimale de la plaque sensible qui collecte les photons sur terre.

En temps propre de I'observateur terrestre, le voyage du photon dure

dr = /B (rg)dt = rgdy (2.115)

L’aire est encore une fois mesuré au moyen du temps de vol d’un photon qui fait des voyage
le long des bords. Pour les bord des plan appartenant au plan 6 = 7, la coordonnée temps de
vol dt est déterminée par : B(rg)dt? — ride* = 0. Pour des raisons de symétrie nous obtenons

la méme expression du temps propre pour le bord orthogonal au plan § = 7. Par conséquent,

Pour la distance d’aire dg de la source vue de la terre, les calculs sont plus compliqués. L’isotropie
de la bougie standard dans le plan 6 = 7 est définie par rapport a I'angle physique ag qui’ a
une période de 27 B2 (rg) . Le temps propre de I'observateur terrestre correspondant au temps

du vol du photon sur le bord infinitésimal dans le plan 6 = 7 est
dl” =TE |dg0E| . (2117)
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En dérivant ’équation (2.99) par rapport a €g, on obtient
r 4GM
ngE ~ dGS (1 + —S) + TdES,

en fait 'usage de I’équation (2.102)

rs €pesrs’
on peut montrer que
AGM !
T (T—S + 1> , (2.118)
€gTs (S TE

et par conséquent dyy peut étre mis sous la forme

/
dipp ~ — (1 + T—S) (1 + E—E) dés, (2.119)

TE €R
de I’équation (2.104) on déduit que % = % et deg = Cg“(s - Il s’ensuit que
TS
/
d
dipp ~ (1 + T—S> (1 + O‘—E> s (2.120)
TE ap B (rs)

Dans le plan orthogonal au plan § = 7, les calculs sont plus faciles & cause de la symétrie
autour de l’axe lentille-source. Une rotation infinitésimale par un angle de coordonnée dn de
période 27 donne une longueur infinitésimale dl; ~ rgsin(m + ¢ — @g)dn. En tenant compte
que ¢ = —7, donc dl; ~ rgsin(—pg)dn

Partons de 1’équation (2.99)

Comme

il en résulte que

D’autre part, d’apres (2.102)




Il s’ensuit que

Or, d’aprés (2.104)

€p = ar €y = OB
E= —F/——>
B(rs) " /Blrp)
Par conséquent,
"E lap — aj|
—pg=|(—4+1| —/—, 2.121
pom () 2ot (2.121)

ou on utilise le fait que 7 + pp — g K 1 = sin (1 + g — Pg) 2T+ Y — Yg-

Finalement,

rg lap — oy
dly ~r — 4+ 1| —=dn. 2.122
+ g (TS ) B(TE) 1 ( )

Nous sommes maintenant en position de calculer d% = dlydl, . Nous avons

/ !
_ |
&~ <@> e+ rs)’ (1+O‘—E) lor — | dagdn, 2.123

s~ |75 ) (e trs) ax) /Bls) Blrs) (2.123)

pour terminer remplacons I’angle de coordonnée dn par 'angle physique dag en faisant usage

dag

de la relation (2.104), qui donne dn = Jhe On obtient alors
rs

/ A
o= TELTS (1 N a_E> relop — ol (2.124)
Ar? Qg ) Ts ArZ,
1— == 1— =2

Notons qu’il apparait une singularité lorsque la terre, la source et la lentille sont alignées ap =

o'y [4].

2.3.4 Passage du décalage spectral a la distance d’aire

La distance d’aire correspond & un décalage spectral
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d(z) = / Sz
0

dt
La solution numeérique de I’équation de Friedmann pour a(t) peut étre reproduite de fagon
satisfaisante par [4]

(2.125)
a(t) = ag (pHet)""” |
ou Hj est la constante de Hubble, et avec p = 0.69, jusqu’a des valeurs de z allant jusqu’a
z = 2, avec une précision d’au moins 3% [4]

Nous avons, en dérivant 1’équation de a () donnée ci-dessus

da

== aO% (pHo)"? t+/7—1, (2.126)
Il s’ensuit que
ag) = pt.
dt
D’autre part, nous avons la relation entre décalage spectral z et facteur d’échelle a(t)
Qo
z(t) = o)~ 1,
d’ou
Qo
Tt) =z+1, (2.127)
et

Il s’ensuit que

L (1N _1
p_HO Z+1 -

)P,
D
Par intégration, on obtient finalement I’expression de d (2)

(2.128)
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A cause de la singularité nous ne pouvons pas utiliser la formule (2.124) pour estimer la distance

angulaire terre-source. Nous avons adopté 1'ansiitze (la conjecture) [4]

dg = —EXTS (2.129)

3
N
3

qui’ est la distance d‘aire en 'absence de la lentille M = 0.
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Chapitre 3

L’effet de lentille fort dans le cadre de

la solution d’Einstein-Straus

La métrique d’Einstein-Straus a été proposée initialement pour expliquer pour quoi il n’y

a pas un expansion a l’échelle atomique et planétaire.

3.1 Principe cosmologique

La plus part des modéle cosmologiques sont basée sur deux hypothése : L’espace est ho-
mogeéne est isotrope autour de chaque point d’espace.

En vérité on peut montrer que ’hypothése d’isotropie autour de chaque point d’espace
entraine I’homogénéité. L’ensemble des deux hypothese d’isotropie et d’homogénéité est désigné
sous le de nom principe cosmologique. On dit d’espaces satisfaisant au principe cosmologique
qu’ils sont de symétrie maximale.

les observations astronomiques montrent qu’en réalité 'univers apparait comme formé des
grandes étendues vides ponctuées par des galaxies ou des amas des galaxies. En vérité ’homo-
généité et l'isotropie de 'espace apparaissent comme des propriétés valable & grand échelle, de
I'ordre de 10® années lumiére. Autrement dit, I’homogénéité et l'isotropie de I'espace sont des
propriétés valables lorsque on moyenne sur des cellules des I'univers réel d’extension linéaires de
I'ordre de 1084 10° années lumiéres, suffisamment grandes pour inclure des nombreux amas de

galaxies. C’est dans ce sens qu’on parle de principe cosmologique, qui est plutoét une hypothése
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de travail qu’un grand principe de physique. La situation est trés analogue a celle rencontrée

en mécanique des fluides, ce qui explique qu’on parle de fluide cosmologique [13].

3.1.1 Meétrique de Robertson-Walker

Le principe cosmologique est si fort que la métrique d’espace-temps qui est normalement
définie par la donnée de 10 composantes qui sont des fonctions d’espace temps est réduite a
une seule fonction du temps a(t) appelée facteur d’échelle et a un indice discret k prenant
trois valeurs £k = —1,0,+1. Pour étre précis, on peut toujours faire le choix d’un systéme de

coordonnées (r, 0, @) de telle maniére que I’élément de ligne s’écrive

ds® = dt* — a*(t) dr® 4 r2(d6® + sin® Odp? | . (3.1)

1—Ekr?

La mérique correspondante a 1’élément de ligne précédante a été obtenue par Robertson
et Walker en se basant uniquement sur des considérations de symétrie et juste porte pour
cette raison le nom de Robertson-Walker (RW). Elle est également parfois appelée métrique de
Friedmann-Robertson-Walker(FRW) ou encore métrique de Friedmann-Le Maitre-Robertson-
Walker.

Faisons le changement de variable r = 3 (x), ou

k
Y(x) = siny sik= m =+1 (Courbure spatiale positive ).
Y(x) = x sik=0 (Courbure spatiale nulle).
k
Y (x) = sinhy sik= T =-1 (Courbure spatiale negative). (3.2)

On peut alors montrer que 1’élément de ligne se réduit a

ds® = dt* — a*(t) [dx* + £* (x) (d6® + sin® 0dp?)] (3.3)

qui est parfois plus commode & utiliser que la premiére forme de ds?. Le facteur d’échelle a(t)
doit en principe étre déterminé par les équations d’Einstein, ce qui nécessite la connaissance
du tenseur d’énergie-impulsion. Aussi bien la systéme de coordonnées (¢, 7,0, ¢) que le systéme

de coordonnées (t, x, 0, p) sont appelés systémes de coordonnées comobiles : On peut montrer
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que les coordonnées spatiales restant fixe lorsque le temps varie (r = cste, 0 = cste, ¢ = cste)

ou (x = cste, 0 = cste, p = cste).

3.1.2 Déplacement spectral vers le rouge

Montrons que a(t) est lié au déplacement spectral vers le rouge.

Considérons un premier photon émis au temps ¢, par une galaxie lointaine et regu sur terre
au temps t;. Au bout d’un laps de temps d0tg, un deuxiéme photon est émis par la galaxie et
regu sur terre au bout d’un laps de temps dt; aprés réception du premier photon.

Essayons de lier dtg et dt1(les périodes a I’émission et a la réception du signal respective-
ment).

Pour obtenir ce lien, partons du fait que pour un photon l'intervalle de temps propre est

nul, ce qui implique que
dr?

2_ 2
dt _a(t)l—kr2’

(3.4)

ol nous avons considéré le cas d’une trajectoire radiale 6 = cste, p = cste. Il s’ensuit de (3.4)

que
dr

si dr dénote la variation de la distance du photon a la terre, il est clair que lorsque le temps

dt = +a(t) (3.5)

t augmente dt > 0, la distance du photon a la terre diminue (puisque le photon est envoyé en

direction de temps). Donc dt et dr sont de signes contraires et par conséquent

dr
dt = —a(t) ——. 3.6
RNV (36)
En intégrant entre ¢y et £;, on obtient
0 T
/tlﬁ__/L_/L (3.7)
1, a(t) V1 — kr? / V1 —kr?’ '

ol on a considéré que le systéme de coordonnés est basé sur la terre (r = 0 pour la terre). En

intégrant entre to + 0ty et t; + dt;, on obtient

t14+6t1 .
/ dt _ / dr 7 (3.9)
to+dto &(t) 3 \% 1 - k,r2
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ol on a tenu compte du fait que comme on a affaire a un systéme de coordonnées comobiles, r

conserve sa valeur pour la galaxie et également pour la terre. Il s’ensuit que
gt t1+0t1 dt
[ @9
to a(t) to+0to a’(t)

to+oto dt t1+0t1 dt
— = _. 3.10
/to o) / a0 (3.10)

Comme le facteur d’échelle ne varie de fagon considérable que sur des échelles de temps cosmo-

et par conséquent

logique et comme 0ty et dt1, périodes a I’émission et & la réception du photon sont inférieure

aux échelles de temps cosmologiques

to+dto
/ At Ot , (3.11)
w o alt) alto)

et
ot gy ot
/ — o~ L (3.12)
t1 a t) a<t1)
Il s’ensuit que
ot a(t
oo _ alto) (3.13)
5t1 (I(tl)
En termes de fréquence a I’émission et a la réception vg = ﬁ et vy = i, la relation précédente
s’écrit
v a(t
v _ allo) (3.14)
Vo a(tl)

Si a(t) croit avec le temps a(ty) > a(ty) et vo = vy : la fréquence a 'émission est supérieur a
la fréquence a la réception : On parle de décalage spectral vers le rouge. Par contre, lorsque
a(t) décroit avec le temps a(tg) > a(t1) et v1 > v : La fréquence a 'émission est inférieure a
la fréquence a la réception : on parle de décalage spectrale vers le bleu. On définit le décalage

spectrale z comme
Vo — U1 Vo

— -2 _1 3.15
p= T =, (3.15)
ou
LU} (3.16)
4!

z est positif (décalage spectrale vers le rouge) si vy = v(fréquence a 1'émission supérieur a la
fréquence a la réception). z est négatif (décalage spectrale vers le bleu) si vy > vg (fréquence a

la réception supérieur a la fréquence & 1’émission).
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De (3.14) et (3.16) nous obtenons

z+1=

(3.17)

La croissance de facteur d’échelle est traduite par un z positif. Sa décroissance par un z
négatif.

Les observations expérimentales montrent qu’on a un déplacement spectral vers le rouge,
et donc z > 0 et a(t1) > a(ty). Autrement dit, les observations expérimentale montre qu’on est
actuellement dans une phase d’expansion de 'univers.

Le redshift cosmologique concerne toutes les raies spectrales et pas seulement le spectre
visible. Cet effet a été mis en évidence la premiére fois par Edwin Hubble en 1929 et trouve

une explication satisfaisante dans le phénomene de I'expansion de 'univers [17].

3.1.3 Dynamique de ’expansion

On peut montrer que la dynamique de la géométrie de l'univers est contenue dans la
fonction a(t) qui peut étre déterminée a partir des équations d’Einstein. Partons maintenant

de I’élément de ligne de Robertson-Walker

ds* = dt? — a*(t) T % 2d7"2 + r%(df* + sin® Odp? | | (3.18)
— kr
ou k = —1,0,1, et t représente la coordonnée de temps cosmique. Le tenseur métrique est
diagonal est donné par :
-1 0 0 0
2
0 28 9 0
G = 1k : (3.19)
0 0 a*(t)r? 0
0 0 0 a?(t)r? sin? 0
et le tenseur métrique inverse g"” par
-1 0 0 0
0 Lk 0
9" = wo (3.20)
0 0 =5z O 0
0 0 0 L

a2(t)r2 sin? 0
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Calculons les symboles de Christoffel définis au chapitre 1 par

lgﬂ)‘ ag)\u ag)\n o agufi

2 ox* oV oz

Notons que les dérivées 9;goo et 0;go; sont nulles, et donc Ty, = 0. Ce qui signifie qu'une

[
FVK_

particule qui est au repos dans ce systéme de coordonnées reste au repos. IL en résulte qu’on a
affaire a un systéme de coordonneés comobiles qui suit le mouvement de I'observateur. De plus
goo = —1, ce qui signifie que l'intervalle du temps propre (—guydx“dx”)l/ ? pour une montre
comobile coincide avec la coordonnée de temps t. Les composantes non nulles du symbole de

Christoffel sont :

da
. aadat_2dat_da2,2
FTT = 1_ k}T2E’ F@@ =T CL%, Fgogo = CLET Sin 9,
r lda kr r 2 r 2 2) . qin2
Frt = E%’ FTT::[——k‘rQ’ 00:—7”(1—]{37"),1—‘@4‘0:—& (1—]{3T)TSIH 0,
1da .
Iy = pTE Iy = - Ffw = —sinfcosb,
1da 1 cosf
v _ _ o _
Mo = sar o= To=qup (3.21)
Pour le tenseur de Ricci défini comme
orv or?
o nA pv A 1o A To
R,ul/ - W - o> +F,ucr v _P;w Ao

les composantes R,y = Ry; sont nulles et R;; = §;;R;; & cause de l'isotropie de I'univers de

Robertson-Walker, et les seules composantes non nulles sont les composantes diagonales avec

3 d?a
a dt?’

1 d?a da\?>
rr —0— — 2| = — 2k )
R 1— kr? [ “ar (dt) ]

0 da\?
Ry, = r’sinf [—aﬁf —2 (d—j> - 2k] . (3.22)

Remarquons que R, = sin? @ Rgy, ceci est encore une conséquence de lisotropie de 1’espace

de Robertson-Walker.
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Le tenseur d’énergie-impulsion du fluide cosmologique parfait est défini comme

Ty = pgu + (p+ p) uyuy, (3.23)
avec

g uu, = —1. (3.24)

p représente la pression, p est la densité d’énergie-impulsion, et u* est la quadri-vitesse. Dans

un systeme de coordonnées localement inertiel (uo)2 =1, u" =0 et donc :

Too = p, Tio = 0, Ti; = gip, (3.25)
c’est a dire
a’p

Ty = 22
T k2

Thy = pria®(t), Tss = pria®(t)sin®6. (3.26)

Les équations de champs d’Einstein s’écrivent comme

1
R,, = —87G (TW — égw,TA/\) ,

ou en détaillant

1
Rop = —87G (Too - 5900(Too + Tll) ) (3.27)

1
Rij = —8’/TG (TZU — égij(TOO + Tll) s (328)
oul=1,2,3.
Si on fait usage des formules (3.19) , (3.20) , (3.22), (3.25) et (3.26) , les équations du champ

relatives aux coordonnées spatiales sont identiques et nous obtenons finalement deux équations.

3 d%a
- =4 3.29
T G (p+ 3p), (3.29)
1d2a 2 [da\® 2k
—— == == =—-41G(p—1p). )
adt? a2 (dt) a? G (p—p) (3.30)

On peut éliminer la dérivée seconde de a (¢) en multipliant I’équation (3.30) par 3 et en ajoutant

membre & membre ’équation (3.29), ce qui nous donne
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da\\? 871G pa’
(5 .

Cette derniere équation est dénommée équation fondamentale de Friedmann, gouverne I’expan-
sion de I'univers.

La loi de conservation de moment cinétique 7", = 0, nous donne une autre information sur
la dynamique de I'expansion. En effet écrivons T%;, = 0, ce qui donne en utilisant la définition
de la dérivée covariante,

o1
Ok

T,=0 + I, T 4+ 1%, T%. (3.32)

I'équation (3.32) se réduit &, en tenant compte de la nullité de certains symboles de Christoffel

et de celle des composantes non diagonales de 7T},

8T00
ot

Il s’ensuit en utilisant les expressions explicites des symboles de Christoffel et des composantes

+T9.7T9 4 T4 T = 0,

du tenseur d’énergie-impulsion

dp 3da
—_ 4+ —— =0. 3.33
i CR)) (3.33)

Cette équation peut étre facilement résolu, si on conjecture la proportionnalité entre p et p :
p=wp (3.34)
avec w est indépendant du temps. La solution de (3.33) pour p donnée par (3.34) est
p = ka 3@, (3.35)

On a trois cas extrémes pour p [17] :

a— Matiére froide sombre (cold dark matter ) exemple la poussiére : p = 0

p & a3

b— Matiére chaude (hot matter ) : p = g
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p & a*.

c— Energie de vide (vacum energy) : Ceci correspond a p = —p. Il s’ensuit que p = cste.

Le condidat favoris pour I’énergie du vide est la constante cosmologique A.

L‘équation de Friedmann du second ordre pour un espace plat en présence de la

constante cosmologique

En utilisant les calculs de la sous-section précédente et en prenant k = 0, les équations

d’Einstein s’écrivent alors

1
Ry + Agy = —87G (Ttt — 50 (Ttt +T7, +T%+ Tﬁ)) )

qui donne
3 d%a
———A=-4
e TG (p + 3p),
et
1 T
Rii + Agii = —8rG (Tu — Y (T, + 17, +T% + T%)) ;
qui donne ,
1 d%a 1 (da
————2— | = A= —47G(p—1p).
a dt? a(dt) * G p=p)

Si on ajoute (3.36) et (3.37) membre & membre, nous obtenons

1 d%a 21 da
dt

2
- — ] —2A=-167Gp.
a dt? a ) P

Pour la matiére froide (dust) p = 0, L’équation (3.38), se réduit a

1d2a 1 [(da\”®
2-—+ - — | =A.
a dt? * a <dt)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Cette derniére équation est I’équation de Friedmann du second ordre pour un espace plat en

présence d’une constante cosmologique.
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3.2 L’effet de lentille fort dans le cadre de la solution
d’Einstein-Straus

Notre objectif est de calculer la déflexion de la lumiére par une masse a symétrie sphérique,
qui est supposée étre un amas de galaxie. Nous allons faire ce calcules dans le cadre de la
métrique d’Einstein-Straus. Nous rappelons également les résultats correspondant a la métrique

de Kottler.

3.2.1 Déflexion de la lumiére dans le cadre de la métrique de Kottler

Cette section a pour but de rappeler les résultats obtenus dans le cadre de la métrique de
Kottler déja considéré dans le chapitre précédent.

La métrique de Kottler est une généralisation appropriée de la métrique de Schwarzschild
dans le cas d’une métrique statique & symétrie sphérique avec constante cosmologique et est

donnée par

1
dr* = BdT? — Edr2 —r? (sin2 Odp* + d92) , B=1

A Pextérieur de la distribution de masse.

o

Fig. 5 : Deux rayons lumineux émis par la source S et empruntant deux chemins differants

pour étre regus sur terre [18].

Dans la métrique de Kottler, les géodésiques peuvent s’intégrer analytiquement au premier
ordre en le rapport du peri-lens 7, au rayon de SChW&I‘ZSChﬂd(%) .

On est intéressé par 1’établissement d’une relation entre les observations physiques du
lensing forte : Les deux angles « et o des deux images avec la lentille, les décalages spectraux
vers le rouge de la lentille z;, et de la source zg et la masse M de la lentille. On considere le

systéme lentille-quasar SDSSJ1004 + 4112 [18]
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a = 10" +10%, 2z, =0.68, M =5.10"%M, =1.4.10"%ag + 20%,

o = 5 +10%, z5=1.734. (3.41)

pour le calcul numérique, nous avons utilisé le systeme d’unité suivant : La longueur est mesurée

en astromeétre (am), le temps en astroseconde (as) et la masse en astrogramme (ag),

am = 1.30- 1026m = 4221 Mpc, as = 4.34- 1017s,

ag = 6.99- 1051kg = 3.52- 1021 M. (3.42)

Dans ce systéme d’'unité ¢ = lamas™!, 87G = lamas 2ag™', Hy = las™* [18].

Nous utilisons le modele spatialement plat (k = 0) modele (ACDM) avec A = 0.77 x
3am—2 £ 20% pour convertir les décalages spectraux en distances angulaires de la lentille et du
quasar par rapport a la terre qui sont notés dj et dg respectivement. Nous avons les relations

suivantes entre les distances angulaires et les distances de coordonnées

dp =g, dg— —E1TS (3.43)
a2
3
ainsi que les relations suivantes pour les angles de coordonnées €p et €
dy’ dp
t / = e 5 t = — 344
an €y |:T‘E o ]E aneg |:TE arl], (3.44)
ou
’ p

¢y = arctan lrE — } , €g = arctan [TE — 1 : (3.45)

E dri]g

En considérant la trajectoire du haut, nous avons obtenue pour I'angle polaire de la source,

AGM
Ly (1+22) - . 3.46
oo (1478) - 22 (3.16)
ainsi pour la trajectoire du bas
AGM
Pg ~ —€g (1 + T—E> + . (3.47)
rs €ETE
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Notons que ces angles de coordonnée ne dépendent pas de la constante cosmologique. La

constante cosmologique s’introduit & travers la relation entre ’angle de coordonnée et ’angle

A2

tan oy ~ /1 — % tan €, (3.48)
Ar2

tanag ~ /1 — %tan €. (3.49)

Pour un observateur au repos par rapport a la lentille. En imposant I’égalité de pg et ¢,

physique. On a

vg = ¢, qui traduit le fait que les deux photons du haut et du bas sont émis par la méme

source

TE 4GM

—_—

— — 1.
Ts €EEE€ERTE

Si on fait usage de (3.48), nous obtenons pour |€};| et |ep| < 1

rE AGM <1 Ar%) . (3.50)

—_—Y

rg apdyrE

3.2.2 La solution d’Einstein-Straus avec constante cosmologique

La solution d’Einstein-Straus est obtenue en raccordant la solution de Kottler a l'inté-
rieur d’une sphére de rayon s (1) = a (t) X gena» dite sphére de Schiicking a la solution de

Friedmann a l'extérieur de la sphere. La métrique de Kottler s’écrit comme

2GM A,
- —=r

dr®> = B(r)dT* — B~ (r)dr* —r?dQ?, B(r)=1— . 37 (3.51)
et la métrique de Friedmann comme
dr® = dt* — a® (t) [dx® + x2d?] (3.52)
ol le facteur d’échelle a satisfait a
ou



Mais comme [17]

dp 3da
a _EE’O’ (3.55)
on obtient par intégration
c
Pdust = 5 ) (356)
et donc
da ¢ Aa? da A Aa?
/= 4+ oubien — =4/Z 42— :
o 3a+ 3 Ou bien — , + 5 (3.57)

avec A = £ = $pu005. Evaluons (3.57) pour ¢ = 0. Nous avons

P[5 i + Mo (3.59)

Or, on sait que pg,0 = 3 — A. 1l s’ensuit alors que

da (0)
dt

= Gy,

= 1 également.

Si nous choisissons ag = 1, alors ‘é—‘;| o

Nous supposons que le facteur d’échelle a () est strictement monotone. Les deux solutions

(Kottler et Friedmann) sont raccordées au rayon de Schiicking Y ¢4

Tsehii (T) = @ (t) Xseniis T = TSchiiy, X = XSehiis (3.59)

on a

1 Tsenin \
A= 5 Pdust0 < - UO) :
3 X Schiio
La masse centrale doit étre égale a la densité de poussieére multipliée par le volume de la sphére

de Schiicking

47 3M
M:pus _Tgcﬁ:>T3cﬁ: )
d t03 Schiig Schiig 47Tpdust0
et donc
1 2M
X%Ch’do 87T ’
ou en tenant compte du fait que G = %
2GM
A=— . (3.60)
XSchiig
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Définissons la fonction Bg.i; par

A A

Bsenii = B (rseni) = 1 — gX%mu - §a2X§chu~ (3.61)

Et la fonction Cgeny par Cseni = V1 — Bsenii-

Le Jacobien de transformation de coordonnées (7,7) — (¢, x) au rayon de Schiicking est

donné par [18]

oy ot _ _Csaa (3.62)
T | gepi O | senii Bienii

0 Csenis O 1

OX| s OX) , (3.63)
T | gepi a = Or|gg;  0Bschi

Le Jacobien de la transformation de coordonnée inverse, on pose (T',7) — (t, x) correspond a

la matrice inverse. En effet

or or ot ot or or 1 0
ot ox oTr  or _ or  Ox _
or  Or I Ox or  or 0 1
ot Ox or  or oTr  or
Il s’ensuit que
or or ot ot 1 _ Csechii
ot Ox | est Vinversede M = | 97 7 | = Bseni | (3.64)
or  or 9x  9x _ Cschi 1
ot Ox or  or a aBgchii

La matrice transposée de M s’écrit

1 _ Csenii
MT = ¢
_ Csenii 1
Bschi  aBschi
Finalement
1 1 Cschii
Mt = aBgchii  Bschii

(aBseni) " (1= C20) \ Csos

1 aCsehnii

_ Bschis  Bscha

Csehii a

Par conséquent

or| 1 or| = aUsau
ot |Schii — Bseni’ OX |gchiy  Bseni (3.65)
&| = Csoni or =a

. = chii -
ot | Schii ! % Schii
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Les temps de Kottler et Friedmann sont liés par

ot
— =B, .. 3.66
aT Sehii Schii ( )

reproduisons la démonstration de [18].
Preuve : Le facteur d’échelle est supposé monotone ce qui permet de faire une transfor-

mation de coordonnées (t,y) — (a, ), en utilisant la formule (3.57) on obtient

0 da?
A A
o t3a
et la métrique de Friedmann s’écrit
da?
dr? = ———— — a®dx® — a®*2dO?.
A, A
a T3

[’étape suivante consiste & remplacer le facteur a®x? qui se trouve devant dQ? par r2

r

(a,x) — (b,r), a:=®(b,r), x:= S

Sur le rayon de schiicking xg.; la nouvelle et I’ancienne cordonnées coincident, a = b =

® (b, bXgens) €t avec C = (/2 + 2

d® = Bydb + P, dr,
dy = dr + 5Xdo, (3.67)

= 57 0r — & [@odb + B,dr].

Il s’ensuit que

d®* = ®}db* + ®2dr® + 29, drdb, (3.68)
1 &, @2 1 &,.r d
d* = : —Ldp? — 2 == .
X {CD 2 ] " g LI) 2 ] {rqﬂ ’ (369)
et le temps propre se réduit a
®, \° @2
dr? = &2 d* — | (1 - =) — =2 dr? 3.70
e afggle (-5 Eee om
20, r P,
20 — — —2p2| drdb — r*dQQ. 3.71
’ [ cf ¢ (1)2 } ' ' ( )
En comparant a
dr® = gl db® + gfrdr® + 2g4 " dbdr — r*dgQ, (3.72)

100



On déduit que,

, 1 2 . ®, \* @2
Frie __ 2 Frie __ T r
9w =~ = D {ag - @] S [(1 - 67“) ik (3.73)
, d r rd
Irie — @ ==+ — (1 - —=]. 74
gbr b 012 + d P (3 7 )

Nous pouvons éliminer I’élément non diagonal, c’est & dire imposer g/ = 0, par un choix

&, = _ G
" O | D2 — 202 |

approprié de ®

D’autre part,

P2 1
P2 _ r202 | _ G (3.75)
i — 52
1
= a2 i (3.76)
— 9% 37
_ (3.77)
= B .
Ol\lBlzl—/}{)—rf—%TQ.
Finalement, on obtient
r C?
Pd, = ———L. :
3B, (3.78)

Pour toute limites valeur fixe de b, ’équation (3.78) admet une seule solution qui satisfait les

conditions aux bornes, on a

1 7“2 r 1 T (I)Bl Bl
= ) = = 3.79
c? P2 PP, P ( 0127“) C? ( )
En simplifiant
2 12 2 272
Frie r Cl r Cl
S B e :
Irr | e B%] (350
— 2 2 2
N Bl ek Ul ek U (3.81)
® B | 1— 42— 42
r? C? 17?
— _— —_— . * 2
o2 B? Bl] (3:82)
Par conséquent
, 1
Frie
- 3.83
Grr B (3.83)



et

rie Bl
gy = @5@. (3.84)
1
Si on dérive les conditions aux limites par rapport a b
d®| g or
—n Dol geni + Prlgeni b (3.85)
L= Oyfgmni + Prlgoni Xseniis (3.86)
ou
rseni  CF
(Db chii 1- X Schii <_ >
|S h Sch (I)Schil Bl‘schﬁ
A A
o Xeona T 3 PschiXEeni
= 1+ A 2 Aq) 2 )
L = $o = Xseni = 3 PschiiXseni
En simplifiant
1
<I>b|SchiL =1- (I)T‘|Schu XSchii = Beo, . (3.87)
Schii

Maintenant, revenons a la solution de Kottler et nous faisons le changement de coordonnées
(Ta T) - (bv 7“) y T N4 (b) . (388)

La métrique de Kottler s’écrit alors

1 2GM A
dr? = BdT? — —dr? —r*dQ*, B=1— ¢ S——— (3.89)
B r 3
ou
1
dr® = BU? (b) db* — Eer — r2d0>. (3.90)
En comparant a
dr? = gpdb? — gpdr® —12dQ?, (3.91)
on obtient
1
gblgott — B\IIQ (b) ’ gKott ——— (392)

Tr B
C’est dans ces coordonnées (b, 7,0, @) que nous raccordons les deux solutions de Friedmann et

de Kottler d’'une maniére continu en le rayon de Schiicking et pour tout temps ¢

A A,

Bgepi =1 — EX?&;M - gq)Scth?@chu = Bl|schua (3.93)
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A A
O|schu = V1 — Bgeni = \/EX%chu + g‘IﬂX?@chu = 01|Sch1'j X Schii-

Alors
. 1 —1
ggnme — — — ggott,
Bl'Schii Bsenii
glfl;rie — X%Chﬁ — B‘ ) \IJZ (b) — gggott
B|Schil C2|Schﬁ Sehi
d’ou
X Schii
v (b) = )
®) Bsenii (b) Csenii (b)

Par une application de la régle de chaine (régle de dérivation de fonctions composées)

(t,x) — (a,x) = (b,r) — (T,r),

(Tyr) = (by7) = (a,x) = (£, x) -

On a

o _ drd® db

OT  da db dT’
o _ did®
or  dadr’
o _ oxdb
or  obdT’

ox 1 r

i S A

Les éléments de matrice du Jacobien sur le rayon de Schiicking sont donnés par

ol dig b
T | gy  da 'dT
1 1 _
= e
%+%a2 Schii
pu— 1’

9x
or

seni 0B |Schii
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@ _ CSchil
O | senii Bsenir”
195% 1

Xl = O
or Schii o

Pour comparer les coordonnées temps de Friedmann et Kottler sur le rayon de Schiicking,
considérons la courbe parametrisée, 7' = p, 7 = Xgonabs (0 =5,p= 0). La quadri-vitesse est

donnée par

dt 8t dT’ 8t dr Oschﬁ
- 7 T - 11 BseniCsenii = Bsehiis
i~ oT|,,. dp + or .. dp + Bowns Schiil Sch Sch
dy  0Ox dT n ox dr
dp 9T s WP O | gep dp

1 1
= ——Csehii-1 + ———BschiClsenii
a aBsenii

= 0.

Finalement nous obtenons la relation désirée

ot dt dp

— =~ = Bsui.
AT~ dpdT ~— 5"

Pour la section suivante, nous voulons interpréter la masse centrale comme la masse de ’amas
de galaxie M ~ 10'*M,. Pour que cette interprétation ait un sens, il faudrait satisfaire a une
hiérarchie des longueurs pour les échelles suivantes : rayon de Schwarzschild s ~ 10~%am, rayon
typique du cluster 7euser ~ 1073am, rayon de Schiicking rg.i ~ 10 3am, distance typique

entre les clusters Dyster ~ 1073, et rayon de de Sitter ry5 ~ lam [18]:
S < Teluster = TSchii < Dcluster et rseni < Tds-

3.2.3 Intégration de la géodesique du photon

Comme se sont les conditions finales qui sont données, on intégre dans le sens de p décrois-

sant, des temps décroissantes : dt, d1" et dp négatifs.
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Fig. 6 : Deux rayons lumineux empruntant des lignes droites a I'extérieur de la vacuole de
Schiicking. La courbure des rayons lumineux se fait uniquement a 'intérieur de la vacuole

morceau [18].

On intégre la géodésique du photon par morceaux : pour la métrique de Friedmann pour
le cas plat, avec constante cosmologique A = 0.77 x 3am ™2 et densité de poussiére py,,, =
(3 —A) ag/am?, a I'extérieur de la sphére de Schiicking dans la moiti¢ de 1’espace comprenant
la terre, pour la métrique de Kottler avec la méme constante cosmologique & l'intérieur de
la sphére de Schiicking, et de nouveau pour la métrique de Friedmann dans le cas plat avec
toujours la méme constante cosmologique et la méme densité de poussiére, a I'extérieur de la
sphére de Schiicking, mais dans I'autre moitié de I’espace comprenant cette fois-ci la source.

Les trois solutions ainsi obtenues seront ensuite raccordées au niveau de la sphére de Schii-
cking et leurs premieres dérivées seront reliées par les conditions du Jacobien toujours au niveau
de la sphére de Schiicking.

Avant d’aller plus loin, calculons d’abord le facteur d’échelle a ().

La procédure généralement adoptée est d’utiliser I’équation de Friedmann de seconde ordre

pour déterminer a (t) .
1d?a(t)  1da(t) A
a dt? a2 dt

= a(t =0) = 1. L’équation de Friedmann avec les conditions

2

(3.104)

da(t=0)

avec les condition finales I

finales spécifiées est généralement résolue en fait I'usage de la méthode de Runge-Kutta [18].

Ici nous allons donner la solution exacte pour a (¢) satisfaisant aux mémes conditions finales

da(t=0)
dt

= a(t = 0) = 1. Nous sommes partis cette fois ci de I’équation de Friedmann du premier

ordre
dat) _ [A A

dt a_|_37

avec condition initiales a (0) = 1. On peut montrer que I’équation de Friedmann du seconde

(3.105)

da(t=0)
dt

ordre avec la condition initiales =a(t =0) =1, est strictement équivalente a I’équation
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de Friedmann du premier ordre avec condition initiale a (t = 0) = 1. Pour le montrer, remar-
quons d’abord que I’équation de Friedmann du premier ordre est une racine carrée du 1I’équation
de Friedmann de second ordre, Au sens que si a (t) est une solution de ’équation de Friedmann
du premier ordre, elle est également solution de 1’équation de Friedmann du second ordre.
Soit a (t) une solution de I’équation de Friedmann du premier ordre, dérivons ’équation

(3.105) par rapport a t. On obtient

d*a (t)

1 (2 3 dt
= -2 , (3.106)
2 2
Y
ou en multipliant par %
2 d%a A 2A
——=-—=+——. 3.107
a dt? ( a’ * 3 ) ( )
Mais )
A 1 [(da A
=) == 3.108
a®  a? ( dt ) 3’ ( )
d’ou, en remplacant a% par son expression précédente
2d%(t)  1dalt
2dalt)  1dalt) (3.109)

a di2 ' a? dt
Donc I'équation de Friedmann de second ordre résulte de ’équation de Friedmann du premier
ordre. Par conséquent toute solution de I’équation de Friedmann du premier ordre est également
solution de I’équation de Friedmann de seconde ordre. D’autre part, considérons la solution
unique de I’équation de Friedmann du seconde ordre avec aux condition @ =1,a(t=0)=

1. Désignons maintenant par @ (t) la solution unique de I’équation de Friedmann du premier

ordre avec la condition a (t = 0) = 1. Cette solution est telle que sa dérivée premiére au temps

BE=0)_ \/aﬁ)) PO _ [y d (3.110)

t = 0 vaut

si on tient compte du fait que A + % =1
D’aprés ce qui précede a (t) est également solution de I’équation de Friedmann du second
ordre. a (t) et a (t) sont donc toutes deux solutions de I’équation de Friedmann avec les mémes

conditions initiales. Il s’ensuit que d’aprés ce qui précede que a (t) = a (¢).
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La résolution de I’équation de Friedmann de seconde ordre pour un espace plat donne

aft) = —— (i (77 - 10¢7_7));’ (77 + 10v77)

154 \ 46
2010g [—2 (% (=177 + 20V/77) + exp [”ft] )]

1
exp | V7T | —t+ 3.111
P10 Wi (3.111)
Le facteur d’échelle est lié au décalage spectral via la relation
() = — (3.112)
a(t) = .
1+2’

ce qui permet de tirer les valeurs numériques des facteurs d’échelles pour la lentille L et la

source S connaissant les décalages spectraux zp = 0.68 et zg = 1.734

= = 0.365764.
s 1+ zZs
1
ap = = 0.595238.
1+ 2

En utilisant I'inverse de a (t), f (a), on peut tirer les temps de Friedmann correspondant & la
lentille et a la source

ts = —0.737202
tp, = —0.456582.
Nous allons procéder en plusieurs étapes :

Etape O :
Nous allons intégrer dans cette étapes la géodésique du photon dans le cas sans

déflexion.

Remplagons la vacuole de Kottler par une densité de poussiere homogeéne et isotrope de
méme densité de p,,.,0 qu’'a 'extérieur de la vacuole.

La métrique de Friedmann plate prévaut alors dans tout ’espace et les photons suivant
alors des lignes des droites. Autrement dit, les trajectoires des photons ne sont pas courbées
dans un tel espace.

Choisissons 'origine du systéme de coordonnées en la terre x = 0, en la terre et le plan

équatorial 0 = 7, de telle maniere qu'’il contienne la terre, la lentille et la source. Un photon
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est émis par la source S, un quasar, emprunte une ligne droite pour arriver sur terre avec des
conditions finale. Substituant & a (¢) son expression analytique (3.111) et en tenant compte de
la condition initiale y (0) = 0, qui signifie que le photon arrive sur terre au temps ¢t = 0. les

distances géodésiques peut étre donnée par

X(t) = ——— (3.113)

I'équation (3.113) peut étre résolue pour donner une expression analytique assez compliquée
que nous ne reportons par ici. Il est également clair d’aprés (3.113) que x est strictement
décroissante donc injective et par conséquent y (t) peut étre inversé pour donner ¢ en terme de
X-

La connaissance des décalages spectraux zy, et zg permet de tirer les valeurs correspondantes
du facteur d’échelle, ce qui permet par inversion de déduire les temps correspondants tg et ty,,
qui substitués dans ’expression de x permettent de déduire les distances géodésiques source-

terre xg := X (ts) . La distance géodésiques lentille-terre x; := x (¢1)

Xz = 0.590544. (3.114)

Xg = 1.18479. (3.115)

De la connaissance du rayon de Schiicking x g

()
XSchii — N ;
Seh 47Tpdust0

= 0.00169199,

W=

on peut déduire les distances géodésiques des points d’entrée et de sortie du photon de la sphére

de Schiicking X gcpis.r €0 Xsenip g respectivement

XSCh’[:lS7E = XL + XSchii — 0.592236.

XSchi,E = X1 — XSehin = 0-988852.
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On peut on tirer, grace a l'inverse de x (t), les temps de passage du photon en U'entrée et

en la sortie de la sphére de Schiicking. On obtient alors le tableau suivant

Terre | Rayon de Schiicking | lentille rayon de Schiicking | Source
z 0.68 1.734
°t 10 —0.455574 —0.456582 | —0.457588 —0.737202
x |0 0.588852 0.590544 | 0.592236 1.18479

Tableau 1 : Temps de passage sans défléxion du photon et distances

géodésiques correspondantes.

Il vaut la peine de noter qu’en déplacant ’origine de coordonnées de la terre & la lentille,

on obtient les résultats consignés dans le tableau 3 de [18].

L’introduction de la vacuole de Kottler ne va pas changer de maniére significative les

résultats du tableau 3, qui nous donnent par conséquent une bonne idée sur les temps de

passage et les distances géodésiques lorsque la vacuole de Kottler est restaurée.

Etape 1 :

Dans cette étape nous allons calculer la trajectoire du photon entre la terre et le rayon de

Schiicking.

A cause de la symétrie sphérique la trajectoire du photon est antenu dans un plan, et on

peut toujours choisir un systéme de coordonnées de telle maniére que la trajectoire soit continue

dans le plan équatorial § = 7, les symboles de Christoffel de la métrique de Friedmann sont

données par

da da

t _ t .2

1—‘XX o a%’ gogo_Xa%v
1da

X _ _

P = Gar b =%
1da 1

@ _ _

Ve = o =y

et les équations de la géodésique s’écrivent comme

da .,

. da .
t4+a—x?+ X2—ago =0

dt

i +2°
a

Lda

dt

dt
tx —x¢* =0
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(3.116)
(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)



.. +21da
14 a dt

. 2

top+—xp=0 (3.121)
X

En tenant compte du fait que 'angle de coordonnée arctan () X§D a la réception sur terre

coincide avec I'angle physique aussi bien pour la trajectoire du bas que pour la trajectoire du

haut, les conditions finales en p = 0 sont

t=0, x=xg ¢=m (3.122)
s
i=1, i=cosa/, ¢ =222 (3.123)
XE
Pour le photon de la trajectoire du haut, et
t=0, x=Xxg, @©=-T (3.124)
i=1, {=cosa, ¢=-2¢ (3.125)
XE

pour le photon de la trajectoire du bas.
Considérons d’abord le photon de la trajectoire du haut.

Pour un photon, l'intervalle de temps d72 est nul d7? = 0. Par conséquent,
dt* — a® (d* + x*de”?) = 0, (3.126)

soit en dévisant par dp?

?—a® (}*+x*¢?) = 0. (3.127)

ou le point dénote la dérivation par rapport au parameétre affine. En substituant dans (3.119),

on obtient

. lda.
t+-——1*=0 3.128
* a dt ’ ( )
d’ot, en dévisant par ¢
t lda. di 1
t * a dt t * PR ( )
que s’intégre en
. 1
Int = In — + cste, (3.130)
a
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ou en prenant I’exponentielle des deux membres

. C
t=—. 3.131
‘ (3.131)
Au point p=0,t=0,f=1, a(t =0) =1, et par conséquent ¢ vaut 1. Donc
! (3.132)
= .

En multipliant par dp et en divisant par ¢', ’équation (3.121) peut se mettre sous la forme,

dy’ 1d d dy’ d d
S R T Y G SRR K T i Gy} (3.133)
% a dt X © a X
qui s’intégre en
In¢’' +Ina® +Inx? = cste, (3.134)
ou
L, c
ou la constante ¢’ est déterminée par les conditions initiales p = 0, ¢’ = “;—57 a =1, X = Xz,
ce qui donne ¢ = ygsina’ et par conséquent
., Xpsina' Xp
¢ = B2 (3.136)
ol x;, est définie par
Xp = Xpsina'. (3.137)
En faisant usage des équations (3.127) et (3.132)
2 1
2, 2.2 U
Ceci d’une part. D’autre part, en utilisant (3.136)
1 5’2
= £X (3.139)
a Xp
Il en résulte que
X4(1'0/2
— =X+ X7, (3.140)
Xp
d’ou
2 2
== 2 : (3.141)
XN (;‘,2 1)
P



ou

(3.142)

Des deux signes + ou —, il faut choisir le signe +, car pour la trajectoire du haut ¢’ est croissant.

Ceci d’une part. D’autre part, % = —difn (%) et par conséquent
_d (X_p)
d
P = —==L, (3.143)
Xp
X2

En multipliant les deux membre de 1’équation précédente par dp et en intégrant

/ d' = —/, LNV, (3.144)
v ¥ o1-%
X
d’ou
X; X;
7 — ¢ = —arcsin <—p> + arcsin <—p> : (3.145)
XE X
Mais
X/
arcsin <—p) = arcsin (sina’) = o/, (3.146)
XE
et par conséquant
/
& = 7 — arcsin (ﬁ) +a (3.147)
X
De (3.147) on déduit que
!/
arcsin (ﬁ) =m+ad —¢. (3.148)
X
D’otu en utilisant les propriétés du sinus
X’
L =sin (¢ — o). (3.149)
X

Pour le photon de la trajectoire du bas, on suit la méme procédure comparativement au photon

de la trajectoire du haut, seules les conditions finales différent. On obtient

: (3.150)

Xp = Xgsina, (3.151)
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¢ = —7 + arcsin <&> —a, (3.152)
X

on en déduit que
X2 _ _gin(p+a). (3.153)
X

L’angle polaire ¢, ... en lequel le photon de la trajectoire du haut traverse la sphére de
g PSchiik

Schiicking dans le demi-espace contenant la terre et donné par

/
Coopip = T — arcsin (X:ph') + o, (3.154)

ou on a utiliser ’équation (3.147).
De méme 'angle polaire ¢g..z en lequel le photon de la trajectoire du bas traverse la
sphére de Schiicking dans demi espace du coté de la terre est donné par

Psenip = —T + arcsin <L) — a. (3.155)
XSchii

Nous allons maintenant calculer la distance géodésique séparant le point de sortie du photon
de la trajectoire du haut de la sphére de Schiicking de la terre. En utilisant des propriétés

géométriques élémentaires, voir fig. 7, nous avons d’une part

Fig. 7 : Distance géodésique séparant le point de sortie du photon du haut (du bas) de la
sphére de Schiicking.

/

cosa’ = —X,E —Y , (3.156)

XE,Schiils

.y z

sina/ = ———, (3.157)

XE,SchiiE

d’ou
2

Xp.seniz = (Xe — )"+ 2%, (3.158)
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D’autre part

/

Y

= cos (7 — (PtS'chiiE) = —COo8 (Qog'chﬁE) )
X Schii
et
Z/ . / . /
= sin (7 — SOSchaE) = S (@SchuE) .
X Schii

En remplacant y' et 2’ par leurs expressions ci-dessus, dans celle donnant x’; gz, O obtient

X,E2,SchiiE = X7 + Xoenis + 2XEXSeni €08 (Pseniz) (3.159)

ol

X/E‘,SchﬁE = \/XQE + X%Chﬁ + 2X X schii €08 (Psenie)- (3.160)

La distance géodésique séparant le point de sortie de la sphére de Schiicking du photon de la

trajectoire du bas de la terre s’obtient de maniére similaire et donne

XE,SchilE = \/X%E + X&eni T 2XEXSehi €08 (Psehiin)- (3.161)

La connaissance de X' snip €t Xpsechip devrait nous permettre de calculer les temps de
sortie du photons des trajectoires du haut et du bas de la sphére de Schiicking : t's,.p €t tschie
respectivement. Mais ces temps de passages ne différent des temps de passages sans déflexion
qui sont d’ailleurs égeaux °tsenip = “ts.pi:p que par des termes de seconde ordre en (7 — ©g i)
ouen (T — Ygap) respectivement.

Ceci nous permet d’utiliser °ts.nup & la place de ts.,. 5 €t tsenip, tant qu'on ne s’intéresse
uniquement a la déflexion.

Au moment de la sortie de photon de la trajectoire du haut dans la sphére de Schiicking,
celui-ci a une quadri-vitesse donnée par

COS (@i%huE — o)

12
AschiE

, (3.162)

!
. X
! _ -/ _ P -/ _
Uschie = 7 PSchib = » XSchitE = —

SchiiE AGenipX Senin
ot la derniére relation est obtenu par dérivation de (3.149).
De méme au moment de ’entrée du photon de la trajectoire du bas de la sphére de Schii-
cking, celui-ci posséde une quadri-vitesse donnée par

— 08 (Pgepip + @)

2
ASchiE

; . —X .
tSchiiE = —— Pschie = 2 : » XSchiiE = . (3-163)

) 2
ASchiiE ASchiEXSchiiE
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Soit v le plus petit angle non orienté des deux angles que fait la direction du photon de la
trajectoire du haut avec la direction dirigée vers la lentille a sa sortie de la sphére de Schiicking.

Nous avons
./
XEPSchiiE
-/

) . (3.164)

En remplagant ¢ .5 €t Xsenip DAL leurs expressions, on obtient pour 7/ expression suivante

v = arctan (
XSchiil

’Y/F =T = (Sog‘chiiE - 0/) . (3.165)

De méme, soit v, F pour Friedmann, le plus petit angle non orienté des deux angles que fait la
direction du photon de la trajectoire du bas avec la direction dirigée vers la lentille & sa sortie

de la sphere de Schiicking, on a

XEPSchilE

) . (3.166)

vp = arctan (
XSchilE

. . . e , . .
De méme on obtient une expression de 7y similaire a celle de v} en remplacant ¢ .5 €t Xsohir
par leurs expressions

VP =T+ Psehip T O (3.167)

Etape 2 :
Nous pouvons toujours faire usage de la liberté motionnée lors du raccordement des solution
de Kottler et Friedmann pour prendre 7¢ ... ; = t's.up- Nous devons d’abord traduire les quadri-

vitesses a la sortie de sphere de Schiicking. On a

or. Or
g = —1 4 —X . 3.168
TSchiE 875 + aXX i ( )

En faisant usage de ’expression du Jacobien inverse

-/ ! /! li -/
Psenie = Cseninlschin T UschipX schiiks (3~169)

RN [ ! :
d’ou en remplagant t ;.5 €t Xgonup Par leurs expressions

crLL . — L —a
,,:,fgChuE — SchuFE COS (SOSchuE Q ) . (3170)

!
Aschik

En procédant de maniére similaire, on obtient pour rg.n;r 1’'expression

Csehie — chii
Fohin = —ooniE (Bsens T a)- (3.171)

ASchilE
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Soit v, K pour Kottler, le plus petit angle non orienté des deux angles que fait la direction du
photon de la trajectoire du haut avec la direction dirigée vers la lentille a sa sortie de la sphére

de Schiicking. Nous avons

./

' PSchilE

T'SchiiE
T'schik

) . (3.172)

/ ./ ./ . . .
En remplacant 1 ., Psenire €t Tsenup PAr leurs expressions respectives on obtient

V% = arctan (

! / X;) ais‘chilE )
v} = arctan (a chiE X Schii (3.173)
" Senit @i Xsenis Csenir — €08 (Psapap — ')
Xp
/ XSchii
v = arctan : (3.174)
K é’chﬁE — CO8 (prgchﬂE - O/)
Mais
X/
P =sin (7 4+ o' — Pgpup) = sinyp, (3.175)
X Schii
et
€O8 (Pgenyp — @) = — €08 (T = Pspup + @) = cos Y. (3.176)
Il s’ensuit que
sin v
"+ = arctan . 3.177
K Clenip + €08V ( )

Soit v, K pour Kottler, le plus petit angle non orienté des deux angles qui fait direction du
photon de la trajectoire du bas avec la direction dirigée de son point de sortie de la sphére de
Schiicking vers la lentille. On a de maniére similaire

) = arctan <_7’SchuEw> . (3.178)

I'SchilE

PSchilE
TSchiiE—~
T'SchiE

Y = arctan <

En remplacant rschir, @senir €6 Tscnip par leurs expressions respectives on obtient, en
faisant usages de quelques propriétés des fonctions trigonométriques et en tenant compte des
expressions de sinyp et cosvyp,

sinyp
= arctan ) 3.179
TK <CSchﬁE + cos VF) ( )

Etape 3 :
Nous avons ainsi spécifié les conditions finales de I’équation de la géodésique a l'intérieur

de la sphére de Schiicking.
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Les symboles de Christoffel de la métrique de Kottler se réduisent dans le plan équatorial

Bl
rr - = 3.180
Tr 237 ( )
r BB/ r B/ r
FTT = 2 ) Frr = _ﬁ’ F‘P‘P = _TB’ (3181)
1
Ty = = 3.182
6 = (3.182)

Les équations de la géodésique s’écrivent alors comme

.. B’ (r) L.
T+ mﬂ =0, (3.183)
i+ %B (r)B' (r)T? — %%(:))f? —rB(r)¢* =0, (3.184)
b+ %fgb = 0. (3.185)

L’intégration de ces équations donne trois intégrales premieres

T == 1
5 (3.186)
r2p = J, (3.187)
72 1
L = _F. d
B + r2  B(r) (3.188)

L’équation (3.187) vient de I'invariance de la métrique sous les rotations, avec J ayant l'inter-
prétation d’un moment cinétiques par unité de masse. L’équation (3.188) vient de 'invariance
de la métrique sous les translations (de temps) temporelles, avec F ayant la signification d’une
énergie par unité de masse. Pour le photon, nous avons £ = 0.

En éliminant le parametre affine entre (3.188) et (3.187), Nous obtenons dans le cas du

dr 72
— =4+ — — B ) Nl
o iy 7 (r) (3.189)

Au péri-lens 7, , qui représente la distance minimale entre le photon de la trajectoire du haut

photon

et de la lentille
dr

—!
7“77‘?
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d’oul on déduit une expression pour J’
J =1 B2 (r]). (3.191)

De méme au péri-lens r,, lorsque le photon de trajectoire du bas s’approche le plus de la lentille

dr

— =0 3.192
dgp S Y ( )

et nous obtenons une autre expression de J en termes de r,

-

J=r,B72(r,) (3.193)
En remplagant J’ et J par ses expressions appropriées (3.191) et (3.193) on obtient

dy’ 1 B
oy 1 {1_5_3/,L} 7 (3.194)
dr r /%_ A

valable pour la trajectoire du haut et

[NIES

1
d 1 T2
ﬁzi—[l_f__s 7’] : (3.195)
dr r é_ roorprptr

b
valable pour la trajectoire du bas, ou s dénote le rayon de Schwarzschild s = 2GM.

I vaut la peine de noter que la constante cosmologique A a aussi bien disparu de (3.194)
que de (3.195).

Comme % <L let % < 1, Nous ne retiendrons dans ce qui suit que les termes jusqu’au
premier ordre en % et en % négligeant ainsi les termes d’ordre supérieur. Pour des raisons de
commodité notons que ‘Z—ﬁ/ lorsque il s’agit de la trajectoire du haut et continuons a noter Z—‘f
lorsque il s’agit de la trajectoire du bas.

Attachons-nous maintenant & dériver des expressions approximatives pour les péri-lens 7},

et 7,. Commencons par la trajectoire du haut, partons de la relation

dy'
tan Y = Tsenip : (3.196)
" | schiie
Mais, en utilisant (3.194)
dy’ ! ' -2
ap "p { s 8 TschiE (3.197)
ar senie  Toopap\/1— /2%2 Psenim  TpTp + Tschiim

TSchiiE
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Faisons usages de (1+ z)"

<1,

TSchuE

¢’
dr

. L 1. r
Si on néglige le terme en ( —L
TSchiE

d¢'
dr

- <1
P

’
TSchiiE

12

12

12

~

/

1 + nzx, valable pour |z| < 1 , nous obtenons, sachant que

(1

1 r? 1 s 1s
+3 2 . ) (1 +5

27 275 him

1 1 " 1
14 = S S / 7,Sch,uE -

275 hin 2 T T+ Tsenir 2
. 1 s . 1s 1

2 Ti‘?’chuE 2 7"; 1 —+ /

rSchuE

1 1 T
1+ / ° S/ (1 ) . ) +

275ehir 2 Tp Tschik

TSchiik

Il s’ensuit une expression approximative pour tan vy’

tan vy =

Sc

r! 1
- (oo32)
hilE 27“p

2
) devant le terme en -, on obtient
P

T/
= (1+——) :
p

' T'SchiiE

d’olt une expression approximative pour r, en terme de tan vy et de s

/ /
Tp ~ TSchii

ptan~h —

En vertu de la relation trigonométriques bien connu

tan® v =

sin? v

(NN VA

1 —sin® %’

qui peut étre inversé pour exprimer sin’ vh en termes de tan? v/

Il s’ensuit que

sin? )

sin v’

1+t

,,.

TS hin

tan? )

an? 7y
12

(50 2)

1+

TSchiE

/
/rp
r
SchiuE

/

r

L <1+
r .

SchiuE

l\.'JIr—l

S
!
"p

) ,

T 1 o _/>
7 < +rp+4rp2

(3.199)

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)



d’otl une expression approximative pour les peri—lens T ;
! / in e — —S 3.205
Tp ~ T'schie S VK 2 : ( . )

En procédant exactement de la méme maniere on obtient pour le péri-lens r, de la trajectoire
du bas I’expression suivante :
S

Tp ~ TSchip SNy je — 3 (3.206)

Déterminons tour a tour les angles polaires ¢ ,.q €t ©sonig avec lesquels les photons de la
trajectoire du haut et du bas pénétrent respéctivement dans la sphére de Schiicking. Comme

, . . Coq. . ’ N . /A
¢’ croit continuellement aussi bien lorsque r varie de rg.,;s & r, que lorsque r varie de 7, a

/
T'Senip» OUS avons

, , TSchiiE ds@l /r/sams dspl
o — g —\d —d 3.207
PSchilE PSchiis /T/p dr T+ " dr T, ( )
d’ou , /
, , "SchilE ng’ /Tschu‘s d(p’
g R — — | dr — — | d 3.208
PSchiis = PSchik /T , ar 14" " ar |40 ( )

ol C;—f: est donnée par (3.194). A T'ordre linéaire en (Ti,)
p

dy’ 1 S S r

el G TR ey

r r/o — r T AT,
P

r

En effectuant le changement de variable u = -

(2.80) on obtient

-, et en faisant usage des intégrales élémentaires
p

1
) 1
, rg hiE 2
"Schiil dg@’ ) 7*;7 T 1s ( ﬁgu 1)
——|dr =~ —arcsin ; totsy—F ———— +
" dr TS ehiEl 2 2r Lo,
P
Yonin 2
1 [
_ S
! 'r" ..
2 Tp S;};UE + 1
P
/ 2
T . T 1 s r2
~ — — arcsin — P4 - - SCZ“E—qu
2 Tsehib 2 TSchiiks Tp

1 Tsenin — Tt
_i/ SehiEl b (3.209)
275\ Tsenar T Ty
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De méme

T / / > f )

Schiis | ( T ] r 1 s r B 1s Teonig — T
Yl ar =~ T aresin—2— 4 = Schil§ 14— =, [20%2 P (3.210)

/ dr 2 T 270 s 7’2 27!\ Tsenis + 77

p SchiiS SchuS P D SchiiS P

Il s’ensuit que

r! r! 1 s ri2
! / : D : p Schiu
Oseniis ™~ Psenip — T + arcsin (r’ > + arcsin <r’ ) — o T 1-—
SchuE SchiS SchuFE p

12 / ey / Y
1 5 Teanus | 18 [Tsenar —"p 15 [Tschis —Tp (3.211)
/ 12 ! ! / / / /A .
2T5ehis T 2\ Tsenie +7p 27\ Tsenas T

Comme l'angle polaire de la trajectoire du bas décroit continuellement aussi bien lorsque r

décroit de 7gcnig @ 1, que lorsque 1 croit de 7, & rscnin

TSchilE TSchiiS
PschiiE — PSchis — — / dr — /
T ’l“p

p
2
. r : T 1 s T4
Osehis ~ Psehip T T — arcsin ( b ) — arcsin ( P ) + = BB _ 1 +
TSchiiFs TSchiiS 2 rschiE Ty

1 s re . 15 [Tsehim—T 1s [Tsenig —T
- chus 142 fISchiE T Tp 22 [1SchiiS T Tp (3.213)
2 T'Schiis T, 21\ Tsenie +1p 27\ TSchis + 1

Avant d’aller plus loin, nous avons besoin des temps de tg,;q €t tsenis qui correspondent &

dp

dr

de

dr. 212
dr " (3 )

En procédant comme pour ¢'.;;¢

I'entrée des photons du haut et du bas a l'intérieure de la sphére de Schiicking. On montre [18]
que la différence entre les temps t' .5 €t “tscnus, qui correspond dans l'entrée du photon a
la sphére de Schiicking lorsque l'intérieur de la sphére de Schiicking aura été remplacé par la
poussiére, identique a celle régnant a I’extérieur de la sphére de Schiicking, est de second ordre.

Donc si on se limite aux termes du premier ordre

Seniis = “tSeniis (3.214)

Il vaut la peine de noter que les approximations sont justifiées tant qu’on se limite a la déflexion
de la lumiére et deviennent bien stir obsolétes lorsque on s’attache a calculer des temps de retard.
A Dentrée de la sphére de Schiicking, du coté interne, la vitesse du photon de la trajectoire

du haut est donnée par
1

- 21
B (lomns). (3.215)

iy B
TS’chﬁS -
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r/2 B chii tl .
Foenis = —1 1 — ,2p st SChUS), (3.216)
T'Schiis B (ﬁ;)

7,,/

Sbls*chizs = o £ ) (3~217)
Téenisy/ B (r;,)
mﬁcim - %GQ (tsenis) X%‘chu'S'

Pour 7%,,:5 on a fait le choix de signe — car r est décroissent a lentrée de la sphére de

ot Bsenii (tsenas) = 1 —

Schiicking pour le photon de la trajectoire du haut. Nous allons maintenant traduire cette

vitesse dans les cordonnées de Friedmann.

En faisant usage du Jacobien de la transformation de coordonnées (7', 1) — (¢, x)

XZS’ I —1 1— 7‘;2 BSChii (t,Sch'dS) .
o a (Usenis) Bsehii (tsenins) a? (tsenis) X%dm’ B (7‘;)

Csehi (tsenis) 1

a (tlschizs) Bschii (tlschus> '

(3.218)

En considérant le triangle ayant pour sommets la lentille, la source et le point d’entrée du

photon de la trajectoire du haut dans la sphére de Schiicking Fig. 8. Nous avons les relations

/
||

Ehﬁ

g

D seiis

— |
—— Pschis /

--\"'\-\.\_\_\_\_\_\-\-‘ \
e

Fig. 8 : Trajectoire des rayons lumineux émis par la source (S) jusqu'a leur entrée dans la

sphére de Schiicking.

Sin 6/ _ Sin ((ipfgchils B SO{S) — Sin (ﬂ- - ,}/IFS) (3 219)
X Schii X’schus,s XL,s 7

ou xp ¢ est la distance géodésique entre la source et la lentille, qui peut étre approximée de

maniére trés précise par
Xr,s = Xs — XL» (3.220)

ou x est la distance géodésique terre-lentille et y ¢ est la distance géodésique terre-source.
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Comme il est bien connu, la somme des angles d’un triangle vaut 7, ce qui signifie, appliqué
g g g q

au triangle dont il est question plus haut, que

T —Vps T B + Psenis — s =, (3.221)
d’ou
Y5 = Psenis — Vrs + B (3.222)
De (3.219)
si — sin v/
sin 3’ = m(ﬂ-—’yFS’)XSchil == 7FSXschm (3.223)
XL,s Xr,s
d’ou
3 /
(' = arcsin (sm (Ors) XSCM) . (3.224)
XL,s

En substituant & 4" son expression ci-dessus dans 1’expression précédente de ¢, on obtient

¢ = Phanas — s + avesin (52 i 1)) (3.225)
L,S

D’autre part, vjg est donné par

o/
XSchiiPSchiiS

-/
) = arctan (_X,S'chil ,,SCMS) . (3.226)
XSchiiS

De méme & l'entrée de la sphére de Schiicking du coté interne, la vitesse du photon de la

Vrg = arctan ( :
XSchiis

trajectoire du bas est donnée par

1

Toupig = ————— 3.227
S Booni (tschis) ( )
. 72 Bsenii (tschiis)
R PR 7 3.298
kit \/ T%chus B (rp) ( )
. r
Psechiis — — 5 - (3.229)

)
Teenis VvV B (Tp)

Pour rg.nis on a également fait le choix du signe — car r est décroissant a l’entrée de la sphére
de Schiicking pour le photon de la trajectoire du bas. La traduction de la vitesse dans les coor-
données de Friedmann donne, en tenant de nouveau compte du Jacobien de la transformation

de coordonnées (T',r) — (t,%),
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: B —1 7“;27 Bsenii (tschiis)
XSchiiS — 1-— 5 5 _
a (tschis) Bseni (tschis) a? (tschis) XSeni B (rp)

Csehii (tsehis) 1
a (tsenis) Bsenii (tsehis)

(3.230)

En procédant de maniére similaire a celle utilisée pour obtenir 'expression de ¢ (3.225), on

obtient pour ¢¢ l'expression suivante

Vs = Psehus T Yps — arcsin (XSCM sin ('VFS)) , (3.231)
XL,S
ou
XSchiiS SchiiS

En faisant usage des expressions pour ¢g.us €t Xsenis (3-229) et (3.230), nous obtenons

TpBsehii (tschiis)
7’2 . .

2
TSchiis

Ypg = arctan (3.233)

On est alors en position de calculer ¢g.

Pour un couple de valeurs (A, M), nous obtenons successivement @ .z, Psenis Pschins
Osenis: Ps €t wg. En général pg (A, M) # ¢s (A, M). Pour réaliser I'égalité ¢4 = ¢, qui
correspond au fait que les deux photons sont émis par la méme source, il faut ou bien ajuster
M, en gardant A fixe, ou bien ajuster A en gardant M fixe. D’ailleurs I’ajustement ne marche
pas (& tous les coups) toujours. Sion s’en tient a la valeur de M favorisé par I'expérience, il n’y a
pas pour le systéme SDSSJ1004+4112, de valeur acceptable de A, A < 3, pour assurer 1’égalité
wg (A, M) # ¢ (A, M). Cependant, il faut dire qu’il y’a plusieurs méthodes de détermination
observationnelle de la masse qui ne donnent pas forcement les mémes valeurs pour la masse :
Les estimations peuvent méme aller du simple au double.

Nous avons essayé de faire une ajustement numérique pour obtenir ’égalité des angles
d’émissions ¢’ et g pour les deux trajectoires du haut et du bas respectivement. Nous avons
pris A et les angles de réceptions « et o fixes, et on prend M comme paramétre. Malheureu-
sement les résultats obtenus ne sont pas en accord avec les observation expérimentales : Les

masses obtenus ne sont pas réalistes pour une densité de poussiére positive.
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Nous avons calculé ’angle d’émission pour une valeur maximale de A = 3 x 0.995 et on est

obtenu le tableau suivant

a+10% | +£0 | +£0 | +£0 | + + + - - -
o £10% | +0 | + — | 20 | + - +0 | + _
—ps(?) | 8.229 | 7.404 | 9.055 | 9.879 | 9.055 | 10.684 | 6.579 | 5.754 | 7.404
M10%M)] | 1.731 | 1.904 | 1.558 | 1.904 | 2.095 | 1.714 | 1.558 | 1.714 | 1.403

Tableau 2 : L’angle d’émission et la masse M pour une valeur maximale de

la constante cosmologique A.
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Chapitre 4

Conclusion générale

Nous avons étudié 'effet de la constante cosmologique sur la déflexion de la lumiére émise
par une source S, un quasar, par une lentille gravitationnelle L, un amas de galaxies.

Nous avons entrepris cette étude dans le cadre de deux modeéles différents : les solutions de
Kottler et d’Einstein-Straus.

Le calcul de la déflexion dans le cas du modele de Kottler est basé sur les hypothéses
suivantes :

-On néglige toutes les masses de 'univers par rapport a la masse de la lentille. C’est en
particulier le cas des masses de la terre et de source.

-L’observateur aussi bien que la source sont considérés comme étant au repos par rapport
a la lentille.

Nous avons repris les calculs de Schiicker et retrouvé les mémes résultats qui concordent
avec ceux de Rindler et Ishak et abouti donc la méme conclusion : La constante cosmologique
a un effet sur la déflexion de la lumiére.

La solution d’Einstein-Straus, qui résulte du raccordement de la métrique de Kottler a I'in-
térieur de la sphére de Schiicking avec la métrique de Friedmann (modéle AC' DM) a I'extérieur,
nous permet de nous affranchir des hypothéses ci-dessus mentionnées.

On permet & I'observateur et a la source de se déplacer par rapport a la lentille. Seule
I’hypothése de sphéricité est maintenue.

On tient compte de la masse des autres galaxies sous forme de poussiére homogene et

isotrope.
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Nous avons repris également les calculs de Schiicker et retrouvé les resultats de l'auteur.
La constante cosmologique a toujours un effet sur la déflexion de la lumiére, mais cet effet est
atténué comparativement au cas de Kottler.

Bien stir, les résultats obtenus dans le cadre de la solution d’Einstein-Straus sont plus
réalistes que les résultats obtenus dans le cadre de la solution de Kottler.

Que reste-il & faire?

L’hypothése de sphéricité est difficilement contournable. Il y’a également une hypothése
implicite. On ne fait 'usage que de la solution de Kottler (aussi bien dans le modele de Kottler
que dans le modéle d’Einstein-Straus) dans le vide, c’est a dire hors de la distribution de
masse, ce qui suppose qu’on néglige la pénétration des photons & l'intérieur de la distribution
de masse. Il serait intéressant de reconsidérer le probléme en tenant compte du faire que les
photons peuvent pénétrer a l'intérieur de la distribution de masse. Ceci nécessite la mise en

ouvre de la solution interne de Kottler.
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General Relativity and Cosmology

Abstract

This memory is devoted to the effect of the cosmological constant on the
deflexion of light emitted by a source S, a quasar, by a gravitational lens L, a
cluster of galaxies.
We have considered two models: the Kottler and Einstein-Straus models.
The study performed in the framework of the Kottler solution, which is the
metric appropriate in the static, spherical case in presence of a cosmological
constant A, makes use of the following assumptions: all the masses of the
universe, including the masses of the source and of the local group, are
neglected and the source and observer are supposed to be at rest with respect to
the lens L.
The study performed in the framework of Einstein-Straus solution that matches
the Kottler solution at the inside of the Schiiking sphere to the Friedmann
solution (ACDM) at the outside, allows us to relax the above mentioned
hypotheses except that of sphericity. First, the observer is allowed to move with
respect to the cluster. Second, the masses of the other clusters are included in the
form of homogenous, isotropic dust, the observer being taken commoving with
respect to the dust.
Without any doubt, the cosmological constant plays a role in the deflexion of
light. However the effect of the cosmological constant in the framework of
Einstein-Straus solution is reduced comparatively to the Kottler case.

Key words:
General Relativity, Cosmology, Deflection of Light, Gravitational Lens,

Schwarzschild Metric, Kottler Metric, Cosmological Principle, Friedmann
Metric, Scale Factor, (ACDM) Model, Friedmann Metric, Einstein-Straus
Metric.
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Relativité Générale et Cosmologie

Résumé

Ce mémoire est consacré a l'effet de la constante cosmologique sur la
déflexion de la lumiere émise par une source S, un quasar, par une lentille L,
consistant en un amas de galaxies. L’¢tude est faite dans le cadre de deux
modeles: le modele de Kottler et le modele d’Einstein-Straus.

L’étude dans le cadre du modéle de Kottler, métrique appropriée au cas statique,
a symétrie sphérique, en présence d’une constante cosmologique A suppose que
toutes les masses de I’univers, en particulier les masses de la source et du groupe
local, sont négligeables vis-a-vis de la masse de la lentille.

On fait également 1’hypothése que 1’observateur et la source sont au repos par
rapport a la lentille.

L’¢étude dans le cadre de la solution de d’Einstein-Straus, ou’ la métrique de
Kottler a I’intérieur de la spheére de Schiicking est raccordée a la métrique de
Friedmann (modele ACDM) a I’extérieur, nous permet de nous affranchir de
toutes les hypotheses ci-dessus mentionnées, a part I’hypothese de sphéricité. On
ne suppose plus que I’observateur et la source sont au repos par rapport a la
lentille L. D’autre part, on tient compte de I’effet des autres galaxies sous la
forme d’une poussicre isotrope et homogene, 1’observateur étant pris comobile
par rapport la poussiére.

La constante cosmologique joue indiscutablement un role dans la déflexion de
lumicére. Cependant, ’effet de la constante cosmologique dans le cadre du
mode¢le d’Einstein-Straus, est atténué¢ moindre comparativement au mod¢ele de
Kottler.

Mots clés :

Relativité générale, Cosmologie, Déflexion de la lumiére, Lentille
gravitationnelle, métrique de Schwarzschild, métrique de

Kottler, principe cosmologique, métrique de Friedmann, facteur
d’échelle, modele ACDM, métrique d’Einstein-Straus.



