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Introduction

Le présent travail est a 1’étude de la régularité maximale LP pour une classe
d’opérateur non locale dans les espaces de Banach du type U.M.D.
Le travail est composé d’une introduction et de trois chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par une présentation des notions
utiliser tout ce travail, a savoir 'inégalité de Khinchine-Kahane, la décomposition
de Schader , R-bornitude , les Martingale, le multiplicateur de Fourier .

Le second chapitre est consacré a 1’étude de les espaces U.M.D et quelque
propriété de ces espaces.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la régularité maximale d’une classe

d’opérateur non locale dans les espaces U.M.D.



CHAPITRE 1
Notions Preliminaires

Dans ce chapitre en bref certaine notions utiliser pour les martingales,la dé-
compositoion de Shauder et pour la R-bornitude.

Soit X, Y duex espaces de Banach.
1-1 L’esperance Conditionelle
Dans ce chapitre nous considérons {2 un ensemble quelconque.

Définition 1.1. On dit que F' C () est une algébre sur {2 si:
(i) Qo el
(i) VE€ F, CE e F.

(i) VE,, Ey € F, EyUEy € F.

Définition 1.2. On dit que F' C 2 est une o—algébre (tribu) sur 2 si
(i) Qo el
(i) VE€ F, CE e F.
(iii) V(E;), EyUE,y € F, igl (E;) € F, ou I est un ensemble dénombrable

quelconque.

O Le couple (£, F') est dit un espase mesurable.

Définition 1.3. Soit (€2, F') un espase mesurable, on dit que la fonction pu :

F — R, est une fonction mesure positive si: V(Ei)cr, B1UE, € F, avec



E;NE; =0 pouri# j, on a

u(U&>=§:M&)

iel X
‘ el

O Le triblet (2, F, u) est dit espace mesuré.
O Sip(Q) =1, le triblet (Q, F, 1) est appelé espace de probabilité, et dans

ce cas on le note par (2, F, P).

Définition 1.4. Soient (4, F}) et (22, F3) deux espaces mesurables, on dit que

I’application f : €; — €2y est une fonction mesurable si:
VE, € Fy, 1 (Ey) € By

O Si(Q, Fi, Py) et (Qs, Fy, P») sont deux espaces de probabilité, alors f est
une variable aléatoire.

¢ si 29 = R ,on dit que f est une variable aléatoire réelle.
soit £ un espace de Banach et v = 7 (z) une fonction muserable.

Définition 1.5. > Soit L, , (2, E) 'espace des fonctions f : Q@ — E fortement

mesurables menu de la norme

A

1l = If1z,, = £z, @5 = (S 1f @IE 7 (@)de)?, 1<p<oco.
» Pour v (x) = 1, I'espace L, (2, E) noté par L, (€2, E) et la norme de f
donné par

11 = (JIIf @[5 dz)?, 1< p< oo,

Dans la suite de ce paragraphe nous considérons F' C €2 une algébre et B C F

une sous o—algébre de F.



Définition 1.6. Soient f € L' (F, X), F C Q une algébre et B C F une sous
o—algébre de F. L’espérance conditionnelle de f par apport & B noté par

E (f/B) est une fonction g € L' (B, X) qui satisfait

Jagdp = [, fdp pour tout G C B.

Exemple 1.1. Soient f € L' (F,X) et B C F une sous oc—algébre, si f est une

fonction B—mesurable, alors E (f/B) = f.

Proposition 1.1. Soient (2, F, P) une space de probabilité, f € L' (F, X) et B C
F une sous o—algébre de l’algebre F. Alors
» L’operateur E(./B) : L' (F,X) — L' (B, X) définie par f — E(f/B)
est linéaire.

> Si By C By C F, alors E(E(f/B1)/Bs) = E(E(f/By)/By).

Lemme 1.1. Pour f € L' (F,X) et B C F une sous o—algébre de | “algebre F.
L’espérance conditionnelle de f par apport a B est E(f/B) qui est existe

telle que

[E(f/B)lx < E(flx/B) (P.P).

L’operateure E (./B) est une projection contractive de L' (F, X) dans L' (B, X) .

Lemme 1.2 (Théoréme de la convergence monotone). Soient (f,) -, C L' (F,X)

et B C F une sous o—algébre de [ 'algebre F. Si 0 < f, /' f (P.P), alors

0<E(fa/B) /~E(f/B) (P.P).



Lemme 1.3 (Le lemme de Fatou). Soient (f,).-, C L' (F,X) et B C F une

sous o—algébre de | “algebre F. St 0 < f,,, alors
E (hm inf fn/B> <liminfE (f/B) (P.P).

Lemme 1.4 (Théoréme de la convergence doménie). Soient (f,) -, C L' (F,X)
et B C F une sous o—algébre de | “algebre F et g € L' (F, X). Si |fu] < g

et fn— f (P.P), alors quand n — oo on a
E(|fa—fl/B)—0 (P.P).
De plus il résulte que E (f,/B) — E(f/B) (P.P).

Remarque 1.1. Le Lemme 1.4 peut étre prolongé a un espace de Banach, c’est-
a-dire si |fuly < g € L' (F,X) et f, — f (P.P) quand n — oo
(ie |fo—flx =0 (P.P)) quand n — oo alors E(|f, — f|ly/B) — 0
(P.P).

De plus il résulte que E (f,/B) — E(f/B) (P.P).

Corollaire 1.1. Pour une sous c—algébre B C F, L’espérance conditionnelle est

une projection contractive de LP (F, X) dans LP (B, X) pour 1 < p < oc.
Lemme 1.5. Sige L' (B,B(X,Y)), pe (1,00), f € LP (F,X) et B C F, alors
E(gf/B) =gE(f/B).

1-2 Les Matigales



Définition 1.7. Une martingale est une suite f = (f;),—, de variables aléatoires
sur I'espace de probabilité (€2, F, P) associée a une suite croissante (F),,
de sous o—algébre de F' telle que F} " F et la différence définit par: d f =

frx — fr—1 avec fo = 0 satisfait la condition
E (6fx/Fr—1) =0. (1.1)
telle que fi est F — mesurable.

Remarque 1.2. La condition (1.1) est equivalent &
Jo-r = E(fi/Fe-1) - (1.2)

Preuve. On a E (6 fx/Fr_1) =0, c’est-a~dire E (fy — fr_1/Fx_1) = 0.

D’aprés la linéarité de I’éspérance conditionnnelle on a

E(fx — fee1/Fr-1) = E (fi/Fi-1) — E (fr—1/Fr-1) = 0.

L’exemple (1.1) nous donne

E(fk - fk—l/Fk—l) = E(fk/Fk_l) — fk—l =0.
D’ou

E(fe/Fi-1) = fo-1.

Exemple 1.2. Soient f € L' (F,X), (2, F, P) espace de probabilité et (F}, )i,
est une suite croissante d’une sous o—algébre de F, alors la suite (F}),—,
définit par

0 si k=0,

fr =



est une martingale.

E((ka:/kal) = E(fk_fkfl/kal)

Preuve. = E(fx/Fr-1) — E(fx_1/Fr_1)

= E(E(f/Fk)/Fi-1) — E(E(f/Fi-1) [ Fi-1)
D’ aprés la proposition (1.2) on trouveE (9 fy./Fi—1) = 0-

Corollaire 1.2 Si f = (fi);>, € L' (Q, X)"" est une martingale et ®: X — R
une application continue convexe , telle que : ® o f; est intégrable pour

ke Z,.Alors (9o f,);°, € L' (Q, X)™ est une sous martingale.

Corollary 1

Remarque 1.3 Soit (fy),.,une martingale. Dans le cas ou ® = |.| , alors

(| frl x)pey est une sous -martingale non négative.

Corollaire 1.3 Si f = (fi);-, € L? (Q,X)Z+ est une martingale sur X , et
U e B (X,Y), Alors Uf = (Uf)2, € L” (Q,Y)* est une martingale

surY.

Remark 2 Corollary 3

Lemme 1.6 Si H est une espace de Hilbert , f € L*(F,H) et B C F une sous

-o—algébre de F ,alors E (f/B) est la projection de f dans L? (B, H).

Corollaire 1.4 Si H est une espace de Hilbert , f = (fi):o, € L*(Q, H)™* est

une martingale adaptée & (Fy,),—, ,alors les differences d fi, sont orthogonales.
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1-3 R-Norme

Définition 1.8 soit (2, F, P) un espace de probabilité, on dit que les variables

aléatoires : X1 Xy ......X,, définit de Q) sur R sont indépendantes si:

Définition 1.9 soit(Q2, F, P)un space de probabilité,les fonctions de Radmacher
(1) pensont des variables aléatoires indépendantes,identiquement, distribués
définit sur € a valeurs dans {—1,1}&,: Q@ — {—1,1}.
et vérifiant :

(1) (&x)pen SOt des variables aléatoires réelles .
(ii) P (& (w) =1) =P (& (w) =-1)=3.
(iii) P (& (w), & (@) i (W) =P (§1 (W) P (£, (W) oo P (€0 (w)) -

Exemple 1.3 les fonctions
&, (w) = sign (sin (2"7w)) ,w € [0,1] ,k € N.

sont des fonctions de Radmacher.

Définition 1.10 la norme aléatoire de x1, xa, ...... xn, € X est définit par :
n n p
Shn| = | [[San| aw
k=1 LP(Q,X) Q k=1 X

Ou Xest un espace normé, (&;,),cnest une suite des variables aléatoires

appelée fonctions de Radmacher ,x;, € X et w € Q.

Exemple 1.4 (i) la norme d un element de X :



iS]
S

Definition 4 Example 5 x| pax) = /\§x|§( dp(w)| = Z x| p(&)
Lo

56{71’1} X

B =

= Rl + )] = ()

= |$|X

v/ La norme aléatoire d 'une seul element de X est la norme de cette élément
dans X

(ii) la norme de la somme de deux élément de X :

= /

LP(Q,X) Q

dp (w)

2 2
D Skt D Skt
k=1 k=1

D=

= Z Z &1 1+ & 332|.I;( p(&1) p(&)

51 6{7171} 52 6{7171}
= = > & m— mfy + 16 m+ ol
§1€{—1,1}

3=

= [2% (|=21 — $2|§(—|—‘ L1 — $2|§(+ |— 1 + :C2|§(—0—| r1 + x2|§()]

B =

= [22(| 21 — @aof% + | 21+ 22[%)]

1
- [5(| 21— 22l + 121+ 2a2l%)]?

(#ii) la norme de la somme de n élément de X :

Definition 6
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LP(Q,X) =
1
P
oy ey Sl Pl (E)
Ge{-11}  &e{-11} 1k=1
1
P

_ 1YY

Ge{-11} & e{-1L1}

- 7D Zﬁ’f Tk

ve{-1,1} [ k=1

ngxk

k=1

P

(9 € (Dh....00)

Définition 1.11 (L'ingalité de K hintchine — Kahane) :Pour p;q telle que 0 <
p;q < oo ,il existe une constante K,,, telle que dans chaque espace vectoriel

normeé on a:

LP(Q,X) L1(Q,X)

Pour toute xy, € X et fonction de Radmacher &, k = 1....n.

Remarque 1.4 Si X un espace de Banach ,et la série Zﬁkxk converge dans ['un
k=1
des espaces LY (Q, X), alors elle est converge dans chcun de ces espaces, et

L’inégalité précédante est vrair por n = oo.

Remarque 1.5 L’inégalité de Khintchine — Kahaneresulteque si on prend X/
I’ensemble des familles finies de X munit de la norme aléatoire, Alors obtient
un espace normé dont les normés aléatoires sont équivalentespour tout p,0 <

p < 00.
1-4 La décompositionde shauder

Définition 1.12 Soit ()., C X une suite dans ’espace normé X, On dit que
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o0
la sém’eg T, est :

n=1

n—oo

o0 oo
(i) converge vers x, si lim E x, — x| =0, et on note : g T, = T.
n=1

n=1
[eS)

(ii) inconditionnellement convergente si la série E Ty (n) CONVETGE POUT Chaque
n=1

permutation des entiers natrurel o € Sz, .
(i1i) sommable vers x € X si pour tout e > 0 ilexiste un Fy C Z ,cardFy < oo

telle que pour tout Fy C F, cardF < oo ona :

an—x <e.

ner be

o0

(#iii) Absolument convergente, si la série 5 |z,|x est convergente.
n=1

Dans le cas générale , c’est -a-dire dans un espace normé quelconque il
n’existe aucune relation entre ces type de convergence , mais il 'ya uniqgement
quelques tmplications, st X un espace de Banach on résumée les relations

entre ces types de convergences dans le lemme suivant :

Lemme 1.7 Soit (z,),-, C X une suite dans l’espace de Banach X , les asser-

tions suivantes sont equivalentes :

[e o]

1- an est inconditionnellement convergente .

n=1

2- an est sommable.

n=1

3- an satisfait les conditions de Cauchy (Schrinking) .

n=1
[e%S)

4- Z)\nxn est convergente pour chaque suite bornée (\,) -, C (> (Z,) .

n=1
[e%S)

5- Zgnazn est convergente pour chaque suite bornée (,)°°, € {—1;1}7*.

n=1
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6- Zénxn est convergente pour chaque suite bornée (5,)°°, € {0;1}7* .

n=1

Définition 1.13 Une décomposition de Shauder est suite de projecteurs D =
(Dp).2, C B(X) telle que :

(ii) == Zan, pour tout x € X.

n=1

k
Les opérateures P, = ZD" sont dits sommes partielles des projecteurs cor-

n=1

respondants a D.

Exemple 1.5 Soient (2, F', P)un space de probabilité, X un espace de Banach, et
(Fy)pey C F une suite croissante de sous -c—algébres de F telle que Fy, /' F
Alors | = (fr)iey définie par: (fi)rey = (OE (./Fy)) ey €t fo = 0 est une

décomposition de Shauder de LP (F; X),p € [1;00].

Définition 1.14 Une décomposition de Shauder est dite inconditionnelle si la
série dans la définition correspondante est inconditionnellement convergente

pour chaque x € X.

Lemme 1.8 Si (Xj),—,est une famille de sous espaces vectoriels fermés d’'un

espace de Banach X si chaque x € X admet une unique représentation
T = Zxk, Xi C X (X =®Xg, est la somme directe de Xy).Alors D =

k=1
(Dk)gozl définie par: Dypx = x est une décomposition de Shauder de X.

Lemme 1.9 Soit D = (Dy),-, décomposition de Shauder d’un espace de Banach
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X .Alors la nouvelle norme :

f:DkZL‘

k=1

lz]lx = sup
n e Zy

X

est equivalente a |.|y .

1-5 R-Bornitude

Définition 1.14 Une famille dropérateurs M C B(X;Y),ou X et Y sont duex
espaces vectoriels normes est dite borée aléatoirement (R — bornée) si pour
un certain p € [1;00); il existe une constante C' finie telle que pour tout
neNetTx e M,z e X, &, des fonctions de Radmacher, k = 1;2.....n ona

<C (1.5.1)

ZSkaxkz
k=1

n
D Sk
k=1

LP(Q,)Y) LP(Q,X)

Remarque 1.6 1- Le minorant de constante C' noté par R, (M) est dite R —
bornitude de M d’ordrs p.
2-  La définition de R — bornitude est indépendante de ’lordre p ,d’aprés
inégalité de K hintchine—Kahane, mais R, (M) dépend de cet ordre p,c’est
-a-dire si M non R — bornée pour une seul p € [1;00) donc elle est non
R — bornée pour tout les p € [1;00).

3- Soient My et My C B(X;Y) duex famille R—bornées, soient T}, € M et
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T? € My . Alorsona :

> & (Th +T7) < D aTka + D&
k=1 LP(Q,)Y) k=1 LP(Q,Y) k=1 LP(Q,Y)
< (Ry (M) + Ry, (M2)) kaxk'
k=1 LP(Q,X)
D’ou

Ry (My+ M) < Ry, (M) + R, (Ms).

De meme maniere on puet facilement vérifier que:

R,(AM) < |A\R,(M).

4- Chaque ensemble contenant une suel opérateur linéaire bornée T' € B (X;Y )est

R — bornée,de plus ona :

Ry ({T}) = |T|B(X YY) -

5

Chaque sous famille R — bornée est R — bornée.

6- Toute famille finie d’operateurs linéaire bornées est R — bornée.
7- D ans l’espace de Hilbert opérateur positive est R — bornée.
8- Soient M, S C B(X;Y) deux familles R — bornées, Si 0 € M NS, Alors

M U S est une famille R — bornée.

Lemme 1.10 Soiten X et Y sont duex espaces vectoriels normes. Alors pour

chaque famille dlopérateurs M C B (X;Y) R—bornée ona: R,(MU{0}) =R, (M)
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- Maintenant on va donner des quelque condition nécéssaire et suffsantes pour

montrer qu’une famille est R — bornée.

Lemme 1.11 Pour montrer la R—bornitude d’une famille M C B (X;Y) il suffit
montrerl'inégalité (1.5.1) pour touts siutes d’elements distincts Ty € M.Les

bonnes constantes sont les memes.

Corollaire 1.5 Pour montrer la R—bornitude d’une famille dénombrable d’opérateurs
M = (Ty),, C B(X;Y), isuffit montrer linégalité (1.5.1) pour toutes

suitse de troncatures (Ty),_, -

Définition 1.15 Une suite (M), de famille d’opérateurs M), C B(X;Y) est
dite relativement R—bornée par rapport & une suite d’espaces fermés (Xy)r-, de
X s

<C

> &,
k=1

n
D Sk
k=1

LP(Q)Y) LP(Q,X)

pour tout n € Z,, &, des fonctions de Radmacher; T, C My, x, € Xj et

K=12;..n.

Remarque 1.7 On remarque qu’'une famille M est R — bornée si et seulement si
toutes suites (My,);-,; M , C M, sont relativement R — bornée pour toutse

les espaces (Xj)poo, , X C X.

1-6 Multiplicateur de Foureir

Definition 7 Remark 8 Definition 9

1.6.1 La transformation de Foureir
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Définition 1.16 Soit X un espace de Banach et U € L' (Q; X), la transformation

FIUMN] =0 :/U(t)exp(—i)\t)dt AER

est dite transformation de Fourier.

Définition 1.17 L’ inverse de la transformation de Fourier est définit par

FL(\) =U @) :/ﬁ(t)exp(m)dA AER.

1.6.2 Quelque notion

» On note par D (R; X) l’espace de toutes les fonctions f: R — R indéfine-

ment différentiables et support compact

D(®X) = {f € C™®:X): supp(f) = {ai [ (z) 7 0} .
et on note D (R; X) = L (D (R; X); X) [ espace de distributions .

» On définit U'espace de Shwartz S (R; X)par:

S(R;X)= {feC®(R;X);t"D°f € L (R; X); e, 8 € N}.
et on note par S/ (R; X) = L (S (R; X) ; X) est l'espace de distributions tempérées

> Soit F-1D (R; X) = {f cS(R:X): fe D(R;X)}.
1.6.3 Multiplicateur de Foureir

Définition 1.17 soient X et Y deux espaces de Banach, 1 < p < oo, une fonc-
tion M € C*(R; L (X.;Y)) est un Multiplicateur de Fourier LP (R.; X) —
LP (R;Y) s’il existe un opérateur:
T : R;X) — LP(R)Y)

Telle que pour tout f € F~'D (R; X) ona:
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Tf € S(R;X) €t Tf(s) = M(s)}(s) ;s €R.

Théoreme 1.1 (Théoreme de Weiss) : soient X etY deux espaces de Banach,
une fonction M € C* (R; L (X.;Y)) telle que{M (s); s € R — {0}} et {sM/ (s) ; s e R— {0
sont R — bornées dans L (X.;Y') . Alors;M est unMultiplicateur LP (R.; X) —

LP(R;Y) pour: 1 < p < 0.

Remarque 1.8 (i) Tout les espaces de Hilbert satisfait les conditions de Multi-
plicateur de Fourier.
(ii) 1l existe des espaces de Banach qui sont pas des espaces de Hilbert,

mais satisfait les conditions de Multiplicateur de Fourier;par exemple les

espaces U.M.D-
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Remark 10

CHAPITRE 2

Espace U.M.D

Dans ce chapitre on va etudier les espaces U.M.D .On donne des définition

équivalent de ces espaces et leurs principales propriétés .

Soient X un espace de Banach et (€, F, P) espace de probabilité .

2-1 La propiété des matingales diférences inconditionnelles

Définition 2.1 On dit que 'espace de Banach X admet la propiété des matin-
gales diférences inconditionnelles dans L?, p € (1;00) ou bien U.M.D — p si

I'inégalité:

> &b > ot
k=1

k=1

< Mp = Mp |fn|LP(Q,X) : (2-1)

LP(Q,X)

LP(Q,X)

est satisfaite pour certain M, par chaque martingale f = (fi),—, € L? (Q; X)

et chaque € € {—1;1}"*.
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Remarque 2.1 La condition (2.1) est équivalent a la condition :

Sk < My lglprx) »pour gr = E(9/Fr) (2.2)

LP(Q,X)

Preuve. 1)(2.1)=-(2.2): comme (2;1) est satisfait pour chque martingale f =
(fr)pey € LP (4 X),et g = (9k) ey = (E(§/F)))z, est une martingale; alors
(2.1) est satisfait pour g = (gx)re,

donc

oG

Z(Sgk

= M, |gn|LP(Q,X)

LP(Q,X) LP(Q,X)

=M, |E (g/FnNLP(Q,X)

< Mp ’gn‘LP(Q,X) :

-On trouve la derniére inégalité d’aprés la contractive de L’espérance condition-

nelle.

2) (2.2)=-(2.1): on prend g = f, et on substitant dans (2.2):

kaégk‘ =
k=1

LP(9,X)

— Jr-1)

LP(Q,X

(9/Fr) — E(g/Fr-1))

LP(Q,X)

ng (fu/Fx) = E (fu/ Fi1))

LP(Q,X)

IN

M, |§n|LP(Q,X) :
donc

fn/Fk (fn/Fk—l))

< MP |fn|LP(Q,X) (2~3)

LP(9,X)
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Remarque 2.2 Or f = (fi),—, est une martingale,Alors

pour chaque k£ < n.Ainsi l'inégalité (2.1) est prouver.

Lemme 2.1 1- Le plus petite constante M, dans (2.1) pour un p donné, et
un espace de Banach notée par M, (X).
2- Si X ne posséde pas la propriété U.M.D — p, Alors; M, (X) = oo.
3- M, (X) est indépendante de n, c’est -a-dire la propriété U.M.D — p
est vrais si I'inégalité (2.1) satisfaite pour tout n.
4- le plus petite constante pour que (2.1) soit vrais pour n fixé est notée

par My (X), alors on a:M" (X) / M, lorsque n — oo.

Lemme 2.1. Les constantes M (X) sont finies de plus on a:

> &b hi
k=1

> & (i = fra)

k=1 LP(Q,X)

> & > Gufi

k=1 k=1 LP(Q,X)

< Z [ felrax) + Z | fr-1lpe@.x)
k=1 k=1

- Z |E (fn/Fk)|LP(Q,X) + Z |E (fn/Fk—1)|LP(Q,X)

k=1 k=1
Z |fn|LP(Q,X) + Z |fn|LP(Q,X)
k=1 k=1

LP(9,X)

+
LP(Q,X)

Preuve.

IN

= 2n |fn|LP(Q,X)
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Remark 11 Proof.

D’ou

Exemple 2.1 Chaque espace de Hilbert admet la propriété U.M.D — p, pour p =
2.So0it H un espace de Hilbert donc tout les martingales différences sont

orthogonales. Alors; d “apés le théoreme de phythagor on a:

> &b fi > 16kl
k=1 k=1

> 5/
k=1

L2(Q,H)

L2(Q,H)
- D’ou H posséde la propriété U.M.D — p de plus on a :
My (X) =1.
2-2 La Transformation Martingale

Définition 2.2 Soit f = (f,);>, € L' (Q; X)”" une martingale adaptée o (Fy)3° ;.
Une suite: ¥ = (0y)re, € £>°(Z4+; L® (), est dite (Fy),, -prédictable si
chaque Uy est Fj,_1 mesurable (et ¥1est Fymesurable). Pour de tels f et ¥,

on définit la transformation martingale (f * 9);>, € L* (% X)** par:

k
(f*ﬁ)k - Zﬂzéfz

Vv, On dit que la transformation martingale est uniformement bornée, si:

|(f*‘9)k|Lp(Q;X) <M |79‘zoo(z+;Loo(Q)) |fk|Lp(Q;X)
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Remarque 2.3 La tansformation martingale f * 9 = (f *9);°_, € L' (Q; X)*
définit aussi une martingale adaptée a (Fy),-, -

En effet

E((f*9),/Fr1)= E ((Zm fi— 21915 fz> /Fk_1>
= E (946 f,, /Fr1)

= Ve E(0f, /Fr-1)

= 0.

-Pour tout ¢ € ¢ (Z; L™ (1)), cette condition est appelée la proprieté MT—

p; ou la transformation martingale d’ordre p.

Remarque 2.4 La proprieté U.M.D—p est une cas spéciale de la proprieté MT—p
savec ¥ =€ = (§)0, € {—1; 137+
v/ Les conditions dans les définitions de base U.M.D — p, et MT — p sont
satisfaites pour des martingales quelconques sur des espaces de probabilités

arbitraires.

Dans la siute on va étudier la relation entre la propriété U.M.D—p ou MT —p et la
siute de sous -o—algebre qui adaptée a la martingale, pour cela on rappeller

qu ’'une algebre finie est une o—algebre.
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Lemme 2.2 la propriété U.M.D —p ou MT — p est satisfait si elle vrais pour tout
martingale adaptée a une sous algebre finie.
Pour continuer 1’étude on va donner quelque notions concernant les algebres

finies.

Définition 2.3 Une base d’une algebre finie F' C €2 sur () est une partition de 2
en des ensembles disjionts F, € F; » = 1,...,m telle que chaque F € F est
de la forme: F = UIE pour certain [ C {1....n}. et on note par bsF: les

1€

éléments de la base F, € F sont dite les atomes de F'.

Remark 12 Remark 13
Remarque 2.5 1[I facile de voir que la base d’une algébre est finié est unique.

Définition 2.4 Une siute croissante d’algébre finies (n,,),_, est dite systeme de
Haar si n;, admet une base constitué de (k+ 1) ensemble de probabilité

strictement positive.

Lemme 2.3 Dans la définition des espaces U.M.D — p ou M T — p il suffit de

considérer chaque martingale adaptée a un systeme de Haar.

Maintenant on s’intéresse a la relation entre la propriété U.M.D—p et M T —p;

plus on va démonttrer 1 équivalente entre les propriétés U.M.D —p et MT — p.

Proposition 2.1 les propriétés U.M.D — p et MT — p sont equivalentes avec le

meme constante.
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Preuve. d’aprés le lemme précédent il suffit démontrer le lemme pour les martin-

gales adaptées par des systemes de Haar.

On a deja voire que La proprieté U.M.D — p est une cas spéciale de la pro-

prieté M'T — p; donc ilsuffit démontrer que La proprieté U.M.D — p implique

la proprieté MT — p.

Soit f = (fx)r—, € L? (Q; X) une martingale adapteé¢ a un ysteme de Haar (n;),_,

, et soit ¥ = (¥);_, une siute prédictable, alors 940 fi, = A0 fx, pour un cer-

tain Ay € R; telque: [Ay| < [Jkpocq) < 1,

Ainsi

S 06
k=1

Z)\kfsfk
k=1

LP(Q:X) LR X
< max fk(;fk
Ee{-1;1} 1 LP(;X)
< M, (X) Zﬁkm'
k=1 LP(Q;X)

D’ou les propriétés U.M.D — p et M T'— p sont equivalentes.

2-3 La propriété faible U.M.D-p

-On peut utiliser la notion de transformée martingale qui peut e”tre donnée

par la formule siuvante:
(€ f)n|LP(Q;X) < M, (X) |fn|LP(Q;X) :
ce qui implique que

sup |(€ * f)n|LP(Q;X) < M, (X) sup |fn|Lp(Q;X) :

nez TL€Z+
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D’ ou
E* flimzy vy = Mp(X) [ flio(z, .o
Inversement, si la derniere inégalité est vraie pour chaque martingale (fi)r-

alors elle est vraie en particulier pour (f),_; -

Et comme

|felpoxy = 1B n/F)lpxy < | falpax)y kE<n

Alors d’ici résulte la premiére inégalité.

Maintenant on va donner une formulation du type faible dans L.

Définition 2.5 On dit qu’un espace de Banach X posséde la propriété faible —

U.M.D si 'inégalité siuvante:

AP((Exf)">X) < M; |f|£°°(Z+;L1(Q))

est satisfait pour une certaine constante M, pour toute martingale f €

L' (€ X)™, et toute siute £ = (Errez, € {15 137+

De meme maniére similaire on définit la propriété faible — MT; au lieu de &

on prend la siute prédictable ¥ = (Jy);.c, -

Proposition 2.2 Pour toute p € (1;00) la a propriété MT — p implique la pro-

priété faible — MT.

Théoreme 2.1 (Burkholder 1981) Dans un espace de Banach X les propriétés

siuvates sont equivalentes:
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1- X posséde la propriété U.M.D — p pour toute p € (1;00).

2- X posséde la propriété MT — p pour toute p € (1;00).

3- X posséde la propriété U.M.D — p pour tcertaine p € (1;00).
4- X posséde la propriété MT — p pour tcertaine p € (1;00).

5

X posséde la propriété faible — U.M.D.

6- X posséde la propriété faible — MT.

Preuve. d’apres la proposition 1, les propriété (1) et (2) sont equivalente

Proof. (2) = (4).

(2) = (6) (d’ apres la proposiition 2). =

(5) = (1) (voir la siute ).

Définition 2.6 un espace X possédant une ou toutes les propriétés du théoreme

précedant est appelé espace U.M.D.

Proposition 2.3 Si un espace X posséde la propriétés faible — U.M.D .Alors, il

posséde la propriété U.M.D — p pour toute p € (1;00).

Exemple 2.2 Chaque espce de Hilbert est un espace U.M.D; par exemple C et

R sont des espaces U.M.D
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CHAPITRE 3

Régularité Maximale

Dans ce chapitre on prend I’étude d’une équation différentielle opérationnnelle sur
[0; 1]a coéffint opératoriele non borné dans un espace de Banach du type U.M.D.

La méthode détude basée sur le thoéréme de Weiss sur les multiplicateurs.

3-1 Position de Probleme :

On concéderer la probleme no locale a valeur sur [0; 1] pour équation différen-

tielle opérationnnelle dégénérer sur un espac+e de Banach F :
L = —a(z)u® (z) + Ay () u(z) + By () u™ (2) + By (@) u () = f.  (3.1)

Ny
Liu = o™ (0) + Bul™ (1) + Z&kju[m’“} (zg;) = 0. (3.2)
j=1

Telle que :
> ull () = (:L‘Vd%)iu(x); 0<~vy<1
» my € {0;1}, ag, By, 0k; sont des nombres complexe et zy; € [0;1].

» A etB, généralement sont des opérateurs non bornée on FE et A, =

A+ M.
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Définition 3-1 Soit u une fonction a partir de 1’espace:

Wi = W (0,1, E(A), E) = {w;u € L, (0,1; E (A)) ,u? € L, (0,1; E)}

muni de la norme

2
|U‘WZ£217 = |AU|LM(0,1;E) + ‘u[ }’LP(O,I;E) < 0.

OOn dit que cette fonction u est une solution de I’équation (3;1) c’est il

satisfais I’équation (3.1) sur [0, 1].

Soit I'espace W, = W2 (0,1; E (A), E) qui définit par:

W2 ={uu€L,(0,1;E(A),u® € L,(0,1;E)}

de la norme:

— 2
|U|Wp2;'y o |Au|Lzﬁ;v(0’1§E) + ‘u( ){LP(O,I;E) < 0.

Remarque :3-1 On pose le changement siuvante :
y=(1—~)""al. (3.3)

Résultat :3-1 D’aprés le changement précedent on a:
(i) L’espace Ly (0,1; E)est isomorphisme avec 'espaceL,,,, (0,1; ).

(ii) L’espace W (0, 1; E (A), E)est isomorphisme avec I'espacelV;, (0,1; E(A), E).
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Preuve. Pour montrer les résultats précedent on va calculer premiérement
:x et dr.

onay=(1—~)"z!

= (1-yy=2""

log (1 =7)y=(1—-~)logx

(1—9) tlog(l—7)y=logz

log[(1—7) 4" =loga
D’ou
r=[1=7)y" "
Donc
do = (1= )7 (1 =)y gy,
de=[(1—~)y""" " ay,
dr = [(1—~)y] ™ dy.
Ainsi

dr = 27dy.

Alaide de la changement (3.3)on a:
y=20 ;stx =0
;et on prend v, (y) = 7.
y=1—-7""=b ;siz=1
(i) Soitf € L, (0,1; E)



donc

1 ,

1y = | [ 17 @Idr | < o0
0
1
10 = /||f W ) dy | < oo
= ||f||me(071;E) :

= felL, (0,1;E)

Ainsi L, (0, E) C L, (0,1, E).
Inversement:soit f € L, (0,1; E)

donc

3 =

1flls, e /||f Mo ) dy | < oo

1flls, e /||f Wdr| < oo
= ||f||Lp(0,1;E)
D'ou fe L, (0,1; E)
Ainsi L, (0,1;E) C L, (0,1 E).

Ce qui impalique L, (0,1;E) =L, (0,1; E).
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(ii) Pour montrer que I'espace W,?} (0,1; E(A), F) est isomorphisme avec

l’espaceW}i% (0,1; E(A), E), on va calculer: u? ().



33

W (@) = (y)

Maintenent soit u € W, (0,1, E(A),E)

Donc

u? € L,(0,1; E)

we L, (0,1; E (A))

_ 2
| |U!W1g21 = |AU‘LP(O,1;E) + ‘u[ ]|Lp(0,1;E) < 00
Comme I'espacel,, (0, 1; E)est isomorphisme avec I’espaceLy,,, (0, 1; F) ;on
trouve:
(

ul? (z) = u® (y) € Lp;vl (0,b; B)

UE Ly, (0,55 E (4))

— 2 _
\ |U|W},2] = |Au (y)|me(o,b;E) + |U[ ] (y)‘Lm(o,b;E) - |“|W]§W1 <
Ce qui implique u € W (0,b; E(A), E).
Ainsi

WE (0,1, E(A),E) c W2, (0,b;E(A),E).

Inversement: soit u € W (0,b; E(A), E)

Donc

u® € Ly, (0,b;E)

wE Ly, (0.5 E)

_ 2
| lulwz,, = 1Aule,  omm + [4P]L, 0nm) < o

Comme I'espaceL,, (0, 1; E)est isomorphisme avec 'espaceL,.,, (0,1; E) ;on

trouve:
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u® (y) =ul (z) € L, (0,1; F)

uly) =u(y) € Ly (0,1, E(A))

\ |U|W5m = |Au (x>|Lp(071;E) + ‘U[Z} (IMLP(OJ;E) - |U|W1£2] < 00
Ce qui implique u € W}? (0,1;E(A),E).
D’ou
2 . 2 .
W2 (0,b;E(A),E) C WP(0,1;E(A),E).

P71

Ainsi 'espace W;?] (0,1; E (A), E)est isomorphisme avec I'espacelV,;, (0,1; E(A), E).

Le probleme (3.1) - (3.2) on peu transformé a la probleme siuvante :

(3.4)
Ny,
Liu = apu™) (0) 4+ Bul™) (b) + Z(Skju(mk) (yrj) =0 k=1;2,y,; €[0;0].
j=1
(3.5)

Pour montrer cette transformation il faut calculer :

ultl (z) ;0 () ; ulmed (0) ; ulmed (1)
On a: ull (z) = (x'ydi)iu (x)

T

Donc
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Alaide de ces resultats; on trouve:
ul™ (0) = u™) (0) et ul™] (1) = u™) (b).
Maintenent le probleme (3.1) - (3.2) :

Lyu = —a(x)u® (2) + Ay () u (z) + By (z) u™ (2) + By (z) u (z) = f.

Ny
Liu = o™ (0) + Bul™ (1) + Z&kju[m’“} (xx;) = 0. (3.2)
=1

Il devient

Lyu = —a(y)u® (y) + A\ () u (y) + Bi (1) u® (y) + By (y) u(y) = . (3.4)

Ny
Liu = aul™) (0) 4 Bpul™) (b) + Zékju(mk) (yrj) =0 Lk =1;2,yz € [0;].
j=1

(3.5)
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3-2 Equation Homogéne

On considére le probleme no locale avec des coéfficients constantes sur 'espace Ly, (0, 1; E) :

Lou= —au® (y) + Ayu(y) =0.
Ny
Liyu = aku(m’“) (0) + ﬁku(mk) (b) + Z(Skju(mk) (ykj) = J-
j=1
k=1;2,yx; € [0;0] (3.6)
Telle que :

» a est un nombre réal, A un nombre complexe.

> fr € By = (E(A);E), ; ou 0, = %= + 1 et E, sont des ’espaces

Or;p?

d’interpolation.

Condition 3-1
(i) A un opérateur positife sur I'espace E de Banach pourp € (0;7let a > 0.
(ii) o, By, Okj; sont des nombres complexes; 6, = 5= + é.
(ili) 0= (—1)" a8y — (1) a8y # 0;p € (1;00)

Théoreme 3-1 Soit le condition (3.1) est satisfaite.Alors, pour f;, € Exet
larg A\| < m — ¢ et |A| grand suffisante le probleme (3.6) admet une
solution unique v € W7 (0,b; E (A), E)et on a:

2

>

1=0

2
uO, + Aull, < MY [ filg, + A 1 fells]
k=1

(3.7)



37

La démonstration de ce théoreme est basée sur les notions, et les resul-

tats siuvants:

Définition 3-1 SoitF un espace de Banach,une famille 7" (¢) d’opérateurs
linéare bornée de F dans F;0 < t < oo; est dite semi groupe d’opérateurs

linéare bornée si:

(i) T(0) =1 (I est 'opérateur d’identité en E).

i) T({t+s)=T(t)+T(s).
v/ Un semi groupe d’opérateurs linéare bornée 7' (t) ;est uniformement

continu si:

lm |7'(t) — 1] = 0.

v/ Un semi groupe d’opérateurs linéare bornée T (t);0 < ¢t < oo, est

fortement continu si:

IimT (t)x = z;Vz € E.
t10

Définition 3-2 Soit A un’opérateur linéare définit par:

T(t)a -
D(A) = {x € E; hl%lw existe} .
t

et

_ -
Aa::hmT(t)x z _d T (t)x

i " o pourz € D (A).

On dit que A est un générateur infitésimale de la semi groupe 7' () .
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Définition 3-3 Un opérateur linéare est dite opérateur positife sur un

espace de Banach Fsi :

(i) D(A) dense en E c-a-d D (A) = E.

(i) [|(4A—AI)" < M@+ )

1
Iz(z)
telle que A € S, = {\, A€ Cet |larg)—7| <7 —p}U{0},p €
(0; 7] et M un constante positife

v/ 1l existe la piusanse fractionnele A™d’opérateur positife A;soit

lespaceD (A™) noté par E (A™) avec la norme:
1
[ull gamy = (lull” + [[A™ul") 51 < p < 00; —00 < m < oo.

Remarque 3-1: Dans les espaces de Hilbert tout les opérateur

positife sont R-bornée.

Définition 3-4 Un opérateur positife A est dite R-positife sur

I’espace de Banach F si:

il existe ¢ € (0;7; telle que I'ensemble{ (1 + [A]) (A — AI) ™" ; X € S, Jest
R-bornée.
Théoreme 3-2 Soit E un espace de Banach, A un opérateur posi-
tife sur I'espace E.soitm € RT,1 < p < oc; %p <a<m-+ %pet
0<~vy<2pa—1.
Alors, pour A € S, L’opérateur —A% est un générateur de la
1

semi glroupee_“”AE qu’est holomorphique pour = > 0, et forte-

ment continu pour x > 0.De plus il existe un constante C' >
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0,telle que Yu € (E, E (Am))i_;j;p.

[l

P —pat ity
Ao fmA/\u de < C (HUH BE,E(A™)) ,, 1y + |/\| pat+= ||u||%) .
m~ 2mp’

E

Démonstration du théoreme 3-1

On a: Lou = —au® (y) + Ayu(y) = 0.

Donc

u? (y) _ Ay
uly) a
Ce qui implique
1
uly) = Ce ™

mais
w(y) = [u(b) +u(0)] e
1
on prend: u(0) = gi;u (D) = e go; telle que g € Ej =
k=1;2.

(B E(A) 3
Doncu (y) = {gl + goe™® A} e~vA

1
Diou 4 (y) = e vhig +e 00Ty,

Pour remplacer la solution(3; 8)au probleme (3; 6) ;on doit calculer

b U () = (—1)™ AT vl gy 4 4K Aty
mE mE 3
w0 (0) = (~1)™ AT g+ AF g
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my 1 my
> ul™) (b) = (—1)™ A2 e g + A2 go.

b ) () = (—1)™ AF emlg, 4 aFe

Maintenant on remplacer ces resultats au léquation sivante

On trouve:

mg mg 3 m
Liyu = ay {(— )AL+ A2 e 4 92] +084, {(—1) PAZ e g+ A2 go

Z%[— 1) A7 vt gy 4 A e () g} f

(3.9)

k:1;2,ykj S [O,b]

Ainsi (3;9)est un systeme des’équations linéare algébrique c-a-

dire(3; 9)est un matrice:
Pour: k =1;m; =0, on :

1 1
Liu= oy [91 4t 92] + 5, [ebAf g1+ 92]

N .
+2 0 {6 pat *91+6 (b y’”)A*zm] =h
7j=1
donc
1 Ny
L1U— a1+ﬁ€ bAS +Z(51€ y1; A3 g1+
7j=1

—u)A ] = f

7j=1

[ -} +ﬁ1+251 e

Pour: £k =2;my =1, on a:
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1 1 : 1
Fat =0 {_Aigl + Az 92} + 5, {‘Ai o+ AAQQ]

2 1
+252j [ A2e Y25 A )\g +A2 —(b— ym)Ang} = f,
=1

donc
_ ; Ny ; .
Lou=—|ag + 62@_17’4/\ —+ Z (52j@_y2jA>\ A)2\91+
L Jj=1
_ Ny 1
7bAA +05, +Z Gaje~ v AN | AR gy = f
L Jj=1

Maintenant on peut écrit (3.9) comme siute:

Ny
1 1 1
_ 2
oy + e 4% 4 E by ;e v1iA are b4 +ﬁ1+§ 5y e~ 01 AR
Jj=1 Jj=1
1 N 1 N 1
_ 2 (bt . 2
— Qo +ﬁ e bAA + g (52 ie —v2;A Qe bAS +52+ E 52j6 (b—y25) A}
B Jj=1 j=1 .
N1
2

Soit D (A) le déterminant du systéme (3.9):

1 M 1 N2 1
D) = [ay + By £ §yyevid ] [a26—bA§ Byt 3 Gyye AR
j=1 j=1
b } = }
+ g + Boe b4 +Z(52 e v et ~|—61—|—Z 61 e (b7 AS
j=1 j=1
N»
D (\) = a1 fytasf+agaze” bAA +0z1262 e~ (b—y2) A5 +B Qe QbAA +
7=1

1
5152671)14A2
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1

No 1 ;. N1 1 Ny 1

_ 2 (bt . 2 _ 2 A2 o A2

+516 bAS E (52]‘6 (b—y2;) A5 “+ase bAS E 61]‘6 v A5 +62 E 61]‘6 v A5
j=1 j=1 j=1

Ny 1 Na 1 1 Ny 1
1 A2 (b YAZ _ A2 (b2 VA2
+ g 51]'6 Y1545 E 52]'6 (b—y2;) A3 +aoae bAS “+Q9 E 51]'6 (b—y1;) A3 +
j=1 j=1 j=1

1
_ 2
Byaye 2045

} ;ZM } ;ZN"’ }
+5152€_b‘4)‘ + 526_12‘4)‘ (51]‘6_(12_?41]')14A + Ckle_bAA (Szje_yszA
j=1 j=1

N2 1 N1 1 N2 )
+51 Z(SQjeinjAg +Z§1je*(b7y1j),4§ 252‘7.67242%4; .

j:1 j:1 j:1
D’aprés le condition (3-1) on a: 6 = oy 85 + a3, # 0.
Donc: D (\) =6+ Dy ()N).
D) =0[I+607'D(\)]

On al|D; (A)|| — 0 lorsque || — 0.

Ainsi [|67'D; (V)| = HDle(’\)H est plus petite pour|\| — oo.
Ce qui implique HG’lDl ()\)H <1.

Dou [|[D (N)|| = |6 [1 +67"D;y ()] || < 6+ 1 pour|A| — oco.

Alors par la condition § = (—1)™" 18, — (—1)™* a8, # Oet pour

|A| grand suffisante [D(A\)]™" = [0+ Dy (\)] " existe et uni-

formement bornée.

Donc le systéme (3.9) admet un solution unique pour |A| grand

suffisante et |arg A| < m — .

Pour trouver l’estimation (3.7)

A ull, + A2 [[u®]] + [u®] + | Aul, <
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M | £ill, + N Ll + 1l + A 1 ol

on appliquer le théoreme (3.2).

On a:

Au
S

«
m?p’p

pat 11
Rl (A e AT

On prend m = 1;v = 0,donc la relation présedente deviént:

AAU

ot l
K o(nun’(’E,E(A)) e ||u||’;;).
(X—ﬁ,p

3=

1

ot L v
to< C (Iullppny,, + N )

/HAa —zA U

D’ou

3=

ot L
Hfupsc(nfn?E,E(A)) e IIfII%) <
(X*Tp,p

ot
¢ (Ifllsscsn, ., + P 151

Soit, fl € El E91 (E E (A)) o — %;pet f2 € E2 = E92 = (Ea E(A))Q{Q—%;p :
Donc

I, < € (Wil s, _,, + A F 1)
et

L
e (P e d 1

35 P

On doit chercher aq; as

On a déja: Qk:%—k%
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ainsi
2p 2p p
{ ={
- 1, 1 _ _ 1 — 1,1
02— 2+2p_ (%) 2% Qg = 2+p

Dou flull, < C 1 fill, < C (Ifillg, + N5 1 £ill )
el < € (I, + 1A% 1 full ) =

=

C (Ifillg, + W% 11l )

A, < € (Iallg, + X7 1Al )

L
e, < C il < € (Velleqnn,, ,, + % 15l

[, < € (Wallg, + N7 % 1l ) = € (Il + 7375 12l )

N [[a®]], < Co (I fell g, + A2 12 )

=

A ], < Co (Ifalls, + A2 [ f2lls)

Ainsi
1 1—L
Ml +ATE [, +H Al 4l < o (1A, + N 1AlL)

11
+Ca (I fall g, + M=% 11211
D'ou l'istimation. (3;7)

2
_i i —0
SO O, + dull, < 33 [fells, + A el
i=0 k=1
3-3 Equation non Homogéne
On considerer dansL,,,, (0, b; E') le probleme siuvante:

Lou = —au'® (y) + Ayu (y) = f.

Liu = au™ ) (0) + B,ul™) (b) + Zék] ) (yks) = S

k=1;2y,; €[0;0]. (3.10)
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Théoreme 3-3: Soit le condition (3.1) satisfaite, F' un espace de Banach saisfait
la condition de multiplicateur avec p € (0;00)et A un ’opérateur R-positife
sur 5 Alors, Vopérateur: u — Gu = {Lou, Lyu, Lou} pour |arg \| < m— ¢ et
|Al grand suffisante,est isomorphe de W (0,b; E (A), E) dans L, (0,b; E) +

El + E2 et

2

SO [+ Aul, < 2 {171+ 3 (1fellg, + N el )

1=0 k=1

(3.11)

Preuve. On adéja preuver 'unicité de la solution de probleme (3.10) par le
théoreme (3.1)
fy) siyel00]

0 siyé¢]|0,b]
La solution de(3.10) u € I/Vp2 (0,b; E (A), E) ; on peut écrit cette solution

Soit f (y) =

comme une somme u = uj + uy telle que u; est une restriction on [0, b]

de la solution u de 1’équation :

Lou=f(y) ;yeR (3.12)

Lou = Louy + Lous = f(y)
Donc ;y €10,0].

Lku = Lkul + Lku2 = fk (y)

Louz = f(y)—f(y)=0
= ;y €10,0].

Liug = fr (?J) — Lyuy
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Ainsi us est la solution de probleme:
LUU = 0

;y € [0,0]. (3.13)
Lyu = fi(y) — Lywy

On pose Lou = —au® (y) + Ayu (y) = f (y);y € 0,8].

Donc Lou = f (y), Par la transformation de Fourier on a:u = F7LLy'Ff (y).
2) ) a)?
Lou = —au'? (y)+A\u (y) = —a (@) u(y)+(A+ M) u(y) = | —a (@) + A+ M ) u(y)

Lou= K—a (%)2 +)\I> +A] u(y).

D’aprés cette formule en prend Lo (A, §) = (—a§2 + M)+ A, telle que £ = d%_

Ainsi la solution de probleme (3.10) donné par :

u= FLg"(\EFf(y) -

et
ud = EFTLT N E) FF(y).

Au= FAL(NE Ff(y).

Alaide de ces expression on trouve :

2 . 2 .
DT[], + lAul, = A
i=0 1=0

§F L (0 FF|

o+ HF*lALgl (A, €) Fﬂ

(3.14)

p

Soit les fonctions

(i) H (X&) =ALy" (\¢).
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() H (A& =N"FEL (\E:i=0,12
Comme A est R-bornée et H; (), €) sont des multiplicateur de Fourier sur

V'espace L, (R, E) .Alors H (\,€) et H; (A, §);i=0,1,2; sont des opérateurs

bornées.
Donc

HH(A,g)ﬂp: HALgl (A,g)ﬂp: HF—lALgl (\ ) Fﬂp <M ﬂp.
|zoo | = |Wre o] = WEHerm oo T <)

Par conséquence on trouve:
2 .
SN a0l + 4ul, <c 7] . (3.15)
i=0

D’ou I'équation (3.12) admet une solution uy € W (0,b; E (A) , E).

Comme W} (0,b; E (A) , E) isomorphisme avec L, (0,b; E) + Ey 4 E; et par
le Théoreme du Trace donc ugm’“) €EE,=(E(A),E).,-
D’aprés le théoreme (3.1) le probleme (3.13) admet une solution unique

uy € W2 (0,0, E (A), E) pour |arg \| <7 — ¢ et |A| grand suffisante.

2 2

1-4 i 1-6

ainsi 2 ||| llAwall, < MY (I — Ll + I i~ L)
=0 k=1

2
1-6 1-6
< MY (Well, + N Uil + N Ll + L, )
k=1

2 | ellg, + T el + I [ L 5+
<MY * (3.16)
k=1

m 1-0
B il

C([Ovb];Ek)
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D’aprés (3.15) on a

uf?

Tl Awl, < Clif],. (3.17)

2 .
2 T
i=0

Par I’application du théoreme de Trace et I'estimation (3.17) on a:

ugmk)

Ainsi avec (3.16) et (3.18) on a:

+ A Lyl < C S

"

2 .
2 W
i=0

+ 4w, < C
p

2
1, + D W fellg, + 1A ”kaE] :
k=1

(3.19)

Finalement (3.17) et (3.19) implique

2 .
2 AT
i=0

2
WmﬂmeMwm+;@mm+w”wmg

(3.11)
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Résumé
Le présent travail est consacré a 1’étude de la régularité maximal L? pour une

classe d’équations différentielles opérationnelles du premier ordre non locale

sur l'intervalle [0;1] dans les espaces de Banach du type U.M.D.

Les mots clés : Régularité maximale ; Espace U.M.D ;R-borné ;opérateur non local ; espace de

Banach.
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Abstract

The present work is to study of LP -maximal regularity for on class of first order

operator differential equations on [0;1] no local in the U.M.D Banach spaces.

Key words : Regularity maximal ;space U.M.D ;R-borne ;operator no local ;space of Banach
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