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Introduction

Les e¤orts pour obtenir une théorie décrivant la nature aux très petites-échelles,

a conduit à la naissance de ce qu�on appelle la physique moderne, Le début de ce siècle a

vu l�émergence de deux nouvelles théories qui ont complètement bouleversé le monde de

la physique : la théorie de la relativité générale et la mécanique quantique, il y a quatre-

vingt ans, on peut dire qu´elles sont responsables de la majorité des développements de

la physique théorique de notre siècle, y compris les avancées les plus récentes. Depuis lors,

il est devenu clair que la physique à la plus petites distances est décrite par la théorie

quantique.

La mécanique quantique est une théorie de l�in�niment petit qui cherche à décrire

des systèmes physiques, dont l�action est une quantité de même ordre de grandeur que

la constante de Planck ~ = 1:05457266� 10�34 J s: Aujourd�hui cette théorie a provoqué

une révolution en ce qui concerne de mieux en mieux comprendre les interactions fonda-

mentales de la nature au niveau microscopique, en basant sur l�hypothèse de Planck, qui

dit que l�action ne peut varier que par multiples entiers de ~, La mécanique quantique est

appliqué à des systèmes physiques très variés, le point de départ de cette théorie est le

principe d�incertitude de Heisenberg, qui peut être formulé comme suit : Il n�est pas pos-

sible de mesurer simultanément la position et l�impulsion d�une particule car l�incertitude

�x sur la mesure de sa position et l�incertitude �p sur son impulsion doivent satisfaire

à la relation �x: �p ' ~:

La position x et l�impulsion p d�une particule sont remplacées, en mécanique quan-

tique, par des opérateurs x̂ et p̂ agissant sur un certain espace de Hilbert, les opérateurs

x̂ et p̂ sont dé�nis par

x̂	(x) = x	(x) et p̂	(x) = i~
d

dx
	(x)
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Il est remarquable que le commutateur de ces deux opérateurs soit non nul,

[x̂; p̂] = i~

x̂ et p̂ engendrent l�algèbre des observables quantiques, cette algèbre non commutative

doit remplacer l�algèbre des fonctions sur l�espace des phases classique. Par conséquent, la

géométrie de l�espace des phases quantique fait appel aux coordonnées non commutatives

x̂ et p̂:

Cela implique qu�il doit exister des relations d�incertitude pour les coordonnées de

l�espace-temps. En suivant l�analogie avec l�espace des phases et la mécanique quantique,

cela nous amène à supposer que les coordonnées de l�espace-temps sont elles aussi des

éléments d�une algèbre non commutative, cette structure non commutative de l�algèbre

des coordonnées n�est importante qu�à l�échelle de la longueur de Planck, elle ne peut pas

être appliquée à l�échelle macroscopique [1]� [5] :

Les théories qui décrivent les interactions fondamentales, comme les théories de Yang-

Mills ou les théories de Jauges en général, sont des théories de nature géométrique, par

conséquent, si nous voulons construire une théorie prête à décrire la physique à l�échelle de

Planck, nous devons étendre ces concepts géométriques à des espaces dont les coordonnées

ne forment pas une algèbre commutative. Cette nouvelle géométrie, qui se base sur une

algèbre de coordonnées noncommutative prend le nom de géométrie non commutative ou

NCG.

Cependant ; le plus di¢ cile des problèmes en physique théorique aujourd�hui, c´est

la construction d´une théorie qui englobe toutes les interactions fondamentales de la na-

ture au sein d�une théorie de la mécanique quantique, et qui soit capable de produire

des données expérimentalement possibles, prenant en considération que le facteur com-

mun de toutes les interactions fondamentales connues est qu�elles sont tous décrites avec

succès par les théories de jauge. En fait, la symétrie de jauge semble être une propriété

intrinsèque de notre univers, Il est tout à fait clair que les interactions et les théories de

jauge sont intimement liées : théories de jauge donnent lieu à des interactions[6] :
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Une théorie de jauge par dé�nition est une théorie des champs qui est invariante

sous certain groupe de symétrie locale appelé le groupe de jauge, par exemple, le modèle

standard des interactions électrofaible[7] ; [8] est une théorie de jauge, leur succès en

décrivant les interactions fondamentales de la nature est indiscutable, il est invariant par

les transformations du groupe compact de Lie semi-simple SU(2)
U(1); cette invariance

donne lieu à la parution des interactions faibles et électromagnétiques, respectivement, Un

autre exemple très connu est la Chromodynamique Quantique QCD, c´est une théorie de

jauge ayant comme groupe de jauge SU(3) qui a été introduit pour décrire les interactions

fortes[9].

Du point de vue mathématique, l�invariance de jauge d�une théorie implique toujours

l�existence des contraintes dans l�action fonctionnelle, en particulier cela ne signi�e pas

que tous les degrés de liberté utilisés dans la formulation de la théorie sont des degrés

physiques, parce que en général leur réduction viole la covariance de la théorie, et cela

n�est pas souhaitable tant qu�il rend les calculs beaucoup plus di¢ ciles. Alors, une théo-

rie quantique est nécessaire pour une description adéquate à des processus physiques.

Maintenant on peut se demander comment peut-on construire une théorie quantique ?

Ce que l�on peut faire aujourd�hui est de démarrer à partir d�une théorie classique dont

on a une bonne compréhension et on la reconstruire en une théorie quantique. Ceci nous

amène à la notion de la Quanti�cation. La quanti�cation est donc sensée de transformer

une théorie classique en une Théorie quantique. De notre précédente discussion sur la

relation entre les théories de jauge et les interactions nous nous rendons compte que la

quanti�cation des théories de jauge est particulièrement intéressante : tel est le but de la

première partie de ce travail.

La quanti�cation d´une théorie peut être formulée en utilisant deux formalismes clas-

siques di¤érents : l´intégral des chemins et le formalisme des operateurs, Néanmoins il

existe encore une approche géométrique très puissante pour quanti�er les théories de

jauge, cette approche est la géométrie non commutative introduite si dessus.

Notons cependant qu´il existe autant de géométries non commutative [10] ; [11]. De
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plus, pour une algèbre donnée, il y a en général plusieurs généralisations possibles à des

concepts géométriques. Avant d�étudier plus en détail notre sujet, citons à titre d´exemple

quelques approches fameux de la géométrie non commutative

�L�exemple le plus connu de la communauté des physiciens des particules est certai-

nement l´approche de A.Connes dite aussi Connes-Lotte [12]� [15] :

�Un autre exemple de géométrie non commutative est formé par A.H.Chamseddine

[16]� [18].

�L´approche de A.Sitarz en utilisant le formalisme des espaces discrets.[19]� [23] :

�L´approche canonique de l´espace-temps non commutative, dite à la Seiberg-Witten[24] :

Toutes ces approches de la géométrie non commutative ont un point commun, on

peut dire plus précisément, qu´ils emploient la même démarche suivante :

�Ils partent d´un ensemble muni d´une structure géométrique cád. une structure

d�espace topologique, ou de variété di¤érentiable, ils constituent la théorie sous-jacente

chacun à leur façon à l�aide des sous-algèbres adéquates de l�algèbre des fonctions à

valeurs complexes dé�nies sur l´ensemble de départ.

�Ils étendent ensuite tous les résultats de la théorie précédente qui ne font pas usage

de la commutativité de l�algèbre.

Cette démarche est illustrée par le lien entre topologie générale et les C�-algèbres[25] :

L´objet de cette thèse est représenté en un travail de deux partie, Dans la première

partie, nous étudierons essentiellement l�approche développée par A. Sitarz dans [19]

ainsi que dans [20], on l´applique pour obtenir la quanti�cation du lagrangien du modèle

standard des interactions électrofaibles, alors que l´autre partie est consacrée à utili-

ser l´approche de Seiberg-Witten de l´espace-temps non commutative dans une étude

phénoménologique appliquée sur la chromodynamique quantique.

Ce travail comprend Cinq chapitres, il est organisé de la façon suivante.

Dans le premier chapitre nous représentons les théories de jauge dans le cas classique,

nous rappelons les méthodes de leur quanti�cation, nous introduisons les termes de la

�xation de jauge, de Fadeev-Popov, et les transformations BRST , ensuite nous exposons
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le modèle Standard des interactions électrofaibles, nous le traitons comme une théorie

de jauge classique non quanti�é générée par la brisure spontanée de la symétrie de jauge

local SU(2) 
 U(1), ça nous aidera ultérieurement dans notre étude à reformuler la

quanti�cation du Modèle Standard dans le cadre de la géométrie non commutative, en

utilisant l�approche des groupes discrets de Sitarz.

Le chapitres deux est consacré à une exposition détaillée du formalisme Di¤érentiel

des Espaces Discrets, qui doit être utilisé et appliqué dans notre calcul à reformuler la

quanti�cation du modèle Standard électrofaible.

Au troisième chapitre en utilisant le formalisme di¤érentiel des espaces discrets de

la géométrie non commutative, nous introduisons les variables de Grassman �; les va-

riables x� de l�espace-temps de Minkowski M4 et l´élément g de l�espace discret Z2 pour

construire un super espace à l�aide des super champs, nous dé�nissons et calculons le pro-

duit scalaire généralisé et le champ de Yang-Mills, les calculs résultants seront appliqués

pour obtenir le lagrangien quantique du Modèle Standard Electrofaible, avec les termes

de la Fixation de jauge, Fadeev-Popove et les transformations BRST correspondantes.

En suite dans le quatrième chapitre nous e¤ectuons une étude phénoménologique sur

la théorie de la chromodynamique quantique, en utilisant l´approche de Seiberg-Witten

de l´espace-temps non commutative appliquée sur quelque processus, et nous donnons

les règles de Feynman associées.

Finalement dans le dernier chapitre nous tirons notre conclusion sur les résultats

obtenus de ce travail.
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Chapitre 1

Le Modèle Standard des Interactions

Electrofaibles comme une théorie de

jauge classique

1.1 Introduction

Les interactions fondamentales dans la nature sont décrites en termes de théories de

jauge. Ceci a conduit les physiciens à postuler un principe de jauge, englobant toutes les

interactions de la nature.

La théorie de jauge est une théorie invariante sous un groupe de transformation local,

on dit un groupe de jauge G, cela signi�e que le lagrangien L de notre théorie est invariant,

sous les transformations du groupe G. En exigeant qu�un Lagrangien doive posséder

un certain groupe de symétrie qui laisse un peu d�arbitraire dans les formes possibles

d�interaction qui sont autorisées par la théorie. Dans ce chapitre, nous allons présenter

d�abord les notions des théories de jauge.
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1.2 Théorie de jauge

Dans cette section on explore les notions de la théorie de jauge a�n de les appliquer

ultérieurement sue le Modèle Standard des interactions électrofaibles.

1.2.1 L�invariance de jauge

Soit la densité lagrangienne L [�; @��] invariante sous un groupe de transformation

continue noté par G et de dimension d

�0 = U (�a)� ; (a = 1; 2; :::; d) (1.1)

On peut écrire la transformation U (�a) En fonction des paramètres in�nitésimaux �a

U (�a) = 1 + ig
DX
a=1

�aTa (1.2)

Où Ta sont les générateurs in�nitésimaux du groupe G. Généralement on peut re-

présenter ces générateurs en utilisant la représentation réductible pour chaque Ta ça

correspond à ta matrice normalisée par la relation

tr
�
tatb
�
=
1

2
�a;b (1.3)

Les générateurs satisfont la relation suivante

[Ta; Tb] = iCcabTc (1.4)

Ccab sont des constants de structures

Lorsque les paramètres �a dépendent de l�espace temps x�, Les transformations cor-

respondantes sont locales (Lorsque �a sont indépendantes de x� les transformations sont

globales ), Si la transformation est locale, on dit que le Lagrangien L [�; @��] n�est pas
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invariant à l´addition du terme qui contient la derivée @��

@� fU [�a (x)]�g = U [�a (x)] @�� (1.5)

Pour résoudre ce problème, on introduit ce qu´on appelle la dérivée covariante D�

dé�nie par

D� = @� + igA� ; A� =
dP
a=1

TaA
a
� (1.6)

Aa� Sont des champs de jauge qui se transforment de la manière suivante

A0� = UA�U
�1 � 1

ig
(@�U)U

�1 (1.7)

Pour préserver l�invariance sous le groupe G

(D��)
0 = U [�a (x)]D�� = D� fU [�a (x)]�g (1.8)

Si on remplace toutes les dérivées @� par des dérivées covariantesD� où (L [�; @��]! L [�;D��]) ;

on obtient le lagrangien invariant sous les transformations du groupe G. Mais les champs

de jauge introduits Aa� ne sont pas des champs physiques, car il n�existe pas un terme

cinétique qui peut décrire le propagateur de ces champs dans le lagrangien L [�;D��], Il

faut donc construire un terme cinétique pour les champs Aa� dans le lagrangien, le terme

cinétique invariant le plus général est

[D�; D� ]� = ig (@�A� � @�A� + ig [A�; A� ]) � igF��

F�� = TaF
a
�� , F a�� = @�A

a
� � @�Aa� � gCabcAb�Ac� (1.9)

C�est le terme de Yang-Mills qui se transforment sous la forme d�un tenseur

F 0�� = UF��U
�1 (1.10)
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En outre, on obtient le lagrangien de Yang-Mills

LYM = �1
4

dX
a=1

F a��F
a�� + L [�;D��] (1.11)

On peut appliquer la procédure ci-dessus pour construire des théories de jauge va-

riées. Si on prend par exemple : G = U (1), On obtient l´électrodynamique quantique

QED, mais si on prend G = SU (3) on obtiendra la chromodynamique quantique

QCD: [6] ; [26] ; [27] :

1.3 La quanti�cation des théories de jauge

Pour quanti�er la théorie de jauge, il faut ajouter à (1-11) le terme de Fixation de

la jauge et le terme correspondant Fadeev-Popov. Le premier terme brise la symétrie de

jauge et de cette façon, on élimine la divergence de l�intégrale fonctionnelle. Le second

terme améliore la mesure d�intégration pour fournir des prévisions correctes pour un

observables invariant par la transformation de jauge.

1.3.1 Terme de la �xation de jauge

Maintenant on expose la façon dont la procédure de la quanti�cation de la théorie de

jauge a été faite,

On prend comme exemple la théorie électromagnétique, c´est l´exemple le plus simple.

La théorie électromagnétique se caractérise par le Lagrangien suivant

L = �1
4
F��F

�� (1.12)

Où

F�� = @�A� � @�A� (1.13)
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L�équation du champ est

�A� � @� (@�A�) = 0

Pour garder la covariance de la théorie utilisons la jauge de Lorenz

@�A
� = 0

Nous avons comme variables A� qui correspond aux variables canoniques conjugués

A� �! A0� = A� + @�" (x)

F�� �! F 0��

Soit

�� =
@L

@(@�A�)

Avec
@L

@(@�A�)
=
@
�
�1
4
F 2
�

@(@�A�)
= �F���� = �F 0� (1.14)

Le tenseur antisymétrique F �� provoque l�apparition de la contrainte

�0 = 0

Alors le Hamiltonien total s�écrit comme suit

H =��@0A� � L =
1

2
�i�i +

1

4
FklFkl � �k@kA0 + ��0

Prenons en considération les contraintes suivantes

�0 = 0 =) @�F
�� = 0
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Si

� = 0 =) @�F
�0 = 0

Où

@0F
00 + @iF

i0 = 0

Donc

@iF
i0 = 0

@iF
0i = 0

On obtient

@i�
i = r�!� = 0 (1.15)

Ce qui représente la deuxième contrainte

La relation de commutation canonique sera dé�nie par :

[A�(x); A�(y)]x0=y0 = [��(x);��(y)]x0=y0 = 0

[A�(x);�
�(y)]x0=y0 = i����

(3) (~x� ~y)

Il est clair que ces relations sont incompatibles si le variable �0 est nul, où la méthode

de la quanti�cation canonique sera modi�ée car il existe une relation entre ces variables

canoniques, ce genre de relations est appelées contraintes[26] ; [27] :

La réponse évidente est de �xer une jauge particulière.Maintenant, la quanti�cation

peut être formulée en utilisant deux di¤érents formalismes : l�intégrale de chemin et le

formalisme des opérateurs, de sorte que l�intégrale sur A� ne s�étendre pas sur des valeurs

liées par une transformation de jauge dé�nie.

Imposons la condition de la jauge de Lorenz @�A� = 0 cela donne le Lagrangien

L = 1

2
A�g���A� (1.16)
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L�opérateur g��� a un operateur inverse connu par le propagateur de Feynman

DF (x; y)�� = �g���F

(x; y;m = 0)

Alors Le lagrangien est écrit de la façon suivante

L = �1
4
F��F

�� � 1

2�
(@�A

�)2 (1.17)

L = LYM + LGF

Où

LGF = �
1

2�
(@�A

�)2 (1.18)

Est connue par le terme de la �xation de jauge[28] ; [29] :

1.3.2 Le terme de Faddeev - Popov

La construction d�une théorie de Yang-Mills (dans lequel le groupe de jauge est un

groupe de Lie) dé�nie par le Lagrangien L qui dépends de certains champs A, la densité

lagrangienne L représente une théorie de jauge ceci signi�e qu�il y a des degrés de liberté

redondants

Leff = L+ LYM + LGF (1.19)

LGF est une modi�cation du lagrangien original, il est noté par l�index GF (Gauge

Fixing) il brise l�invariance de jauge de L par la �xation de la jauge, L.D. Faddeev et

V.N. Popov ont résolu ce problème de sorte que le lagrangien total est

Leff = L+ LYM + LGF + LFPG (1.20)
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Avec

LFPG = �ca@�D�c
b (1.21)

LFPG est le terme de "Fddeev - Popov." (on dit aussi le terme des ghosts), c; �c sont

des champs de Grassmann étant les champs des ghosts et des antighosts respectivement,

ce sont des champs scalaires avec des statistiques de Fermi. Dans le cas du lagrangien de

Yang-Mills, il existe un couplage entre les ghosts et le champ de jauge. Alors, les ghosts ne

peuvent pas être intégrés ils survient dans les diagrammes de Feynman, mais seulement

dans les boucles internes, et non comme des particule extérieurs [26] ; [27] ; [29].

1.3.3 Les transformations de Becchi-Rouet-Stora

Il existe une puissante approche à la quanti�cation des théories de jauge, appelée la

quanti�cation BRS, qui met en vedette une manifeste covariance avec l�unitarité, dans

le cadre des transformations BRS la symétrie de jauge du modèle original est remplacé

par une symétrie exacte appelée la symétrie BRS générée par une charge conservée Q,

appelée la charge BRS.

Comme décrit dans la section précédente, on a impliqué le terme de Faddeev-Popov

(les champs des ghost et l´antighost), notés par caet ca respectivement, où le lagrangien

classique est modi�é par des termes supplémentaires qui dépendent du choix spéci�que

de la condition de la �xation de jauge.

Si on prend le choix fa [A�] = @�Aa� (Correspondant à l�état de la jauge de Lorentz

@�Aa� = 0) le lagrangien e¤ectif est

Leff = L+ LYM+LGF + LFPG (1.22)
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Leff est invariant sous les transformations BRS données par

�Aa� = D�c
a (1.23)

�ca = �1
2
fabcc

bcc (1.24)

�ca = �1
�
@�Aa� (1.25)

� i = �ca (Ta)ji  j (1.26)

�L = 0, et le lagrangien L sont invariants sous les transformations BRS (1-25),

(1-26), on note que (1-25) implique

�2
�
Aa�
�
= 0 (1.27)

Puisque

�2 = 0 (1.28)

En d�autres termes, on dit que la variation de Aa� est nilpotente.

Une observation importante à faire à partir de ces équations c´est que les transfor-

mations BRS ci-dessus sont nilpotentes sur chacun des champs Aa�;  i; c
a; ca . Toute

théorie quantique basée sur certains théories de jauge devrai posséder la symétrie BRS

et les états physiques en cette théorie sont annihilés par la nilpotence de la charge BRS

[26] [27] [29] :

1.3.4 L´utilité des transformations BRS

Toute réduction de degrés de liberté ne sert pas à la réalisation de la symétrie. Alors,

Il n�est donc pas souhaitable de �xer la jauge du système avant de faire la quanti�cation.

La raison en est que l�on doit ensuite explicitement véri�er qu�aucun des anomalies se

produit dans les calculs de la théorie quantique, qui peuvent être très di¢ cile à accomplir,

par contre, s´il n´y a pas une �xation de jauge il y aura des variables non physiques dans

la théorie qui pourraient gâcher l�unitarité, l�avantage de la méthode de la quanti�cation
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BRS c´est qu�elle garde tous les variables dans l´espace des phases original, ce qui garantie

la covariance. En outre, elle ajoute des degrés de liberté, c�est-à-dire les ghosts et les

antighosts qui éliminent les degrés de libertés non physiques originales, lorsqu�on impose

l�invariance BRS des états physiques dans la théorie de sorte que la théorie résultante

sera unitaire. C�est là que réside l´avantage principal de la quanti�cation par la méthode

BRS.

1.4 Le Modèle Standard des Interactions Electro-

faibles

Le Modèle Standard des interactions électrofaibles est une théorie de champ quantique

invariante par les transformations de jauge du groupe de la symétrie SU(2)L 
 U(1)Y

spontanément brisée par le mécanisme de Higgs. Où l�indice L Signi�e la gauche (left)

et Y représente L�hypercharge. Il contient trois paramètres libres pour décrire les bosons

de jauge ;W;Z et leurs interactions avec les fermions[7] ; [8] :

La base de la construction du Modèle Standard est donnée par les relations empiriques

suivantes

1. � SU(2)
 U(1) la structure de la famille des fermions

Les fermions apparaissent comme des familles avec des Doublets gauchers et des

Singlets droitiers0@ �e

e

1A
L

;

0@ ��

�

1A
L

;

0@ ��

�

1A
L

; eR; �R; �R (1.29)

Elles sont caractérisées par les nombres quantiques de l´isospin faible T; T3; et

l´hypercharge Y:

� La relation de Gell-Mann-Nishijima : entre les nombres quantiques : on classe les

fermions à l�égard du groupe SU(2)
U(1) et sa charge électrique Q donnée par
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la relation

Q = T3 +
Y

2
(1.30)

� Ils existent 4 bosons vectorielles jouent le rôle des porteurs de la force électrofaible

; W+; W�; Z

Où le photon est sans masse alors que les bosons W�; Z ont des masses MW 6=

0;MZ 6= 0:

� Cette structure empirique peut être intégrée dans une théorie de champ des inter-

actions uni�ées électromagnétiques et faibles invariante par les transformations

de jauge, en interprétant SU(2) 
 U(1) comme un groupe des transformations

de jauge sous lesquelles le lagrangien du Modèle Standard est invariant.

Cette symétrie complète doit être brisée par le mécanisme de Higgs, pour avoir

une symétrie de jauge aux interactions électromagnétiques, sinon les bosons

W�; Z sont également sans masse. Le Modèle Standard ne nécessite qu�un seul

champ scalaire (champ de Higgs), sous la forme d�un doublet SU(2):

Selon les principes générales de la construction d�une théorie de champ invariante

par les transformations de jauge avec une symétrie brisée spontanément, les sec-

teurs de Jauge, Higgs, Fermions, et le couplage de Yukawa font tous partie du

Lagrangien Electrofaibles [30] donné par

L = LGauge+LHiggs+LFermion+LY ukawa: (1.31)

1.4.1 La construction d�un Modèle Standard covariant par les

transformation de jauge : le secteur de jauge

Le groupe SU(2)
U(1) est un groupe non-abélien généré par les opérateurs d´isospin

T1; T2; T3 et l�hypercharge Y (des éléments correspondants de l�algèbre de Lie). Chacune

de ces charges généralisées est associées à des champs vectoriels : triplet du champ vec-
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toriel A1;2;3� avec l´isospin T1;2 ;3 et d�un champ singlet B� avec l´hypercharge Y .

Dans la théorie des interactions faibles, les leptons sont divisés en isodoublets gauchers

(lefthanded) (T = 1
2
; T3 = �1

2
)

Ll =

0@  �l

 l

1A
L

;
1� 5
2

0@  �l

 l

1A ; (1.32)

Et des isosinglets droitiers T = 0

Rl = ( l)R =
1 + 5
2

 l (1.33)

Où l est un indice qui signi�e toutes les générations e; �; � , on peut exiger l�invariance

de la théorie sous les transformations de jauge0@  �l

 l

1A
L

�!

0@  �l

 l

1A0

L

= exp
�
ia (x) T̂

�0@  �l

 l

1A
L

= exp

�
ia (x) :

�̂

2

�0@  �l

 l

1A
L

� Û2Ll (1.34)

( l)R ! ( l)
0
R = exp

�
ia (x) Ŷ

�
( l)R � Û2Rl

Ici Ŷ = Y est le générateur (constant) du groupe U(1) en faisant une simple jauge

(Ansatz)

�Ll
�i@�Ll + �Rl

�i@�Rl:

En ce qui concerne le terme cinétique de la densité lagrangienne, ce dernier est inva-

riant par les transformations de jauge à l�égard de (1-6) si nous remplaçons la dérivée @�

par une dérivée covariante

D� = @� � igT̂ :A� � i
g0

2
Ŷ B�: (1.35)
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T̂ =
�
T̂1; T̂2; T̂3

�
Sont les trois générateurs du groupe SU(2), Ŷ est le générateur du

groupe U(1), les premiers réalisent les relations de commutation suivantes

h
T̂i; T̂j

i
= i"ijkT̂k (1.36)

Alors que Ŷ ce n´est qu´un nombre. Il est évident que

h
T̂i; Ŷ

i
= 0 (1.37)

Parce que les générateurs s�appartient à des groupes di¤érents.

En (1-7) on été obligé d�introduire les champs de jauge A� (isovecteur) et B� (isos-

calaire), avec les transformations de jauge

A�:T̂ ! A0�:T̂ = Û2A�:T̂ Û
�1
2 +

i

g
Û2

�
@�Û

�1
2

�
:

B� ! B0
� = B� +

2i

g0
U1 (@�U1)

�1 : (1.38)

A�n d�assurer l�invariance de jauge. U1 et Û2 sont les transformations de U(1) et

SU(2), respectivement. Les nouveaux degrés de liberté reliés aux champs de jauge A�

et B� doivent être ajoutés par un terme cinétique invariant par les transformations de

jauge dans la densité Lagrangienne. Cela peut être fait en électrodynamique en utilisant

le tenseur de la force

F̂�� � F�� :T̂ = D�

�
A� :T̂

�
�D�

�
A�:T̂

�
= @�A� � @�A�: (1.39)

Et

B�� = @�B� � @�B� (1.40)
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Avec les propriétés de transformation de jauge

F̂�� ! F̂ 0�� = Û2F̂��Û
�1
2 = Û2

�
F�� :T̂

�
Û�12

Et

B�� ! B0
�� = B�� (1.41)

Les termes cinétiques invariantes des champs de jauge A� et B� sont donnés par

L0A = �1
2
Tr
n
F̂��F̂

��
o
= �1

2
Tr
n�
F�� :T̂

��
F �� :T̂

�o
= �1

4
F�� :F

�� : (1.42)

Et

L0B = �
1

4
B�� :B

�� (1.43)

Résumons les résultats

L0int = �Ll
�iD�Ll + �Rl

�iD�Rl

�1
4
F�� :F

�� � 1
4
B�� :B

�� : (1.44)

Où explicitement

L0int = i�Ll
�

�
@� � igT̂ :A� � i

g0

2
Ŷ B�

�
Ll

+i �Rl
�

�
@� � igT̂ :A� � i

g0

2
Ŷ B�

�
Rl

�1
4
F�� :F

�� � 1
4
B�� :B

�� : (1.45)

A ce stade les champs de jauge sont encore sans masse, cependant, certains d�entre

eux acquièrent une masse, et lorsque nous connaissons que les bosons vectoriels doivent

être massif, nous allons réaliser ça dans la section suivante en appliquant le mécanisme
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de Higgs [31] ; [32] :

1.4.2 La brisure spontanée de la symétrie : Le secteur de Higgs

Les bosons vectoriels W+
� ;W

�
� ;et Z� ont été traités comme s�ils étaient sans masse.

A�n de leur donner une masse, nous appliquons le mécanisme de Higgs, nous avons

besoin d�un champ scalaire qui se couple avec les bosons de jauge.

Lorsque les leptons gauchers forment un isodoublet et les champs de jauge A� forment

un isovecteur, nous avons maintenant besoin d�un isodoublet du champ de Higgs

� =

0@ �(+)

�(0)

1A ; j � j2=j �(+) j2j �(0) j2 (1.46)

A l´aide de la relation de Gellman-Nishijima on trouve que l�isospin T et l�hypercharge

Y des champs de Higgs sont �xés par le choix spéciale

T =
1

2
; Y = 1 (1.47)

Pour obtenir une valeur non-nulle d�expectation du vide du champ de Higgs, nous

ajoutons un terme de potentiel au lagrangien de Higgs

U (�) = ��2 j � j2 +h j � j4 (1.48)

Par une jauge appropriée nous supposons que la composante supérieur �(+) égal à

zéro (rotation dans l�espace d�isospin), par conséquent nous écrivons

� =
1p
2
(�+ � (x)) exp

�
i

�
�(x) :T

�0@ 0

1

1A (1.49)

Avec l�iso-vecteur � = (�1;�2;�3) ; les quatre champs �(x) et � (x) ont des valeurs
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réelles, � =
q

�2

h
décrivent la valeur moyenne du vide du champ de Higgs.

Nous pouvons écrire

� =
1p
2
(�+ � (x))

0@ 0

1

1A (1.50)

La valeur moyenne d�expectation du vide du champ de Higgs est �xée par la condition

que U (�) atteint son minimum. En ce point, nous �xons � (x) = 0, pour obtenir la valeur

moyenne d�expectation du vide.

h0 j �̂ j 0i = �p
2

0@ 0

1

1A , j h0 j �̂ j 0i j2= �2

2
(1.51)

Le potentiel de Higgs résultant a la forme

h0 j �̂ j 0i = ��
2

2
�2 +

h

4
�4 � V (�) (1.52)

Supposons que

dV=d� = 0

Nous obtenons

�2 =
�2

h
(1.53)

La valeur moyenne d�expectation du vide du champ de Higgs

h0 j �̂ j 0i = �2p
2h

0@ 0

1

1A (1.54)

On mentionne que la composante inferieure du champ de Higgs ne se couple pas

avec le champ électromagnétique, par conséquent, la valeur moyenne d�expectation du

vide n�in�ue pas sur le champ du photon, en d�autre terme, en dépit de la brisure de la

symétrie les photons demeurent sans masse.

Maintenant, nous allons faire la collection de toutes les parties de la densité lagran-
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gienne,

Le champ de Yang-Mills

F�� = @�A� � @�A� (1.55)

Le champ vectoriel neutre B�

G�� = @�B� � @�B� (1.56)

Le terme d�interaction

L
(e)
int �

g

2
p
2

�
J
(e)�
� W (�)

� + J
(e)�
+ W (+)

� + J
(e)�
0 Z�

�
� eJ (e)�EM A�: (1.57)

Et la contribution du champ de Higgs

U (�) = ��2 j � j2 +h j � j4

A�n de donner aux leptons chargés les masses ml = fl�:A; nous ajoutons le terme

suivant
p
2fl
�
�Rl�

yLl + �Ll�Rl
�
= �fl (�+ �) � l l (1.58)

Avec (l = e; �; �) pour chaque génération des Leptons, �y =
�
�(+)

�
;�(0)

��
signi�e

l�Hermitien conjugué de l�isodoublet vectoriel.

Néanmoins les combinaisons

�yLl et �Ll� (1.59)

Sont des isoscalaires et des spineurs ou des spineurs adjoint, respectivement, dans

l�espace-temps et peuvent être combinés par Rl ainsi qu�avec des spineurs isoscalaires

adjoints �Rl, respectivement, en formant les invariants

�Rl�
yLl et �Ll�Rl (1.60)
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Qui sont reliés entre eux par

�
�R�yL

�y
=
�
�L�R

�
(1.61)

D�où la forme de l�interaction choisie est hermitienne, chacun de ces termes est éga-

lement invariant à l�égard des transformations de jauge, on peut le constater en utilisant

la notation des transformations de jauge Û = Û1Û2 = Û2Û1

Û est le groupe U(1) de la transformation de gauge, alors que Û2 désigne le groupe

SU(2) de la transformation de jauge, de toute évidence les deux commutent, nous pouvons

écrire

�Rl�
yLl = �RlÛ

�1Û�yÛ�1ÛLl

= �RlÛ
�1
1 Û1�

yÛ�11 Û�12 Û1Û2Ll

= �R0l�
0yL0l: (1.62)

Avec

R0l = Û1Rl; L0l = Û1Û2Ll; �0 = Û1Û2�Û
�1
1 (1.63)

On note les composantes de neutrinos par  �l (l = e; �; �) ; les leptons massif par  l:
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Le lagrangien des interactions faibles est donné par la relation

L = �1
4
F�� :F

�� � 1
4
B�� :B

�� + e

 X
l

� l
� l

!
A�

+
X
l

i

�
� �l

�1

2

�
1� 5

�
@� �l + i� l

�@� l � fl� l l (�+ �)

�
+

g

2
p
2

X
l

�
� l

�1

2

�
1� 5

�
 �lW

�
� +

� �l
�1

2

�
1� 5

�
 lW

+
�

�
+

g

4 cos �

X
l

�
� �l

�1

2

�
1� 5

�
 �l � � l

�
�
g0v � 5

�
 l

�
Z�

+
h�4

4
+
1

2
(@��)

2 � h�2�2 � h�2
�
��+

1

4
�2
�

+
g2

8

�
2W+

� W
�� +

Z�Z
�

cos2 �

�
(�+ �)2 : (1.64)

Le quatrième et le troisième terme décrivent les termes cinétique des neutrinos gaucher

(left-handed) et les leptons massifs, le dernier terme représente le couplage des bosonsW

et Z avec le champ de Higgs, qui génère les masses des bosons W et Z. En outre, nous

voyons que les masses des bosons W et Z se résultent sous la forme

MW =
g�

2
, MZ =

MW

cos �
(1.65)

Finalement, nous réécrivons les trois parties du champ libre F�� :F �� et B�� :B�� en

termes des champs physiques A�, Z� et W�
� ; nous trouvons

F�� :F
�� =

X
i

�
@�A

i
� � @�Ai� + g"iklA

k
�A

l
�

� �
@�Ai� � @�Ai� + g"iklA

k�Al�
�

= 2 [@�W� � @�W� � ig cos � (W�Z� �W�Z�)� ie (W�A� �W�A�)]

� [@�W �� � @�W �� � ig cos � (W ��Z� �W ��Z�)� ie (W ��A� �W ��A�)]

+
�
cos � (@�Z� � @�Z�) + sin � (@�A� � @�A�) + ig

�
W�W

�
� �W�W

�
�

��
� [cos � (@�Z� � @�Z�) + sin � (@�A� � @�A�) + ig (W �W �� �W ��W �)] :(1.66)
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Avec

e = g sin � = g0 cos � (1.67)

La partie libre du champ des isosinglets

B�� :B
�� = (@�B� � @�B�) (@�B� � @�B�)

= cos2 � (@�A� � @�A�) (@�A� � @�A�)

+ sin2 � (@�Z� � @�Z�) (@�Z� � @�Z�)

�2 sin � cos � (@�A� � @�A�) (@�Z� � @�Z�) : (1.68)

En ajoutant les contributions précédente, on trouve que les termes qui mélangent les

photons A� et les bosons neutres intermédiaires Z� se disparaissent[31] ; [32] :

1.5 Lagrangien du Modèle Standard des Interactions

Electrofaibles

Nous avons déterminé certains termes dans le Modèle Standard des interactions élec-

trofaibles décrivant les lagrangiens électromagnétique et faible (électrofaible) et l�inter-

action des leptons, maintenant, nous écrivons tous les termes du lagrangien du modèle

standard minimal de Salam-Weinberg

LSW = L
(2)
SW +

X
l

L
(3L)
SW;l + L

(3B)
SW + L

(4B)
SW + L

(H)
SW : (1.69)

L
(2)
SW décrit la partie du champ libre des bosons et des leptons.

L
(3L)
SW;l représente le couplage entre les leptons de la génération l = (e; �; �) et les

bosons intermédiaires.

L
(3B)
SW et L(4B)SW sont des termes du troisième et quatrième ordre des champs bosoniques

en décrivant leurs auto-couplage.
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L
(H)
SW contient tous les termes de champ de Higgs qui ne sont pas contenues dans le

terme de masse. En détail, le lagrangien complet se compose des parties suivantes :

� Champs libres (bosons vectoriels massifs, les photons, leptons)

L
(2)
SW = �1

2

�
@�W

�
� � @�W �

�

�
(@�W � � @�W �) +M2

wW
�
�W

�

�1
4
(@�Z� � @�Z�) (@�Z� � @�Z�) +

1

2
M2
ZZ�Z

�

�1
4
(@�A� � @�A�) (@�A� � @�A�)

+
X
l=e;�;�

�
� �li

� (1� 5)
2

@� �l + i� l (i
�@� �ml) l

�
: (1.70)

� Interaction lepton-boson

L
(3L)
SW;l =

g

2
p
2

�
� l

�
�
1� 5

�
 �lW� + � �l

�
�
1� 5

�
 lW

�
�

�
+

g

4 cos �

X
l

24� �l� �1� 5� �l � � l�
0@1� 4 sin2 �| {z }

=g0�

� 5
1A l

35Z�
e� l

� lA�: (1.71)

� Interactions du troisième ordre des bosons vectoriels

L
(3B)
SW = ig cos �

�
(@�W� � @�W�)W

��Z� �
�
@�W

�
� � @�W �

�

�
W �Z�

�
�ie (@�W� � @�W�)W

��A� + ie
�
@�W

�
� � @�W �

�

�
W �A�

+ig cos � (@�Z� � @�Z�)W ��W �

ie (@�A� � @�A�)W ��W � : (1.72)
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� Interactions du quatrième-order des bosons vectoriels

L
(4B)
SW = �g2 cos2 �

�
W �
�W

�Z�Z
� �W �

�W�Z
�Z�

�
�e2

�
W �
�W

�A�A
� �W �

�W�A
�A�

�
+eg cos �

�
2W �

�W
�Z�A

� �W �
�W�Z

�A� �W �
�W�Z

�A�
�

+g2
�
W �
�W

�W �
�W

� �W�W
�W �

�W
��� : (1.73)

� Le secteur de Higgs

L
(H)
SW =

1

2
(@��) (@

��)� h�2�2

+
1

4
g2
�
W (+)
� W (�)� + (2 cos �)�1 Z�Z

�
� �
2��+ �2

�
�h�2

�
��+

1

4
�2
�
�
X

fl� l l�: (1.74)

Rappelons-que W � � W (+) et W � W (�) .

1.5.1 Paramètres physiques du Modèle Standard

Les relations suivantes sont valables pour les masses

MW =
g�

2
=

ep
G
p
2:2 sin �

, MZ =
MW

cos �
, ml = fl� (1.75)

Et pour les constantes de couplage

e = g sin � ,
Gp
2
=

1

2�2
=

g2

8M2
W

(1.76)

Termes de mélange à l´angle de Weinberg

A� = cos �B� � sin �A3�

Z� = cos �A3� + sin �B�
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L´inverses

B� = sin �Z� + cos �A�

A3� = cos �Z� � sin �A�

Aussi, la densité lagrangienne contient un assez grand nombre de termes, sa simplicité

conceptuelle est originaire du principe de jauge sous-jacent du groupe SU (2)
 U (1).

1.6 Quanti�cation du Modèle Standard

Les champs de jauge du modèle Standard contiennent des degrés de liberté non phy-

siques ne peuvent pas être quanti�és, comme conséquences nous devrions :

� Fixer la jauge par �
�
F a
�
Aa�
�
� Ca

�
en utilisant L�intégrale de chemin (Ca = const.)

� En utilisant les Ca, la �xation de jauge peut être exprimée en terme d�un lagrangien

de �xation de la jauge Lgf

1.6.1 Lagrangien de la �xation de jauge : la jauge général R�

LGF =
1

�W
F+F� � 1

2�Z

�
FZ
�2 � 1

2�
(F )2 :

Avec la �xation de la jauge fonctionnelle F a (�V des paramètres arbitraires)

F� = @W� � i�WMW�
�; FZ = @Z � �ZMZ�; F  = @A (1.77)

Caractéristiques de la �xation de jauge R�

� Élimination des termes de mélange
�
W�
� @

���
�
; (Z�@

��) dans le Lagrangien !

découplage des champs de jauge et de Goldstone.
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Cas particuliers importants

� La jauge de T�Hooft-Feynman �V = 1 : Dans le cas de la jauge de T�Hooft-

Feynman, les termes de la �xation de jauge sont

LGF = �
1

2
(@�A�)

2 � 1
2
(@�Z� +MZZf )

2� j @�W+
� +MWW

+
f j2 : (1.78)

Les divergences en carré des champs transforment la partie quadratique du lagrangien

des bosons vectoriels en une forme diagonale, le carré des termes des champs de Goldstone

donne la masse aux particules de Goldstone égal à la masse des champs des bosons

vectoriels correspondants.

� La jauge unitaire �W ; �Z ! 1 : Le cas de la jauge unitaire peut être considéré

comme une limite de � !1 du Lagrangien de la �xation de jauge suivante.

LGF = �
1

2
(@�A�)

2 � M2
Z

2�
(Zf )

2 � M2
W

�

�
W+
f W

�
f

�
: (1.79)

Dans la jauge unitaire tous les ghosts et les champs de Goldstone peuvent être négli-

geables.

1.6.2 Les Ghosts de Faddeev-Popov

Le correspondant au terme de Faddeev-Popov est

LFP (x) = ��ca (x)Mab (x) cb (x) (1.80)

Où

MV V 0 (x) = �V V
0 ��x + �VM

2
V

�
+termes linéaires des champs scalaires et vectoriels (1.81)

cb (x) et �ca (x) sont des champs auxiliaires anti-commutatif, ils sont appelés les ghosts de
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Faddeev-Popov.

Caractéristiques des champs des Ghosts de Faddeev-Popove

� Les ghosts ne correspondent pas à des états physiques, ils apparaissent uniquement

à l�intérieur des boucles dans les diagrammes de processus physiques.

� Les champs des ghosts ont le spin 0, mais ils anticommutent(ils violent le théorème

de la statistiques de spin comme étant des états physiques), en tant que des fermions

dans les règles de Feynmans

� Les champs des ghosts se couplent avec les champs de Jauge et les champs scalaires

(mais pas avec les fermions) [33] [34].
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Chapitre 2

Théorie de jauge dans le formalisme

di¤érentiel des espaces discrets

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traitons une des approches de la géométrie noncommutative

développée et mise au point par A. Sitarz, cette approche est basée sur Le formalisme

des groupes discrets, ce formalisme a été construit pour traiter les symétries discrètes

dites aussi les symétries de jauge, il a été employé essentiellement dans cette étude pour

construire une théorie de jauge noncommutative ce qui donne une origine géométrique

au potentiel de Higgs dans un terme du potentiel de jauge [19] � [23], toute au long de

cette analyse, nous utilisons les théories de jauge dans sa formulation classique, nous

exposons aussi les bases sur lesquelles le formalisme des espaces discrets a été développé

[10] � [21], [35] ; [36] ;ce formalisme sera utilisé dans le chapitre suivant pour reformuler

la quanti�cation du lagrangien du Modèle Standard des interactions électrofaibles.

2.2 Théorie de jauge sur les groupes discrets

Formalisme di¤erentiel
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Sois G un groupe �ni et A l�algèbre des fonctions à valeurs complexes sur G. On

désigne la multiplication sur le groupe par � et la dimension du groupe par NG. La

multiplication à droite et à gauche sur G implique un automorphisme naturelles de A,

Rg et Lg, respectivement

(Rhf) (g) = f (g � h) (2.1)

avec une dé�nition similaire pour Lg

(Lhf) (g) = f (h� g)

Maintenant, pour construire l�extension de A à l�algèbre di¤érentielle graduée, on va

suivre la procédure standard du calcul di¤érentiel sur les variétés, en particulier sur les

groupes de Lie.

Tout d�abord, on identi�e les champs vectoriels sur A avec les opérateurs linéaires

sur A, lesquelles leur noyau égal à l�espace des fonctions constantes. Ils forment un sous

algèbre de GL (NG;C), avec une structure supplémentaire du module gauche projectif

d�une dimension �nie sur A. On peut dé�nir l�espace vectoriel F des champs vectoriels

invariants sous l´action gauche comme le prouve l�identité suivante

@ 2 F , 8f 2 ALh@ (f) = @ (Lhf) : (2.2)

Avant de discuter la structure algébrique de F nous observons que cet espace vectoriel

est de dimension NG�1; il génère le module des champs vectoriels. Cela signi�e que pour

une base donnée de F ,@i; i = 1::::NG, chaque champ vectoriel peut être exprimé comme

une combinaison linéaire fi@i; avec les coe¢ cients fi de l�algèbre A.

F constitue une algèbre, on trouve que ses relations des générateurs sont du second

ordre, elles véri�ent l´identité

@i@j =
P
k

Ckij@k (2.3)

Où Ckij sont des constants de structure, en raison de l´associativité de l�algèbre, ils
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doivent obéir à l�ensemble des relations suivantes

P
l

C lijC
m
lk =

P
l

Cmil C
l
jk (2.4)

On choisit une base spéci�que de F pour calculer les relations (2-4) dans ce cas

particulier. On introduit la base de F donnée par les éléments de G0 = Gnfeg, où e est

l´élément neutre de G0:

@gf = f �Rgf; g 2 G0; f 2 A (2.5)

Les relations de structure (2-4) deviendrons plus simples dans la base choisie

@g@h = @g + @h � @(h�g); g; h 2 G0 (2.6)

Avec

Cgph = �gp + �gh � �
g
(h�p) (2.7)

On introduit l�intégrale de Haar, qui est une fonctionnelle linéaire de valeur complexe

sur A qui reste invariante sous l�action de la multiplication à droite Rg

R
f =

1

NG

P
g2G

f (g) (2.8)

Elle est normalisée à 1, de sorte que
R
1 = 1:

Bien que les éléments deF ne satisfont pas les règles de Leibniz, (� (ab) = (�a) b+ a (�b)) ;

Ils représentent l´inverse pour l�intégration. En e¤et, on remarque que pour tout f 2 A

et pour tous les v 2 F l�intégrale (2-9) de v (f) est nulle. Pour cette raison, on peut les

considérer comme correspondant aux dérivations sur l�algèbre A.

On dé�nit l�espace des 1-formes 
1 comme un module à gauche avec une dé�nition

appropriée de l�action surA, qui est dual à l´espace des champs vectoriels cela, cependant,

est une simple conséquence de la structure di¤érentielle.

On peut introduire la notion des formes invariantes sous action à gauche, qui, en
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agissant sur les éléments de F , donnent des fonctions constantes. En choisissant la base

de F on obtient automatiquement la base duale de F� composée par des formes �g,

g 2 G0, satisfont

�g (@h) = �gh: (2.9)

Pour construire une algèbre di¤érentielle graduée, on a besoin de construire des n-

formes et leurs produits pour un nombre entier positif arbitraire n. Evidemment, on

identi�e les zéro-formes 
0 avec l�algèbre A elle-même et ses produit ainsi que le produit

dans l�algèbre. La dé�nition des formes de degré supérieure 
n est directe, elle s´e¤ectue

grâce au produit tensoriel de n copies de 
1;


n = 
1 
 :::
1| {z }
n fois

(2.10)

Pour compléter la construction de l´algèbres di¤érentielle on a besoin de dé�nir une

dérivée extérieure d pour passer de 
n á 
n+1; c�est l�objet du lemme suivant :

Lemma 1 Il existe un opérateur linéaire unique d ,d : 
n ! 
n+1 qui est nilpotent,

d2 = 0 , véri�e (d (ab) = (da) b+ a (db)) ; la règle de Leibniz graduée pour chaque f 2 A

et chaque champs vectoriel � df (�) = � (f), à condition que l�action à droite et à gauche

de A sur F� est liée comme suit,

�gf = (Rgf)�
g , g 2 G0 , f 2 A; (2.11)

Et que les relations de structures tenir la condition suivante ;

d�g = �
X
h;k

Cghk�
h 
 �k , g 2 G0: (2.12)

Nous observons qu´en raison des propriétés du produit tensoriel la condition (2-12)

pourrait être étendue à l�espace de toutes les 1-formes. Par conséquence, ça va donner

à 
1 la structure d�un module à droit, déjà mentionné si dessus. La condition suivante
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(2-13) est équivalente aux relations de structurer de Maurer-Cartan pour les groupes de

Lie.

La démonstration de ce lemme peut être consultée dans [19].

On termine cette section par la dé�nition de l�involution sur l´algèbre di¤érentielle,

celle si doit être compatible avec la conjugaison complexe sur l´algèbre A et commute

(de façon graduée) avec d; c�est-à-dire d (!?) = (�1)deg! (d!)? : Encore une fois, il su¢ t

de dé�nir l´involution pour les 1-formes

(�g)? = ��g�1 (2.13)

2.3 Théorie de jauge

Formalisme général
Dans cette section, on va construire la théorie de jauge sur les groupes discrets en

utilisant le calcul di¤érentiel, qu´on a juste mis en place. Tout d�abord, on va expliquer

quelques idées de base. Le point de départ est l�algèbre di¤érentielle enveloppante ~
� :=
1
�
n=0

n avec sa sous algèbre de zéro-formes eA� ~
�. Le groupe des transformations de jauge

est pris comme n´importe quel sous-groupe propre H � eA, qui génère eA: En particulier,
on prend H pour qu´il soit un groupe des éléments unitaires sur eA

H = U
� eA�=na 2 eA : aa? = a?a = 1

o
On suit les mêmes étapes utilisées dans la construction d´une théorie de jauge tradi-

tionnelle (le premier chapitre ). La dérivée extérieure d n�est pas covariante à l�égard des

transformations de jauge. Par conséquent, on doit remplacer la dérivée d par la dérivée

covariante d+� qui contient un champ de jauge (compensateur), où � est une 1- forme.

En imposant que d+ � est covariante sous les transformations de jauge

d+ �! H�1 (d+ �)H; H 2 H (2.14)
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On obtient les règles de transformation de � suivante

�! H�1�H +H�1dH (2.15)

� est le potentiel de jauge, il s´appel également une connexion. Si le groupe de jauge

est unitaire, on exige aussi que la dérivée covariante soit Hermétique, c´est à dire

(d+ �) (a?b) = a? (d+ �) b+ (b? (d+ �) a)? ; a; b 2 eA (2.16)

Ce qui aboutit à la condition que la connexion est anti-self adjointe, � = ��?:

Finalement, on a la courbure de 2-forme dé�nie par F = d� + ��; considérée comme

une covariance de jauge.

A�n de procéder à la construction et de l�analyse de la théorie de Yang-Mills, on a

besoin d´introduire une métrique.

Dé�nissons la métrique � comme une forme sur le module gauche des 1-formes, à

valeurs dans l�algèbre eA et qui est bilinéaire sur l�algèbre eA
� : ~
1 � ~
1 ! eA (2.17)

� (av; ub) = a� (v; u) b; a; b 2 eA; u; v 2 ~
1
On note que � n´est pas forcément symétrique, on peut considérer cependant, le C-

fonctionnelle bilinéaire à valeur sur ~
1, elle compose la métrique � et l�intégrale sur eA:
2.4 Transformations de jauge, connexion et courbure

sur les groupes discrets

Prenons l�algèbre eA comme un produit tensoriel de l�algèbre A des fonctions évaluées
et complexes sur G qu´on a déjà introduit dans la section précédente, avec une algèbre
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A, qui pourrait être l�algèbre complexe des matrices Mn (n� n) ; Dans ce cas, l�algèbre

di¤érentielle de ~
� est le produit tensoriel de 
� par A. Le groupe des transformations

de jauge, tel qui est dé�ni ci-dessus, peut être identi�é par le groupe des fonctions sur

G en prenant une valeur dans un groupe H � A: De même, les potentiels de jauge sont

interprétés comme des 1-formes évalués.

On va désigner l�involution sur A par y:

Grâce à cette structure simpli�ée, il su¢ t de construire la métrique pour l�algèbre

di¤érentielle de 
�, tel que décrit dans la section précédente, car elle pourrait être étendue

pour tout l�ensemble de l�algèbre. L´interprétation directe de cette propriété est que la

métrique dépend uniquement de l�espace de base de la théorie de jauge, caractérisée par

A, et non pas sur l�espace des objets, caractérisée par A. On prend l�intégrale pour qu�il

soit la combinaison de l�intégrale de Haar, tel que dé�ni à (2-9) et l�opération de trace

sur l�algèbre A.

Avant de présenter la métrique, on montre les règles de la transformation de jauge

(2-16) pour la connexion et la courbure dans une base convenable, qu´on a choisi (2-10).

Si on écrit � =
P

g �g�
g; la transformation de �g sous les transformations de jauge

H 2 H est

�g ! H�1�g (RgH) +H�1@gH (2.18)

La condition � = ��? exige la relation suivante de leurs coe¢ cients

�yg = Rg (�g�1) (2.19)

Si on introduit un nouveau champ 	 = 1��; 	g = 1��g , on peut voir que (2-19)

est équivalent à

	g ! H�1	g (RgH) (2.20)

L�introduction de 	 est convenable pour les calculs car il simpli�e les formules.
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Alors la courbure

F =
P
g;h

Fgh�
g 
 �h (2.21)

En utilisant � et 	 dans la dé�nition de F et les règles du calcul di¤érentiel ainsi que

la forme exacte des constants de structures, on obtient

Fgh = �(h�g) � �g �Rg (�g) + �gRg (�h) (2.22)

On peut écrire la même formule en utilisant 	

Fgh = 	gRg (	h)�	(h�g) (2.23)

Les règles de transformation pour Fgh se résultent de la covariance de jauge de F:

2.4.1 Théorie de jauge sur M4�Z2

Dans cette section on examine les méthodes de base de la construction d�une théorie

de jauge sur un produit d�un espace de Minkowski continu M4 et un espace discret à

deux points Z: Le travail est consacré seulement au secteur bosonique (Plus de détail

dans l´annexe B).

Soit x� représente les coordonnées deM4 et soit Z2 un groupe abélien cyclique à deux

éléments e et r, avec r2 = e: On désigne les éléments du groupe de Z2 par + et � .

On prend le groupe H comme U (N) et l�algèbre A des matrices (n� n) à des éléments

complexes Mn (C). Puisque le groupe de structure H est unitaire, les connexions doivent

être antihermétique, on obtient alors la relation suivante

�� (+) = �
y
� (�) (2.24)

La même relation s´applique sur 	� = 1���, ce qui veut dire qu´on a e¤ectivement

un seul degré de liberté représenté par une matrice complexe arbitraire. Qu´on prend
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comme 	̂ = 	� (+)

On remarque que, pour n � 1 tout les 
n sont unidimensionnels. Par conséquent, la

courbure 2-forme F = F���
� 
 �� est complètement déterminée par une fonction de

coe¢ cient F��, en utilisant l�équation Fgh = 	gRg (	h)�	(h�g); l´équation (2-25) peut

être mise sous la forme

F�� (+) = 	̂	̂y � 1 (2.25)

F�� (�) = 	̂y	̂� 1 (2.26)

Dans ce cas, la métrique est triviale, pour des raisons de simplicité, Elle est représentée

par un seul nombre ��� = 1

Maintenant, on peut facilement voir que toutes les possibilités de l�action de Yang-

Mills sont réduites à

SYM = Tr
�
	̂y	̂� 1

�2
(2.27)

Après l�intégration de Haar

Cela a exactement la forme du potentiel du modèle de Higgs [20] :Notons en�n que

l´on peut rajouter un terme á cette action qui est linéaire en F et qui est propor-

tionnel á Tr
�
	̂y	̂� 1

�
: Dans ce cas, on obtient l´action totale équivalente á SYM =

Tr
�
	̂y	̂� 1

�2
; avec le champ 	 reparamétrisé.

2.4.2 Produits des géométries discrète et continue

Dans cette section, on discute la façon (proposée par A. Sitarz) de combiner les sy-

métries discrètes avec les symétries continues. Supposons deux algèbres di¤érentielles et

graduées, 
1;
2; dotées d´opérateurs de dérivées extérieurs d1 et d2 respectivement.

Alors, on peut construire leur produit tensoriel, qui peut crée une nouvelle algèbre di¤é-

rentielle graduée à partir de 
1 et 
2 en supposant que

d
�
!1 ~
!2

�
= (d1!1) ~
!2 + (�1)deg!2 !1 
 (d2!2) (2.28)

42



Prenons comme première composante l�algèbre des formes di¤érentielles usuelles sur

une variété. La deuxième sera prise comme l´algèbre des formes di¤érentielles sur un

groupe discret.

Le produit tensoriel de ces deux algèbres est la base de la description des modèles

combinant à la fois la géométrie continue et discrète, sachant que nous avons distingué

entre le produit tensoriel de ces algèbres, noté par ~
 et le produit dans l´algèbres 
2,

indiqué de nouveau par 
 et le produit dans 
1, généralement indiqué par ^:

Comme un exemple très illustratif on calcule ici, la théorie de jauge unitaire sur

M � Z2:

Dans cet exemple, supposons que l�algèbre des 1-formes est constituée par des fonc-

tions complexes, avec leurs arguments de M � Z2. Le groupe de jauge est alors U (1).

On a l�action de la dérivée extérieure sur chaque algèbre, ainsi que la règle (2-29), la

connexion de jauge totale A est une 1-forme, comprenant la géométrie di¤érentielle des

formes discrètes et continues, elle se divise en deux parties : discrète � et continue A�

A =
P

�

A�dx
� + ��� (2.29)

A� et �� sont des fonctions sur l�espace produit, c´est à dire que la fonction a deux

arguments (x; g) 2 M � Z2; A� = A� (x; g) et � = � (x; g) = R� (� (x; g))
� : Calcu-

lons la courbure totale qui va contenir la courbure continue F ��dx� ^ dx� et discrète

(		� � 1)�� 
 �� , plus un termes mixte.

Notons que lorsque @
@x�

et @� commutent, le produit de leurs formes dual anticom-

mutent : dx� ~
�� = ��� ~
dx�:Après quelques calculs simpli�ant, on obtient �nalement

F =
X
�;�

�
@A�
@x�
� @A�
@x�

�
dx� ^ dx� + (		� � 1)�� 
 ��

+

�
@	

@x�
� A�	+R� (A�)	

�
dx� ~
�� (2.30)
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Chapitre 3

Reformulation quantique du Modèle

Standard

3.1 Introduction

La géométrie di¤érentielle noncommutative est une nouvelle approche de la géomé-

trie, qui prépare le terrain pour une nouvelle direction dans le développement des ma-

thématiques et de la physique [10]-[23]. Ces dernières années La géométrie di¤érentielle

noncommutative est devenue très importante, spécialement lorsque les espaces noncom-

mutatifs maintiennent une topologie et une géométrie riches exprimées tous d�abord dans

la K-théorie. Ce sujet a été traité d�un côté plus algébrique avec les groupes quantiques

et leurs espaces quantiques homogènes, il est relié également aux développements dans

plusieurs domaines des mathématiques pures et de la physique mathématique.

L�espace discret est une méthode parmi les nombreuses tentatives de la reconstruction

du modèle standard classique dans la géométrie noncommutative (NCG) [35] � [48], où

le lagrangien est invariant par les transformations de jauge, les secteurs bosonique et

fermionique ont été obtenus avec succès. Cependant, la manière de construire la version

quantique du modèle standard dans ce formalisme reste imprécise et non claire en dépit de

certaines approches. Dans ce chapitre, nous appliquons une nouvelle méthode algébrique
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où le formalisme ordinaire de l�espace discret est étendu à un superespace. Nous avons

présenté les One et les Two superforms (2-superform, 1-superform). La propriété de

la nilpotence de la dérivée extérieure généralisée impose quelques contraintes, l�identité

de Jacobi pour les constantes de structure de l�espace discret est dérivée. Nous avons

dé�ni un produit scalaire modi�é, les termes de Fadeev-Popov et de la �xation de jauge,

de même les transformations BRS liées aux champs appropries sont obtenues dans la

deuxième section, nous présentons le formalisme et dérivons les termes de Fadeev-Popov

et de la �xation de jauge correspondantes dans la troisième section, aussi bien que les

transformations de BRS des champs di¤érents dans la quatrième section.

3.2 Formalisme

3.2.1 Superespace discret et superformes généralisées

La description géométrique des interactions électrofaibles quantiques en terme de

produit des géométries continue, discrète et grassmannienne est un pas très important

vers l´amélioration de notre compréhension des interactions physique.

En tous ce qui suit on utilise le formalisme des B-champs en introduisant le superes-

pace discret M4 
 Z2 
 S1 où M4 est l�espace de Minkowski, Z2 l´espace Discret et S1

est l´espace de Grassmann.

On dé�ni le 1-superforme A généralisé

A = V�dx
� + A�d� + Ah�

h (3.1)

Où dx�; d� et �h sont les super bases des 1-superformes du superespace discret avec

(dx�)� = dx� , d2x� = 0 (3.2)

(d�)� = d� , d2� = 0 (3.3)�
�h
��

= ��h , d�h
�1 6= 0 (3.4)
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h�1 est l�élément inverse de h dans les groupes discrets ZN

Les fonctions superévaluées V� ; Ah et A� sont données en forme de six composantes

V� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

A�

��BRSA�

0

0

0

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.5)

Ah (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

�h

0

��BRS�h

0

0

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.6)

A� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

0

C

��BRSC

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.7)

Où � est un variable de Grassman, dx�; d� et �g sont des 1-formes, les bases de

l�espace-temps de Minkowski, noncommutatives et l�espace discret respectivement (� est

un indice de Lorentz et h 2 ZN):

�BRS sont les transformations BRS seront déterminées ultérieurement par la condition

de like horizontalité
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Les matrices des fonctions évaluées ( à valeur complexe ) A�; 'h et C sont

A� = A� (x; �; h) = Aa�T
a a = 0; 3 (3.8)

�h = �h (x; �; h) ; g; h 2 Z2 (3.9)

Et

C = C (x; h) = C
a
T a (3.10)

Notons que le choix de la forme de six composantes des fonctions super évaluées V�;

A� et Ah n´est pas unique, on associe à chaque fonction super évaluée V�; A� et Ah les

caractères suivants ��; �� et �h respectivement dé�nies par

�� =
6P
j=1

(V�)j (3.11)

�� =
6P
j=1

(CFPA�)j (3.12)

Et

�h =
6P
j=1

(Ah)j (3.13)

L´operateur de Fadeev-Popov CFP est donné par la matrice suivante

CFPA� =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

0

C

��BRSC

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.14)

Maintenant on peut construire les champs de force (Field Strength) associés $��; $g�
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et $��

$�� = @��� � @��� +
�
��; ��

�
(3.15)

$g� = @g�� � @��g �
i

2

�
�g; ��

	
(3.16)

Et

$�� = @��� + f��; ��g (3.17)

Par similitude on dé�nie à partir des transformations BRS d´autres matrices à des

fonctions évaluées C et B comme suit

C = C (x; h) = CaT a (3.18)

Et

B = B (x; h) = BaT a (3.19)

Sachant que T 0 est la matrice Unitaire, T a
�
a = 0; 3

�
sont les matrices de Pauli et les

générateurs du groupe SU (2) dans la représentation fondamentale.

Les quantités Aa�; �h; C
a
; Ca et Ba représentent respectivement les bosons de jauge,

le champ scalaire, anti-ghosts, ghosts et les champs auxiliaires.

3.2.2 Dérivée extérieure dA

On dé�nie la super dérivée extérieure df d´une fonction arbitraire f (x; h) par

df = @�fdx
� + @�fd� + @̂hf�

h (3.20)

Où les propriétés du produit extérieur des 1-superformes sont données par les relations

suivantes

dx� ^ dx� = �dx� ^ dx� (3.21)

�g��h = ��h��g (3.22)
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dx� ^ �g = ��g ^ dx� (3.23)

dx��d� = �d��dx� (3.24)

d� ^ �g = ��g ^ d� (3.25)

Et

d� ^ d� = 0 (3.26)

Les dérivées extérieures des 1-superformes véri�ent ces équations

ddx� = 0 (3.27)

dd� = 0 (3.28)

Et

d�g = �Cgp;h�p ^ �h (3.29)

Les quantités Cgp;h sont des constantes des structures de l´espace discret. Sachant que

les bases �g des 1-formes de l´espace discret véri�ent la relation

�gf(x; h) = [Rgf(x; h)]�
g (3.30)

Où l´action de l´operateur Rg est

Rgf (x; h) = f (x; g � h) ; g; h 2 Z2 (3.31)

"� "est une opération interne du groupe discret Z2, bien que les fonctions super

évaluées V� , Ah et A� sont supposées d´avoir les propriétés suivantes

(V�)
� = �V� (3.32)
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A+h = RgAh�1 (3.33)

Et

(A�)
� = A� (3.34)

Il faut rappeler qu´on doit rassurer l´élimination des termes non physiques dans le

Lagrangien quantique �nal et pour cela on introduit une dérivée discrète généralisée @̂g

dé�nie par

@̂gAh = @gAh (3.35)

@̂gA� = @gA� (3.36)

@̂gA� = @gÂ� (3.37)

@g est la dérivée discrète ordinaire

@gf (x; h) = f (x; h)�Rgf (x; h) (3.38)

Et

Â� = Â� (x; �; g) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

0

C

0

��BRSC

1CCCCCCCCCCCCA
(3.39)

En utilisant les considérations précédentes et après des simpli�cations de calcul on

peut écrire dA la dérivée de 1-superforme, pour calculer le 2-superforme généralisé

dA = 
��dx� ^ dx� + 
h��h ^ dx� + 
��d� ^ dx� + 
�gd� ^ �g + 
hg�h ^ �g (3.40)

50



Avec


�� =
1

2
(@�V� � @�V�) (3.41)


h� = @̂hV� � @�Ah (3.42)


�� = @�V� � @�A� (3.43)


�g = @�Ag � @̂gA� (3.44)


hg = @̂hAg � Cph;gRh�gAp (3.45)

En utilisant la propriété de la nilpotence du produit extérieur généralisé (ddA = 0) ;

on aura les propriétés suivantes

Cph;gRh�g@̂pV� = 0 (3.46)

Rh�gC
p
h;g@̂pA� = 0 (3.47)

De même pour le Jacobi-like identité est valide pour les groupes discrets ZN avec

N > 3
�Cph;g

�
�h�g�p;i � �s�h�g�p;i

�
+ Cps;h

�
�s�h�g;i � �p�s�h�g;i

�
+Cts;g

�
�s�g�t;i � �h�s�g�t;i

�
� Cts;hC

p
t;g�

h;i � Cts;gC
p
h;t�

s�g�h;i = 0 (3.48)

Où g � h signi�e le produit des deux éléments g et h de ZN des groupes discrets, en

respectant l´opération interne " � " et �h;i est le symbole de Kronecker.

Dans notre cas nous avons N = 2, à cause de l´annihilation du produit trivial, on

ne peut pas avoir une identité similaire à celle de la relation (3:48) pour les constants de

structure discrets

L´équation (3:46) implique

@̂pV� = 0 (3.49)

Ou bien

@̂pV� = V� (3.50)
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De même l´équation (3:47) implique

@̂pA� = 0 (3.51)

Ou

@̂pÂ� = Â� (3.52a)

Ainsi que la condition

@p�� = 0 (3.52b)

En tous ce qui suit on prendra les choix (3:49) et (3:52) ensemble pour calculer la

densité lagrangienne quanti�ée �nale ainsi que les termes de Fadeev-Popov, le terme de

la �xation de jauge et les transformations BRS.

Par conséquent la charge CFP de Fadeev-Popov et la dérivée discrète @p ne se com-

mutent pas, par contre les transformations �BRS commutent avec @p:

3.2.3 Produit extérieur généralisé

Introduisant maintenant la dé�nition du produit star �0BBBBBBBBBBBB@

a1

a2

a3

a4

a5

a6

1CCCCCCCCCCCCA
�

0BBBBBBBBBBBB@

b1

b2

b3

b4

b5

b6

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

a1b1

a2b2

a3b3

a4b4

a5b5

a6b6

1CCCCCCCCCCCCA
(3.53)

Alors

[V�; V� ]� = V� � V� � V� � V� (3.54)

Pour calculer les 2-superformes on a besoin de dé�nir le produit extérieur généralisé
�
^
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par la relation suivante

A
�
^ A = ���dx

� ^ dx� + ���dx� ^ d�

+��gdx
� ^ �g + ��gd� ^ �g + �gh�g ^ �h (3.55)

Avec

��� =
1

2
[V� ; V� ]� (3.56)

��� = V� � A� (3.57)

��g = V� � Ag (3.58)

��g = A� � Ag (3.59)

Et

�gh = Ag � Ah0 (3.60)

Il faut motionner que siA etB sont des 1-superformes, la dérivée extérieure généralisée

et le produit généralisé véri�ent la règle graduée de Leibniz

d
�
A

�
^B

�
= dA

�
^B + (�1)degAA

�
^ dB (3.61)

Où degA est le nombre de ghost de A.

En utilisant les dé�nitions précédentes de la dérivée extérieure généralisée et le produit

généralisé on introduit le 2-superforme qui représente le champ de force F (�eld strength)

généralisé donné par

F =dA+A
�
^ A (3.62)

Après la simpli�cation du terme de F il peut avoir la forme suivante

F = 1

2
F��dx� ^ dx� + F�gdx� ^ �g + Fhg�h ^ �g + F��dx� ^ d� + F�gd� ^ �g (3.63)
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F peut être réécrit comme suit

F = FC+FQ (3.64)

Où FC et FQ sont les composantes classiques et quantiques du champ de force res-

pectivement ils ont les expressions suivantes

FC =
1

2
F��dx� ^ dx� + F�gdx� ^ �g + Fhg�h ^ �g (3.65)

Et

FQ = 
��dx� ^ d� + 
�gd� ^ �g (3.66)

Où

F�� = @�V� � @�V� + [V�; V� ]� (3.67)

F�g = @�Ag + V� � Ag (3.68)

Fhg = @hAg � Ah � Ag � CphgAh�g�p (3.69)

Et

F�� = @�A� � @�V� + [V�; A�]� (3.70)

F�g = @�Ag � Â� + A� � Ag (3.71)

3.2.4 Produit scalaire généralisé et l�action quantique

Pour rassurer la quanti�cation de la théorie il est nécessaire de reconstruire les termes

de la �xation de jauge et des ghosts dans la géométrie noncommutative. Dans le calcul

qui suit on traite seulement la partie quantique FQ du champ de force, la partie classique

FC est déjà obtenu [19] ; [20] (voir annexe B).
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On dé�ni l�action quantique IQ par

IQ =

Z
d4x

Z
d�Tr hFQ:FQi
 (3.72)

Où Tr est la trace à travers les matrices de Dirac 

On dé�ni le produit scalaire généralisé par

hFQ:FQi
 =
D
F+Q ;M ~FQ

E
(3.73)

Où M est une matrice 6� 6

M6�6 =

0BBBBBBBBBBBB@

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 �1 0 0 0 0

0 0 �1 �1 0 0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.74)

Et

~FQ = ~F��dx� ^ d� + ~F�hd� ^ �h (3.75)

Avec

~F�� = @� eA� � @� eV� + heV�; eA�i
�

(3.76)

Et eF�h = h@� eAh � êA� + eA� � eAhi (3.77)

Le choix de la matriceM n´est pas arbitraire ; il dépend aux choix des six composantes

des superchamps di¤érents, il nous permet d´éliminer les termes non physiques dans le

Lagrangien quantique �nal.
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Les nouvelles composantes introduites ~V�; ~Ah; ~A� et
ê
A� ont les expressions suivantes

eV� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

�BRSA�

�A�

0

0

0

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.78)

eAh (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

�BRS�h

0

��h

0

0

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.79)

eA� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

0

�BRSC

�C

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.80)

ê
A� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

0

�BRSC

0

�C

1CCCCCCCCCCCCA
(3.81)
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En utilisant les équations précédentes et après un simple calcul on trouve

F�� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

��BRSA�
0

@�C

�@��BRSC

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.82)

eF�� (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

�A�

0

@��BRSC

�@�C

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.83)

De même

F�g (x; �; h) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

�BRS�h

�C

0

���BRSC

1CCCCCCCCCCCCA
(3.84)

eF�g (x; �; g) =

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

�g

��BRSC

0

��C

1CCCCCCCCCCCCA
(3.85)
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On introduit les propriétés

(dx�)� = dx� ; (�g)� = ��g�1 ; (d�)� = d� (3.86)

En employant les relations suivantes du produit scalaire

< dx��d�; dx��d� >= g�� (3.87)

< d� ^ �g; d� ^ �h >= �gh (3.88)

Où

< d�; d� >= g�� = 1 (3.89)

L´intégration de Grassman

Z
�d� = 1 ;

Z
d� = 0 (3.90)

L´action quantique IQ prendra la forme suivante

IQ =

Z
d4xLQ (3.91)

Avec

LQantique = �BRSA�@
�C � @��BRSCA� + �BRS�

gC

+�BRSC�
g � �BRSC:�BRSC (3.92)

Les matrices g�� et �gh ont été postulées d�être diagonale ce sont des fonctionnelles

de l´espace des 1-formes à l´algèbre des fonctions, leurs structures sont dé�nies à partir

58



des produits scalaires suivants

< dx�; dx� >= g�� (3.93a)

Et

< �g; �h >= �gh (3.93b)

La matrice �gh est proportionnelle à �g;h
�1
et g�� = diag (1;�1;�1;�1) :

Dans notre formalisme on n�a pas introduit les champs des ghosts dans la dé�nition

des superconnexions, parce qu�on peut avoir le terme cinétique des ghosts à partir des

transformations BRS des champs de jauge.

3.3 Le lagrangien quantique du Modèle Standard

A�n de reproduire une quanti�cation du Lagrangien du Modèle Standard des inter-

actions électrofaibles, qui soit compatible avec le formalisme précédent on doit faire les

simpli�cations suivantes

A� (x; e) = T aAa� (x) (3.94a)

A� (x; h) = 0 (3.94b)

�h (x; e) = �+h (x; h) = � (3.94c)

Et

�e (x; e) = �e (x; h) = 0 (3.94d)

Les éléments fe; hg ( e est l´élément neutre, h 6= e et h = h�1) sont les éléments du

groupe discret Z2:

3.3.1 La condition de l´horizontalité et les transformations BRS

Pour obtenir les transformations BRS des di¤érents champs on impose la condition
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de l´horizontalité suivante, appropriée à l´approche qu´on est entraine d´appliquer

$�� j�=0= $g� j�=0= $�� j�=0= 0 (3.95)

Des simpli�cations directes de l´eq(3:95) donnent

�BRSA
a
� = D�C

a = @�C
a + fabdAb�C

a (3.96)

�BRS�h = �iCaT a�h (3.97)

Et

�BRSC
a = �fabdCbCa (3.98)

Avec la dé�nition des anti-ghosts et les champs auxiliaires C
a
et Ba les transforma-

tions BRS dans le B�champ formalisme

�BRSC
a
= iBa (3.99)

Et

�BRSB
a = 0 (3.100)

fabd sont les constants de structures des groupes de jauge

f 0bd = 0; 8b; d = 0; 3 (3.101)

Et

f 0bd = 2i"abd; 8b; d = 1; 3 (3.102)

"abd est un tenseur purement antisymétrique.
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3.3.2 Les termes de Fadeev-Popov et la �xation de jauge

Dans le but d´appliquer notre formalisme mathématique et pour reformuler la quanti-

�cation du Modèle Standard des interactions électrofaibles, il est préférable d´utiliser les

composantes transverses, alors le produit scalaire de deux vecteurs E.D peut être réécrit

comme suit

ED = E0D0 + E1D1 + E2D2 + E3D3

= E0D0 + E3D3 + E+D� + E�D+: (3.103)

Les composantes transverses E+ et E� (similairement pour D+ et D�) sont dé�nies

par

E� =
1p
2

�
E1 � iE2

�
(3.104)

Pour des raisons de calcul on fait une rotation d´angle �w pour réécrire les compo-

santes EA et EZ ( on fait la même chose pour DA et DZ )

EA = E0 cos �w � E3 sin �w (3.105)

Et

EZ = E0 sin �w + E3 cos �w (3.106)

Par conséquent le produit scalaire de l´équation (3:103) deviendra

ED = EADA + EZDZ + E2D2 + E3D3 (3.107)

Pour des raisons physiques et pour la simpli�cation on utilise les redé�nitions suivantes

�� ! 2Mw�
�; �z ! �iMz�z

W�
� = A�� ! 2i�W�

� , Z� = Az� ! i�Z� (3.108a)
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Et

A� = AA� ! i�0A� , BA !
r
�0

2
BA

Bz ! Bz

p
2
, B� ! B� (3.108b)

Où � ; � et �0 sont des paramètres de la �xation de jauge, �w est l�angle de Weinberg.

W�
� , Z�(respectivement A�) sont les bosons de jauge des interactions faibles (res-

pectivement électromagnétiques) générés par le groupe de Lie SU(2) ( respectivement

U(1)) , Mw et Mz leurs masses, BA , Bz et B� les composantes transverses des champs

auxiliaires.

L�équation (3:92) peut être écrite sous la forme

LQ = LGF + LFP (3.109)

Alors les termes exacts de la Fixation de jauge et de Fadeeve-Popove sont

LGF = ��0 (@�A�)BA � 1
2
BA:BA � �B�

�
@�W+

� � i
Mw�

+

�

�
+B�B+

��B+

�
@�W�

� � i
Mw�

�

�

�
� �Bz

�
@�Z� �

Mz

�
�z

�
+
1

2
Bz:Bz (3.110)

Et

LFP = i�0C
A
@�
�
�@�CA �

ie

2

�
W+
� C

� �W�
� C

+
��

+i�C
z
�
@�
�
@�C

A +
ie

2

�
W+
� C

� �W�
� C

+
�
cos �w

�
� iMz

�

�
g

2
p
2

�
C��+ � C+��

�
+
1

2
g
�
CA + Cztg�w

�
cos 2�w (� +H)

��
+
n
i�C

� �
@�
�
�ieW+

�

�
Cz cot g�w � CA

�
+ @�@�C

+ + ieC+ (Z� cot g�w � A�)
�

+
gMw

2�

�
1p
2
C+ (� +H + i�z)

�
+
�
CA + Cztg�w

�
�+
�
+ c:c

�
(3.111)
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c.c étant le complexe conjugué.

On a substitué par les constants de couplage g et g0 correspondants aux nombres

quantiques du faible Isospin et de l�Hypercharge, on a employé la relation de la charge

uni�ée

e = g sin �w = g0 cos �w (3.112)

On a utilisé aussi le doublet du champ scalaire complexe après la brisure de la symétrie

et le mécanisme de Higgs

� = �g =
ip
2

3P
a=0

T a�a

0@ 0

1

1A (3.113)

On introduit le symbole hi qui désigne la valeur moyenne de l�expectation du vide

h�i = �p
2

0@ 0

1

1A (3.114)

Les composantes �3; �0 et �� sont dé�nies par

�3 = �z (3.115)

�0 = �i (� +H) (3.116)

Et

�� =
�p
2

�
�1 � i�2

�
(3.117)

D�après l�équation d�Euler Lagrange l�élimination des B-champs auxiliaires conduit à

LGF = ��0 (@�A�)2 � �
����@�W+

� � i
Mw�

+

�

����2 � �

2

�
@�Z� �

Mz

�
�z

�2
(3.118)
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3.4 Les transformations BRS

En utilisant les transformations BRS des champs physiques dans l�eq. (3:96)�(3:100),

les transformations BRS généralisées correspondantes sont

�BRSW
�
� = @�C

��igW�
�

�
Cz cos �w � CA sin �w

�
�igC� (Z� cos �w � A� sin �w) (3.119)

�BRSZ� = @�C
z + i

g

2

�
W+
� C

� �W�
� C

+
�
cos �w (3.120)

�BRSA� = @�C
A + i

g

2

�
W�
� C

+ �W+
� C

�� sin �w (3.121)

�BRS�
� =

g

2

�
�i
�
Cz � CAtg�w

�
�� � ip

2
C� (� +H + i�z)

�
(3.122)

�BRS�
z =

g

2

�
1p
2

�
C��+ � C+��

�
�
�
CA + Cztg�w

�
(� +H) cos 2�w

�
(3.123)

�BRSH =
g

2

�
CA + Cztg�w

�
�z cos 2�w (3.124)

�BRSC
z = 4igC+C� cos �w (3.125)

�BRSC
� = �4ie

�
Cz cot �w � CA

�
C� (3.126)

Et

�BRSC
A = �4igC+C� sin �w (3.127)
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Chapitre 4

Phénoménologie au delà du Modèle

Standard

4.1 Introduction

La géométrie noncommutative est une nouvelle approche à la géométrie, capable

d´atteindre l´échelle de Planck et de déchi¤rer la structure �ne de l´espace-temps. Elle

uni�e en un même langage mathématique les symétries continues de l´espace-temps, res-

ponsable de la structure macroscopique de la matière, et les symétries de jauge (dites dis-

crète) des particules élémentaires, responsables de la structure microscopique (quantique)

de la matière. La géométrie noncommutative nous permet de travailler avec une base

générale des théories physiques. Une approche à la géométrie noncommutative (NCG)

est celui basée sur la déformation de l�espace-temps. Dans ce contexte, une théorie de

jauge avec le produit star et le mapping de Seiberg-Witten maps ont été introduits. Ce

formalisme nous permet de calculer les di¤érentes observables physiques d�une manière

systématique pour une physique probable au delà du modèle standard et fournir une

signature de la structure non commutative de l�espace-temps [49]� [53].

Dans ce chapitre, nous représentons quelques études phénoménologiques de la phy-

sique au delà du modèle standard, dans le contexte de la géométrie noncommutative de
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l�espace-temps et montrerons les aspects les plus importants caractérisant cette nouvelle

physique.

4.2 Importance de la fonction de distribution du Gluon

à l�intérieur du Proton

Nous allons montré pour quelques processus physiques hadroniques que certains sous

processus, qui sont interdits dans le cadre du Modèle Standard commutatif, sont permis

dans le cadre noncommutatif. En outre, ils deviennent très compétitifs par rapport aux

autres contributions qui proviennent des corrections radiatives. Ceci est dû au fait qu�ils

contiennent des fonctions de distributions du gluon, qui sont importantes aux très hautes

énergies ou à petit fraction du moment x. La �gure1 montre les di¤érentes évolutions et

dépendance des fonctions de distribution des quarks de valence, sea et gluon en fonction

de x à l�échelle d�énergie Q. Notons l�importance de la fonction de distribution aux petites

valeurs de x et quand Q augmente elle deviennent plus importantes encore.

Fig.1 : Exemples des fonctions PDF et leur évolution
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4.3 Evolution du couplage electromagnétique avec

l�énergie

Une des points les plus importants à les préciser est l�évolution du couplage élec-

tromagnétique avec l�énergie. Puisque l�électrodynamique quantique et contrairement à

la chromodynamique quantique, est une théorie non asymptotiquement libre. Si on aug-

mente l�énergie le couplage, �(Q2) augmente. En fait, on peut montrer en utilisant le

groupe de renormalisation que l�expression de �(Q2) a la forme suivante

�
�
Q2
�
=

�

1�4� (4.1)

Où � = 1=137 et

4� = 4�leptons +4�hadrons (4.2)

4�hadrons =
�

3�

X
q

ln
�
Q2=

�
Am2

q

��
(4.3)

4�leptons =
�

3�

X
l

ln
�
Q2=

�
Am2

l

��
(4.4)

A = e5=3 (4.5)

mq et ml désignent les masses des quarks et des leptons respectivement. Pour bien

montrer la comparaison de ce couplage avec le couplage fort �s(Q2) des interactions fortes

tel que son évolution est donnée par

�s
�
Q2
�
= �s

�
�2
�
=

�
1 +

�s (�
2)

2�
(33� 2Nf ) ln

�
Q2=�2

��
(4.6)

Où � et Nf représentent l�échelle de renormalisation et le nombre des saveurs respec-

tivement. En fait, on a considéré le rapport R = �(Q2)=�s(Q
2) en fonction du paramètre

d�évolution Q2.

On remarque que dans la �gure2, lorsque l�énergie augmente ce rapport augmente ce
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qui montre l�importance du couplage électromagnétique à très haute énergie.

0 2 4 6 8 10 12 14
0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35
R=Alpha/Alphas

R

Q(TeV)

Fig.2 : R = �(Q2)=�s(Q
2) en fonction du paramètre d�évolution Q2.

4.3.1 Quel est l�ordre de grandeur du paramètre de la noncom-

mutativité ?

Pour estimer l�ordre de grandeur du paramètre de la noncommutativité de l�espace-

temps, on a considéré la largeur de désintégration �Z . Tout calcul fait, on peut montrer

que

�Z = 2� (Z ! ��) + 3�
�
Z ! dd

�
+ 3�

�
Z ! l+l�

�
+N�� (Z ! ��) (4.7)

Avec

�Z
�
Z ! ff

�
=
4GF

3�
p
2
M2
Z

�
�2L + �2R

�
Nc (4.8)
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Et

channel:::::::::::�2L + �2R (4.9)

��:::::::::::::::::
1

16
(4.10)

ll::::::::::::::::::
1

4

�
1

4
� sin2 �W + 2 sin4 �W

�
(4.11)

��::::::::::::::::
1

4

�
1

4
� 2
3
sin2 �W +

8

9
sin4 �W

�
(4.12)

dd::::::::::::::::
1

4

�
1

4
� 1
3
sin2 �W +

2

9
sin4 �W

�
(4.13)

Maintenant si on considère la contribution NCG, on obtient �NCG telle que

�NCG � �CG
�
1 +

1

4
�2M4

Z

�
� �exp � 2:4952 =) �NCG � O (1TeV ) ; ::::::� =

1

�2NCG
(4.14)

Donc, l�estimation du paramètre de la noncommutativité de l�espace-temps dénoté

par �NCG de l�ordre de TeV , c�est à dire de l�ordre des énergie du LHC.

4.3.2 Les lois et diagrammes de Feynman dans la NCG

Pour mieux comprendre les résultats du calcul théorique que nous allons présenter

pour certains processus physiques importants pour le LHC, nous présentons dans ce qui

suit les nouvelles lois et diagrammes de Feynman du Modèle Standard noncommutatif
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(4.15)

�e2Q2f
2

���� (k
�
1 � k

�
2) (4.16)

2e sin 2�WK�3 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3)) (4.17)

�3 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3)) = � (k1�k2) [(k1 � k2)� g�� + (k2 � k3)� g�� + (k3 � k1)� g��]

���� [k�1 (k2k3)� k
�
2 (k1k3)]

���� [k�2 (k3k1)� k
�
3 (k2k1)]

���� [k�3 (k1k2)� k�1 (k3k2)]

+ (�k2)
� �g��k23 � k�3k�3�+ (�k3)� �g��k22 � k�2k�2�

+(�k3)
� �g��k21 � k�1k�1�+ (�k1)� �g��k23 � k�3k�3�

+(�k1)
� �g��k22 � k�2k�2�+ (�k2)� �g��k21 � k�1k�1� (4.18)
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(�k)� � ���k� = �k���� � � (k�)� (4.19)

(k�p) � k��
��p� (4.20)

���� = ���� + ���� + ���� (4.21)

igs

�
� �

i

2
k� (����p

�
in � ����mq)

�
T as

= igs�T
a
s

+
1

2
gs

h
(pout�pin) � � (pout�)� (pin �mq)� (pout �mq) (�pin)�

i
T as (4.22)

igsf
abc
h
g�� (k1 � k2)� + g�� (k2 � k3)� + g�� (k3 � k1)�

i
+
1

2
gsd

abc�3 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3)) : (4.23)

71



La correction � du vertex gggg prend la forme suivante

ig2s
�
fabxf cdx (g��g�� � g��g��) + facxf bdx (g��g�� � g��g��) + fadxf bcx (g��g�� � g��g��)

	
+
i

2
g2s
�
fabxdcdx�4 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3) ; (�; k4))

+ [(�; k1; a) ! (�; k3; c)] + [(�; k1; a) ! (�; k4; d)]

+ [(�; k2; b) ! (�; k3; c)] + [(�; k2; b) ! (�; k4; d)]

+ [(�; k1; a) ! (�; k3; c)] + [(�; k2; b) ! (�; k4; d)]g (4.24)

� g2s
2

�
���� (k

�
1 � k

�
2)T

a
ST

b
S + i [���� (p

�
in + k�2)� ���mq] f

abcT cS
	

(4.25)

� 1
2
gseQq���� (k

�
1 � k

�
2)T

a
S (4.26)

� 2e sin 2�WKgg�3 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3)) �
ab (4.27)
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� 2e sin 2�WKZgg�3 ((�; k1) ; (�; k2) ; (�; k3)) �
ab (4.28)

4.3.3 Les fonctions splitting modi�ées pour des Partons non

polarisés dans le cadre de la NCG

Au LHC, on a besoin d�un contrôle théorique du comportement et des erreurs sur les

fonctions de distribution des partons (PDFs), et de rechercher des moyens et techniques

de la nouvelle physique.

La géométrie noncommutative comme une alternative possible, ouvre des nouvelles fe-

nêtres et propose des scenarios et des signatures spéci�ques (missing énergie, corrélations

de spin etc.. . . )

Dans ce qui suit, on utilise le Modèle Standard noncommutatif non minimal où les

interactions fortes sont aussi incluses. Il est important de mentionner que dans cette

approche, en plus des corrections noncommutatives, plusieurs nouvelles interactions ap-

paraissent. Les plus intéressantes sont les interactions gluoniques dans le secteur élec-

trofaible. Concernant les limites actuelles sur �NCG, (si on suppose une violation de

Lorentz), elles dépendent fortement du modèle s�étalant entre 141GeV dans les expé-

riences des collisionneurs des particules et 2:5TeV pour la production des dileptons en

collisions et jusqu�à 1014GeV dans les tests en physique atomique et astrophysique.

Equation d�Altarelli-Parisi

Dans le Modèle Standard ordinaire (commutatif), l�évolution des fonctions de distri-

butions des quarks et des gluons sont contrôlées par les équations intégro-di¤érentielles
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d�Altarelli-Parisi suivantes

dqi (x;Q
2)

d log (Q2)
=
�s
2�

1Z
x

�
qi
�
z;Q2

�
Pqq

�x
z

�
+ g

�
z;Q2

�
Pqg

�x
z

�� dz
z

(4.29)

dg (x;Q2)

d log (Q2)
=
�s
2�

1Z
x

 X
i

qi
�
z;Q2

�
Pgq

�x
z

�
+ g

�
z;Q2

�
Pgg

�x
z

�! dz

z
(4.30)

Où qi(x;Q2) et g(x;Q2) représentent les fonctions de distribution des quarks de saveur

et des gluons respectivement, les probabilités Pqg; Pgq; Pqq et Pgg sont les fonctions de

splitting. Dans ce qui suit nous présenteront le calcul des fonctions Pqg; Pgq; Pqq et Pgg

dans le cadre du Modèle Standard noncommutatif et avec les nouveaux diagrammes et

lois de Feynman.Tout calcul fait on obtient

1Z
0
+

dzPqq (z) = 0 (4.31)

Pqq (z) = C2 (R)

�
1 + z2 + x2T=2

2z (1� z)+
+
3

2
� (1� z) + 1

2
x2T

�
1

z+
+

1

(z2)++

��
(4.32)

La première équation nous indique que le nombre des quarks et antiquarks est conservé.

De même
1Z
0
+

dzz (2NfPqG (z) + PGG (z)) = 0 (4.33)

PGG (z) = 2G2 (G)

�
1� z
z

�
1 + z2

�
+

z

(1� z)+
(4.34)

+

�
11

6
� 2T (R)

3G2 (G)

�
� (1� z) + x2TfGG

�
(4.35)

PqG (z) =
1

2

�
z2 + (1� z)2 + x2TfqG

�
(4.36)
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fGG =

�
1 + z2 + (1� z)2

�2
z

�
1 + z

(z2)++
+

2

(1� z)+

+
1�

(1� z)3
�
+++

+
A

4
� (1� z)

!
(4.37)

fqG =
(2z � 1)2

z

 
z�

(1� z)2
�
++

+
1

(z)+
+ 8B� (1� z)

!
(4.38)

1Z
0
+

dzz (Pqq (z) + PGq (z)) = 0 (4.39)

PGq (z) =

 
1 + (1� z)2

z

 
1 +

x2T
2z
�
(1� z)2++

�!� x2T
2
� (1� z)

!
(4.40)

Avec

B + 2
G2 (G)

Nf
A =

13

6
+
46G2 (G)

Nf
(4.41)

1Z
0

dz
f (z)

(1� z)+
=

1Z
0

dz
f (z)� f (1)
(1� z) (4.42)

1Z
0

dz
f (z)�

(1� z)2
�
++

=

1Z
0

dz
f (z)� f (1) + (1� z) f 0 (1)

(1� z)2
(4.43)

1Z
0

dz
f (z)�

(1� z)3
�
+++

=

1Z
0

dz
f (z)� f (1) + (1� z) f 0 (1)� (1�z)2f 00(1)

2

(1� z)3
(4.44)

xT =
�p2T
Q2

; �01 =
�

Q2
; � 2 [0:1; 1] (4.45)

P 2T = �Q2; � 2 [0:01; 0:1] (4.46)

C2 (R) =
N2
c � 1
Nc

; C2 (G) = Nc; T (R) =
Nf
2

(4.47)
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On remarque que la contribution de la NCG avec des nouvelles distributions qui re-

présentent plus de singularités, peut être comparable aux corrections d�ordres supérieurs

(next to leading order NLO). Cette contribution importante peut a¤ecter l�évolution des

distributions partoniques. On remarque aussi que la noncommutativité de l�espace-temps

introduit des corrections similaires aux e¤ets KT (important à des petites x) et l�équation

d�évolution généralisée d�Altarelli-Parisi.

4.3.4 Les fonctions de splitting modi�ées des Partons polarisés

dans NCG

Similairement, on présente ici les résultats du calcul des fonctions splitting dans NCG

mais avec des partons polarisés. Nous obtenons les résultats suivants

La conservation de la parité dans le QCD =) PA+B� (z) = PA�B� (z) (4.48)

q = q+ + q�; G = G+ +G�;4q = q+ � q�;4G = G+ �G� (4.49)

PAB (z) = PA+B+ (z) + PA�B+ (z) = PA+B� (z) + PA�B� (z) (4.50)

4PAB (z) = PA+B+ (z)� PA�B+ (z) (4.51)

Vecteur du couplage quark-gluon conserve l´hélicité =) Pq�q+ (z) = Pq+q� (z) (4.52)

Pq�G+ (z) =
1

4

�
(1� z)2 + x2Tfq�G+

�
(4.53)

fq�G+ =
(2z � 1)2

zz+
(4.54)

PG+G+ (z) = C2 (G)

��
1 + z4

�
+

�
1

z
+

1

(1� z)+

�
+

�
11

6
� 2T (R)

3C2 (G)

�
� (1� z) + x2TfG+G+

�
(4.55)
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fG+G+ =

�
1 + z2 + (1� z)2

�2
z

�
g1

(z2)++
+

2

(1� z)+

+
1�

(1� z)3
�
+++

+
A

4
� (1� z)

!
(4.56)

PG�G+ (z) = C2 (G)

 
(1� z)3

z
+ x2TfG�G+

!
(4.57)

fG�G+ =

�
1 + z2 + (1� z)2

�2
z

�
g2

(z2)++

�
(4.58)

B + 2
C2 (G)

Nf
A =

13

6
+
46

3

C2 (G)

Nf
(4.59)

g1 + g2 = 1 + z (4.60)

Ici les notations �+�et �-�signi�e parallèle et antiparallèle. Les nouvelles contributions

de la NCG aux fonctions de splitting des partons polarisés, vont a¤ecter l�évolution en

énergie des fonctions de distribution et la physique du spin :

4.3.5 Les fonctions splitting modi�ées à l�intérieur du Photon

pour des Partons non polarisés dans le cadre de la NCG

Equation de l´évolution d´Altarelli-Parisi

On a considéré le calcul des fonctions de splitting à l�intérieur du photon dans le

cadre de la NCG et pour des partons non polarisés. Après des calculs simples, nous avons

obtenu les résultats suivants

d

d lnQ2

26664
f= (x;Q2)

f q= (x;Q2)

f g= (x;Q2)

37775 =
Z
dy

y

26664
eP::: ePq::: ePgePq::: ePq::: ePqgePg::: ePgq::: ePgg

37775
�
x

y

�26664
f= (y;Q2)

f q= (y;Q2)

f g= (y;Q2)

37775 (4.61)
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eP (z) = 4�K2
 sin

2 (2�w)

2�
P  (z) ; ::: ePq (z) = �

2�
P q (z) ; ::: ePqg (z) = �s

2�
P gqg (z) (4.62)

ePq (z) = �

2�
P q (z) ; ::: ePg (z) = 4�K2

gg sin
2 (2�w)

2�
P g (z) ; ::: ePqq (z) = ��s2�P gqq (z) + �

2�
P q (z)

�
(4.63)

ePg (z) =
4�K2

gg sin
2 (2�w)

2�
P g (z) ; :::

ePgq (z) = �s
2�
P ggq (z) ; :::

ePgg (z)
=

 
�s
2�
P gqg (z) +

4�K2
gg sin

2 (2�w)

2�
P gg (z)

!
(4.64)

1Z
0

dzz
�
P qq (z) + P q (z)

�
= 0; :::

1Z
0

dzz
�
P g (z) + 2NfP


q (z) + P q (z)

�
= 0(4.65)

1Z
0

dzzP qq (z) = 0; :::

1Z
0

dzz
�
P g (z) + P gg (z)

�
= 0 (4.66)
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�
(1 + z2 + x2T )

(1� z)+
+
3

2
� (1� z) + x2T

2
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1

z+
+

1

(z2)++

��
(4.67)

P q (z) =

 
1 + (1� z)2

z
� x2T
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� (1� z) + x2T
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(4.68)

P gg (z) = P g (z) = P  (z) = P g (z)

= 2x2T

�
1 + z2 + (1� z)2
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z
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1 + z

(z2)++
+
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(1� z)+

+
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(4.69)
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P q (z) =
1

2

�
z2 + (1� z)2

�
+
x2T
16

(2z � 1)2

z

 
z�

(1� z)2
�
++

+
1

z+
+ 2� (1� z)

!
(4.70)

Ici f i= représente la fonction de distribution du photon ou parton à l�intérieur du

photon.

4.4 La production du Diphoton dans les collisions

Proton-Proton au LHC

La production du Diphoton dans les collisions proton-proton au LHC est importante

aux grandes valeurs du moment transverse PT , et fourni des tests sur la charge du quark,

le couplage de QCD etc... La contribution perturbative au premier ordre est dominée par

le sous processus d�annihilation du quark et antiquark. L�autre processus qui donne aussi

une contribution importante est le processus gluonique d�annihilation. Il est à noter que

malgré ce processus se manifeste à travers un diagramme box fermionique, il génère une

contribution conséquente et ceci est dû essentiellement à l�importance de la fonction de

distribution du gluon à l�intérieur du proton. (Large gluon luminosity at the LHC). Dans

la NCG, et en plus de la contribution noncommutative, on a des nouveaux diagrammes

de Feynman, qui sont aussi importants à cause de la luminosité des gluons.

(4.71)
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Pour avoir une idée sur la contribution de la noncommutativité de l�espace-temps, on

a obtenu les résultats suivants

espace-temps...���

d�

d

1
���M ��2

qq!

�
NCG

�
�
1 + �2

s2

2
sin2 �

����M ��2
qq!

�
CG

��2 s2

9 sin2 �

�
3

2
� 15
2
cos2 � + cos �

�
(4.72)

espace-espace...���

d�

d

1
���M ��2

qq!

�
NCG

�
�
1 + �2s2 (1� cos �)

� ���M ��2
qq!

�
CG

+�2
s2

9 sin2 �

�
�5� 7

2
cos2 � + cos4 �

�
(4.73)

(� est la valeur de ��� selon la nature de ce dernier qui est espace-temps ou espace-

espace). Pour tester la dépendance des résultats sur la nature du paramètre de la noncom-

mutativité, on a considéré le rapport R de la contribution de la NCG sur la contribution

sans NCG dénoté par CG. On plus, la dissymétrie gauche droite AL;R a été aussi déter-

minée et calculée (voire �g.3,4,5,6).

R =

���M ��2
qq!

�
NCG���M ��2

qq!

�
CG

= f (�; cos �) (4.74)

ALR =
R (�; cos �)�R (�;� cos �)
R (�; cos �) +R (�;� cos �) = g (�; cos �) (4.75)
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4.5 La production associée du Higgs et Z boson dans

la collision du Proton-Proton

Parmi les diagrammes importants de Feynman dans le cadre de la NCG (au delà du

terme de Born) et à cause de la luminosité du gluon on a

(4.76)

Pour illustrer quelques résultats, on donne la contribution pure de la NCG du sous

processus gg ! ZH0

P
jM j2 =

4e4M2
zK

2
zgg

(s�M2
z ) + �

2
zM

2
z

� (t; u; s) (4.77)

� (t; u; s) = 
141 +
242 +
343 +
444 +
545 +
646 +
747 +
848 (4.78)
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1 = 
1 (s; t; u) = D1M
2
z + A1 +

B1
M2
z

+
C1
M4
z

+
E1
M6
z

(4.79)
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(4.80)
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24
s
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(4.81)

A4 =
s

2
; B4 = C4 = 0


5 = 
5 (s; t; u) = A5 +
B5
M2
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+
C5
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(4.82)
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s
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�
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6 = 
6 (s; t; u) = A6 +
B6
M2
z

+
C6
M4
z

(4.83)

A6 = �s
2

2
+
s

8
(�t+ u)

B6 =
s

8
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t2 � ut� 4su+ 4st

�
C6 =

s2

4
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7 = 
7 (s; t; u) = A7 +
B7
M2
z

+
C7
M4
z

(4.84)

A7 = C7 = 0; B7 =
3s2

8
(t� u)


8 = 
7 (4.85)

Et

�1 = �2
s2

4
= �4;�2 = �2

s3=2

4
� (s;MH ;MZ) sin � = ��3; (4.86)

�5 = �6 = 0;�7 = �� (s;MH ;MZ) cos � = ��8 (4.87)

� (s;MH ;MZ) =

s
(M2

H �M2
Z)
2

s
+
s

4
M2
H (4.88)

4.6 Production directe du Photon dans les collisions

Proton-Proton inélastique

La production inélastique d�un photon dans les collisions hadroniques en général,

est un processus propre où on n�a pas de fragmentation des partons ni le problème de

reconstruction des jets. Les diagrammes de Feynman au niveau de l�approximation de

borne qui vont contribuer sont
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(4.89)

On s�attend un changement dans la distribution angulaire et dans la dissymétrie

gauche-droite. En plus une augmentation appréciable de la section e¢ cace comparable

au calcul d�ordres supérieurs HOC. Nous remarquons aussi une forte dépendance sur la

nature du paramètre de la noncommutativité de l�espace-temps et la polarisation, ainsi

que le spin des particules projectiles. Une étude phénoménologique donne

�PNCG1�2 cos2 � =) espace-temps (4.90)

�PNCG1�2 sin2 � =) espace-espace (4.91)

Notons aussi qu�on peut avoir une limite inférieure sur l�échelle de la NCG à 95%

niveau de con�dence (C:L) en considérant le �2 �t.

�2�t (assuming...Gaussian...Statistical...Errors...and...no...Systematic...Errors)

= L
(�NCG � �CG)2

�CG
� 4 (4.92)

L est la luminosité intégrée.
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4.7 La production d�un quark lourd

4.7.1 Quelques diagrammes de Feynman

(4.93)

4.7.2 Quelques diagrammes unitaires

+… .

(4.94)

On constate que les résultats numériques indiquent que la contribution de la NCG

est aussi importante que le calcul d�ordres supérieurs. À titre d�illustration et phéno-

ménologique, on a obtenu l�expression qualitative suivante du carré de l�amplitude de

transition

Pour...illustration��Mgg�!QQ
��2
PNCG

� �2

4

�
(u� t)2 + 1

4

�
m2
Q + t� 2u

�2
(4.95)

+
1

4

�
m2
Q + u� 2t

�2
+
3

2
s
�
s� 2m2

Q

��
(4.96)

Et le comportement suivant de la section e¢ cace di¤érentielle comme fonction du
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moment transverse

Comportement
d�

dPr
� �2

�

1 + 
2P

2
r

�
(4.97)

Pr =

p
s

2
sin � (4.98)

Nous prévoyons un changement du comportement de la section e¢ cace comme fonc-

tion du moment transverse, la contribution de la NCG est aussi comparable au HOC et

une très grande sensibilité aux valeurs et nature du paramètre de la noncommutativité.
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Chapitre 5

Conclusion

À travers ce travail de recherche, on a construit un nouveau formalisme mathéma-

tique pour une reformulation duModèle Standard quantique deWeinberg-Salam-Glashow

minimal. En e¤et, en introduisant des variables anti-commutantes de Grassman, on a gé-

néralisé la notion de la connexion et de la courbure. C�est à dire les 1-formes et les

2-formes. On a aussi introduit un produit scalaire généralisé pour obtenir l�action quan-

tique consistante. En appliquant ce formalisme du super-espace, on a obtenu tous les

termes de l�action quantique avec tous les termes classiques (cinétiques, de masse, inter-

action, Yang-Mills) et les termes quantiques de la Fixation de jauge et de Fadeev-Popov.

En outre, en appliquant une condition d�horizontalité, on a obtenu toutes les transforma-

tions BRST des di¤érents champs dynamiques. Encouragé par le succès de ce formalisme

mathématique, on aimera bien dans l�avenir l�appliquer à d�autres théories de grande

uni�cation.

Concernant la géométrie non commutative à la Seiberg-Witten, on a considéré le Mo-

dèle Standard noncommutatif avec les nouvelles lois et diagrammes de Feynman (nou-

velles interactions). On a estimé l�ordre de grandeur du paramètre de la noncommutati-

vité de l�espace-temps à travers la largeur de désintégration du boson Z. De plus, et vu

l�importance des fonctions de splitting, qui contrôlent l�évolution des fonctions de dis-

tribution des di¤érents partons et qui sont importantes dans les processus hadroniques,
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nous avons calculé explicitement ces fonctions avec des partons polarisés et non polari-

sés et argumenté l�importance de la contribution de la NCG. Nous avons aussi calculé

explicitement ces fonctions pour des partons à l�intérieur du photon. Pour les processus

physiques importants pour le LHC, nous avons étudié d�une manière phénoménologique

la production du : diphoton, association Higgs et Z boson, photon direct et quarks lourds

et nous avons constaté que le comportement des di¤érentes observables physiques sera

a¤ecté par la noncommutativité de l�espace-temps, distribution angulaire, dépendance en

moment transverse, sensibilité à la nature espace-espace ou espace-temps du paramètre

de la noncommutativité et sa valeur.

Nous envisageons de faire une étude quantitative dans le futur.
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Chapitre 6

Annexes
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Annexe A

Propriétés des espaces discrets

Cet appendice résume les concepts essentiels utilisés dans le formalisme des espaces

discrets, dont nous avons besoin dans la première partie de cette thèse. Il est incomplet

car il ne vise qu�à rappeler brièvement les notions indispensables à la compréhension du

deuxième et troisième chapitre.

Le calcul discret extérieur

Il est nécessaire de dé�nir les formes di¤érentielles discrètes avec les champs vectoriels

ainsi leurs opérateurs, une fois les formes discrètes et les champs vectoriels sont dé�nis,

le calcul peut être développé par la dé�nition des dérivées extérieures discrètes (d), les

codi¤erentielles (�) et le Hodge star (�)pour calculer les 1-formes, le produit discret de

wedge (�)pour combiner entre les formes une fois ceci est fait on peut alors dé�nir

d�autres opérateurs utiles, l�opérateur discret de Laplace-Beltrami (�) peut être dé�nie

en utilisant la dé�nition de d� + �d, lorsqu�il est appliqué aux fonctions, c�est la même

chose que l�opérateur discret de Laplace-Beltrami
�
r2
�
qui est dé�ni par div � gr�ad:

Formes di¤érentielles et formes discrètes

0- Forme : sont des fonctions scalaires.

1- Forme : A est une one-forme si A = A�X
�

2- Forme : F = F��dx
��dx� où F�� est un tenseur antisymétrique, si F�� est un

tenseur symétrique, les 2-formes F doivent être égaux à 0 , F = 0

92



P-Forme : w(p) = w[�1:::::�2]dx
�1�dx�2 ::::::�dx�p

Théoriquement les 0-formes sont des fonctions, les 1-formes ce sont des di¤érentielles

et les 2-formes ou les formes à des degrés plus hautes (de même pour les 0 et 1-formes)

sont des tenseurs antisymétriques, l�une des utilisations des formes est que les P-Formes

peuvent être intégrées sur les P-variétés, par exemple, des nombreuses équations di¤éren-

tielles de la mécanique peuvent être formulées en termes de formes et de champs vectoriels

[54].

Codi¤érentiel et l�operateur de Laplace

Codi¤érentiel est un opérateur linéaire du premier ordre désigné par � son rôle est de

démanteler le degré de la forme di¤érentielle par une unité

� : 
pM 7�! 
p�1M (A.1)

' 7�! �'

Avec

�' = (�1)np+n+1+s � d � ' (A.2)

Comme une conséquence immédiate de d2 = 0; nous avons �2 = 0

Un codi¤erentiel peut être dé�nie, ce qui conduit alors à un opérateur comme l�opé-

rateur de Laplace.

L�opérateur de Laplace, est noté par �, et dé�nie par

� = � (d� + �d) (A.3)

L�opérateur de Laplace est alors un opérateur di¤érentiel linéaire du second ordre, où

la métrique est indéterminée, l�opérateur de Laplace est conçu comme un opérateur de

d�Alembert.

Les P-formes Harmoniques

!(p) est une forme harmonique si: �!(p) = 0 donc d�!(p) = ��d!(p)
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La métrique sur l�espace discret

Nous allons exposer brièvement la construction générale et les propriétés de la mé-

trique. Nous allons encore donner les dé�nitions ainsi que l�image intuitive.

Nous dé�nissons la métrique sur le module des 1-formes, comme un semi-linéaire, A-

fonctionnelle à valeur �

� (a!1; !2b) = a� (!1; !2) b (A.4)

� (!1a; !2) = � (!1; a!2) (A.5)

Cette dé�nition est appropriée seulement pour le cas considéré, elle doit être modi�ée

pour d�autres algèbres. Les deux conditions sont tout simplement la généralisation de la

linéarité pour le bi modules. Dans le cas de la géométrie discrète, avec le module des

1-formes créés par les formes �g, la métrique est entièrement déterminé par ses valeurs

sur les générateurs, �gh = �
�
�g; �h

�
:Maintenant, à cause des règles du calcul di¤érentiel,

on obtient que �gh est nulle si et seulement si g = h�1, cela signi�e que notre métrique a

seulement NG � 1 composantes indépendantes, que nous désignons par Eg

�gh = Eg�
g(h�1) , Eg 2 A; g 2 G0 (A.6)

Si nous avons besoin de construire une métrique qui donne lieu à une semi-norme,

nous devons nous limiter à ces métriques, qui sont dé�nie positivement. Pour l�algèbre

des fonctions à valeur sur C sont équivalentes au choix du réel, non négatif Eg.

Le dernier point que nous voulons souligner, est la question de la dégénérescence [21].

On dit que la métrique est non dégénérée si la condition � (a?; a) = 0 implique que a = 0:

Propriétés importantes de l�espace discret

Il y a d´autres règles du calcul di¤érentiel dé�nissent le produit des 1-formes

dx��dx� = �dx��dx� (A.7)
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dx���g = ��g�dx� (A.8)

�g��h = ��h��g (A.9)

La multiplication des fonctions à gauche

f(x; gh)�g = �gf(x; h) = [Rgf(x; h)]�
g (A.10)

f(x; h)dx� = dx�f(x; h) (A.11)

Et l�action des dérivées extérieures d

ddx� = 0 parce que (d2 = 0) (A.12)

d�g = �Cgpn�p��h (A.13)

Cgpn est une constante de structure de l�espace discret.

Dans le cas ordinaire

A = A�dx
�; A est un 1� form avec A� = Aa�T

a

Dans le cas discret

A = A�dx
� +

P
g

�g�
g (A.14)

A� est un champ vectoriel

�g est un champ scalaire

L�opérateur d est la dérivée extérieure dé�nie par

d = d+ d� (A.15)
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Où dx� est une base ordinaire des 1-formes, à été prise sans dimension, dans l�espace de

Minkowski M4;alors que la base des 1-formes � a été initialement présenté par A. Sitarz ;

elle a été aussi supposée d�être sans dimension, dans l�espace discret Z2 [20] ; [39] ; [40].

Maintenant on expose la nilpotence d qui est très importante pour obtenir le champ

de force, d�après la dé�nition de d

d2A(x; f) =
�
d2 + d:d� + d�:d+ d2�

�
A(x; f) (A.16)

d2 = 0 Naturellement sont imposées dans les formes di¤érentielles ordinaires ainsi que

dx��� = ���dx� est raisonnablement supposé

(d:d� + d�:d)A(x; f) = 0

Nous supposons que

d:d� + d�:d = 0 (A.17)

Alors

d2 = d2�

Parce que :

d2 = 0 (A.18)

Propriétés de la métrique sur l�espace discret M4 
 Z2
Il existe une autre méthode pour obtenir le terme du potentiel du champ de Higgs,

A. Sitarz a dé�ni une nouvelle métrique g�� avec 8�; � = 0; 4

g�� = diag (+;�;�;�;�)

Le cinquième indice représente ici l´élément de l�espace discret Z2, alors

dx� =
�
dx0; dx1; dx2; dx3; �

�
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En suite, Le champ de la force s�écrit comme

F (x; f) = F��(x; f)dx
��dx�

La structure de la métrique des 1-formes est donnée par

hdx�; dx�i = g��

h�n; dx�i = 0

h�n; �ki = �gg
0

Ce qui détermine le produit scalaire des 1-formes telle que

hdx��dx� ; dx��dx�i = 1

2
(g��g�� � g��g��) (A.19)

D
dx���g; dx

�0��g0
E
= g��

0
�gg

0
(A.20)



�g��h; �g0��h0

�
=
1

2

�
�gg

0
�hh

0 � �gh0�hg0
�

(A.21)

Tandis que d�autres produits scalaires parmi les bases des 2-formes sont nuls. On note

que �m��l est une base de 2-forme indépendante de �l��m pour m 6= l; ce qui re�ète la

propriété de la noncommutativité de la géométrie sur l�espace discret.
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Annexe B

Le Modèle Standard classique dans

le formalisme di¤érentiel de l�espace

discret

Nous allons calculer la partie classique du Lagrangien de Yang-Mills invariant par les

transformations de jauge, dans le formalisme mathématique des espaces discrets exposé

dans le deuxième chapitre.

B.1 Champ de jauge

Le champ de jauge (connexion) A(x:f) dans l�espace discret M4 � Z2 est donné par

le 1-forme suivant

A (x; f) = A� (x; f) dx
� (B.1)

f est un argument de Z2; nous pouvons écrire

A (x; f) = A (x; f) + �g (x; f)�g
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A (x; f) = A� (x; f) dx
� + �g (x; f)�

g (B.2)

Le champ de jauge A se divise donc en deux parties, la partie vectorielle A� (x; f) dx�

et la partie scalaire �g (x; f)�
g

dA (x; f) = d [A� (x; f) dx
�] + d

�
�g (x; f)�

g
�

dA = d [A� (x; f) dx
�] + d

�
�g (x; f)�

g
�

dA = @�A� (x; f) dx
��dx� + A�d

2x+ @hA� (x; f)�
h�dx� + @��g (x; f) dx

���g

+@h�g (x; f)�
h��g + �g (x:f) d�

g

Selon la propriété de la nilpotence de d, nous pouvons écrire

A�d
2x = 0

Nous avons

d�g = �Cgph�p��h (B.3)

Alors

dA = @�A� (x; f) dx
��dx� + @hA� (x; f)�

h�dx� + @��g (x; f) dx
���g

+@h�g (x; f)�
h��g � �g (x:f)C

g
ph�

p��h (B.4)

B.2 Le champ de force

De même on peut construire la covariance de jauge d´un champ de force (la courbure)

présenté en 2-forme
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F (x; f) = dA(x; f) + A(x; f)�A(x; f) (B.5)

Où

A�A =
�
A�dx

� + �g�
g
�
�
�
A�dx

� + �h�
h
�

A�A = A�A�dx
��dx� + A��hdx

���h + �g ((�
gA�) �dx

�) + �g
�
(�g�h) ��

h
�

(B.6)

Avec ces considérations, Nous pouvons écrire

F = [@�A� + A�A� ] dx
��dx� +

��
@��g � @gA�

�
+
�
A��g � �gRgA�

��
dx���g

+
��
Cphg�p � @h�g

�
+ �gRg�h

�
�g��h

En utilisant les règles algébriques données par les équations (B-1)(B-2)(B-4) le champ

de force 2-forme F = dA+ A�A se divise en trois termes

F =
1

2
F��dx

��dx� + F�gdx
���g + Fgh�

g��h (B.7)

Avec

1

2
F�� =

1

2
[(@�A� � @�A�) + [A�; A� ]]

F�� = [(@�A� � @�A�) + [A�; A� ]] (B.8)

Où F�� est le tenseur habituel de la courbure

Et

F�g =
��
@��g � @gA�

�
+
�
A��g � �gRgA�

��
On a

@gA� = A� �RgA� and RgA� = A� (B.9)
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Alors

F�g = @��g + A��g � �gRgA� (B.10)

F�g est un terme mixte, qui comprend le gradient de � et le couplage entre A� et �:

Le dernier terme est

Fgh =
�
Cphg�p � @h�g

�
+ �gRg�h

Fgh = @g�h + �gRg�h � Ckgh�k (B.11)

B.3 Lagrangien de Yang-Mills

Fgh ne dépend que de � , ce terme est responsable de l�apparition du potentiel quan-

tique de Higgs dans l�action de Yang-Mills.

Le lagrangien LYM est obtenu par le produit scalaire suivant

< F;F >=<
1

2
F��dx

��dx� + F�gdx
���g + Fgh�

g��h;

1

2
F�0�0dx

�0�dx�
0
+ F�0g0dx

�0��g
0
+ Fg0h0�

g0��h
0
> (B.12)

Alors
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< F;F >=

1

4
< F��dx

��dx� ; F�0�0dx
�0�dx�

0
>

+
1

2
< F��dx

��dx� ; F�0g0dx
�0��g

0
>

+
1

2
< F��dx

��dx� ; Fg0h0�
g0��h

0
>

+
1

2
< F�gdx

���g; F�0g0dx
�0��g

0
>

+
1

2
< F�gdx

���g; Fg0h0�
g0��h

0
>

+
1

2
< Fgh�

g��h; Fg0h0�
g0��h

0
>

A�n d�obtenir l�expression explicite de LYM nous devons utiliser la structure de la

métrique déterminée ci-dessus

< dx��dx� ; dx��dx� >=
1

2
(g��g�� � g��g��)

< �g��h; �g
0
��h

0
>=

1

2

�
�gg

0
�hh

0 � �gh0�hg0
�

< �g; dx� >= 0 , < dx�; dx� >= g�� , < �g; �h >= �gh

g�� = diag (1;�1;�1;�1;�1) (B.13)

Le lagrangien de Yang-Mills LYM peut être écrit de la façon suivante

< F;F >=
1

4
F��F�0�0

�
1

2

�
g��

0
g��

0 � g��0g��0
��

+F�gF�0g0
h
g��

0
�gg

0
i

+FghFg0h0
h�
�gg

0
�hh

0 � �gh0�hg0
�i
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Donc

< F;F >=
1

8
[F��F

�� � F��F ��] + F�gF
�
g0�

gg0

+
1

2
FghFg0h0

h�
�gg

0
�hh

0 � �gh0�hg0
�i

Nous avons : �gh = �g�
gh�1 et �hg = �h�

hg�1

Le champ de la force F est un tenseur antisymétrique nous pouvons écrire

< F;F >=
1

4
F��F

�� + F�gF
�
g0�g�

gg0�1

+
1

2
FghFg0h0

h�
�g�h�

gg0�1�hh
0�1 � �g�h�gh

0�1
�hg

0�1
�i

On a

< F;F >=
1

4
F��F

�� + �gF�gF
�
g�1

+�g�h
1

2
[FghFg�1h�1 � FghFh�1g�1 ]

Alors

< F;F >=
1

4
F��F

�� + �gF�gF
�
g�1 + �g�hFghFg�1h�1

Nous obtenons �nalement

< F;F >=
1

4
F��F

�� + �gF�gF
�+
g + �g�hFghF

+
gh

Avec

F��F
�� = [(@�A� � @�A�) + [A�; A� ]] [(@�A� � @�A�) + [A�; A� ]] (B.14)
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Pour obtenir la forme précise du lagrangien de Yang-Mills invariant par les transfor-

mations de jauge, nous calculons FghF+gh et F�gF
�+
g

F�gF
�+
g =

�
@��g + A��g � �gRgA�

� �
@��g + A��g � �gRgA�

�+
=

�
@��g

� �
@��g

�+
+
�
@��g

� �
A��g

�+ � �@��g� ��gRgA��+ +�
A��g

� �
@��g

�+
+
�
A��g

� �
A��g

�+ � �A��g� ��gRgA��+ ��
�gRgA�

� �
@��g

�+ � ��gRgA�� �A��g�+ + ��gRgA�� ��gRgA��+
A�n de simpli�er ce rapport, nous utilisons les propriétés suivantes : (voir appendice

A)

�gf(x; h) = [Rgf(x; h)]�
g = f(x; gh)�g

A+� = A� , �
+
g = Rg�g�1

On trouve que

F�gF
�+
g =

�
@��g

� �
@��g

�+
+
�
@��g

� �
�+g A

�
�
�
�
@��g

� �
A��+g

�
+�

A��g
� �
@��g

�+
+
�
A��g

� �
�+g A

�
�
�
�
A��g

� �
�+g A

�
�
��

�gA�
� �
@��g

�+ � ��gA�� ��+g A��+ ��gA�� ��+g A��
La simpli�cation de cette relation donne

F�gF
�+
g =

�
@��g

� �
@��g

�+
+
�
@��g

� �
A�; �+g

�
+
�
A�; �g

� �
@��g

�+
+A��g

�
A�; �+g

�
+ �gA�

�
�+g ; A

�
�

F�gF
�+
g =

�
@��g

� h�
@��g

�+
+
�
A�; �+g

�i
+
�
A�; �g

� h�
@��g

�+
+
�
A�; �+g

�i
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F�gF
�+
g =

��
@��g

�
+
�
A�; �g

��
+
h�
@��g

�+
+
�
A�; �+g

�i
Nous avons

�
@��g

�
+
�
A�; �g

�
= D��g

On substitue dans

F�gF
�+
g =

�
D��g

� �
D��g

�+
(B.15)

Calculons FghF+gh

Fgh = @g�h + �gRg�h � Ckgh�k (B.16)

En utilisant les propriétés suivantes de l�espace discret :

@g�h = �h �Rg�h

Rg�h = �hg

Ckgh = �kg + �kh � �khg

Par la substitution en (B-16) on trouve que

Fgh = �h �Rg�h + �gRg�h � Ckgh�k

= �h �Rg�h
�
1� �g

�
�
�
�kg + �kh � �khg

�
�k

= �h � �hg
�
1� �g

�
� �kg�k � �kh�k + �khg�k

= �h � �hg
�
1� �g

�
� �g � �h + �hg

Pour simpli�er ces formules, nous instaurons un nouveau champ (un changement de

potentiel on dit aussi le potentiel shift)

�̂g =
�
1� �g

�
(B.17)
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On obtient

Fgh =
�
�̂g � 1

�
�̂hg = �̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg (B.18)

Alors

F+gh =
h�
�̂g � 1

�
�̂hg

i+
=
h
�̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg

i+
De la dernière dé�nition, nous pouvons écrire

FghF
+
gh =

h
�̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg

i h
�̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg

i+
Selon ces relations, nous pouvons obtenir la formule du Lagrangien de Yang-Mills

invariant par les transformations de jauge

< F;F >=
1

4
F��F

�� + �g
�
D��g

� �
D��g

�+
+

�g�h

h
�̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg

i h
�̂gRg

�
�̂h

�
� �̂hg

i+
(B.19)

Le deuxième terme est le terme cinétique du lagrangien de Higgs, le troisième terme

c´est le terme du potentiel de la particule de Higgs.
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Annexe C

Propriétés des variables de

Grassman

Soit �1 et �2 deux variables de Grassman

1. (a) Le carré nul

�21 = �22 = 0 (C.1)

(b) Anticommutativité

�1�2 + �2�1 = 0 (C.2)

�1�2 = ��2�1 (C.3)

� �Conséquence

1. Dérivation

�
@

@�a
; �b

�
= �a;b

fd�a; �bg = 0

fd�a; d�bg = 0�
@

@�a
;
@

@�b

�
= 0 (C.4)
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2. Intégration

Z
d� = 0Z
�d� = 1 (C.5)

On peut écrire

Z
f (�) d� = aZ
f (�) d� =

@f

@�
(C.6)
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Résumés

Dans cette thèse, nous avons construit la quanti�cation du modèle Standard, avec

les champs des Ghost non massifs en utilisant un formalisme mathématique étendu sur

l�espace discret des fonctions évalués de six éléments.

Conformément à cela, nous avons mis en place les 1-formes généralisée, les super

champs, et nous avons appliqué ce formalisme à un superspace, pour éliminer certaines

termes non physiques et pour obtenir les termes de Fadeev-Popov et la �xation de la

Jauge, nous avons généralisé le produit scalaire.

Le lagrangien resultant contient une symétrie résiduelle (BRST), en raison du forma-

lisme mathématique utilisé qui est acceptable du point de vue physique.

En utilisant l�approche de Seiberg-Witten dans le cadre de l�espace-temps non com-

mutatif, nous avons étudié la phénoménologie au-delà du modèle standard, appliquée sur

la chromodynamique quantique.

Mots clés

La Géométrie non commutative, la Géométrie Di¤érentiel non commutative, la théorie

de Jauge non commutative dans un espace discret, le Model Standard dans la Géométrie

Di¤érentiel non commutative, Chromodynamique quantique.
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Abstract

In this thesis we have constructed the quantized Standard model, with massless ghost

�elds using an extended mathematical formalism of discrete space with six components

valued functions.

According to this, we introduced the generalized 1-forms, super �elds, and we applied

this formalism to a superspace, moreover, to eliminate certain terms and to obtain the

Fadeev-Popov and �xing terms, we generalized the scalar product.

The resulting Lagrangian has a residual symmetry (BRST), due to the mathematical

formalism used and which is acceptable from the physical point of view.

Using Seiberg-Witten maps approach to non commutative space-time, we study the

phenomenology beyond the standard model applied on the quantum chromodynamics.

Key words :

Non-Commutative di¤erential geometry, Non-Commutative Gauge theory on discrete

group, Standard model in Non-Commutative di¤erential geometry, quantum chromody-

namics, BRS quanti�cation.
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