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Introduction

Les efforts pour obtenir une théorie décrivant la nature aux trés petites-échelles,
a conduit & la naissance de ce qu’on appelle la physique moderne, Le début de ce siecle a
vu ’émergence de deux nouvelles théories qui ont complétement bouleversé le monde de
la physique : la théorie de la relativité générale et la mécanique quantique, il y a quatre-
vingt ans, on peut dire qu “elles sont responsables de la majorité des développements de
la physique théorique de notre siécle, y compris les avancées les plus récentes. Depuis lors,
il est devenu clair que la physique a la plus petites distances est décrite par la théorie
quantique.

La mécanique quantique est une théorie de 'infiniment petit qui cherche a décrire
des systémes physiques, dont I'action est une quantité de méme ordre de grandeur que
la constante de Planck A = 1.05457266 x 10734 Js. Aujourd’hui cette théorie a provoqué
une révolution en ce qui concerne de mieux en mieux comprendre les interactions fonda-
mentales de la nature au niveau microscopique, en basant sur I’hypothése de Planck, qui
dit que ’action ne peut varier que par multiples entiers de A, La mécanique quantique est
appliqué a des systémes physiques trés variés, le point de départ de cette théorie est le
principe d’incertitude de Heisenberg, qui peut étre formulé comme suit : Il n’est pas pos-
sible de mesurer simultanément la position et 'impulsion d’une particule car I'incertitude
Ax sur la mesure de sa position et l'incertitude Ap sur son impulsion doivent satisfaire
a la relation Az. Ap ~ h.

La position = et 'impulsion p d’une particule sont remplacées, en mécanique quan-
tique, par des opérateurs & et p agissant sur un certain espace de Hilbert, les opérateurs
Z et p sont définis par

2V (z) = 2V () et pV () = ihd%:\I/ (x)



Il est remarquable que le commutateur de ces deux opérateurs soit non nul,

T et p engendrent 'algeébre des observables quantiques, cette algébre non commutative
doit remplacer I’algébre des fonctions sur I’espace des phases classique. Par conséquent, la
géométrie de I'espace des phases quantique fait appel aux coordonnées non commutatives
T et p.

Cela implique qu’il doit exister des relations d’incertitude pour les coordonnées de
I’espace-temps. En suivant I’analogie avec 1’espace des phases et la mécanique quantique,
cela nous ameéne & supposer que les coordonnées de ’espace-temps sont elles aussi des
éléments d’'une algébre non commutative, cette structure non commutative de I'algebre
des coordonnées n’est importante qu’a ’échelle de la longueur de Planck, elle ne peut pas
étre appliquée a I’échelle macroscopique [1] — [5].

Les théories qui décrivent les interactions fondamentales, comme les théories de Yang-
Mills ou les théories de Jauges en général, sont des théories de nature géométrique, par
conséquent, si nous voulons construire une théorie préte a décrire la physique a 1’échelle de
Planck, nous devons étendre ces concepts géométriques a des espaces dont les coordonnées
ne forment pas une algébre commutative. Cette nouvelle géométrie, qui se base sur une
algebre de coordonnées noncommutative prend le nom de géométrie non commutative ou
NCG.

Cependant ; le plus difficile des problémes en physique théorique aujourd’hui, c’est
la construction d “une théorie qui englobe toutes les interactions fondamentales de la na-
ture au sein d’une théorie de la mécanique quantique, et qui soit capable de produire
des données expérimentalement possibles, prenant en considération que le facteur com-
mun de toutes les interactions fondamentales connues est qu’elles sont tous décrites avec
succes par les théories de jauge. En fait, la symétrie de jauge semble étre une propriété
intrinséque de notre univers, Il est tout a fait clair que les interactions et les théories de

jauge sont intimement liées : théories de jauge donnent lieu a des interactions[6)] .
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Une théorie de jauge par définition est une théorie des champs qui est invariante
sous certain groupe de symétrie locale appelé le groupe de jauge, par exemple, le modele
standard des interactions électrofaible[7],[8] est une théorie de jauge, leur succeés en
décrivant les interactions fondamentales de la nature est indiscutable, il est invariant par
les transformations du groupe compact de Lie semi-simple SU(2) ® U(1), cette invariance
donne lieu & la parution des interactions faibles et électromagnétiques, respectivement, Un
autre exemple trés connu est la Chromodynamique Quantique QCD, cest une théorie de
jauge ayant comme groupe de jauge SU(3) qui a été introduit pour décrire les interactions
fortes|9].

Du point de vue mathématique, I'invariance de jauge d’une théorie implique toujours
Pexistence des contraintes dans I'action fonctionnelle, en particulier cela ne signifie pas
que tous les degrés de liberté utilisés dans la formulation de la théorie sont des degrés
physiques, parce que en général leur réduction viole la covariance de la théorie, et cela
n’est pas souhaitable tant qu’il rend les calculs beaucoup plus difficiles. Alors, une théo-
rie quantique est nécessaire pour une description adéquate & des processus physiques.
Maintenant on peut se demander comment peut-on construire une théorie quantique ?

Ce que 'on peut faire aujourd’hui est de démarrer & partir d’une théorie classique dont
on a une bonne compréhension et on la reconstruire en une théorie quantique. Ceci nous
amene a la notion de la Quantification. La quantification est donc sensée de transformer
une théorie classique en une Théorie quantique. De notre précédente discussion sur la
relation entre les théories de jauge et les interactions nous nous rendons compte que la
quantification des théories de jauge est particulierement intéressante : tel est le but de la
premiére partie de ce travail.

La quantification d “une théorie peut étre formulée en utilisant deux formalismes clas-
siques différents : 1“intégral des chemins et le formalisme des operateurs, Néanmoins il
existe encore une approche géométrique trés puissante pour quantifier les théories de
jauge, cette approche est la géométrie non commutative introduite si dessus.

Notons cependant qu il existe autant de géométries non commutative [10], [11]. De



plus, pour une algebre donnée, il y a en général plusieurs généralisations possibles & des
concepts géométriques. Avant d’étudier plus en détail notre sujet, citons a titre d “exemple
quelques approches fameux de la géométrie non commutative

el’exemple le plus connu de la communauté des physiciens des particules est certai-
nement | “approche de A.Connes dite aussi Connes-Lotte [12] — [15].

eUn autre exemple de géométrie non commutative est formé par A.H.Chamseddine
[16] — [18].

el “approche de A.Sitarz en utilisant le formalisme des espaces discrets.[19] — [23] .

oL “approche canonique de 1“espace-temps non commutative, dite a la Seiberg-Witten|[24] .

Toutes ces approches de la géométrie non commutative ont un point commun, on
peut dire plus précisément, qu “ils emploient la méme démarche suivante :

ells partent d un ensemble muni d une structure géométrique cad. une structure
d’espace topologique, ou de variété différentiable, ils constituent la théorie sous-jacente
chacun a leur facon a l'aide des sous-algébres adéquates de ’algébre des fonctions a
valeurs complexes définies sur 1 ensemble de départ.

ells étendent ensuite tous les résultats de la théorie précédente qui ne font pas usage
de la commutativité de 1’algebre.

Cette démarche est illustrée par le lien entre topologie générale et les C*-algebres[25] .

L’ objet de cette thése est représenté en un travail de deux partie, Dans la premiere
partie, nous étudierons essentiellement 'approche développée par A. Sitarz dans [19]
ainsi que dans [20], on 1”applique pour obtenir la quantification du lagrangien du modéle
standard des interactions électrofaibles, alors que 1 autre partie est consacrée a utili-
ser 1”approche de Seiberg-Witten de 1 espace-temps non commutative dans une étude
phénoménologique appliquée sur la chromodynamique quantique.

Ce travail comprend Cinq chapitres, il est organisé de la fagon suivante.

Dans le premier chapitre nous représentons les théories de jauge dans le cas classique,
nous rappelons les méthodes de leur quantification, nous introduisons les termes de la

fixation de jauge, de Fadeev-Popov, et les transformations BRST, ensuite nous exposons



le modele Standard des interactions électrofaibles, nous le traitons comme une théorie
de jauge classique non quantifié générée par la brisure spontanée de la symétrie de jauge
local SU(2) ® U(1), ¢a nous aidera ultérieurement dans notre étude a reformuler la
quantification du Modeéle Standard dans le cadre de la géométrie non commutative, en
utilisant I'approche des groupes discrets de Sitarz.

Le chapitres deux est consacré & une exposition détaillée du formalisme Différentiel
des Espaces Discrets, qui doit étre utilisé et appliqué dans notre calcul & reformuler la
quantification du modele Standard électrofaible.

Au troisieme chapitre en utilisant le formalisme différentiel des espaces discrets de
la géométrie non commutative, nous introduisons les variables de Grassman 6, les va-
riables ,, de '’espace-temps de Minkowski My et 1"¢lément g de 'espace discret Z; pour
construire un super espace a l’aide des super champs, nous définissons et calculons le pro-
duit scalaire généralisé et le champ de Yang-Mills, les calculs résultants seront appliqués
pour obtenir le lagrangien quantique du Modele Standard Electrofaible, avec les termes
de la Fixation de jauge, Fadeev-Popove et les transformations BRST correspondantes.

En suite dans le quatriéme chapitre nous effectuons une étude phénoménologique sur
la théorie de la chromodynamique quantique, en utilisant 1 approche de Seiberg-Witten
de 1’espace-temps non commutative appliquée sur quelque processus, et nous donnons
les régles de Feynman associées.

Finalement dans le dernier chapitre nous tirons notre conclusion sur les résultats

obtenus de ce travail.



Chapitre 1

Le Modéle Standard des Interactions
Electrofaibles comme une théorie de

jauge classique

1.1 Introduction

Les interactions fondamentales dans la nature sont décrites en termes de théories de
jauge. Ceci a conduit les physiciens & postuler un principe de jauge, englobant toutes les
interactions de la nature.

La théorie de jauge est une théorie invariante sous un groupe de transformation local,
on dit un groupe de jauge G, cela signifie que le lagrangien L de notre théorie est invariant,
sous les transformations du groupe G. En exigeant qu'un Lagrangien doive posséder
un certain groupe de symétrie qui laisse un peu d’arbitraire dans les formes possibles
d’interaction qui sont autorisées par la théorie. Dans ce chapitre, nous allons présenter

d’abord les notions des théories de jauge.



1.2 Théorie de jauge

Dans cette section on explore les notions de la théorie de jauge afin de les appliquer

ultérieurement sue le Modéle Standard des interactions électrofaibles.

1.2.1 L’invariance de jauge

Soit la densité lagrangienne L [¢, 0,¢] invariante sous un groupe de transformation

continue noté par G et de dimension d
d=U0"¢ , (a=1,2,..4d) (1.1)

On peut écrire la transformation U (0*) En fonction des paramétres infinitésimaux 6*

U0 =1+ig) 0°T, (1.2)

a=1

Ou T, sont les générateurs infinitésimaux du groupe G. Généralement on peut re-
présenter ces générateurs en utilisant la représentation réductible pour chaque T, ca

correspond & t® matrice normalisée par la relation
tr (t*") = Lgao (1.3)
2
Les générateurs satisfont la relation suivante
Ty, Ty) = iC5T, (1.4)

(¢, sont des constants de structures
Lorsque les parameétres 0“ dépendent de ’espace temps z#, Les transformations cor-
respondantes sont locales (Lorsque 6 sont indépendantes de z# les transformations sont

globales ), Si la transformation est locale, on dit que le Lagrangien L [¢, 0,¢] n’est pas
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invariant & 1“addition du terme qui contient la derivée d,,¢

0, {U [0 ()] ¢} = U [0° (x)] B¢ (1.5)

Pour résoudre ce probléme, on introduit ce qu on appelle la dérivée covariante D,
définie par

d
Du=0u+ighy , A= LT.4 (1.6)

A, Sont des champs de jauge qui se transforment de la manieére suivante

1
AL =UAU — 75 G0 U (1.7)

Pour préserver I'invariance sous le groupe G

(Duo) = U[0" ()] Dud = D {U 0" (2)] 0} (1.8)

Si on remplace toutes les dérivées 0, par des dérivées covariantes D, ot (L [¢, 0,¢] — L |9, D,¢]),
on obtient le lagrangien invariant sous les transformations du groupe G. Mais les champs
de jauge introduits Aj ne sont pas des champs physiques, car il n’existe pas un terme
cinétique qui peut décrire le propagateur de ces champs dans le lagrangien £ [¢, D,¢], Il
faut donc construire un terme cinétique pour les champs A dans le lagrangien, le terme

cinétique invariant le plus général est
[D,,D,| ¢ =ig(0,A, — 0, A, +ig[A,, A)) =igF,.

Fu =T.F, , Fi =0,A,—0,A% — gCp AL A (1.9)

C’est le terme de Yang-Mills qui se transforment sous la forme d’un tenseur

F,=UF,U"! (1.10)
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En outre, on obtient le lagrangien de Yang-Mills

Lyy = ——ZF“ F™ 4 L[¢, D,¢)] (1.11)

On peut appliquer la procédure ci-dessus pour construire des théories de jauge va-
riées. Si on prend par exemple : G = U (1), On obtient 1”électrodynamique quantique
QED, mais si on prend G = SU (3) on obtiendra la chromodynamique quantique
QCD.6],[26],[27].

1.3 La quantification des théories de jauge

Pour quantifier la théorie de jauge, il faut ajouter a (1-11) le terme de Fixation de
la jauge et le terme correspondant Fadeev-Popov. Le premier terme brise la symétrie de
jauge et de cette fagon, on élimine la divergence de I'intégrale fonctionnelle. Le second
terme améliore la mesure d’intégration pour fournir des prévisions correctes pour un

observables invariant par la transformation de jauge.

1.3.1 Terme de la fixation de jauge

Maintenant on expose la facon dont la procédure de la quantification de la théorie de
jauge a été faite,
On prend comme exemple la théorie électromagnétique, c “est 1 exemple le plus simple.

La théorie électromagnétique se caractérise par le Lagrangien suivant

1
L= FuF" (1.12)
Ou

F = 8,A, — 0,4, (1.13)
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L’équation du champ est

OA, — 8, (9,A") = 0

Pour garder la covariance de la théorie utilisons la jauge de Lorenz
no_
0,A" =0
Nous avons comme variables A, qui correspond aux variables canoniques conjugués

Ay — Al = A, + 8¢ ()

/
F,, — F,,

Soit
oL

==
(0uAn)

Avec ( )
o o(-ip

— — _FOBH = _Oe 1.14

9(0nA5) ~ 0(0aAy) (1.14)

Le tenseur antisymétrique F'*¥ provoque ’apparition de la contrainte
m° =0
Alors le Hamiltonien total s’écrit comme suit
[ —— k Ak 0
H :H“@OAM — L :§H I + Z_lelel —I1%0 AO + AIlL

Prenons en considération les contraintes suivantes

m°=0= 9,F** =0
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Si
f=0= 0,F*°=0

Ou
aoFOO + &FZO = 0
Donc
@iFiO - 0
O, F% =
On obtient
o' =VT =0 (1.15)

Ce qui représente la deuxiéme contrainte

La relation de commutation canonique sera définie par :

[Au(@), A W)]ymye = (@), T1(Y)] 4oy = 0
[Au(@), ()], e = 10700 (7=

Il est clair que ces relations sont incompatibles si le variable I1° est nul, ot la méthode
de la quantification canonique sera modifiée car il existe une relation entre ces variables
canoniques, ce genre de relations est appelées contraintes[26], [27] .

La réponse évidente est de fixer une jauge particuliére.Maintenant, la quantification
peut étre formulée en utilisant deux différents formalismes : 'intégrale de chemin et le
formalisme des opérateurs, de sorte que I'intégrale sur A, ne s’étendre pas sur des valeurs
liées par une transformation de jauge définie.

Imposons la condition de la jauge de Lorenz d,A" = 0 cela donne le Lagrangien

1
L= A", 04" (1.16)
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L’opérateur g,,[] a un operateur inverse connu par le propagateur de Feynman

DF(:L‘7y)uV - —QWAF

('/”U7 y?m - O)

Alors Le lagrangien est écrit de la fagon suivante

1 1

L=—-F,F"— 2§(au,4ﬂ)2 (1.17)

4
L=Lyy+ Lcr

Lor = —%@A“)Q (1.18)

Est connue par le terme de la fixation de jauge[28], [29].

1.3.2 Le terme de Faddeev - Popov

La construction d’une théorie de Yang-Mills (dans lequel le groupe de jauge est un
groupe de Lie) définie par le Lagrangien £ qui dépends de certains champs A, la densité
lagrangienne £ représente une théorie de jauge ceci signifie qu’il y a des degrés de liberté
redondants

,Ceff =L+ Lyy+ Lar (1.19)

Lgr est une modification du lagrangien original, il est noté par l'index GF (Gauge
Fixing) il brise I'invariance de jauge de £ par la fixation de la jauge, L.D. Faddeev et

V.N. Popov ont résolu ce probléeme de sorte que le lagrangien total est

Lepg =L+ Lym+ Lor + Lrpa (1.20)

15



Avec

Lrpg = —¢"0"D,c" (1.21)

Lrpe est le terme de "Fddeev - Popov." (on dit aussi le terme des ghosts), ¢, ¢ sont
des champs de Grassmann étant les champs des ghosts et des antighosts respectivement,
ce sont des champs scalaires avec des statistiques de Fermi. Dans le cas du lagrangien de
Yang-Mills, il existe un couplage entre les ghosts et le champ de jauge. Alors, les ghosts ne
peuvent pas étre intégrés ils survient dans les diagrammes de Feynman, mais seulement

dans les boucles internes, et non comme des particule extérieurs [26], [27],[29].

1.3.3 Les transformations de Becchi-Rouet-Stora

Il existe une puissante approche a la quantification des théories de jauge, appelée la
quantification BRS, qui met en vedette une manifeste covariance avec 'unitarité, dans
le cadre des transformations BR.S la symétrie de jauge du modéle original est remplacé
par une symétrie exacte appelée la symétrie BRS générée par une charge conservée (@),
appelée la charge BRS.

Comme décrit dans la section précédente, on a impliqué le terme de Faddeev-Popov
(les champs des ghost et 1 antighost), notés par c®et ¢* respectivement, ou le lagrangien
classique est modifié par des termes supplémentaires qui dépendent du choix spécifique
de la condition de la fixation de jauge.

Si on prend le choix f*[A,] = 9" Af (Correspondant a I'état de la jauge de Lorentz
O Af = 0) le lagrangien effectif est

Lesy =L+ Lyu+Ler + Lrpo (1.22)
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L.s¢ est invariant sous les transformations BRS données par

JAY = D, (1.23)
it = —% feden (1.24)
—Q 1 a

g = g0 (1.25)
o, = =" (T.)) (1.26)

0L = 0, et le lagrangien £ sont invariants sous les transformations BRS (1-25),
(1-26), on note que (1-25) implique
5 (A%) =0 (1.27)

Puisque

=0 (1.28)

En d’autres termes, on dit que la variation de A}, est nilpotente.

Une observation importante a faire & partir de ces équations c’est que les transfor-
mations BRS ci-dessus sont nilpotentes sur chacun des champs A7, ,;7¢c?, ¢* . Toute
théorie quantique basée sur certains théories de jauge devrai posséder la symétrie BRS
et les états physiques en cette théorie sont annihilés par la nilpotence de la charge BRS

126] [27] [29] .

1.3.4 L utilité des transformations BRS

Toute réduction de degrés de liberté ne sert pas a la réalisation de la symétrie. Alors,
Il n’est donc pas souhaitable de fixer la jauge du systéme avant de faire la quantification.
La raison en est que 1’on doit ensuite explicitement vérifier qu’aucun des anomalies se
produit dans les calculs de la théorie quantique, qui peuvent étre trés difficile a accomplir,
par contre, s’il n "y a pas une fixation de jauge il y aura des variables non physiques dans

la théorie qui pourraient gacher 'unitarité, ’avantage de la méthode de la quantification
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BRS c’est qu’elle garde tous les variables dans | “espace des phases original, ce qui garantie
la covariance. En outre, elle ajoute des degrés de liberté, c’est-a-dire les ghosts et les
antighosts qui éliminent les degrés de libertés non physiques originales, lorsqu’on impose
I'invariance BRS des états physiques dans la théorie de sorte que la théorie résultante

sera unitaire. C’est 1a que réside 1 avantage principal de la quantification par la méthode

BRS.

1.4 Le Modéle Standard des Interactions Electro-
faibles

Le Modele Standard des interactions électrofaibles est une théorie de champ quantique
invariante par les transformations de jauge du groupe de la symétrie SU(2);, ® U(1)y
spontanément brisée par le mécanisme de Higgs. Ou l'indice L Signifie la gauche (left)
et Y représente L’hypercharge. Il contient trois parameétres libres pour décrire les bosons
de jauge v, W, Z et leurs interactions avec les fermions[7], [§].

La base de la construction du Modeéle Standard est donnée par les relations empiriques

suivantes

1. — SU(2) ® U(1) la structure de la famille des fermions
Les fermions apparaissent comme des familles avec des Doublets gauchers et des

Singlets droitiers

Ve v vV,
, . , , e, g, rr  (1.29)

(& T
L K L L

Elles sont caractérisées par les nombres quantiques de 1isospin faible T', T3, et
1 "hypercharge Y.
— La relation de Gell-Mann-Nishijima : entre les nombres quantiques : on classe les

fermions a I’égard du groupe SU(2) ® U(1) et sa charge électrique ) donnée par

18



la relation

Q:%+§ (1.30)

— Ils existent 4 bosons vectorielles jouent le role des porteurs de la force électrofaible
v, W W, Z

Ot le photon est sans masse alors que les bosons W, Z ont des masses My, #
0, Mz # 0.

— Cette structure empirique peut étre intégrée dans une théorie de champ des inter-
actions unifiées électromagnétiques et faibles invariante par les transformations
de jauge, en interprétant SU(2) ® U(1) comme un groupe des transformations
de jauge sous lesquelles le lagrangien du Modéle Standard est invariant.

Cette symétrie compléte doit étre brisée par le mécanisme de Higgs, pour avoir
une symétrie de jauge aux interactions électromagnétiques, sinon les bosons
W=, Z sont également sans masse. Le Modéle Standard ne nécessite qu’un seul
champ scalaire (champ de Higgs), sous la forme d’un doublet SU(2).

Selon les principes générales de la construction d’une théorie de champ invariante
par les transformations de jauge avec une symétrie brisée spontanément, les sec-
teurs de Jauge, Higgs, Fermions, et le couplage de Yukawa font tous partie du

Lagrangien Electrofaibles [30] donné par

£ - £Gauge+£Higgs+£Fermion+£Yukawa- (131)

1.4.1 La construction d’un Modéle Standard covariant par les
transformation de jauge : le secteur de jauge
Le groupe SU(2)®U(1) est un groupe non-abélien généré par les opérateurs d “isospin

Ty, Ty, T3 et 'hypercharge Y (des éléments correspondants de 1’algebre de Lie). Chacune

de ces charges généralisées est associées a des champs vectoriels : triplet du champ vec-
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toriel A};“ avec | “isospin 71,2 ,3 et d'un champ singlet B,, avec 1 hypercharge Y.

Dans la théorie des interactions faibles, les leptons sont divisés en isodoublets gauchers

+3)

(lefthanded) (T = 3,75 =
v 1 - v
L = Uy, ’ 275 b, ’ (1.32)
o), o
Et des isosinglets droitiers T = 0
1
_ 1%y, (1.33)

Ry =(Y)r 5
Ou [ est un indice qui signifie toutes les générations e, i, 7, on peut exiger I'invariance

de la théorie sous les transformations de jauge

Vo — Vo = exp (z’a (x) T) Yoy
o ), o ), w ),
= exp (ia (x) g) Un =U,1L, (1.34)
w ),

(Wr = (W) = exp (ia (2) V) ($)r = OaRy
Ici Y =Y est le générateur (constant) du groupe U(1) en faisant une simple jauge

(Ansatz)
Liy*i0, Ly + Ry"id,Ry.

En ce qui concerne le terme cinétique de la densité lagrangienne, ce dernier est inva-
riant par les transformations de jauge a 1’égard de (1-6) si nous remplagons la dérivée 0,
(1.35)

par une dérivée covariante
~ g, ~
D, =0,—1igT.A, — igYBM.
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T = (Tl, T 2, T3> Sont les trois générateurs du groupe SU(2), Y est le générateur du

groupe U(1), les premiers réalisent les relations de commutation suivantes
[TTJ = ieyTh (1.36)
Alors que Y ce n’est qu ‘un nombre. Il est évident que
[TY] =0 (1.37)

Parce que les générateurs s’appartient a des groupes différents.
En (1-7) on été obligé d’introduire les champs de jauge A, (isovecteur) et B,, (isos-

calaire), avec les transformations de jauge

A, T — AT = A, U + 20, (au(?f) :
g
2 B
B, — B,=B,+ ;fUl (0,U1) " (1.38)

Afin d’assurer l'invariance de jauge. Uy et U, sont les transformations de U (1) et
SU(2), respectivement. Les nouveaux degrés de liberté reliés aux champs de jauge A,
et B, doivent étre ajoutés par un terme cinétique invariant par les transformations de
jauge dans la densité Lagrangienne. Cela peut étre fait en électrodynamique en utilisant

le tenseur de la force

Fu = FuT=D,(4,7)-D,(4,7)
— 9,4, — 0,4, (1.39)
Bt
B,, = 9,B, — 0,B, (1.40)
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Avec les propriétés de transformation de jauge

Et
B, — B, = B, (1.41)

Les termes cinétiques invariantes des champs de jauge A, et B, sont donnés par

1 (o oy 1 N
Ly = —r{Buim} = —re{(F..T) (F.1)}
1
= _ZF“”'FW' (1.42)
Et
1
Ly = = BB (1.43)

Résumons les résultats

Ly = Liy"iD,Li+ Rn"iD,R)
1 , 1 ,
1 O ZBMV'BM - (1.44)

Ou explicitement

!
Lint

/
= QL {a# —igT.A, — z’%YBu} Ly

/
+iRy* [au —igT.A, — i%YBul R

1 1
—yFu P = 1B B (1.45)

A ce stade les champs de jauge sont encore sans masse, cependant, certains d’entre
eux acquiérent une masse, et lorsque nous connaissons que les bosons vectoriels doivent

étre massif, nous allons réaliser ¢a dans la section suivante en appliquant le mécanisme
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de Higgs [31],[32].

1.4.2 La brisure spontanée de la symétrie : Le secteur de Higgs

Les bosons vectoriels le , W, et Z, ont été traités comme s’ils étaient sans masse.

Afin de leur donner une masse, nous appliquons le mécanisme de Higgs, nous avons
besoin d’un champ scalaire qui se couple avec les bosons de jauge.

Lorsque les leptons gauchers forment un isodoublet et les champs de jauge A,, forment

un isovecteur, nous avons maintenant besoin d’un isodoublet du champ de Higgs

o = , | @ [>=] o) 2] 6 |2 (1.46)

A 17aide de la relation de Gellman-Nishijima on trouve que 'isospin T et I’hypercharge

Y des champs de Higgs sont fixés par le choix spéciale

1
T =

Z Y =1 14
3 (L47)

Pour obtenir une valeur non-nulle d’expectation du vide du champ de Higgs, nous

ajoutons un terme de potentiel au lagrangien de Higgs
U@)=—p2|®P+h|o* (1.48)

Par une jauge appropriée nous supposons que la composante supérieur ¢(+) égal a

zéro (rotation dans I'espace d’isospin), par conséquent nous écrivons

1 i 0
d=— (A - T 1.4
5O (5007 (1.49)
Avec l'iso-vecteur © = (01, 02, 03), les quatre champs O () et x (z) ont des valeurs

23



réelles, A = \/M_/j décrivent la valeur moyenne du vide du champ de Higgs.

Nous pouvons écrire

=Ly’ (1.50)
=75 X (z X .

La valeur moyenne d’expectation du vide du champ de Higgs est fixée par la condition
que U (®) atteint son minimum. En ce point, nous fixons x (z) = 0, pour obtenir la valeur

moyenne d’expectation du vide.

. 0 . 2
<0|<1>|o>=% 1 ol P= (1.51)

Le potentiel de Higgs résultant a la forme

. > h
(0]d]0)= —?)\2+1/\4 =V )\ (1.52)
Supposons que
dV/d\ =0
Nous obtenons
12
N =1 (1.53)

La valeur moyenne d’expectation du vide du champ de Higgs

p [0

o1810=20|

(1.54)

On mentionne que la composante inferieure du champ de Higgs ne se couple pas
avec le champ électromagnétique, par conséquent, la valeur moyenne d’expectation du
vide n’influe pas sur le champ du photon, en d’autre terme, en dépit de la brisure de la
symétrie les photons demeurent sans masse.

Maintenant, nous allons faire la collection de toutes les parties de la densité lagran-
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gienne,

Le champ de Yang-Mills

F,=0,A,-0,A, (1.55)
Le champ vectoriel neutre B,
G, = 0,8, —0,B, (1.56)
Le terme d’interaction
e) __ g e)x — el e e)x
L = o~ (JE) W) 1 gy 4 gl Za> — e A, (1.57)

Et la contribution du champ de Higgs
U(®)=—p*| @ +h| @[

Afin de donner aux leptons chargés les masses m; = fjA.A, nous ajoutons le terme

suivant

V2fi (R®TLy+ Li®R)) = —fi (A + x) ¥, (1.58)

Avec (I = e, p, ) pour chaque génération des Leptons, ®7 = (<I>(+)*,<I>(O)*) signifie
I’Hermitien conjugué de I'isodoublet vectoriel.
Néanmoins les combinaisons

®'L, et L® (1.59)

Sont des isoscalaires et des spineurs ou des spineurs adjoint, respectivement, dans
t N biné PR d . . lai
espace-temps et peuvent étre combinés par R; ainsi qu’avec des spineurs isoscalaires

adjoints R;, respectivement, en formant les invariants

R®'L, et LR (1.60)
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Qui sont reliés entre eux par
(Ro'L)" = (LOR) (1.61)

D’ou la forme de l'interaction choisie est hermitienne, chacun de ces termes est éga-
lement invariant & ’égard des transformations de jauge, on peut le constater en utilisant
la notation des transformations de jauge U= 0102 = [72[71

U est le groupe U(1) de la transformation de gauge, alors que U, désigne le groupe

SU(2) de la transformation de jauge, de toute évidence les deux commutent, nous pouvons

écrire
RO®'L, = RU'USU UL,
= RUT'DLSTUTUS UL UL L
= ROTL. (1.62)
Avec
R =UR, L,=U0U,L, & =U0,00;" (1.63)

On note les composantes de neutrinos par 1, (I = e, p1,7), les leptons massif par ;.
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Le lagrangien des interactions faibles est donné par la relation

1 1 ]
l

_ 1 _ _
+y i (mg (1 =) Outby, + i7" Outpy — frbyby (A + X))

l

—_

_ 1 -, 3
+2%§l: {W‘ﬁ (L=7) W+ 00,75 (L= 27) ey }

1 B /
+4Cg89; [1%17“5 (L =9") ¥, =¥y (g'v =) %} Zy

At 1 1
+——+ 5 (0)" — BAPXE — b (/\X + —XQ)
4 2 4
2
g 11— ZuZM 2
— ([ 2WTWH A . 1.64
+ 8 ( “ * cos2 6 (A +x) ( )

Le quatrieme et le troisiéme terme décrivent les termes cinétique des neutrinos gaucher
(left-handed) et les leptons massifs, le dernier terme représente le couplage des bosons W
et Z avec le champ de Higgs, qui génére les masses des bosons W et Z. En outre, nous
voyons que les masses des bosons W et Z se résultent sous la forme

gA My

My = 22 M, =
W 2 ’ Y

(1.65)

Finalement, nous réécrivons les trois parties du champ libre F),,.F*" et B,,.B*" en

termes des champs physiques A, Z, et VVHjE , nous trouvons

Flp F™ = ) (0,4, — 0,AL + geig ALAL) (9" A — 0V A + gegy A A™)
= ZZ[BMWI, - oW, —igcos (W, 2, —W,Z,) —ie (W,A, — W, A,)]
X [P — "W —igcos @ (W ZY — W ZH) —ie (W AY — W AM)]
+[cos 0 (8,2, — 8,7,) +sin (9, A, — 9,A,) +ig (W, W — W,W7)]

% [c080 (9" 2" — 0¥ Z1) + sin 0 (9" AY — 9 A) + ig (WFIW* — WTI(1)66)

27



Avec

e=gsinf = ¢’ cosf (1.67)

La partie libre du champ des isosinglets

Buw.B"™ = (9,B, —9,B,)(9"B" — 9" B")
= cos’0(0,A, —0,A,) (0"A” — 9" A")
+sin*0 (0,7, — 0,7,) (0" Z" — 9" Z")
—2sinfcos (0,A, — 0,A,) (02" — 0" Z") . (1.68)

En ajoutant les contributions précédente, on trouve que les termes qui mélangent les

photons A,, et les bosons neutres intermédiaires Z,, se disparaissent[31], [32].

1.5 Lagrangien du Modéle Standard des Interactions
Electrofaibles

Nous avons déterminé certains termes dans le Modéle Standard des interactions élec-
trofaibles décrivant les lagrangiens électromagnétique et faible (électrofaible) et I'inter-
action des leptons, maintenant, nous écrivons tous les termes du lagrangien du modele

standard minimal de Salam-Weinberg

Lg&, décrit la partie du champ libre des bosons et des leptons.

ng‘f,?l représente le couplage entre les leptons de la génération | = (e, p,7) et les
bosons intermédiaires.

ng) et L(4B) sont des termes du troisiéme et quatriéme ordre des champs bosoniques

en décrivant leurs auto-couplage.
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Lg‘f& contient tous les termes de champ de Higgs qui ne sont pas contenues dans le

terme de masse. En détail, le lagrangien complet se compose des parties suivantes :

— Champs libres (bosons vectoriels massifs, les photons, leptons)

L&y = — (0.W; —9,W7) ("W — 9" WH) + M2W W

=~ =N =

1
- (aMZV - aVZM) (auzl’ - al’Zﬂ) + §M§ZMZM

_}1 (0,4, — 0,A,) (9" AY — 9" A")

_ AP _
+ Z {fﬁ,}lm”(lz—V)@wa +ap, ("0, — ) Yy | . (1.70)

l=e,p,m

— Interaction lepton-boson

g ) . *
L?V%/?l = m [¢l7u (1 - 75) Q'Dl’l WM + ¢V17M (1 - 75) @ZJIWM}
g v = .
+4 COSHZ ¢V17M (1 - ’75) ww - \1 — 4sin® 9, - '75 Uy ZM
! =g,
e P Ay (1.71)

— Interactions du troisiéme ordre des bosons vectoriels

LGy = igeos [(8,W, — O,W,) WHZ¥ — (8,W; — 8,W*) WrZ"]
—ie (0, W, — 0,W,,) W' A" +ie (0,W; — 0,W)) WHAY
+igcost (0,2, — 0,Z,) WHW"
ie (8,4, — 8,A4,) WHW". (1.72)
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— Interactions du quatriéme-order des bosons vectoriels

Ly = —g*cos*0 (WiW+Z,2" — WiW, 2" Z")
—e* (WiWHA,A” — WiW, A" AY)
+egcost (2WiWHZ,A” — WiW,ZFA” — WiW, Z¥ AF)
+9> (WWPWWY — W, WHWEW™) . (1.73)

— Le secteur de Higgs

1
LY = Z(9,x) (9"X) — hA%?

2
1 — — v
+Zg2 [(WOWE™ 4 (2c080) " 2,2"] (20x + x°)
1 _
—hx? (/\X + ZXZ) =Y filbix. (1.74)

Rappelons-que W* = W) et W = W) |

1.5.1 Parameétres physiques du Modéle Standard

Les relations suivantes sont valables pour les masses

gA e My,
My="~-=———— , Mz=—— , my=fi\ (1.75)
2 VGV2.2sin6 cos 0
Et pour les constantes de couplage
G 1 2
e=gsinf , —= J (1.76)

V2 2X2 0 8ME,

Termes de mélange a |1 “angle de Weinberg

A, = cos0B, —sin GAi

Z, = cos@Ai—l—sin&BM
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L’inverses

B, = sinfZ,+ cosfA,
A3 = cos0Z, —sinfA,

i

Aussi, la densité lagrangienne contient un assez grand nombre de termes, sa simplicité

conceptuelle est originaire du principe de jauge sous-jacent du groupe SU (2) @ U (1).

1.6 Quantification du Modéle Standard

Les champs de jauge du modele Standard contiennent des degrés de liberté non phy-
siques ne peuvent pas étre quantifiés, comme conséquences nous devrions :

— Fixer la jauge par § (F* [AZ] — C%) en utilisant L’intégrale de chemin (C* = const.)

— En utilisant les C, la fixation de jauge peut étre exprimée en terme d’un lagrangien

de fixation de la jauge L,y
1.6.1 Lagrangien de la fixation de jauge : la jauge général R,

1 1 5 1
Lop = —FtF — — (F2)" — — (F")?.
ey 2£Z< ) 257< )

Avec la fixation de la jauge fonctionnelle F* (£, des parameétres arbitraires)
F* = 0W=* +ifyMyo™,  F?=07Z—¢,Mgx, F'=0A (1.77)

Caractéristiques de la fixation de jauge R;

— Elimination des termes de mélange (Wj@’%i) . (Z,0"x) dans le Lagrangien —

découplage des champs de jauge et de Goldstone.
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Cas particuliers importants

— La jauge de T’Hooft-Feynman &, = 1 : Dans le cas de la jauge de T Hooft-

Feynman, les termes de la fixation de jauge sont
1 1
Lor = —3 (0"A,)* - 5 (0" 2+ MyZp)? — | "W,F + My W/ 2. (L78)

Les divergences en carré des champs transforment la partie quadratique du lagrangien
des bosons vectoriels en une forme diagonale, le carré des termes des champs de Goldstone
donne la masse aux particules de Goldstone égal & la masse des champs des bosons
vectoriels correspondants.

— La jauge unitaire £y, £, — o0 : Le cas de la jauge unitaire peut étre considéré

comme une limite de ¢ — oo du Lagrangien de la fixation de jauge suivante.

2
2 My

My
2

(Zy) c

Cop = —% (A, (WHwy). (1.79)

Dans la jauge unitaire tous les ghosts et les champs de Goldstone peuvent étre négli-

geables.

1.6.2 Les Ghosts de Faddeev-Popov

Le correspondant au terme de Faddeev-Popov est

Lpp (1) = —c (x) M™ (x) " () (1.80)

MYV (z) = 8"V (O, + & ME)

+termes linéaires des champs scalaires et vectoriels (1.81)

¢ (z) et & (z) sont des champs auxiliaires anti-commutatif, ils sont appelés les ghosts de
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Faddeev-Popov.

Caractéristiques des champs des Ghosts de Faddeev-Popove

— Les ghosts ne correspondent pas a des états physiques, ils apparaissent uniquement
a l'intérieur des boucles dans les diagrammes de processus physiques.

— Les champs des ghosts ont le spin 0, mais ils anticommutent(ils violent le théoréme
de la statistiques de spin comme étant des états physiques), en tant que des fermions
dans les regles de Feynmans

— Les champs des ghosts se couplent avec les champs de Jauge et les champs scalaires

(mais pas avec les fermions) [33] [34].
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Chapitre 2

Théorie de jauge dans le formalisme

différentiel des espaces discrets

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traitons une des approches de la géométrie noncommutative
développée et mise au point par A. Sitarz, cette approche est basée sur Le formalisme
des groupes discrets, ce formalisme a été construit pour traiter les symétries discrétes
dites aussi les symétries de jauge, il a été employé essentiellement dans cette étude pour
construire une théorie de jauge noncommutative ce qui donne une origine géométrique
au potentiel de Higgs dans un terme du potentiel de jauge [19] — [23], toute au long de
cette analyse, nous utilisons les théories de jauge dans sa formulation classique, nous
exposons aussi les bases sur lesquelles le formalisme des espaces discrets a été développé
[10] — [21], [35], [36] ,ce formalisme sera utilisé dans le chapitre suivant pour reformuler

la quantification du lagrangien du Modeéle Standard des interactions électrofaibles.

2.2 Théorie de jauge sur les groupes discrets

Formalisme differentiel
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Sois G un groupe fini et A l'algébre des fonctions a valeurs complexes sur G. On
désigne la multiplication sur le groupe par © et la dimension du groupe par Ng. La
multiplication a droite et & gauche sur G implique un automorphisme naturelles de A,

R, et L, respectivement

(Rnf)(g)=f(g®h) (2.1)

avec une définition similaire pour L,

(Lnf)(9) = f(hOg)

Maintenant, pour construire I’extension de A a ’algébre différentielle graduée, on va
suivre la procédure standard du calcul différentiel sur les variétés, en particulier sur les
groupes de Lie.

Tout d’abord, on identifie les champs vectoriels sur A avec les opérateurs linéaires
sur A, lesquelles leur noyau égal a I’espace des fonctions constantes. Ils forment un sous
algebre de GL (Ng,C), avec une structure supplémentaire du module gauche projectif
d’une dimension finie sur A. On peut définir I’espace vectoriel F des champs vectoriels

invariants sous 1 action gauche comme le prouve 'identité suivante
e FeVfe AL, O(f) =0 (Lnf). (2.2)

Avant de discuter la structure algébrique de F nous observons que cet espace vectoriel
est de dimension Ng — 1, il génére le module des champs vectoriels. Cela signifie que pour
une base donnée de F,0;, i = 1....Ng, chaque champ vectoriel peut étre exprimé comme
une combinaison linéaire f;0;, avec les coefficients f; de I'algebre A.

F constitue une algébre, on trouve que ses relations des générateurs sont du second

ordre, elles vérifient 1 identité

0,0; = Y CLoy (2.3)
k

Ou C’fj sont des constants de structure, en raison de 1 associativité de ’algebre, ils
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doivent obéir a 'ensemble des relations suivantes

Zl:ijCZZ = Xl:C’iTC’jl»k (2.4)
On choisit une base spécifique de F pour calculer les relations (2-4) dans ce cas
particulier. On introduit la base de F donnée par les éléments de G' = G'\{e}, ou e est

1“élément neutre de G'.

Ogf =f—Ref, g€ G . fEA (2.5)

Les relations de structure (2-4) deviendrons plus simples dans la base choisie
8g8h = 89 +0p — a(h@g), g,h € G’ (26)

Avec

Ch =+ 61— G @7)

On introduit I'intégrale de Haar, qui est une fonctionnelle linéaire de valeur complexe

sur A qui reste invariante sous I’action de la multiplication a droite R,

ff=LZf(g) (2.8)

G geG

Elle est normalisée a 1, de sorte que [1 = 1.

Bien que les éléments de F ne satisfont pas les régles de Leibniz, (§ (ab) = (0a) b+ a (6b)),
Ils représentent 1’ inverse pour 'intégration. En effet, on remarque que pour tout f € A
et pour tous les v € F l'intégrale (2-9) de v (f) est nulle. Pour cette raison, on peut les
considérer comme correspondant aux dérivations sur l'algébre A.

On définit I'espace des 1-formes Q' comme un module & gauche avec une définition
appropriée de ’action sur A, qui est dual a1 espace des champs vectoriels cela, cependant,
est une simple conséquence de la structure différentielle.

On peut introduire la notion des formes invariantes sous action & gauche, qui, en

36



agissant sur les éléments de F, donnent des fonctions constantes. En choisissant la base
de F on obtient automatiquement la base duale de F* composée par des formes Y9,

g € G', satisfont
X7 (On) = 67. (2.9)

Pour construire une algebre différentielle graduée, on a besoin de construire des n-
formes et leurs produits pour un nombre entier positif arbitraire n. Evidemment, on
identifie les zéro-formes Q° avec 1'algébre A elle-méme et ses produit ainsi que le produit
dans algébre. La définition des formes de degré supérieure )" est directe, elle s “effectue

grace au produit tensoriel de n copies de QF,
Q"=0'® .0 (2.10)
ﬁ_’,_/
Pour compléter la construction de 1”algebres différentielle on a besoin de définir une

dérivée extérieure d pour passer de Q" 4 Q"L c’est 'objet du lemme suivant :

Lemma 1 I existe un opérateur linéaire unique d ,d : Q" — Q"' qui est nilpotent,
d> =0 , vérifie (d (ab) = (da) b+ a (db)), la régle de Leibniz graduée pour chaque f € A
et chaque champs vectoriel v df (v) = v (f), a condition que laction & droite et & gauche

de A sur F* est liée comme suit,

Xf=(Ref)x? . g€ G [ €A, (2.11)

Et que les relations de structures tenir la condition suivante ;

A ==Y Chx"ext . ged. (2.12)
hk

Nous observons qu’en raison des propriétés du produit tensoriel la condition (2-12)
pourrait étre étendue a l'espace de toutes les 1-formes. Par conséquence, ¢ca va donner

a Q! la structure d'un module & droit, déja mentionné si dessus. La condition suivante
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(2-13) est équivalente aux relations de structurer de Maurer-Cartan pour les groupes de
Lie.

La démonstration de ce lemme peut étre consultée dans [19].

On termine cette section par la définition de I'involution sur 1 algebre différentielle,
celle si doit étre compatible avec la conjugaison complexe sur 1’algébre A et commute
(de facon graduée) avec d, ¢’est-a-dire d (w*) = (—1)*#“ (dw)* . Encore une fois, il suffit

de définir 1 “involution pour les 1-formes

()" = =\ (2.13)

2.3 Théorie de jauge

Formalisme général
Dans cette section, on va construire la théorie de jauge sur les groupes discrets en
utilisant le calcul différentiel, qu on a juste mis en place. Tout d’abord, on va expliquer
quelques idées de base. Le point de départ est I’algebre différentielle enveloppante ®@* :=
EBDO@” avec sa sous algébre de zéro-formes Ac &". Le groupe des transformations de jauge

est pris comme n “importe quel sous-groupe propre H C/T, qui génére A. En particulier,

on prend H pour qu il soit un groupe des éléments unitaires sur A
HzU(.Z):{aEAV:aa*:a*azl}

On suit les mémes étapes utilisées dans la construction d “une théorie de jauge tradi-
tionnelle (le premier chapitre ). La dérivée extérieure d n’est pas covariante a I’égard des
transformations de jauge. Par conséquent, on doit remplacer la dérivée d par la dérivée
covariante d-+ ® qui contient un champ de jauge (compensateur), ot ® est une 1- forme.

En imposant que d + ® est covariante sous les transformations de jauge
d+®— H '(d+®)H, HeH (2.14)
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On obtient les regles de transformation de ® suivante
® — H'OH + H 'dH (2.15)

® est le potentiel de jauge, il s “appel également une connexion. Si le groupe de jauge

est unitaire, on exige aussi que la dérivée covariante soit Hermétique, c est a dire

(d+®)(a*b)=a*(d+P)b+ (V' (d+P)a)", a,be A (2.16)

Ce qui aboutit a la condition que la connexion est anti-self adjointe, ® = —&*.
Finalement, on a la courbure de 2-forme définie par F' = d® + &P, considérée comme
une covariance de jauge.

Afin de procéder a la construction et de I’analyse de la théorie de Yang-Mills, on a
besoin d“introduire une métrique.

Définissons la métrique 7 comme une forme sur le module gauche des 1-formes, a

valeurs dans ’algébre A et qui est bilinéaire sur ’algebre A
n: U xQ - A (2.17)

n (av,ub) = an (v,u) b, a,bE.Z, u,veQ

On note que 1 n’est pas forcément symétrique, on peut considérer cependant, le C-

fonctionnelle bilinéaire a valeur sur Q', elle compose la métrique 1 et l'intégrale sur A.

2.4 Transformations de jauge, connexion et courbure
sur les groupes discrets

Prenons I’algebre A comme un produit tensoriel de I’algebre A des fonctions évaluées

et complexes sur G qu on a déja introduit dans la section précédente, avec une algebre
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A, qui pourrait étre ’algebre complexe des matrices M,, (n X n), Dans ce cas, 1’algebre
différentielle de OQ* est le produit tensoriel de Q* par A. Le groupe des transformations
de jauge, tel qui est défini ci-dessus, peut étre identifié par le groupe des fonctions sur
G en prenant une valeur dans un groupe H C A. De méme, les potentiels de jauge sont
interprétés comme des 1-formes évalués.

On va désigner 'involution sur A par f.

Grace a cette structure simplifiée, il suffit de construire la métrique pour 'algébre
différentielle de €2*, tel que décrit dans la section précédente, car elle pourrait étre étendue
pour tout I’ensemble de I'algébre. L “interprétation directe de cette propriété est que la
métrique dépend uniquement de ’espace de base de la théorie de jauge, caractérisée par
A, et non pas sur I’espace des objets, caractérisée par A. On prend 'intégrale pour qu’il
soit la combinaison de l'intégrale de Haar, tel que défini a (2-9) et I'opération de trace
sur I'algébre A.

Avant de présenter la métrique, on montre les régles de la transformation de jauge
(2-16) pour la connexion et la courbure dans une base convenable, qu“on a choisi (2-10).
Si on écrit & = ) s Pox?, la transformation de ®, sous les transformations de jauge

H € H est

®, - H'®,(R,H)+H '0,H (2.18)
La condition = —®* exige la relation suivante de leurs coefficients
O = Ry (0y-1) (2.19)

Si on introduit un nouveau champ ¥ =1— @, ¥, =1 — &, , on peut voir que (2-19)
est équivalent a

U, — H ', (R,H) (2.20)

L’introduction de ¥ est convenable pour les calculs car il simplifie les formules.
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Alors la courbure

F=YFux’®x" (2.21)
g,h

En utilisant ® et ¥ dans la définition de F' et les régles du calcul différentiel ainsi que

la forme exacte des constants de structures, on obtient
For = ®rog) — g — Ry (@) + PR, (Pp) (2.22)
On peut écrire la méme formule en utilisant ¥
For =V Ry (V) — Yoy (2.23)

Les regles de transformation pour Fy, se résultent de la covariance de jauge de F.

2.4.1 Théorie de jauge sur MyxZ,

Dans cette section on examine les méthodes de base de la construction d’une théorie
de jauge sur un produit d’un espace de Minkowski continu M, et un espace discret a
deux points Z. Le travail est consacré seulement au secteur bosonique (Plus de détail
dans 1 “annexe B).

Soit z* représente les coordonnées de My et soit Z5 un groupe abélien cyclique & deux

éléments e et r, avec 12

= e. On désigne les éléments du groupe de Z; par + et — .
On prend le groupe H comme U (N) et l'algébre A des matrices (n x n) a des éléments
complexes M, (C). Puisque le groupe de structure H est unitaire, les connexions doivent

étre antihermétique, on obtient alors la relation suivante
d_(+)=a" () (2.24)

La méme relation s “applique sur ¥_ = 1 —®_, ce qui veut dire qu “on a effectivement

un seul degré de liberté représenté par une matrice complexe arbitraire. Qu on prend
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comme ¥ = U_ (4)

On remarque que, pour n > 1 tout les )" sont unidimensionnels. Par conséquent, la
courbure 2-forme F' = F_x~ ® x~ est complétement déterminée par une fonction de
coefficient F__, en utilisant I'équation Fy, = W, R, (V) — V(heg), 1 équation (2-25) peut

étre mise sous la forme

F_(+) = 00f—1 (2.25)

F_(-) = vlw-1 (2.26)

Dans ce cas, la métrique est triviale, pour des raisons de simplicité, Elle est représentée
par un seul nombre n~~ =1
Maintenant, on peut facilement voir que toutes les possibilités de I'action de Yang-

Mills sont réduites a

Sya =T (\iﬁ\if - 1)2 (2.27)

Apreés 'intégration de Haar
Cela a exactement la forme du potentiel du modele de Higgs [20] .Notons enfin que
1’on peut rajouter un terme & cette action qui est linéaire en F' et qui est propor-

tionnel & T'r (‘i’T\if — 1) . Dans ce cas, on obtient 1 action totale équivalente & Sy, =

. 2
Tr (\IIT\II — 1) , avec le champ W reparamétrisé.

2.4.2 Produits des géométries discréte et continue

Dans cette section, on discute la fagon (proposée par A. Sitarz) de combiner les sy-
métries discrétes avec les symétries continues. Supposons deux algeébres différentielles et
graduées, €1y, €2y, dotées d opérateurs de dérivées extérieurs d; et dy respectivement.
Alors, on peut construire leur produit tensoriel, qui peut crée une nouvelle algébre diffé-

rentielle graduée & partir de €2; et {25 en supposant que

d (w1®wg) = (dlwl) ®WQ + (_1)degw2 w1 & (dg(ﬂg) (228)
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Prenons comme premiére composante ’algébre des formes différentielles usuelles sur
une variété. La deuxiéme sera prise comme | algebre des formes différentielles sur un
groupe discret.

Le produit tensoriel de ces deux algebres est la base de la description des modeéles
combinant & la fois la géométrie continue et discréte, sachant que nous avons distingué
entre le produit tensoriel de ces algébres, noté par ®@ et le produit dans 1”algébres €,
indiqué de nouveau par ® et le produit dans €);, généralement indiqué par A.

Comme un exemple tres illustratif on calcule ici, la théorie de jauge unitaire sur
M X Zs.

Dans cet exemple, supposons que ’algébre des 1-formes est constituée par des fonc-
tions complexes, avec leurs arguments de M X Z,. Le groupe de jauge est alors U (1).
On a laction de la dérivée extérieure sur chaque algébre, ainsi que la régle (2-29), la
connexion de jauge totale A est une 1-forme, comprenant la géométrie différentielle des

formes discretes et continues, elle se divise en deux parties : discréte ® et continue A,

A=A dat + Ox (2.29)

I

A, et ®_ sont des fonctions sur I'espace produit, c“est & dire que la fonction a deux
arguments (x,g) € M X Zy; A, = A, (x,9) et ® = & (2,9) = R_ (P (x,9))". Calcu-
lons la courbure totale qui va contenir la courbure continue F*dx, A dz, et discréte
(PU* —1)x~ ® X~ , plus un termes mixte.

Notons que lorsque a% et 0_ commutent, le produit de leurs formes dual anticom-

mutent : dz*@y~ = —x~ ®Xdx*. Aprés quelques calculs simplifiant, on obtient finalement

A A
F = 2(8 v _ 0 H)dl’“/\dIV—F(\I/\I/*—l)X_@X_

oxH oz
oV e
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Chapitre 3

Reformulation quantique du Modéle

Standard

3.1 Introduction

La géométrie différentielle noncommutative est une nouvelle approche de la géomé-
trie, qui prépare le terrain pour une nouvelle direction dans le développement des ma-
thématiques et de la physique [10]-[23]. Ces derniéres années La géométrie différentielle
noncommutative est devenue trés importante, spécialement lorsque les espaces noncom-
mutatifs maintiennent une topologie et une géométrie riches exprimées tous d’abord dans
la K-théorie. Ce sujet a été traité d'un coté plus algébrique avec les groupes quantiques
et leurs espaces quantiques homogenes, il est relié également aux développements dans
plusieurs domaines des mathématiques pures et de la physique mathématique.

L’espace discret est une méthode parmi les nombreuses tentatives de la reconstruction
du modele standard classique dans la géométrie noncommutative (NCG) [35] — [48], ou
le lagrangien est invariant par les transformations de jauge, les secteurs bosonique et
fermionique ont été obtenus avec succés. Cependant, la maniére de construire la version
quantique du modeéle standard dans ce formalisme reste imprécise et non claire en dépit de

certaines approches. Dans ce chapitre, nous appliquons une nouvelle méthode algébrique
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ou le formalisme ordinaire de I'espace discret est étendu & un superespace. Nous avons
présenté les One et les Two superforms (2-superform, 1-superform). La propriété de
la nilpotence de la dérivée extérieure généralisée impose quelques contraintes, 1'identité
de Jacobi pour les constantes de structure de l'espace discret est dérivée. Nous avons
défini un produit scalaire modifié, les termes de Fadeev-Popov et de la fixation de jauge,
de méme les transformations BRS liées aux champs appropries sont obtenues dans la
deuxiéme section, nous présentons le formalisme et dérivons les termes de Fadeev-Popov
et de la fixation de jauge correspondantes dans la troisieme section, aussi bien que les

transformations de BRS des champs différents dans la quatriéme section.

3.2 Formalisme

3.2.1 Superespace discret et superformes généralisées

La description géométrique des interactions électrofaibles quantiques en terme de
produit des géométries continue, discréte et grassmannienne est un pas tres important
vers 1 “amélioration de notre compréhension des interactions physique.

En tous ce qui suit on utilise le formalisme des B-champs en introduisant le superes-
pace discret My ® Z, ® S' ot M, est I'espace de Minkowski, Z, 1 espace Discret et S*
est 1"espace de Grassmann.

On défini le 1-superforme A généralisé
A =V, da" + Agdf + ApX" (3.1)

Ou dz*, df et x" sont les super bases des 1-superformes du superespace discret avec

(dat)" = dat | d*z" =0 (3.2)
) = do | 20 = 0 (3.3)
(") = =", dy"" #0 (3.4)



h~=1 est I’élément inverse de h dans les groupes discrets Zy

Les fonctions superévaluées V,, , Aj, et Ay sont données en forme de six composantes

AM
9533514#

V,(z,0,h) = (3.5)

o o O

Ah (ZL‘, 07 h) = (36)

o o O

Ag(2,0,h) = (3.7)

06 prsC

Ou 6 est un variable de Grassman, dz*,df et y¢ sont des 1-formes, les bases de
'espace-temps de Minkowski, noncommutatives et I’espace discret respectivement (u est

un indice de Lorentz et h € Zy).

0BRrs sont les transformations BRS seront déterminées ultérieurement par la condition

de like horizontalité
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Les matrices des fonctions évaluées ( & valeur complexe ) A, ¢, et C sont

Ay = Ay (z,0,h) = AZT" a=0,3 (3.8)
¢, = ¢, (x,0,h), g,h€Zy (3.9)

Et
C=C(z,h)=0C"T" (3.10)

Notons que le choix de la forme de six composantes des fonctions super évaluées V,,
Ay et Aj, n’est pas unique, on associe a chaque fonction super évaluée V,,, Ay et Aj les

caracteres suivants § ,, §, et §, respectivement définies par

=2 V), (3.11)
&= 3. (Crrd), (3.12)

Et
&= 3 (4, (3.13)

L’operateur de Fadeev-Popov Crp est donné par la matrice suivante

CrpAp = (3.14)

QQOO

00prsC

Maintenant on peut construire les champs de force (Field Strength) associés w9, w0
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et Tee

Wue = au€0 - a@gu + [Sw 50} (315)
@0 = Oy — Oo€y — 2 16,60} (316

Et
wog = 0o + {0 o} (3.17)

Par similitude on définie & partir des transformations BRS d “autres matrices a des

fonctions évaluées C et B comme suit
C=0C(z,h)=0CT" (3.18)
Et
B =B (z,h)=BT" (3.19)

Sachant que T° est la matrice Unitaire, 7¢ (a = (),_3) sont les matrices de Pauli et les
générateurs du groupe SU (2) dans la représentation fondamentale.
Les quantités A, ¢h,6“, C et B* représentent respectivement les bosons de jauge,

le champ scalaire, anti-ghosts, ghosts et les champs auxiliaires.

3.2.2 Dérivée extérieure dA

On définie la super dérivée extérieure df d une fonction arbitraire f (z, h) par
df = O, fdat + Dy fdf + O fX" (3.20)

O les propriétés du produit extérieur des 1-superformes sont données par les relations

suivantes

da! A dx” = —dz” A dx* (3.21)

YA = —x"Ay? (3.22)
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da? A x9 = —x9 A dx* (3.23)

daxtAdO = —dfAdz” (3.24)
dON X! =—x? ANdb (3.25)

Et
do A do =0 (3.26)

Les dérivées extérieures des 1-superformes vérifient ces équations

ddz" = 0 (3.27)
ddd =0 (3.28)

Et
dx? = —C7 X" A\ X" (3.29)

Les quantités C’g’h sont des constantes des structures de 1 espace discret. Sachant que

les bases xY des 1-formes de 1 espace discret vérifient la relation

X f(@,h) = [Rgf(x, h)] x* (3.30)
Ou 1"action de 1”operateur R, est

Rgf(l‘,h) :f(xag.h)a gah€Z2 (331)

2

e "est une opération interne du groupe discret Z,, bien que les fonctions super

évaluées V), , Ay, et Ay sont supposées d “avoir les propriétés suivantes

(Vu)* ==V (3.32)
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Af = RyA, (3.33)

Et
(Ag)" = Ay (3.34)

Il faut rappeler qu on doit rassurer 1’élimination des termes non physiques dans le
Lagrangien quantique final et pour cela on introduit une dérivée discréte généralisée 5g

définie par

DyAn = 0,A (3.35)
A, = 0,A, (3.36)
d,As = 0,Ag (3.37)

0, est la dérivée discrete ordinaire

agf (l’, h) = f (CL’, h) - Rgf (I, h) (338)
Et
0
0
. N 0
Ag = A9 ((E, 9, g) = - (339)
C
0
055rsC

En utilisant les considérations précédentes et apres des simplifications de calcul on

peut écrire dA la dérivée de 1-superforme, pour calculer le 2-superforme généralisé

dA = Qyda” Adz? + Q" A da? + Qoudf A dat + Qogd A X+ Qg Ax? (3.40)

50



Avec

AN (3.41)
Q. = WV, —0,A, (3.42)
Qo = 05V, — 8, Ap (3.43)
Qo = A, — DyAg (3.44)
Qng = Ay — Ch  RuegA, (3.45)

En utilisant la propriété de la nilpotence du produit extérieur généralisé (ddA = 0),

on aura les propriétés suivantes

C? RuegdpVy = 0 (3.46)
RiegCl ,0,Ag = 0 (3.47)

De méme pour le Jacobi-like identité est valide pour les groupes discrets Zy avec
N >3

_Clllg [5hogop;i . 5sohogop;i] + Cgh |:5sohog;i . 5posohog;i]
+C§,g [5sogot;i . 5hosogot;i] o C«;hc«f,géh;i o Cigcflz,t(ss.g.h;i =0 (348)

Ou g e h signifie le produit des deux éléments g et h de Zy des groupes discrets, en

7

respectant 1 opération interne ” o7 et ¢ est le symbole de Kronecker.

Dans notre cas nous avons N = 2, a cause de 1 annihilation du produit trivial, on
ne peut pas avoir une identité similaire a celle de la relation (3.48) pour les constants de
structure discrets

L’équation (3.46) implique
0,V =0 (3.49)

Ou bien
8,V =V, (3.50)



De méme 1"équation (3.47) implique

d,Ag =0 (3.51)
Ou
d,Ag = Ay (3.52a)
Ainsi que la condition
0péy =0 (3.52b)

En tous ce qui suit on prendra les choix (3.49) et (3.52) ensemble pour calculer la
densité lagrangienne quantifiée finale ainsi que les termes de Fadeev-Popov, le terme de
la fixation de jauge et les transformations BRS.

Par conséquent la charge Crp de Fadeev-Popov et la dérivée discréte J, ne se com-

mutent pas, par contre les transformations 6 grs commutent avec 0,.

3.2.3 Produit extérieur généralisé

Introduisant maintenant la définition du produit star x

aq bl CL1b1

(05} b2 a/2b2

a b asb
s = T (3.53)

Q4 by a4by

as bs asbs

Qe be agbg

Alors

[Vu, V,,]* = Vu *V, =V, % Vu (3.54)

*
Pour calculer les 2-superformes on a besoin de définir le produit extérieur généralisé A
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par la relation suivante

ANA = Ayda' Ada” + Aggda A df

+ A dz* A X+ Nggdf A X7+ Agnx? A X" (3.55)

Avec

1
Auy = § [Vu 5 ‘/;/]* (356)
A‘ug = V# * Ag (357)
Ay =V, A, (3.58)
Agg = A9 * Ag (359)
Et

Agn = Ay + Ay (3.60)

Il faut motionner que si A et B sont des 1-superformes, la dérivée extérieure généralisée

et le produit généralisé vérifient la regle graduée de Leibniz

*

d(A/\B) —dAA B+ (~1)"* AN dB (3.61)

Ot degA est le nombre de ghost de A.

En utilisant les définitions précédentes de la dérivée extérieure généralisée et le produit
généralisé on introduit le 2-superforme qui représente le champ de force F (field strength)
généralisé donné par

F=dA+ANA (3.62)

Apres la simplification du terme de F il peut avoir la forme suivante

1
F = SFouda” N da" + Fugdah AX + FhgX" A7 + Fupda A dO + Fogdf A x* (3.63)
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F peut étre réécrit comme suit

F=Fc+Fqg

(3.64)

Ou Fe et Fg sont les composantes classiques et quantiques du champ de force res-

pectivement ils ont les expressions suivantes

1
Fo = gFuda” Nda + Fygda Ax? + FngX" N X7

Et
Fo = Quodz™ N df + Qpgdd N X7
Ou
Fou=0,V, =0V, +[V,, V.,
Fug = 0uAg +V, x Ay
./Thg = OhAg — Ah * Ag — C]I;gAhogop
Et

Fuo = 0, Ag — 09V, + [V, Ao,

Fgg = (%AQ — Ag —f-Ag * Ag

3.2.4 Produit scalaire généralisé et ’action quantique

(3.65)

(3.66)

(3.67)
(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

Pour rassurer la quantification de la théorie il est nécessaire de reconstruire les termes

de la fixation de jauge et des ghosts dans la géométrie noncommutative. Dans le calcul

qui suit on traite seulement la partie quantique F¢ du champ de force, la partie classique

Fc est déja obtenu [19], [20] (voir annexe B).
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On défini I'action quantique I par

Ig = / d*x / doTr (Fq.Fq) g (3.72)

Ou Tr est la trace a travers les matrices de Dirac

On défini le produit scalaire généralisé par
<fQ'fQ>® = <F5>MﬁQ> (373)

Ou M est une matrice 6 x 6

0 1 1 0 0O
0O 0 0 0 10
0O 0 0 0 10
Mexe = (3.74)
0O 0 0 0 00O
0O -1 0 0 00
0O 0 -1 -1 0 0
Et
Fo = Fueda! A d + Fondd A X" (3.75)
Avec
7}#9 = aﬂzze — 8917# + [‘7“, 12(9:| . (376)
Et
Fon = |00 Ay — Ag + Ag % Zh} (3.77)

Le choix de la matrice M n “est pas arbitraire ; il dépend aux choix des six composantes
des superchamps différents, il nous permet d éliminer les termes non physiques dans le

Lagrangien quantique final.
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Les nouvelles composantes introduites V},, Ay, Ag et Ay ont les expressions suivantes

dBrsA,
oA,

V, (z,0,h) = (3.78)

o o o O

5BRS¢h

Ay (z,0,n) = 00 (3.79)

- 0
Ay (2,0, h) = B (3.80)
dprsC

0C

Ag (z,0,h) = (3.81)
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En utilisant les équations précédentes et aprés un simple calcul on trouve

0
_5BRSAM

0
Fuo (x,0,h) = o (3.82)

~ 0
Fuo (z,0,h) = (3.83)

De méme

f@g (377 07 h) = (384)

- gbg
Fog (,0,9) = _ (3.85)
—0prsC

—6C
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On introduit les propriétés

(dz")* =dz* , (O)'=—x , (d§)"=db (3.86)

En employant les relations suivantes du produit scalaire

< dz'Adf, dz¥ Adf >= g™ (3.87)
<dO AT, dO A X" >=nh (3.88)

Ou
<df,df >=¢” =1 (3.89)

L intégration de Grassman

/ 0do = 1 : / df =0 (3.90)

L “action quantique I prendra la forme suivante

Ig = / d*zLg (3.91)
Avec

EQantique = 5BRSA;L8/’L6 - alu{éBRS@AA,u + 6BRS¢QU
+05rsC#’ — 6prsC.0prsC (3.92)

Les matrices g"” et n9" ont été postulées d’étre diagonale ce sont des fonctionnelles

de 1"espace des 1-formes a 1 algébre des fonctions, leurs structures sont définies a partir
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des produits scalaires suivants
< dz!,dx” >= g (3.93a)

Et
<X X"t >=nh (3.93b)

La matrice n9" est proportionnelle a 597 ot g = diag (1,—1,—1,—1).
Dans notre formalisme on n’a pas introduit les champs des ghosts dans la définition
des superconnexions, parce qu’on peut avoir le terme cinétique des ghosts a partir des

transformations BRS des champs de jauge.

3.3 Le lagrangien quantique du Modéle Standard

Afin de reproduire une quantification du Lagrangien du Modeéle Standard des inter-
actions électrofaibles, qui soit compatible avec le formalisme précédent on doit faire les

simplifications suivantes

A, (€)= T°A° (x) (3.94a)
A, (z,h) =0 (3.94b)
On (1,€) = ¢y (v,h) = ¢ (3.94c)

Et
b, (z,€) = &, (x,h) =0 (3.94d)

Les éléments {e, h} ( e est 1’élément neutre, h # e et h = h™!) sont les éléments du

groupe discret Zs.

3.3.1 La condition de 1l horizontalité et les transformations BRS

Pour obtenir les transformations BRS des différents champs on impose la condition
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de 1" horizontalité suivante, appropriée a 1 “approche qu“on est entraine d “appliquer

Wuo |o=0= Wy |0=0= @oe l9=0=0 (3.95)

Des simplifications directes de 1"eq(3.95) donnent

SprsAl = D,C* = 0,0 + f*™ A C* (3.96)
0prs¢p = —iC TPy (3.97)

Et
dprsC® = — fodctCe (3.98)

Avec la définition des anti-ghosts et les champs auxiliaires C* et B* les transforma-

tions BRS dans le B—champ formalisme
SprsC = iB° (3.99)

Et
SprsB* =0 (3.100)

fod sont les constants de structures des groupes de jauge

fod =, Vb,d =0,3 (3.101)

Et

ford = 9jgabd, Vb,d=1,3 (3.102)

£% est un tenseur purement antisymétrique.
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3.3.2 Les termes de Fadeev-Popov et la fixation de jauge

Dans le but d “appliquer notre formalisme mathématique et pour reformuler la quanti-
fication du Modele Standard des interactions électrofaibles, il est préférable d “utiliser les
composantes transverses, alors le produit scalaire de deux vecteurs E.D peut étre réécrit

comme suit

ED = E°D°+ E'D'+ E?’D? + E3D3

= E'D°+E*D*+ E*D  + E D" (3.103)

Les composantes transverses E* et E~ (similairement pour DT et D~) sont définies

par
1

V2

Pour des raisons de calcul on fait une rotation d “angle 6,, pour réécrire les compo-

E* (E' +iE?) (3.104)

santes E4 et £Z ( on fait la méme chose pour D# et D? )
E* = E%cosf,, — E3siné,, (3.105)

Et
E? = E%sin6,, + E3 cos 6, (3.106)

Par conséquent le produit scalaire de 1”équation (3.103) deviendra
ED = E*D* + E“D? + F*D? + E*D? (3.107)
Pour des raisons physiques et pour la simplification on utilise les redéfinitions suivantes

¢F — 2Mu6T, 6, — —iM.g,

W = A;—2W,, Z,=A —inZ, (3.108a)
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Et

B* — == B* — B* (3.108b)

Ou £ ,n et & sont des paramétres de la fixation de jauge, 0, est 'angle de Weinberg.

Wf , Z,(respectivement A,) sont les bosons de jauge des interactions faibles (res-
pectivement électromagnétiques) générés par le groupe de Lie SU(2) ( respectivement
U(1)) , M, et M, leurs masses, B4, B* et B¥ les composantes transverses des champs
auxiliaires.

L’équation (3.92) peut étre écrite sous la forme
Lo=Lor+ Lrp (3.109)

Alors les termes exacts de la Fixation de jauge et de Fadeeve-Popove sont

/ A Loaha - L Myt —
Lor = —¢(0"A,)B - 5B — (B | 0"W, Sharan +B™B
—£B7 (a“W,; - Z.ngb ) —nB? <a/‘Z# - quﬁ) + %BZ.BZ (3.110)

Et

L =A e -~ B
Lrp = 1£C o {—OMCA -5 [W:C’ — WM C’*]}

— ie _ _ M, g _ _
+inC {8“ [@C’A + 5 (WrC™ =W, C"]cos 94 - ; [m (C¢" —CT¢7)
—i—%g [C* + C*tg0,,] cos 20, (v + H)”

+ {z{@f (0" [—ieW," (C* cot gf, — C) + 0"0,C" +ieC™ (Z, cot g, — A,)]
gM., [i

e |0 W E z‘qbz)} + (C* + C*tgh,) ¢+} i+ c.c} (3.111)
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c.c étant le complexe conjugué.

On a substitué par les constants de couplage g et g/ correspondants aux nombres
quantiques du faible Isospin et de I’'Hypercharge, on a employé la relation de la charge
unifiée

e=gsinf, = ¢ cosb, (3.112)

On a utilisé aussi le doublet du champ scalaire complexe aprés la brisure de la symétrie

et le mécanisme de Higgs

i3 0
=0, =—= 1" X (3.113)

\/§a:0

On introduit le symbole () qui désigne la valeur moyenne de 'expectation du vide

v 0

(p) = E ' (3.114)

Les composantes ¢, ¢° et ¢~ sont définies par

¢ = ¢, (3.115)

¢’ = —i(v+H) (3.116)
Et

¢t = — (¢' +i?) (3.117)

V2

D’apres I’équation d’Euler Lagrange I’élimination des B-champs auxiliaires conduit a

2

M,o"
§

2
_ (8“ZM - MTQS) (3.118)

Lor = —€ (0"A,)" — |0"W,F —i :
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3.4 Les transformations BRS

En utilisant les transformations BRS des champs physiques dans ’eq. (3.96) — (3.100),

les transformations BRS généralisées correspondantes sont

(FBRSI/VjE = 8u0i$ing (C% cos 0, — C*sinb,,) igC* (Z, cos b, — A, sinb,,) (3.119)

9

OprsZu = 0uC" + i3 (Wre= =W, C*]cost, (3.120)
SprsAy = 9,07+ Wy CF = Wi C ] sind, (3.121)
Sprsdt = g {ﬂ (C* — Ctg,) ¢* £ %Ci (v+ H+ W)] (3.122)

1
Oprs®” = g [ﬁ (C7¢* = C*ro™) — (C* + C*tgh,) (v + H) cos 294 (3.123)
SppsH = g (C4 + C*tgh,,) ¢ cos 20, (3.124)
(533502 = 4ZgC+C7 COS Hw (3125)
SprsC* = £die (C* cot 0, — C*) C* (3.126)

Et

SprsC* = —4igC*C~ sin b, (3.127)
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Chapitre 4

Phénoménologie au dela du Modéle

Standard

4.1 Introduction

La géométrie noncommutative est une nouvelle approche a la géométrie, capable
d “atteindre 1 échelle de Planck et de déchiffrer la structure fine de 1 espace-temps. Elle
unifie en un méme langage mathématique les symétries continues de 1 espace-temps, res-
ponsable de la structure macroscopique de la matiére, et les symétries de jauge (dites dis-
creéte) des particules élémentaires, responsables de la structure microscopique (quantique)
de la matiére. La géométrie noncommutative nous permet de travailler avec une base
générale des théories physiques. Une approche a la géométrie noncommutative (NCG)
est celui basée sur la déformation de 'espace-temps. Dans ce contexte, une théorie de
jauge avec le produit star et le mapping de Seiberg-Witten maps ont été introduits. Ce
formalisme nous permet de calculer les différentes observables physiques d’une maniére
systématique pour une physique probable au dela du modeéle standard et fournir une
signature de la structure non commutative de I’espace-temps [49] — [53].

Dans ce chapitre, nous représentons quelques études phénoménologiques de la phy-

sique au dela du modéle standard, dans le contexte de la géométrie noncommutative de
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I’espace-temps et montrerons les aspects les plus importants caractérisant cette nouvelle

physique.

4.2 Importance de la fonction de distribution du Gluon
a l’intérieur du Proton

Nous allons montré pour quelques processus physiques hadroniques que certains sous
processus, qui sont interdits dans le cadre du Modeéle Standard commutatif, sont permis
dans le cadre noncommutatif. En outre, ils deviennent trés compétitifs par rapport aux
autres contributions qui proviennent des corrections radiatives. Ceci est da au fait qu’ils
contiennent des fonctions de distributions du gluon, qui sont importantes aux trés hautes
énergies ou a petit fraction du moment z. La figurel montre les différentes évolutions et
dépendance des fonctions de distribution des quarks de valence, sea et gluon en fonction
de x a I’échelle d’énergie (). Notons 'importance de la fonction de distribution aux petites

valeurs de x et quand () augmente elle deviennent plus importantes encore.

Examples of PDFs and their evolution

E T T T
Sea up = U (z0%) —
i i Note:
i, ]
IETrad | - sea =10% glue
i o, E
we dotdask: @ = 1000 GeV o] 107% B dotdach: § = L000 GoV W
E dots: @ = 100 GeV .1: E dots: § = 10D GeV % |
Aashes: § = 10 GeV ,!: 13 [ dashes: @ = 10 GV
salld § = 3 Gev d selid: Q = 3 GeV HE
L 1 1 1 il Lo 1 1 1 Al
sl TR 10-= 101 100 1Y 107% w—= 1L 10
197 T .......T Ty rad T .......T T T
E il
Gluon i Al ar Q=x TV |
top ) ot S = G(x,q%) ¥ A=
E B b 1 w = Fire s RER =
Lo =y O et — M= J .
wt b it S| ] e L el L] _| | Note:
E ==l E - TR A
w el ] L i AR charm-=up at
: Hit .| high
G 4 = G — 1000 GeV S 2 Q
107! = dotdash: @ = 100D GeV I A0y
E dets: @ = LOD GeV L} o SRRl
E i dashes; x T,.,{x)
102 d“h_ﬁ bl ey k] dsts: x Charm(xz) H
E solid: § ~ 3 Ge¥ dotdash: ¥ T,.(x)
L0 |ELC A b A L R SRR PP T —1 AT BT PEETRTET] E R T 1
10T iy 1072 107t 108 10T A W= fo 10
x x

Fig.1 : Exemples des fonctions PDF et leur évolution

66



4.3 Evolution du couplage electromagnétique avec
I’énergie

Une des points les plus importants & les préciser est 1’évolution du couplage élec-
tromagnétique avec 1’énergie. Puisque 1’électrodynamique quantique et contrairement a
la chromodynamique quantique, est une théorie non asymptotiquement libre. Si on aug-
mente I'énergie le couplage, a(Q?) augmente. En fait, on peut montrer en utilisant le

groupe de renormalisation que I’expression de a(Q?) a la forme suivante

(0%

o (@) = 1 - A« (1)
Oua=1/137et

Aa = AO‘lept(ms—i_Aahzzdr(ms (42)
ACVhoLdmms = %Zh’l (Q2/ (Amg)) (43)

q
Diaptons = 5= (Q*/ (Am)) (44)

l
A = &8 (4.5)

mg et m; désignent les masses des quarks et des leptons respectivement. Pour bien
montrer la comparaison de ce couplage avec le couplage fort o, (Q?) des interactions fortes

tel que son évolution est donnée par

0 (@) = s () (1+ 22 @3- onp (@) ) (1.6

Ou p et Ny représentent 1’échelle de renormalisation et le nombre des saveurs respec-
tivement. En fait, on a considéré le rapport R = a(Q?)/a,(Q?) en fonction du paramétre
d’évolution Q2.

On remarque que dans la figure2, lorsque 1’énergie augmente ce rapport augmente ce
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qui montre I'importance du couplage électromagnétique a trés haute énergie.

0,35
| R=Alpha/Alpha,
0,30
0,25
0,20~

0,15 1

0,10

0,05

0o 2 46 8 10 12 14
Q(TeV)

Fig.2 : R = a(Q?%)/as(Q?) en fonction du parameétre d’évolution Q2.

4.3.1 Quel est ordre de grandeur du paramétre de la noncom-
mutativité ?

Pour estimer 'ordre de grandeur du parametre de la noncommutativité de I’espace-
temps, on a considéré la largeur de désintégration I';. Tout calcul fait, on peut montrer
que

Iy =2T(Z — pp)+30(Z —dd) +30 (Z = 1T17) + ND (Z —wvw)  (47)

Avec
4G p

37r\/§

Iz (Z—ff)= M3 (af + o) N. (4.8)
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Et

channel........... oF + o (4.9)
1

VDo = (4.10)
1/1 . 9 .4

oo 7\ 7 —sin Ow + 2sin” Oy (4.11)
1/1 2. 8 .

P 1 <1 —3 sin? Oy + 5 sin* QW) (4.12)
_ 1/1 1. 2 .

dd......cccoe... 1 <Z —3 sin? Oy + 5 sin* HW) (4.13)

1 1
I'vca = Tca (1 + —92M§> ~ Fexp /2 2.4952 = ANC’G ~ O (1T€V) Y eenns 0= 5
ANCG
(4.14)

Donc, l'estimation du paramétre de la noncommutativité de 1’espace-temps dénoté

par Aycg de lordre de TeV, c’est & dire de 1'ordre des énergie du LHC.

4.3.2 Les lois et diagrammes de Feynman dans la NCG

Pour mieux comprendre les résultats du calcul théorique que nous allons présenter
pour certains processus physiques importants pour le LHC, nous présentons dans ce qui

suit les nouvelles lois et diagrammes de Feynman du Modéle Standard noncommutatif
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L e Q_f |:"r'ﬁ — %k” 'i'ﬁl,xlx.upi - E#lf mg J

= ey

+3 ey [(PowfPin) Vi — (Poudt ) (Pin — M) — (Poue — mp ) (O0i) ]

(4.15)
- .f ~
N 5
/? I ~ 62Q2
5O (] — 15) (4.16)
L J ¢
"L, ~
“\J’\/\f\/
v 2esin QQWK’Y’WH?} ((:u’ kl) ) (V7 k2) ) (pv k3)) (417)
03 (1, k1), (v, ko), (ps k) = — (kbka) [(k1 — k2)" " + (ko — k3)" g"° + (ks — k1)” g™]

)

"RY (koks) — Ky (Kiks))

—0"" [ky (ksk1) — kg (kohy)]
(F1ka) = kY (ksky)]

9]?2 Iz [gupk2 kukp]
+ (0kq)

—0Pr (kY
(Oks)" [g"k3 — k3 k3]

ks)” [¢"7k2 — KRS + (0k:)” [9"°k2 — KokS)

) (9" k2 — KERSY] + (0ks)” [g" K3 — KIRY] (4.18)
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Ok)" = 0"k, = —k, 0" = — (kO)" (4.19)

(kp) = k,0"p, (4.20)
grve — guV,yp_i_(ng,yu_i_gpu,yv (4_21)
* .1
160 f].
ulk)
oRoea.,
q
. Z v a
19s {”Yu - §k (OppPly — Opvpmg) | T
= igs"}/uTg

1
+§gs [(poutepin) 7# - (poutg)u (pm - mq) - (pout - mq) (epm)u Tf (422)

. G5(ka)
2, 78 (k2)
p TTLITY
A8

< 1'?‘(’"1)

igs [ G (k1 — k‘2)p + Gup (k2 — ks)u + gpu (ks — k1),

00y (k) (v, ) (0, Ks)). (4.23)
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La correction 6 du vertex gggg prend la forme suivante

L ]
pka) o Gh(ky)
%Q%?‘}Sc}v
& e
Gé(k,) © = Gaky)

ige {f (g g — g ) + FUE S (g9 — g ) + U (9" — 9" 7))}
g (P (k) () (0 Rs) (07, 0)

R @) < (9K, )] + (1,1, 0) — (0, )

+ (v, k2,b) «— (p, ks, c)] + [(v, k2, b) «— (0, k4, d)]

(R @) < (0K )] + [, D) — (0, )]} (1.24)

T "Z.(kl)

%
© Gi(k) g2
AT 9s a ] aberpic
1 : ) {QWP (k7 — k5) TSTg + [ewm (pfn + k3) — GHVmQ] f b TS}
(4.25)
¢ \q\ A, (k)
A \
k) 1
! ulkz) — 595600y (kY — k5) T3 (4.26)
o  Gh(ka)
\e& Ga(kz)
Ay (k) — 2esin 20w Ko gq83 (1, k1) , (v, k2) , (p, 3)) 6% (4.27)
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G¥ (ka)
‘A\a‘;- ;3 X C;,ﬂ |( ]\_2 :|

2, v\
Fenoona.
[

o ZM k) — 2esin 29WKZ£]!]93 ((Ma kl) ) (V7 k2) ) (IOJ k3)) 6(15 (428)

4.3.3 Les fonctions splitting modifiées pour des Partons non

polarisés dans le cadre de la NCG

Au LHC, on a besoin d’un controle théorique du comportement et des erreurs sur les
fonctions de distribution des partons (PDFs), et de rechercher des moyens et techniques
de la nouvelle physique.

La géométrie noncommutative comme une alternative possible, ouvre des nouvelles fe-
nétres et propose des scenarios et des signatures spécifiques (missing énergie, corrélations
de spin etc....)

Dans ce qui suit, on utilise le Modeéle Standard noncommutatif non minimal ou les
interactions fortes sont aussi incluses. Il est important de mentionner que dans cette
approche, en plus des corrections noncommutatives, plusieurs nouvelles interactions ap-
paraissent. Les plus intéressantes sont les interactions gluoniques dans le secteur élec-
trofaible. Concernant les limites actuelles sur Aycg, (si on suppose une violation de
Lorentz), elles dépendent fortement du modele s’étalant entre 141GeV dans les expé-
riences des collisionneurs des particules et 2.57eV pour la production des dileptons en

collisions et jusqu’a 1014GeV dans les tests en physique atomique et astrophysique.

Equation d’Altarelli-Parisi

Dans le Modéle Standard ordinaire (commutatif), I’évolution des fonctions de distri-

butions des quarks et des gluons sont controlées par les équations intégro-différentielles
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d’Altarelli-Parisi suivantes

1

Wi ] (o () et ()

xT

ngfg—’é; - ;Y; (Zqz - (g) +9(2.Q°) Py (g)) % (4.30)

Ou ¢;(z, Q%) et g(x, Qz) représentent les fonctions de distribution des quarks de saveur
et des gluons respectivement, les probabilités Py, Py, Py, €t P, sont les fonctions de
splitting. Dans ce qui suit nous présenteront le calcul des fonctions P, Py, Py et Py,

dans le cadre du Modele Standard noncommutatif et avec les nouveaux diagrammes et

lois de Feynman.Tout calcul fait on obtient

/dquq(z) =0 (4.31)

1422 +22/2 3 1 1 1
P, = (L(R)|—F————+=0(1 - —xi [ —+ ——) |4.32
w () = ColR) (2 D =) gt (- ) Jas2
La premiére équation nous indique que le nombre des quarks et antiquarks est conservé.

De méme
1

/dzz (2N¢P,; (2) + Pag (2)) =0 (4.33)

0
I

PGG (Z) = 2G2 (G) (1_—2 (1 + 22) + ﬁ (434)
<%1 - 3252({2)> d(l—2)+ :U?pfgg) (4.35)
Pa(s) = 5 (2+(1—2° +23f0) (4:36)

2
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fae =

qu -

Avec

C2 (R)

(1—2)°
P gn O e0.1,1
@t g acld
BQ?, B3 € [0.01,0.1]
N2 -1 N
G2 (G) = N T () =
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(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
(4.46)
(4.47)



On remarque que la contribution de la NCG avec des nouvelles distributions qui re-
présentent plus de singularités, peut étre comparable aux corrections d’ordres supérieurs
(next to leading order N LO). Cette contribution importante peut affecter I’évolution des
distributions partoniques. On remarque aussi que la noncommutativité de I’espace-temps
introduit des corrections similaires aux effets K7 (important a des petites ) et I’équation

d’évolution généralisée d’Altarelli-Parisi.

4.3.4 Les fonctions de splitting modifiées des Partons polarisés

dans NCG

Similairement, on présente ici les résultats du calcul des fonctions splitting dans NCG

mais avec des partons polarisés. Nous obtenons les résultats suivants

La conservation de la parité dans le QCD = P4, p, (2) = Pa_p. (2) (4.48)

¢ = ¢++q¢,G=G+G  Ng=qy —q,AG=G, —G_ (449)
PAB(Z) = PA+B+(Z)+PA_B+(Z):PA+B_(Z)+PA_B_ (,2) (450)

APap(2) = Pa,p, (2) —Pa_p, (2) (4.51)
Vecteur du couplage quark-gluon conserve 1 hélicité = P, ,, () = P4 (2) (4.52)

1

Pro() = L=+ abfio) (1)
fac. M (4.54)
22y
Po.c.(2) = C2(G) ((1 +21) + (% + ﬁ)
+
(% — 32;;((}2)) d(1—2)+ x%f@@) (4.55)
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1+224+1-2%"/ g 2
Jara, - <<z2>++ DR
1
e+ S (12 4.56
) ( )) (4.56)
Po o, (2) = C(G)<(1_Z)3+ 2 ¢ ) (4.57)
GGy \®) = 2 TrJa_G4 .
(1+24+1-2°" 1 g
fe . ((22)++) (4.58)
C(G) , 13 460y (G)

B+ Q—Nf A== 3N, (4.59)
Gtgp=1+z (4.60)

Ici les notations '+’ et -’ signifie paralléle et antiparallele. Les nouvelles contributions

de la NCG aux fonctions de splitting des partons polarisés, vont affecter I’évolution en

énergie des fonctions de distribution et la physique

du spin 7.

4.3.5 Les fonctions splitting modifiées & P’intérieur du Photon

pour des Partons non polarisés dans le cadre de la NCG

Equation de 1 °évolution d “Altarelli-Parisi

On a considéré le calcul des fonctions de splitting & l'intérieur du photon dans le

cadre de la NCG et pour des partons non polarisés. Apres des calculs simples, nous avons

obtenu les résultats suivants

1 (x,Q?) P, .. .Py..Py, S (y, Q)
d -~
ez fU7(z,Q%) | = gy Py,...Py...Py (; 77 (y, Q%) (4.61)
F97 (2, Q%) Py,...Py,.. Py, f97 (y, Q%)
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P (z)= 4041(377;:12 (291“)13;@ (2), Py (2) = 5Py (), Py (2) = 525, () (4.62)
Pry(2) = 5P (), Py (2) = 40‘%928;“2 B00) pr (), B (2) = (52P% () + 5P, (=)
(4.63)
B () = 4O‘K39g;;n2 (20.) Py (2) Py (2) = 523, (2) Py (2)
_ ( ;7 Po () + 4aK,3gg;;n2 (20,,) P (2)> (4.64)

/dzz (P () + PL(2)) = O, ]
/

/dzzP;](z) = 0,..

- x2(1+z2+(1—z)2)2(1+z 2
T z (22),, (1—=2),
+—( = 21)3) - 12—95 (1- z)) (4.69)

78



PRG) = 5+ 0-)
2% (22 — 1) z 1
il <((1 L z)) (4.70)

Ici f¥/7 représente la fonction de distribution du photon ou parton & lintérieur du

photon.

4.4 La production du Diphoton dans les collisions

Proton-Proton au LHC

La production du Diphoton dans les collisions proton-proton au LHC est importante
aux grandes valeurs du moment transverse Pr, et fourni des tests sur la charge du quark,
le couplage de QCD etc... La contribution perturbative au premier ordre est dominée par
le sous processus d’annihilation du quark et antiquark. L’autre processus qui donne aussi
une contribution importante est le processus gluonique d’annihilation. Il est a noter que
malgré ce processus se manifeste a travers un diagramme box fermionique, il génére une
contribution conséquente et ceci est dii essentiellement & 'importance de la fonction de
distribution du gluon a I'intérieur du proton. (Large gluon luminosity at the LHC). Dans
la NCG, et en plus de la contribution noncommutative, on a des nouveaux diagrammes

de Feynman, qui sont aussi importants a cause de la luminosité des gluons.

- — YT ——
[ S
e e Se1(> NS
?::j— C@fg MAC:/ (/YYT?,;%W

Yy
-—~<
(’YY‘({‘E&

(4.71)
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Pour avoir une idée sur la contribution de la noncommutativité de I’espace-temps, on

a obtenu les résultats suivants

espace-temps...0""

do — 2 s* =72
an’™ <|M|qPW>Nca ~ <1+77258m29) (»M}qﬁﬂv»oc
LS (31 o
n o0 (2 5 COS 0 + cos 9) (4.72)

espace-espace...0"”

(1+n*s* (1 — cosb)) (|M|2 )CG

qq—y
2

+n i (—5 - g cos? § + cos? 0) (4.73)

2
9sin% 6

fil_goo (|M|zﬁ—>W> NCG

Q

(n est la valeur de 0" selon la nature de ce dernier qui est espace-temps ou espace-
espace). Pour tester la dépendance des résultats sur la nature du parametre de la noncom-
mutativité, on a considéré le rapport R de la contribution de la NCG sur la contribution
sans NCG dénoté par CG. On plus, la dissymétrie gauche droite Ay r a été aussi déter-

minée et calculée (voire fig.3,4,5,6).

M|
R = (} _}q;ﬁw) NCC — f(n,cos ) (4.74)
(‘M‘fﬁ*ﬂ)ca
R (n,cos80) — R (n,— cosb)

A
L R (n,cos8) + R (n,— cos0)

=g (n,cosh) (4.75)
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]space—space noncommutativity \

Fig.3 : la contribution de la NCG sur la contribution CG

space-time noncommutativity

00 01 02 03 04 05 06
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Fig.4 : la contribution de la NCG sur la contribution CG
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Fig.5 : la dissymétrie gauche droite A, p
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Fig.6 : la dissymétrie gauche droite Ay,
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4.5 La production associée du Higgs et Z boson dans
la collision du Proton-Proton

Parmi les diagrammes importants de Feynman dans le cadre de la NCG (au dela du

terme de Born) et a cause de la luminosité du gluon on a

e

P o1

T o
am—_ o

(4.76)

Pour illustrer quelques résultats, on donne la contribution pure de la NCG du sous
processus gg — ZH°
4e* M2K?

SIMPE = — T (1, ) (4.77)
(8 MZ)+FZMZ

P (t, u, S) = Ql Al +QQ AQ +Qg Ag +Q4 A4 +Q5 A5 +QG AG +Q7 A'y —I—QSAS (478)
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Bl Cl El

9
4
—Es+9(t+u)
9 4
175 , 13 7 1,5 9 7T,
S St — — — (t —M
Tttt g (P ) M
25 t
iSQ (—5—1—]\/[21)—1— ;6u (4t2+4u2—8tu+3ts+3us)
25 5 22
—mS (S—MH)
B C!
Q, = Qg(s,t,u):Ag—i—M?;—i— Mi (4.80)
1
A = ——
3 24"
S
B; = — (12t —-11
3 24( t U+8S)
t
oy = SUFW g 540y
12
By Cy
Q4 = Q4(S,t,U)—A4+M2+M4 (481)
Ay = -, By=0C4=0
Bs Cs
Q5 = Q5(S,t,U):A5+m+M4 (482)
A5 = §<—4S+t—U)
By = %(uQ—ut—4st+4su)
5% 2
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Et

Ay

As

X (87 MH; MZ)

2
25
Ty

A@ = 0,A7 = —X (S,MH,Mz)COSH = —Ag

Bs  Cg

Qﬁ(s,t,u):A6+M2 +W
s2 s
_E+§(_t+u)

| »

(* — ut — 4su + 4st)

)

| @00

B7 C"7
M2

Q7 (s, t,u) = Az +

2

Cr=0,B; =" (1~ )

QgIQ7

$3/2

= Ay, Ay = 772TX (s, Mg, Mz)sinf = —As,

\/ (M%— M2 s

S
S +4 H

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)
(4.87)

(4.88)

4.6 Production directe du Photon dans les collisions

Proton-Proton inélastique

La production inélastique d’un photon dans les collisions hadroniques en général,

est un processus propre ot on n’a pas de fragmentation des partons ni le probléme de

reconstruction des jets. Les diagrammes de Feynman au niveau de ’approximation de

borne qui vont contribuer sont
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e S
N < S
YV _J;i& >mm§\ /{%
r— b

A QL )}@ym&\
=
QSIS wx@“’} @

(4.89)

On s’attend un changement dans la distribution angulaire et dans la dissymétrie
gauche-droite. En plus une augmentation appréciable de la section efficace comparable
au calcul d’ordres supérieurs HOC. Nous remarquons aussi une forte dépendance sur la
nature du parameétre de la noncommutativité de ’espace-temps et la polarisation, ainsi

que le spin des particules projectiles. Une étude phénoménologique donne
o pneGoon? cos? § = espace-temps (4.90)

opNcgoon’sin® § = espace-espace (4.91)

Notons aussi qu’on peut avoir une limite inférieure sur ’échelle de la NCG a 95%

niveau de confidence (C.L) en considérant le x? fit.

Y*fit (assuming...Gaussian...Statistical...Errors...and...no...Systematic... Errors)

2
_ plovce=oce)” (4.92)
oca

L est la luminosité intégrée.
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4.7 La production d’un quark lourd

4.7.1 Quelques diagrammes de Feynman

TYYY Yy 7oy /
e el
<
RAL] ‘RA2s < (4.93)
4.7.2 Quelques diagrammes unitaires
!
7o, / ‘-\ ~ S8
o= - 1 —
< TS .
1
: (4.94)

On constate que les résultats numériques indiquent que la contribution de la NCG
est aussi importante que le calcul d’ordres supérieurs. A titre d’illustration et phéno-

ménologique, on a obtenu l’expression qualitative suivante du carré de 'amplitude de

transition

Pour...illustration

2
2 ~ 1 2 1 2 2
L m2 o) 4+ 3 2m? 4.96
—l—Z(mQ—l—u— ) +§s(s— mQ) (4.96)

Et le comportement suivant de la section efficace différentielle comme fonction du
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moment transverse

Comportement
do
P n? (h + QP?) (4.97)
P = ? sin ¢ (4.98)

Nous prévoyons un changement du comportement de la section efficace comme fonc-
tion du moment transverse, la contribution de la NCG est aussi comparable au HOC et

une trés grande sensibilité aux valeurs et nature du paramétre de la noncommutativité.
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Chapitre 5

Conclusion

A travers ce travail de recherche, on a construit un nouveau formalisme mathéma-
tique pour une reformulation du Modeéle Standard quantique de Weinberg-Salam-Glashow
minimal. En effet, en introduisant des variables anti-commutantes de Grassman, on a gé-
néralisé la notion de la connexion et de la courbure. C’est & dire les 1-formes et les
2-formes. On a aussi introduit un produit scalaire généralisé pour obtenir I'action quan-
tique consistante. En appliquant ce formalisme du super-espace, on a obtenu tous les
termes de l'action quantique avec tous les termes classiques (cinétiques, de masse, inter-
action, Yang-Mills) et les termes quantiques de la Fixation de jauge et de Fadeev-Popov.
En outre, en appliquant une condition d’horizontalité, on a obtenu toutes les transforma-
tions BRST des différents champs dynamiques. Encouragé par le succes de ce formalisme
mathématique, on aimera bien dans ’avenir l'appliquer a d’autres théories de grande
unification.

Concernant la géométrie non commutative a la Seiberg-Witten, on a considéré le Mo-
dele Standard noncommutatif avec les nouvelles lois et diagrammes de Feynman (nou-
velles interactions). On a estimé l'ordre de grandeur du parameétre de la noncommutati-
vité de 'espace-temps a travers la largeur de désintégration du boson Z. De plus, et vu
I'importance des fonctions de splitting, qui controlent 1’évolution des fonctions de dis-

tribution des différents partons et qui sont importantes dans les processus hadroniques,
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nous avons calculé explicitement ces fonctions avec des partons polarisés et non polari-
sés et argumenté 'importance de la contribution de la NCG. Nous avons aussi calculé
explicitement ces fonctions pour des partons & l'intérieur du photon. Pour les processus
physiques importants pour le LHC, nous avons étudié d’une maniére phénoménologique
la production du : diphoton, association Higgs et Z boson, photon direct et quarks lourds
et nous avons constaté que le comportement des différentes observables physiques sera
affecté par la noncommutativité de ’espace-temps, distribution angulaire, dépendance en
moment transverse, sensibilité & la nature espace-espace ou espace-temps du parameétre
de la noncommutativité et sa valeur.

Nous envisageons de faire une étude quantitative dans le futur.
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Chapitre 6

Annexes
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Annexe A

Propriétés des espaces discrets

Cet appendice résume les concepts essentiels utilisés dans le formalisme des espaces
discrets, dont nous avons besoin dans la premiére partie de cette thése. Il est incomplet
car il ne vise qu’a rappeler brievement les notions indispensables & la compréhension du
deuxiéme et troisiéme chapitre.

Le calcul discret extérieur

Il est nécessaire de définir les formes différentielles discrétes avec les champs vectoriels
ainsi leurs opérateurs, une fois les formes discrétes et les champs vectoriels sont définis,
le calcul peut étre développé par la définition des dérivées extérieures discrétes (d), les
codifferentielles (0) et le Hodge star (x)pour calculer les 1-formes, le produit discret de
wedge (A)pour combiner entre les formes une fois ceci est fait on peut alors définir
d’autres opérateurs utiles, 'opérateur discret de Laplace-Beltrami (A) peut étre définie
en utilisant la définition de dd + dd, lorsqu’il est appliqué aux fonctions, c’est la méme
chose que 'opérateur discret de Laplace-Beltrami (V2) qui est défini par div o grad.

Formes différentielles et formes discrétes

0- Forme : sont des fonctions scalaires.

1- Forme : A est une one-forme si A = A,X”

2- Forme : F = F,,dx"Adz” ou F),, est un tenseur antisymétrique, si F),, est un

tenseur symétrique, les 2-formes F' doivent étre égaux 4 0, F =0
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P-Forme : w® = Wy,

,,,,, o) dxtr Adztz ... Adxte
Théoriquement les O-formes sont des fonctions, les 1-formes ce sont des différentielles
et les 2-formes ou les formes & des degrés plus hautes (de méme pour les 0 et 1-formes)
sont des tenseurs antisymétriques, I'une des utilisations des formes est que les P-Formes
peuvent étre intégrées sur les P-variétés, par exemple, des nombreuses équations différen-
tielles de la mécanique peuvent étre formulées en termes de formes et de champs vectoriels
[54].
Codifférentiel et 'operateur de Laplace

Codifférentiel est un opérateur linéaire du premier ordre désigné par ¢ son role est de

démanteler le degré de la forme différentielle par une unité

S QOPM — QP 1M (A.l)
»— (590
Avec
bp = (=1)"T" T e dx (A.2)

Comme une conséquence immédiate de d? = 0, nous avons 6> = 0
Un codifferentiel peut étre définie, ce qui conduit alors & un opérateur comme ’'opé-
rateur de Laplace.

L’opérateur de Laplace, est noté par A, et définie par
A =—(dé+ 0d) (A.3)

L’opérateur de Laplace est alors un opérateur différentiel linéaire du second ordre, ou
la métrique est indéterminée, l'opérateur de Laplace est con¢cu comme un opérateur de
d’Alembert.

Les P-formes Harmoniques

w(p) est une forme harmonique si: Aw,) = 0 donc diw(,) = —ddwy)
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La métrique sur ’espace discret

Nous allons exposer brievement la construction générale et les propriétés de la mé-
trique. Nous allons encore donner les définitions ainsi que I'image intuitive.

Nous définissons la métrique sur le module des 1-formes, comme un semi-linéaire, A-

fonctionnelle & valeur 7

N (awy,web) = an(wi,ws)b (A.4)

n(wia,ws) = n(wi,aws) (A.5)

Cette définition est appropriée seulement pour le cas considéré, elle doit étre modifiée
pour d’autres algebres. Les deux conditions sont tout simplement la généralisation de la
linéarité pour le bi modules. Dans le cas de la géométrie discréte, avec le module des
1-formes créés par les formes x9, la métrique est entiérement déterminé par ses valeurs
sur les générateurs, 09" =7 (Xg, Xh) . Maintenant, a cause des régles du calcul différentiel,
on obtient que 19" est nulle si et seulement si g = h~!, cela signifie que notre métrique a

seulement Ng — 1 composantes indépendantes, que nous désignons par £
nh = EB,0007) B, eAged (A.6)

Si nous avons besoin de construire une métrique qui donne lieu a une semi-norme,
nous devons nous limiter & ces métriques, qui sont définie positivement. Pour 1’algebre
des fonctions a valeur sur C sont équivalentes au choix du réel, non négatif E,.

Le dernier point que nous voulons souligner, est la question de la dégénérescence [21].
On dit que la métrique est non dégénérée si la condition 7 (a*, a) = 0 implique que a = 0.

Propriétés importantes de 1’espace discret

Il y a d"autres regles du calcul différentiel définissent le produit des 1-formes

dx"Adz” = —dx” Adx (A.7)
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dz¥ Ay = —xIAdz"
XA = —x"Ax?

La multiplication des fonctions & gauche

f(ilfjgh)Xg = ng(l', h) = [Rgf<£l3', h)] Xg

f(z, h)da" = dx" f(x, h)

Et 'action des dérivées extérieures d

ddxz* = 0 parce que (d*> = 0)

dx? = —Cg x"AY"

C9, est une constante de structure de I'espace discret.

Dans le cas ordinaire
A=A,dz"; Aestunl— form avec A, = A}T*

Dans le cas discret

A= Audat + Y p X0
g

A, est un champ vectoriel
¢, est un champ scalaire

L’opérateur d est la dérivée extérieure définie par

d=d+dyx
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Ou dz* est une base ordinaire des 1-formes, & été prise sans dimension, dans I’espace de
Minkowski My,alors que la base des 1-formes y a été initialement présenté par A. Sitarz;
elle a été aussi supposée d’étre sans dimension, dans I'espace discret Zs [20], [39], [40].

Maintenant on expose la nilpotence d qui est trés importante pour obtenir le champ

de force, d’apres la définition de d
P Az, f) = (& + d.dy + dy.d + d2) Az, f) (A.16)

d* = 0 Naturellement sont imposées dans les formes différentielles ordinaires ainsi que

dz* Ay = —xAdz" est raisonnablement supposé
(d.dy +dy.d)A(z, f) =0

Nous supposons que

d.dy +dy.d=0 (A.17)
Alors
d* = di
Parce que :
d* =0 (A.18)

Propriétés de la métrique sur I’espace discret M, ® Z5
Il existe une autre méthode pour obtenir le terme du potentiel du champ de Higgs,

A. Sitarz a défini une nouvelle métrique g, avec Vu,v = 0,4
g =diag (+,—, -, —, )
Le cinquiéme indice représente ici 1"élément de I'espace discret Z5, alors
dxt = (d:vo, dat, dx?, da?, X)
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En suite, Le champ de la force s’écrit comme
F(x, f) = F(z, f)dz"Adz”
La structure de la métrique des 1-formes est donnée par
(dz*, dz")y = g™

(Xn,da") =0

(Xps Xi) = 1%

Ce qui détermine le produit scalaire des 1-formes telle que

1
(dz"Adx”, dxP Adz®) = 5 (9" g"" — g"7g"?) (A.19)
<dx“AXg, dx“/AXg,> — g 99 (A.20)
1 / !/ ’ !
(X Axns Xgr M) = 5 (ngg " — ot 77"9) (A.21)

Tandis que d’autres produits scalaires parmi les bases des 2-formes sont nuls. On note
que X,,Ax; est une base de 2-forme indépendante de y;Ax,, pour m # [, ce qui reflete la

propriété de la noncommutativité de la géométrie sur 1’espace discret.
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Annexe B

Le Modéle Standard classique dans
le formalisme différentiel de ’espace

discret

Nous allons calculer la partie classique du Lagrangien de Yang-Mills invariant par les
transformations de jauge, dans le formalisme mathématique des espaces discrets exposé

dans le deuxiéme chapitre.

B.1 Champ de jauge

Le champ de jauge (connexion) A(z.f) dans l'espace discret My x Z, est donné par

le 1-forme suivant

Az, f)=A, (z, f)dz" (B.1)

f est un argument de Z5, nous pouvons écrire
Az, )= Az, f) + ¢q (2, ) X,
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Az, f) = Ay (z, f) da" + ¢, (x, f) X° (B.2)

Le champ de jauge A se divise donc en deux parties, la partie vectorielle A, (z, f) dz#

et la partie scalaire ¢, (z, f) x?
dA (z, f) = d[A, (z, f)d2"] + d [, (z, ) x]
dA =d[A, (z, f)da"] +d [¢, (z, f) ]
dA = 0,A, (z, f)dz"Adz" + A,d*x + O A, (z, f) X" Adz" + Oud, (, f) datAx?
+0no, (z, [) X"AX? + &, (x.f) dx*
Selon la propriété de la nilpotence de d, nous pouvons écrire

A#d% =0

Nous avons

dx? = —CoxPAxX" (B.3)

Alors

dA = 0,4, (z, f)da"Adz" + 0, A, (z, [) X"Ada* + 0,0, (z, [) dz"Ax?

+On, (z, [) X"AX? — ¢, (x.f) CoxX"AX" (B.4)

B.2 Le champ de force

De méme on peut construire la covariance de jauge d “un champ de force (la courbure)

présenté en 2-forme
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F(x, f) = dA(x, ) + A(z, f)AA(z, f) (B.5)

Ou
ANA = (Aydat + ¢ x%) A (Ayda” + ¢, x")

ANA = A A da"Ada” + A, ¢pda” A" + ¢, (XA,) Adz”) + ¢, (X7 9y) Ax")  (B.6)

Avec ces considérations, Nous pouvons écrire

Fo= [0,A, + AA ) do*Ada? + (940, — 0,4,) + (Aud, — 6,RA,)] datAx?

+[(C8,0, — Oud,) + 6,Ry0,] X AX"

En utilisant les régles algébriques données par les équations (B-1)(B-2)(B-4) le champ
de force 2-forme F' = dA + AAA se divise en trois termes

1

F = S Fuda" e + Fyda" Ax° + FuxAx" (B.7)
Avec
1 1
g Fw =5 (0uAy = 0, 4,) + [Au, A ]
B = [(0uAy = 9,A,) + [Au, Al (B.8)

Ou F),, est le tenseur habituel de la courbure

Et

Fug = [(au% - 89Au) + (Au% - ¢gRgAu)]

0,A, =A, — RyA, and RjA, = A, (B.9)
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Alors

Frg = 8,0, + Aud, — 6,R,A, (B.10)

F,,, est un terme mixte, qui comprend le gradient de ¢ et le couplage entre A, et ¢.

Le dernier terme est

Fon = (Chy0p — Ondy) + ¢y Ry

th = 8ggbh + ¢gRg¢h - thgbk (Bll)

B.3 Lagrangien de Yang-Mills

F,, ne dépend que de ¢ , ce terme est responsable de ’apparition du potentiel quan-
tique de Higgs dans ’action de Yang-Mills.

Le lagrangien Ly, est obtenu par le produit scalaire suivant

1
< F.F >=< S Fudr" Ada" + Fydr" Ay’ + Fyx*Ax",

1 li ! i ! ! !
§Full,/dl"u Adl'y + FM/g/d.’L'M AXg —+ Fg’h/Xg AXh > (B12)

Alors
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< FF >=

]_ ! !
1 < Fda"Adx”, Fda” Adx” >
1 I !
+§ < Fuda'Adz”, Fygpdxt A9 >
1 ! !
+§ < FﬂydI“Ade7 Fg’h’Xg AXh >
1 / /
+§ < FugdatAx9, Fpgdat Ax? >
1 ! !
+§ < FugdxAx9, Fypx? A" >
]_ g h gl hl
"—5 < thX AX 7Fg’h’X AX >

Afin d’obtenir 'expression explicite de Ly, nous devons utiliser la structure de la

métrique déterminée ci-dessus

1
< da*Adx¥, dz’ Adx’ >= 5 (g"7g"" — g"°g"7)

< XA AYY >= 1 (ng/nhh' - ngh’ﬁhgj
’ 2
< X, dzt >=0, <dzt, dz’ >=g" , <X, \" >=n"

g = diag(1,-1,—1,-1,-1) (B.13)

Le lagrangien de Yang-Mills Ly, peut étre écrit de la fagon suivante

1 1 ! ! ! /
< BF>= - Fubuy {5 (9“’* 9" =g g" )}
+FugE gy [g““,nggl}

+thFg’h’ [(ngg’nhh’ _ ngh'ﬂhgy)]
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Donc

1 ,
< FF>= g [FuF" — Fu ) + FyFyn®

]_ ! ! ! !
+5 o Fye [(ngg n'" — iy )}

Nous avons : 79" = ngégh_l et ' =n,o""

Le champ de la force F' est un tenseur antisymétrique nous pouvons écrire

1

1 -
< B F >= 1F P 4 B Py,

1 /— ’— ’— /—
5 FanFy [(ngnhégg LT g 89 gt )]

1
< R F>= Fu " 4, F, Pl

1
+77977h§ FonFy-1p-1 — FypFp-14-1]

Alors

1
< }77 F >= ZF;U/FMV + ngFMgF;ﬁl —|— ngnththflh*I

Nous obtenons finalement
1
< F F>= ZFWFW + 7751117“91179’“r + ngnthhF;;

Avec

FuF™ = (8, A, — 0,4,) + [A,, A [(9“AY — 0 A¥) + [A¥, A7)
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Pour obtenir la forme précise du lagrangien de Yang-Mills invariant par les transfor-

mations de jauge, nous calculons Fy, F', oh €t Fug it

Dudy + Autd, — dyReA,) (040, + A, — ¢, RyA*) T
0y) (0"05) " + (9u0,) (A"0,)" = (9uty) (0, R,A") " +
09) (0"05) " + (Auty) (A7) — (Auty) (04R,A) " —
O RyAn) (0"6,)" = (8,RoA) (A"0,)" + (0,15 A) (6, R, A")"

F Fit =

(
(0.9
(A
(

Afin de simplifier ce rapport, nous utilisons les propriétés suivantes : (voir appendice
A)
Xf (@, h) = [Ref(z, h)] x* = f(z, gh)x?

At = A, | ¢F = Ry,

On trouve que

FuFyt = (0u8,) (0"0,)" + (0u0,) (6, A) — (9us,) (A"6)) +
(Au,) (0"6,)" + (Au0,) (05 A*) — (Aud,) (65 A") —
(644) (970,)" — (0,44) (05 A*) + (644,) (65 A*)

La simplification de cette relation donne

FuyFyt = (0u0,) (0"0,)" + (0u0,) [4", 65 + [An8,] (0"9,)
AL, [A", 5] + 6, A [, A

Fuy* = (0u0,) [(0"0,)" + (4%, 67| + [4,0,) [ (079,) " + [4.67] ]

104



FugFyt = [(0u0) + [Au 6,]] + [(0%0,)" + [4%, 7]

Nous avons

(aﬂ(bg) + [A#’ ¢g] = Dyug,

On substitue dans
FuyF) ™ = (Dudy) (D”¢g)+ (B.15)
Calculons Fy, F, ;h

Foh = 040y, + ¢y Ry, — Cgh% (B.16)

En utilisant les propriétés suivantes de 1’espace discret :

8g¢h = ¢h - Rg¢h
Rg¢h = ¢hg
Ch = &% +4f —df,

Par la substitution en (B-16) on trouve que

Fyp = &, — Rydy + ¢, Ry0, — Chiniy
= ¢, — Ryt (1= ,) — (0h + 01 — 55,) &
= O — by (1= 8,) — O30y — Oy, + Ohy s
= O — bng (1= &) — &y — O + Dy

Pour simplifier ces formules, nous instaurons un nouveau champ (un changement de

potentiel on dit aussi le potentiel shift)

0, = (1-9,) (B.17)
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On obtient
= (3= 1) b1y = 3, (51) = g (B.18)
Alors

£ = [(0 1) du] = [ (8) = o]

De la derniere définition, nous pouvons écrire
N . . . . . L7+
FFfy = [0, (60) = g [0470 (64) = 1)

Selon ces relations, nous pouvons obtenir la formule du Lagrangien de Yang-Mills

invariant par les transformations de jauge

< BF= B, (D,0) (D7) 4

By [6,Ry (30) = bng] [0,8, (31) — bng] (B.19)

Le deuxieme terme est le terme cinétique du lagrangien de Higgs, le troisieme terme

¢ est le terme du potentiel de la particule de Higgs.
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Annexe C

Propriétés des variables de

Grassman

Soit 6 et 85 deux variables de Grassman

1. (a) Le carré nul

(b) Anticommutativité

9192 + 0201 =0

0192 == —0291

— — Conséquence

1. Dérivation

0
{a—ea’eb} -
{db,,60,} =
{db,,do,} =

o 0\
6, 90|
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=2

a,b

e}

e}

(C.4)



2. Intégration

/d@

0do

—

On peut écrire

[
@
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Résumés

Dans cette thése, nous avons construit la quantification du modeéle Standard, avec
les champs des Ghost non massifs en utilisant un formalisme mathématique étendu sur
I’espace discret des fonctions évalués de six éléments.

Conformément & cela, nous avons mis en place les 1-formes généralisée, les super
champs, et nous avons appliqué ce formalisme & un superspace, pour éliminer certaines
termes non physiques et pour obtenir les termes de Fadeev-Popov et la fixation de la
Jauge, nous avons généralisé le produit scalaire.

Le lagrangien resultant contient une symétrie résiduelle (BRST), en raison du forma-
lisme mathématique utilisé qui est acceptable du point de vue physique.

En utilisant I’approche de Seiberg-Witten dans le cadre de ’espace-temps non com-
mutatif, nous avons étudié la phénoménologie au-dela du modeéle standard, appliquée sur

la chromodynamique quantique.

Mots clés
La Géométrie non commutative, la Géométrie Différentiel non commutative, la théorie
de Jauge non commutative dans un espace discret, le Model Standard dans la Géométrie

Différentiel non commutative, Chromodynamique quantique.

116



Abstract

In this thesis we have constructed the quantized Standard model, with massless ghost
fields using an extended mathematical formalism of discrete space with six components
valued functions.

According to this, we introduced the generalized 1-forms, super fields, and we applied
this formalism to a superspace, moreover, to eliminate certain terms and to obtain the
Fadeev-Popov and fixing terms, we generalized the scalar product.

The resulting Lagrangian has a residual symmetry (BRST), due to the mathematical
formalism used and which is acceptable from the physical point of view.

Using Seiberg-Witten maps approach to non commutative space-time, we study the

phenomenology beyond the standard model applied on the quantum chromodynamics.

Key words :
Non-Commutative differential geometry, Non-Commutative Gauge theory on discrete
group, Standard model in Non-Commutative differential geometry, quantum chromody-

namics, BRS quantification.
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