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Abstract

We use algebraic and combinatorial methods to construct various plans of conventional and digital expe-
rience.

Concerning the classical designs, we construct new rectangular right angles (m) design with more then 3
associated classes [23], little studied in the literature, based on a new series of association schemes with v
= 2nl treatments and m = 4, 5 and 7 associated classes, accommodated by the Combinatory method (s)
[24] which we have previously developed to obtain rectangular designs. Then, we generalize these results for
v = wnl treatments. [25]. Furthermore, we describe another construction method of other types of block
designs called resolvable pairwise partially balanced block designs from the general concept of the association
schemes. [26,27].

Finally, we apply, on the one hand, the Fang algorithm [10] on our resolvable generalized rectangular right
angles (m) design to built a series of U-type designs [25]. On the other hand, we develop a Construction
algorithm of space-filling designs from association schemes. [27].

For users, we program our construction methods as two package by the R language [17] : ¢ CombinS ’ [18]
and ‘ RPPairwiseDesign ’ [19].

Key-words : Association scheme, Generalized rectangular right angular association scheme (m), Partially
balanced incomplete block design, Resolvable generalized rectangular right angular (m) design, Combinatory
Method (s), Resolvable pairwise partially balanced block design, Space-filling design, U-type design.



Résumé :

Nous utilisons des méthodes algébriques et combinatoires pour construire divers plans d’expérience clas-
siques et numériques. Concernant les plans classiques, nous construisons de nouveaux plans en blocs rectan-
gulaire 4 angle droit (m) a plus de 3 classes associées [23], peu étudiés dans la littérature, en se basant sur
une nouvelle série de schémas d’association rectangulaires 4 angles droits (m) & v=2nl traitements et m=4,
5 et 7 classes associées [23] accommodée de la Méthode Combinatoire (s) [24] que nous avons préalablement
développée pour obtenir des plans en blocs rectangulaires. Puis, nous généralisons tous ces résultats pour
v=wnl traitements [25]. Par ailleurs; nous décrivons une autre méthode de construction d’autres types de
plans en blocs dits plans “ pairwise ” partiellement équilibrés résolvables & partir du concept général de
schémas d’association. [26, 27]. Enfin, nous appliquons d’une part, I’algorithme de Fang [10] & nos plans en
blocs incomplets équilibrés rectangulaires 4 angles droits (m) généralisés résolvables pour générer une série
de plans numériques “ U-type “ [25]. D’autre part, nous développons un algorithme de construction de plans
numeériques “ space-filling “ & partir des schémas d’association [27]. Pour les utilisateurs, nous programmons
toutes nos méthodes de construction sous forme de deux “ package “ avec le langage R [17] : * CombinS ’ [18]
et * RPPairwiseDesign ’ [19].

Mots-clés : Schéma d’association, Schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (m) généralisé, Plan
en blocs incomplets partiellement équilibré, Plan en blocs rectangulaires 4 angles droits (m) généralisé résol-
vable, La Méthode Combinatoire (s), Plan “pairwise” partiellement équilibré résolvable, Plan “space-filling”,
Plan “U-type”.
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Vocabulaire et abréviations

Vocabulaire

Un plan d’expérience en blocs peut-étre défini comme une fonction d’un ensemble fini V' dans un ensemble
fini B, tels que :

V| =wv, B={b1, ..., bp};

Les éléments o de V dont dits traitements V o € V={1, ..., v};

Les éléments b; de B dont dits blocs V b, € B={by, ..., by};

k;=|b;| dit la taille du bloc b;, ¥V i € {1,...,b} (k;> 2);

ro=|{b; € B / a € b;}|, dit la répétition du « dans les b blocs, V « € V;

Aap=|{b; € B / {a, B} C b;}|, est le nombre d’apparition d’un couple dans les b blocs, V {a, 5} C V.

- Si k,=vVie{l,...,b}, le plan en blocs est dit plan complet ;

— Si k; < v, alors le plan en blocs est dit plan en blocs incomplets ;

- Si k;=k, Vi€ {1,...,b}, alors le plan en blocs est dit plan en blocs propre;

- Sir,=r,VaecV={l,..., v}, alors le plan en blocs est dit plan en blocs équirépété ;

- Si A\yp=AV {a, 8} C V, alors le plan en blocs équirépété est dit plan en blocs équilibré ;

— Si A\, sont distincts, alors le plan en blocs équirépété est dit plan en blocs partiellement équilibré ;
— Si k; sont distincts, alors le plan en blocs équirépété est dit plan en blocs “pairwise”.

Abréviation

PBIFE : Plan en Blocs Incomplets Equilibré ;

PBIFER : Plan en Blocs Incomplets Equilibré Résolvable ;

PBIPEFE : Plan en Blocs Incomplets Partiellement Equilibreé ;

PBIPER : Plan en Blocs Incomplets Partiellement Equilibré Résolvable ;

PBPPE : Plan en Blocs “Pairwise” Partiellement Equilibreé ;

PBIPE,, : Plans rectangulaires & angles droits (m) & m= 4, 5 et 7 classes associées ;

PBIPEG,, : Plans rectangulaires & angles droits (m) généralisés & m= 4, 5 et 7 classes associées;

PBIPEGR,, : Plans rectangulaires 3 angles droits (m) généralisés résolvables 4 m= 4, 5 et 7 classes
associées;

PBPPER : Plan en Blocs “Pairwise”’ Partiellement Equilibré Résolvable ;

RBIBD — UD : L’algorithme de Fang pour la construction des plans numériques “U-type” & partir d’un
plan en blocs incomplets équilibré ;

SCH — PBPPER : La méthode de construction des plans en blocs “Pairwise” partiellement équilibrés
résolvables & partir des schémas d’association ;

“SCH-SF” : Algorithme de construction des plans “space-filling” & partir des schémas d’association.
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Introduction

Afin d’étudier ou de comprendre un phénoméne quelconque, les chercheurs ont recours a la réalisation
de certaines expériences réelles ou simulées. Bon nombre de phénoménes étudiés dépendent d’un trés grand
nombre de variables difficiles & gérer intuitivement. Si ces expériences sont réalisées sans planification au préa-
lable, les résultats peuvent conduire & des impasses ou encore & des incohérences ; d’ot 'intérét de réaliser ces
expériences suivant une méthodologie rigoureuse. Ronald Fisher (1920-1962) proposa, face 4 'impossibilité de
réaliser la totalité des expériences, des configurations expérimentales basées sur des modéles statistiques. Ceci
constitue le point de départ de la méthode théorique des plans d’expérience. Yates (1936-1940) a introduit
le concept de plans en blocs incomplets dans lesquels les différents objets ne sont pas tous présents dans un
méme bloc. Ces blocs incomplets étant plus proches de la réalité.

Ainsi donc, depuis que le concept de plans en blocs incomplets est introduit, plusieurs problémes concer-
nant l’existence, la construction et les propriétés combinatoires de ces blocs ont été posés. En particulier,
diverses techniques de construction numeériques, algorithmiques et algébriques de ces dispositifs furent dés
lors développées. L’aspect construction algébrique de plans en blocs particuliers, fera ’objet de notre étude.

En effet, dans la littérature des plans en blocs incomplets, deux approches de construction algébriques sont
considérées : I'une directe, c’est-a-dire, & partir de structures algébriques, tels les groupes cycliques [29], les

carrés latins [21] et les configurations géomeétriques [5]. La deuxiéme s’effectue & partir des plans en blocs
déja existants, tels les plans en blocs équilibrés[33, 11, 12], et les plans en blocs partiellement équilibrés [22].

Dans ce travail, la. premiére approche est considérée et plus exactement, celle utilisant les schémas d’as-
sociation & m > 2 classes associées. Les schémas 4 deux ou trois classes associées ont été et continuent a é&tre
largement étudiés (Voir par exemple [4, 6, 14]), ce n’est pas le cas de ceux & plus de trois classes associées. Ces
derniers, sont particuliérement visés et sont développés au long de cette thése. Toutefois, quelques schémas
4 quatre classes associées ont été considérés (par exemple [30, 32]) ou & cing classes associées (Par exemple
[2, 13]). Par ailleurs, Bailey [1] a proposé une méthode d’obtention de nouveaux schémas d’association par
croisement et emboitement d’autres schémas d’association. Les paramétres des ces schémas ont été obtenus
en utilisant les “ character tables ” et les ” strates ” des schémas initiaux.

Ainsi, la premiére partie de la thése (Chapitres 1 et 2), est consacrée au développement d’une nouvelle
série de schémas d’association & 4, 5 et 7 classes associées, par combinaison de schémas d’association rectan-
gulaires et de schémas d’association & angles droits. Ils sont dénommeés, par convenance, schémas d’association
rectangulaires & angles droits (m), m=4, 5 et 7. [23].

Une généralisation de ces schémas est effectuée dans le Chapitre 2. [25].

La construction (algébrique et combinatoire) des plans en blocs 4 plus de deux classes constitue une des
principales motivations de ce travail. Les Chapitres 4, 5 et 6 de la Partie (II) lui sont consacrés. Ils englobent
de nouvelles méthodes de construction basées sur des schémas d’association. Plus précisément et préalable-
ment, une méthode de construction (Chapitre 3) originale et accessible, dite ‘La méthode Combinatoire (s)’



est développée [24]. Celle-ci permet de fournir aisément la configuration de plans en blocs rectangulaires.
Ces plans constituent une sous-classe importante de Plans en Blocs Partiellement Equilibrés (PBIPE) et
furent introduits pour la premiére fois par Vartak [33], puis d’autres, comme par exemple [11] et [12]. Tous,
utilisent les matrices d’incidence de Plans en Blocs Incomplets Equilibrés (PBIE), supposés existants, ou
bien utilisant des opérations sur ces derniéres pour en déduire de nouvelles matrices d’incidence de plans
rectangulaires. La Méthode Combinatoire (s) ainsi proposée se caractérise par le fait qu’elle ne soit soumise
4 aucune supposition ; elle n’exige que le concept de schémas d’association rectangulaires. [24].

Diverses méthodes de construction de PBIPE basées sur ces schémas d’association rectangulaires 4 angles
droits (m), accommodées de la Méthode Combinatoire (s) appelés par convenance Plans en Blocs Incomplets
Partiellement équilibrés rectangulaires & angles droits (m) (PBIPE,,) (m=4, 5 et 7) sont décrites dans le
Chapitre 4. [23].

Similairement, le Chapitre 5 décrit une série de méthodes de construction de PBIPFE basée sur les schémas
d’association rectangulaires 4 angles droits (m) généralisés. Par convenance, ils sont dits Plans en Blocs Incom-
plets Partiellement équilibrés rectangulaires & angles droits (m) généralisés (PBIPEG,,) (m=4, 5 et 7)). [25]

Dans le Chapitre 6, une autre méthode de construction est proposée et décrite, * SCH - PBPPER °. Elle
permet de générer d’autres types de plans en Blocs dits, Plans en Blocs ¢ Pairwise ” Partiellement Equilibrés
Résolvables (PBPPER). Ces plans sont plus souples que les PBIPE car la taille des blocs est variable et
donc moins contraignante. Dans la littérature, ils existent plusieurs méthodes de construction des plans en
blocs “ pairwise ”; la plupart de ces méthodes sont basées sur d’autres plans en blocs (par exemple : [22],[28],
[20]). Notre méthode est décrite uniquement A partir du concept général de schémas d’association. [26, 27].

Une autre motivation ou visée de cette thése, est la construction algébrique de plans d’expérience numé-
riques. Rappelons que ceux-ci continuent toujours 4 susciter la curiosité des scientifiques dans divers domaines
[15, 16]. Or, il est connu que les plans d’expérience classiques possédant certaines propriétés combinatoires,
(voir par exemple [8; 9]), et en particulier comme ceux développés au long de ce travail, peuvent-8tre consi-
dérés comme outils de base pour obtenir des plans numériques. Ainsi donc, la Partie III (Chapitres 7 et 8)
est consacrée a l'application de ’algorithme de Fang [10] aux PBIBEG,, resolvables du Chapitre 5 pour
proposer une série de plans numériques “ U-type “.

Dans le Chapitre 8, par application du méme algorithme aux PBPPFER décrit au Chapitre 6, une série de
plans numériques “ space-filling “ est obtenue. [26].

Enfin, nous nous sommes inspirés de I'algorithme de Fang, pour concevoir un autre algorithme de construc-
tion de plans numériques” space-filling ”, dit par convenance ‘* SCH-SF ’ | celui-ci permet de fournir une série
de plans “ space-filling ” & partir, purement, des schémas d’association. [27].

Comme l'utilisation des plans d’expériences n’est pas exclusivement réservée aux statisticiens, alors pour
rendre nos méthodes de construction (décrites dans les chapitre 3, 4 et 5) utiles et accessibles & tout utilisa-
teur, elles ont été reformulées sous forme de fonctions de “ R- package ” * CombinS ‘ (Annexe A). [18§].

De méme, un autre ” R- package” ¢ PPairwiseDesign ’
PER ’ (Chapitre 6) qui permet d’obtenir les configurations de plans
résolvables (PBPPER).

est proposé, reformulant la méthode ¢ SCH- PBP-
“ pairwise ” partiellement équilibrés

L’algorithme ¢ SCH- SF ’ du Chapitre 8 permet d’obtenir les configurations des plans numériques associés
(Annexe B). [19].



Premiére partie

Schémas d’association rectangulaires a
angles droits (m) et leurs
généralisation, m= 4, 5 et 7



Chapitre

Schémas d’association rectangulaires a angles
droits (m), m=4, 5et 7

1.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous combinons les schémas d’association rectangulaires et les schémas d’association
a4 angles droits pour construire de nouveaux schémas d’association, que nous appelons schémas d’association
rectangulaires 4 angles droits (m), m = 4, 5 et 7, en commencant par les représentations géométriques afin
de rendre leurs définitions plus intuitives, ensuite nous développons leurs parameétres et nous donnons leurs
expressions exactes.

Nous commencons d’abord par rappeler quelques définitions classiques des schémas d’association :

Définition 1. [3/
Un schéma d’association 4 m classes associées (m > 2) est une relation entre n traitements satisfaisant les
conditions sutvantes :

(i) Deuz traitements sont sott 1°75, 2™ ou m®™°° associés, la relation d’association étant symétrique

ie si le traitement o est ("¢ associé au trastement 5 alors le traitement 0 est (™ associé au traitement
Q.

yEMTMES

(ii) Chaque traitement o a n; traitements i associés, Le nombre n; est indépendant de o.

i91) Si deux traitements o et 3 sont 1°"°° associés, alors le nombre de traitements gqui sont j6°° associés
2
d « et k°™°° associés 4 O est noté P}y, et est indépendant du couple de traitements i“"“° associés.

Les paramétres p;k pour i, j, k ={1,...,m} du schéma d’association sont donné sous forme de matrices
carrés d’ordre m, Pi:(pék)me-
Les paramétres du schéma d’association v, n;, péﬂk pouri, j, k ={1,...,m} vérifient les équations suivantes :
- n; if 1F]
; J n; —1 if i=j
NP = NPy = NPl (1.2)

Bailey [1] donne trois autres définitions équivalentes des schémas d’association (Définitions 2, 3 et 14),
chaque définition a des avantages et des inconvenances, dépendant de contexte utilisé :

Définition 2. Un schéma d’association @ m classes associées sur V', est une partition de V XV en ensembles
R;}._=— ( appelées classes d’associations) vérifient les conditions sutvantes :
i=1,n

-V xV =RiURyU---UR, U{(a,),c € V}, tel que R, N R;= 0, R; symetrigueV i # j € 1,m



-YaeV, Vie{l,...,m} n;=|R;(a)| est une constante qui ne dépend pas de o (o n,; est le nombre
des éléments i°™° associés 4 ).
- V(a,pB) €R;y, Vie{l,...,m} P = |R;(a) N Ry (B)| est une constante qui ne dépend pas du couple

FETNES

(a,8) (on P}, est le nombre des éléments j associés & o et k°™°° associés 4 (3).

Cette Définition est utile dans un contezte des ensembles et partition.
Définition 3. Un schéma d’association & m classes associées sur un ensemble fini V' est une coloration des
arétes d’un graphe non orienté complet constitue de U’ensemble de V sommels et m couleurs sachant que :

1. Pour tout i, j, k € {1,...,m}, il eziste un entier pfj telle que, pour chaque aréte {«, 5} de couleur k
alors :
{v eV :{a,7} ala couleur i et {~, 3} a la couleur j }| = pf;

2. Chaque couleur est utilisée au moins une fois.

3. il existe des entiers n; (i € {1,...,m}) sachant que, chaque sommet est contenu exactement dans n;
arétes de couleur 1.

Cette définition est utile dans le contezte de graphes.
Définition 4. Un schéma d’association a m classes associées sur un ensemble V', est un ensemble de matrices
{Ao, A1, ..., A} dans RY*V)  toutes ses entrées sont égales a 0 ou 1, tels que :

1. Ag= Iy (Iv la matrice d’identité d’ordre V.

2. A, est symétrique pouri= 1, ..., m.

8. Vi,je{l,..., m}, le produit A;A; est une combinaison linéaire de Ay, Ay, ..., As.

4. Aucune des matrices n’est égale & la matrice nulle Oy, et > " | A, =Jy.

Cette Définition est utile dans le contezte des matrices.

Définition 5. [33]
Un schéma d’association rectangulaire est un arrangement de v = nl traitements dans un tableau de n lignes
et | colonnes. Pour un traitement o :

(i) Les traitements 1°"° gssociés & o sont les traitements de la méme ligne.

(ii) Les traitements 2°°° associés & « sont les traitements de la méme colonne.

(iii) Les trastements 3°°° associés d o sont les traitements restants.
Définition 6. [32]

Un schéma d’association & angles droits est un arrangement de v = wnl (w > 2, 1 > 2, n > 2) traitements
dans w tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un traitement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.

(iii) Les traitements troisiémes associés & o associés sont les trastements de la méme ligne que « des autres
tableauz.

(iv) Les traitements quatriémes associés & « sont les traitements restants des autres tablequz.

Dans notre travail de thése, nous considérons essentiellement les Définitions 1, 5 et 6 des schémas d’asso-
ciation pour passer au concept du plan d’expérience en blocs.



1.2 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (4)

1.2.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (4)

Soit V' un ensemble de v = 2nl traitements, (n > 2,1 > 2), auquel on associé une représentation géomeé-
trique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B' U B? ot :

B ={(,y,2) eN°/1 <a <l,1<y<m,z=g} g=1,2

Soit un traitement « de coordonnées (x,y,z) € BY (g = 1,2)
- B ={(2',y/,2') € BI/2' # x,y =y} correspond aux traitements 1°* associés a «.

- B ={(2',y/,7') € BI/2' =,y # y} correspond aux traitements 2°"* associés & o.
- By ={(2',y,7') € B9/’ # x,y # y} correspond aux traitements 3°“* associés & «.
~ By ={(«',y,%) € BY ¢’ # g} correspond aux traitements 4°'* associés a c.

Cette représentation géométrique décrit un nouveau schéma d’association, que nous appelons par conve-
nance, schéma d’association rectangulaire 3 angles droits & 4 classes associées, dont nous donnons la définition
équivalente suivante :

1.2.2 Définition d’un schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (4)
Définition 7. Un schéma d’association rectangulaire d angles drosts (4) est un arrangement de v = 2nl
(I > 2, n > 2) traitements dans deuz tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un traitement « :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés d o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trasternents troisiémes associés 4 « sont les traitements restants du méme tableau.
(iv) Les traitements quatriémes associés & « sont les trastements de Uautre tableau.

Proposition 1. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire d angles droits (4) sont :

v=2nl, ny=1—-1, no=n—-1, ng=Mnm-1)(1—-1), ng=mnl

(l—2 0 0

0

|0 0 n—1 0
=1 0 n—-1(1-2)(n-1) 0]

\ 0 0 0 In

[0 0 -1 0

5 0 n—2 0 0
2=11-1 0 (-D®n-2 0]

\ 0 0 0 In

0 1 -2 0

. 10 n-2 0
57 ll-2n-2 (1-2)n=2) 0 |




0 0 0 [—1
s 0 0 0 n—1
=1 0 o0 0 (1—1)(n—1)
-1 n—1 (I—-1)(n-1) 0

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire 3 angles droits (4) vérifient les deux
équations (1.1) et (1.2), par exemple :

4
dph=n—2=(Mn-1)-1=n—1 i=j=2
k=1

4
Zpgk:nl—n—l:(n—l)(l—l)—1:n3—1 i=j5=3
k=1

n1Py =napts = napiy = (n—1)(1 —1).
Idem pour les autres matrices P», Ps, Pj. 0
1.3 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (5)

1.3.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (5)

Soit V' un ensemble de v = 2nl traitements, (n > 2,1 > 2), auquel on associé une représentation géomé-
trique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B! U B? ot :

B ={(z,y,2) eN’/1 <z <1 <y<m,z=g} g=1,2

Soit un traitement « de coordonnées (z,y,z) € BY (g = 1,2)
B} ={(2',y',7') € BY/2' # x,y =y} correspond aux traitements 1°"* associés a a.

- B ={(2',y/,7') € BI/2' =,y # y} correspond aux traitements 2°"* associés & «.
- By ={(«',y,7') € B/’ # x,y # y} correspond aux traitements 3°"°* associés 3 «.
~ By ={(«',y,7) € BY ¢’ # g/2' =y} correspond aux traitements 4°™°* associés a .
~ B¢ ={(«',y,%) € BY g’ # g/2 #y} correspond aux traitements 5°™°* associés & .
Cette représentation géométrique décrit un nouveau schéma d’association, que nous appelons par conve-

nance, schéma d’association rectangulaire & angles droits & 5 classes associées, dont nous donnons la définition
équivalente suivante :
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1.3.2 Définition d’un schéma d’association rectangulaire & angles droits (5)

Définition 8. Un schéma d’association rectangulaire d angles drosts (5) est un arrangement de v = 2nl
(I > 2, n > 2) traitements dans deux tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un traitement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés 4 o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trasternents troisiémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.

(iv) Les trasternents quatriémes associés @& o associés sont les traitements de la méme ligne que o de Pautre
tableau.

(iv) Les traitements cinquiémes associés & o sont les traitements restants de Uautre tableau.

Proposition 2. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire d angles droits (5) sont :
v=2nl, ny=101—-1, no=n—-1, ng=(Mn-1)(1I-1),

ng=1, ns=(n—1)l

-2 0 0 0 0
0 0 n—1 0 0
=0 n-1 (@-2x-1) 0 0 |,
0 0 0 l 0
0 0 0 0 (n—1)
0 0 -1 0 0
0 n—2 0 0 0
PB=li-1 0 (-D@n-2 0 o0
0 0 0 0 l
0 0 0 I (n—2)l
0 1 -2 0 0
1 0 n—2 0 0
Po=|1-2 n-2 (-2n-2 0 0
0 0 0 0 l
0 0 0 I (n—2)
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 n—1
Pi=1 0 0 0 0 (-Dmn-1)|,
-1 0 0 0 0
0 n—-1 (I-1(n-1) 0 0
0 0 0 0 -1
0 0 0 1 n—2
P=| o0 o 0 -1 (I—1)(n—2)
0 1 -1 0 0
-1 n—2 (I-1)(n-2) 0 0

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire & angles droits (5) vérifient les deux
équations (1.1) et (1.2). (Similaire & la démonstration de la Proposition 1). O
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1.4 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (7)

1.4.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (7)

Soit V' un ensemble de v = 2nl traitements, (n > 2,1 > 2), auquel on associé une représentation géomeé-
trique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B' U B? ot :

B ={(,y,2) eN°/1 <a <l,1<y<m,z=g} g=1,2

Soit un traitement « de coordonnées (z,y,z) € A9 (g =1,2)
- B ={(2',y/,2') € BY/2' # x,y =y} correspond aux traitements 1°"* associés a a.

- By ={(z',y',7') € BY/x’ = z,y’ # y} correspond aux traitements 2°™°* associés i «.

- By ={(«',y,7') € B/’ # x,y # y} correspond aux traitements 3°°* associés & a.

~ By ={(«,y,7) € BY g’ # g/« = x,y' = y} correspond 4 le traitement 4°™ associé a «.

~ B¢ ={(«',y,%) € BY g’ # g/a' #x,y =y} correspond aux traitements 5" associés A o.
~ B! ={(z',y,%") € BY ¢’ # g/a’ = x,y' # y} correspond aux traitements 6" associés a .
~ B¢ ={(«',y,%) € BY g’ #g/a' #x,y #y} correspond aux traitements 7" associés A o.

Cette représentation géométrique décrit un nouveau schéma d’association, que nous appelons par conve-
nance, schéma d’association rectangulaire & angles droits & 7 classes associées, dont nous donnons la définition
équivalente suivante :

1.4.2 Deéfinition d’un schéma d’association rectangulaire i angles droits (7)

~

Définition 9. Un schéma d’association rectangulaire & angles droits (7) est un arrangement de v = 2nl
(I > 2, n > 2) traitements dans deuz tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un traitement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés 4 o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trasternents troisiémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.

(iv) Le traitement quatriéme associé & o est Punique traitement qui se trouve & la méme ligne et la méme
colonne de o de Uautre tableau .

(v) Les traitements cinquiémes associés & « sont les trastements de la méme ligne que o de Uautre tableau
et qui sont différents du trasitement quatriéme associé de .

(vi) Les traitements siziémes associés & o sont les traitements de la méme colonne que « de Uautre tableau
et qui sont différents du traitement quatriéme associé de o.

(vii) Les traiternents sepliémes associés & « sont les traitements restants de Uautre tableau.
Proposition 3. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire d angles droits (7) sont :
v=2nl, ni=1—-1, no=n—-1, ng=n-11-1), ng =1,

)

ns=10—1 ng=n—-1, nyr=(n-1)(1-1)
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0 0 0 0 0 1 1—2

0 0 0 0 1 0 n—2

0 0 0 1 1-2 n—2 (1-2)(n—-2)
=] 0 0 1 0 0 0 0

0 1 -2 0 0 0 0

1 0 n—2 0 0 0 0

-2 n—2 (I-2)(n—2) 0 0 0 0

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire 3 angles droits (7) vérifient les deux
équations (1.1) et (1.2). (Similaire & la démonstration de la Proposition 1). O
1.5 Conclusion

Nous avons défini une nouvelle série de schémas d’association 3 plus de 3 classes associées. Nous les avons
appelé schémas d’association rectangulaires & angles droits (m) & m = 4, 5 et 7 classes associées.

Ces résultats constituent une partie du papier :

Rezgui, 1., Gheribi-Aoulmi, Z. & H. Monod (2013). New association schemes with 4, 5 and 7 associa-
ted classes and their associated partially balanced incomplete block designs. Advances and Applications
in Discrete Mathematics, 12 (179 - 206).

http ://www.pphmj.com/journals/contents/aadm.htm

C’est dans le Chapitre 4, que nous proposons les méthodes de construction de plans rectangulaires & angles
droits PBIPE,,, & partir de ces schémas rectangulaires & angles droits (m) accommodés de la Méthode

Combinatoire (s) décrite dans le Chapitre 3.

Le Chapitre 2 qui suit, généralise ces nouveaux concepts de schémas d’association.
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Chapitre

Schémas d’association rectangulaires a angles
droits (m) généralisés m=4, 5, 7

2.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous généralisons les schémas d’association rectangulaires & angles droits (m) & m =
4, 5 et 7 classes associées (Voir le Chapitre 1), en commencant par les représentations géométriques de ces
nouveaux schémas, ensuite nous développons leurs paramétres et nous donnons leurs expressions.

2.2 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (4) géné-
ralisés

2.2.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (4) généralisé

Soit V' un ensemble de v = wnl traitements, (w > 2, n > 2, [ > 2), auquel on associé une représentation
géomeétrique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B! U B2 ... U B9 ot :

Bq:{(1'7y,z)€N3/1§$§l,1§y§ﬂ7zzg} g:1’27""(w

Soit un traitement « de coordonnées (z,y,z) € BY (¢ =1,2,...,w)
- B ={(2',y/,7') € BI/2' # z,y =y} correspond aux traitements 1°"* associés a «.

- B ={(«',y/,7') € BI/2' = z,y’ # y} correspond aux traitements 2°"°* associés & «.
- B ={(2',y,2') € BI/2' # x,y’ # y} correspond aux traitements 3°"* associés & «.
- B ={(«',y,%') € BY, ¢ # g} correspond aux traitements 4°"°* associés 2 a.

Cette représentation géométrique décrit une généralisation du schéma d’association rectangulaire & angles
droits & 4 classes associées, dont nous donnons la définition équivalente suivante :
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2.2.2 Définition d’un schéma d’association rectangulaire a angles droits (4) gé-
néralisé
Définition 10. Un schéma d’association rectangulaire d angles droits (4) généralisé est un arrangement de

v=wnl (w>2,,n>2, 1> 2) traitements dans w tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un
trattement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés & o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trasternents troisiémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.
(iv) Les traitements quatriémes associés & « sont les trastements des autres tableauz.

Proposition 4. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire & angles droits (4) généralisé sont :

v=wnl, n=1—-1, no=n—-1, ng=n—-1)(1-1), ng=(w—1)nl

1-2 0 0 0
p_| 0 0 n—1 0
Y"1 0 n-1 (1-2)(n-1) 0 ’
0 0 0 (w—1)In
0 0 I—1 0
p_| 0 n-2 0 0
27 li-1 0 (I-1(n-2) 0 ’
0 0 0 (w —1)In
0 1 1 —2 0
po_ | 1 0 n—2 0
37 l1-2 n—-2 (1-2)(n-2) 0 ’
0 0 0 (w—1)In
0 0 0 1-1
p_| 0 0 0 n—1
71 o 0 0 (1—1)(n—1)

-1 n—-1 (I-1)(n-1) (w—2)In

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire & angles droits (4) généralisé vérifient
les deux équations (1.1) et (1.2), par exemple :

4
dophp=l-2=(1-1)-1=m -1 i=j=1
k=1

4
dph=n-2=mn-1)-1l=ny—1 i=j=2
k=1

4
dplh=nl-n—l=m-1)(1-1)-1=ng—1 i=j=3
k=1
4
Zpﬁk:wnlflzmlfl 1=7=4
k=1
nlpéa :ngp% = an?z = (n—-1)(-1).
Idem pour les autres matrices P», Ps, Pj. O
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2.3 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (5) géné-
ralisés

2.3.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (5) généralisé

Soit V' un ensemble de v = wnl traitements, (w > 2, n > 2, [ > 2), auquel on associé une représentation
géométrique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B! U B2 - ..U BY ot :

B ={(z,y,2) eN3/1<z<l,1<y<n,z=g} g=1,2,...,w

Soit un traitement « de coordonnées (z,y,z) € BY (9 =1,2,...,w)

- B ={(2',y/,7') € BY/a2' # x,y =y} correspond aux traitements 1°"* associés a «.
By ={(2',y',7') € BY/2' = z,y’ # y} correspond aux traitements 2°"°* associés & «.
- B ={(2',y,2') € BI/2' # x,y # y} correspond aux traitements 3°"* associés & «.
~ By ={(«',y,%) € BY g’ # g/2 =y} correspond aux traitements 4°™°* associés a .
~ B¢ ={(«',y,7) € BY g’ # g/ # y} correspond aux traitements 5°™°* associés a .

Cette représentation géométrique décrit une généralisation du schéma d’association rectangulaire 3 angles
droits 4 5 classes associées, dont nous donnons la définition équivalente suivante :

2.3.2 Définition d’un schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (5) gé-
néralisé

Définition 11. Un schéma d’association rectangulaire & angles droits (5) généralisé est un arrangement de

v=wnl (w>2,n>2,1>2) traitements dans w tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un
trattement o :

~

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés 4 o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trastements troisiémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.

(iv) Les traitements quatriémes associés & « associés sont les traitements de la méme ligne que o des autres
tableauz.

(iv) Les traitements cinquiémes associés 4 o sont les traitements restants des autres tableauz.

Proposition 5. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire & angles droits (5) généralisé sont :
v=wnl, n=1-1, no=n—-1, ng=mn—-1)1—-1), ng=(w—-1)I,

ns = (w—1)(n—1)I

-2 0 0 0 0
0 0 n—1 0 0
P=| 0 n-1 (-2)(n-1) 0 0 :
0 0 0 l 0
0 0 0 0 (w=1)(n-1)
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0 0 -1 0 0
0 n—2 0 0 0
PB=|i-1 0 @(@-1Dn-2 0 0
0 0 0 0 l
0 0 0 I (w=1)(n—-2)
0 1 -2 0 0
1 0 n—2 0 0
Po=|1-2 n-2 (1-2)(n-2) 0 0 :
0 0 0 0 l
0 0 0 I (w—1)(n—2)
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 n—1
= 0 0 0 0 (-Dn-1 |,
I-1 0 0 (w — 2)1 0
0 n-1 (-Dn-1 0 (w-2)(-1)(n—1)
0 0 0 0 -1
0 0 0 1 n—2
=1 o 0 0 -1 (-1)n-2)
0 1 -1 0 (w—2)l

-1 n—2 (I-D)(n=2) (w=2) (w-—2)(n-2)

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (5) généralisé vérifient
les deux équations (1.1) et (1.2). (Similaire & la démonstration de la Proposition 4). O

2.4 Schémas d’association rectangulaires a angles droits (7) géné-
ralisés

2.4.1 Représentation géométrique d’un schéma d’association rectangulaire a
angles droits (7) généralisé

Soit V' un ensemble de v = wnl traitements, (w > 2, n > 2, | > 2), auquel on associé une représentation
géométrique de la maniére suivante :
A chaque traitement o de V, on fait correspondre un unique triplet de I’ensemble B! U B2 ..-U B9 ot :

BY ={(z,y,2) eN3/1 <z <l,1<y<n,z=g} g=1,2,...,w

Soit un traitement « de coordonnées (z,y,z) € B9 (9 =1,2,...,w)
- BY ={(2',y/,2') € BI/2' # x,y =y} correspond aux traitements 1°"* associés a «.

- By ={(2',y,7') € BY/2' = z,y # y} correspond aux traitements 2" associés a «.

- B ={(2',y,7') € BI/2' # z,y # y} correspond aux traitements 3°"* associés & «.

~ By ={(«',y,%) € BY g’ # g/a' = z,y =y} correspond aux traitements 4°"'¢ associé a .
~ B¢ ={(«',y,7) € BY g’ # g/a' #x,y =y} correspond aux traitements 5" associés A o.
~ Bl ={(«',y,%) € BY ¢’ #g/a' = x,y #y} correspond aux traitements 6" associés a a.
~ B¢ ={(«',y,7) € BY g’ #g/a' #x,y #y} correspond aux traitements 7" associés A o.

Cette représentation géométrique décrit une généralisation du schéma d’association rectangulaire & angles
droits & 7 classes associées, dont nous donnons la définition équivalente suivante :
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2.4.2 Définition d’un schéma d’association rectangulaire a angles droits (7) gé-
néralisé
Définition 12. Un schéma d’association rectangulaire d angles droits (7) généralisé est un arrangement de

v=wnl (w>2,n>2,12>2) traitements dans w tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un
trattement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme
tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés 4 o sont les autres traitements de la méme colonne que o du méme
tableau.

(iii) Les trastements troisiémes associés & o sont les traitements restants du méme tableau.

(iv) Les traitements quatriémes associés & « sont les traitements qui se trouvent d la méme ligne et la méme
colonne de o des autres tableauz.

(v) Les traitements cinquiémes associés & « sont les traitements de la méme ligne que o des autres tableauz
et qui sont différents des traitements quatriémes associés de o.

(vi) Les traitements siziémes associés 4 « sont les traitements de la méme colonne que o des autres tableauz
et qui sont différents des traitements quatriémes associés de .

(vii) Les traitements septiémes associés 4 « sont les traitements restants des autres tableauz.
Proposition 6. Les paramétres d’un schéma d’association rectangulaire & angles droits (7) généralisé sont :
v=wnl, ng=1—-1, no=n—-1, ng=Mn-1)(1-1), ng=w—-1, ny=(w—1)(1-1),

ng=(w-—1)(n—-1), nr=(w-1)(n-1)(1-1)

-2 0 0 0 0 0 0
0 0 n—1 0 0 0 0
0 n—-1 (I-2)(n—-1) 0 0 0 0
P = 0 0 0 0 w—1 0 0
0 0 0 w—1 (w—1)(1—-2) 0 0
0 0 0 0 0 0 (w—1)(n—1)
0 0 0 0 0 (w—1(n-1) (w—1)(n—-1)(1-2)
0 0 -1 0 0 0 0
0 n-2 0 0 0 0 0
-1 0 (-D®n-2 0 0 0 0
P, = 0 0 0 0 0 w—1 0
0 0 0 0 0 0 (w—1)(1—1)
0 0 0 w—1 0 (w—1)(n—2) 0
0 0 0 0 (w—1)(—1) 0 (w—1)(I — 1)(n — 2)
0 1 -2 0 0 0 0
1 0 n—2 0 0 0 0
-2 n—2 (-2)(n—2) 0 0 0 0
Ps = 0 0 0 0 0 0 w—1
0 0 0 0 0 w—1 (w—1)(1 — 2)
0 0 0 0 w—1 0 (w—1)(n —2)
0 0 0 w—1 (w=1)1-2) (w=—1)n-2) (w=—1)(1-2)(n—2)




0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 n—1 0
0 0 0 0 0 0 (1—1)(n—1)
Py = 0 0 0 w—2 0 0 0
-1 0 0 0 (w—2)(I-1) 0 0
0 n-1 0 0 0 (w—2)(n—-1) 0
0 0 (—1(n-1) 0 0 0 (w—=2)1l-1)(n—1)
0 0 0 1 [—2 0 0
0 0 0 0 0 0 n—1
0 0 0 0 0 n—1 (1—2)(n—1)
P = 1 0 0 0 w—2 0 0
-2 0 0 w—2 (w—2)(-2) 0 0
0 0 n—1 0 0 0 (w—2)(n — 1)
0 n—-1 (1-2)(n—-1) O 0 (w—=2)(n—1) (w—2)(I—-2)(n—-1)
0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 0 n—2 0
0 0 0 0 -1 0 (1 - 1)(n—2)
Ps = 0 1 0 0 0 w — 2 0
0 0 11 0 0 0 (w—2)(1 - 1)
0 n-—2 0 w—2 0 (w—2)(n—2) 0
-1 0 (-1)(n-2 0 (w=2)(I1-1) 0 (w=2)(l—-1)(n—2)
0 0 0 0 0 1 -2
0 0 0 0 1 0 n—2
0 0 0 1 [—2 n—2 (l—2)(n—2)
=] 0 0 1 0 0 0 w—2
0 1 -2 0 0 w—2 (w—2)(1 — 2)
1 0 n—2 0 w—2 0 (w—2)(n—2)

I-2 n—-2 (I-2)(n—=2) w=—2 (w=2)(1-2) (w=2)(n—2) (w—2)(n—2)(1—-2)

Démonstration. Les paramétres du schéma d’association rectangulaire & angles droits (7) généralisé vérifient
les deux équations (1.1) et (1.2). (Similaire 4 la démonstration de la Proposition 4). O

2.5 Conclusion
Nous avons généralisé la notion de schémas d’association rectangulaires & angles droits (m) au cas ou les

traitements sont rangés dans plus de deux tableaux (w > 2) de n lignes et ! colonnes et nous avons exhibé
les expressions des paramétres de ces nouveaux schémas d’association.
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Ces résultats constituent une partie du papier :

Rezgui, I., Gheribi-Aoulmi, Z. & H. Monod (2015). U-type Designs via New Partially Balanced Incom-
plete Block Designs with m = 4, 5 and 7 Associated Classes. Applied Mathematics, 6 (242-264).

Les méthodes de construction de PBIPFE basées sur ces schémas généralisés, accommodeées de la Méthode
Combinatoire (s) décrite dans le Chapitre 3, seront développées dans le Chapitre 5.
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Deuxiéme partie

Construction de Plans e blocs a partir
des schémas d’association

22



Chapitre

La Méthode Combinatoire (s)

3.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous allons rappeler, entre autres méthodes, celle développée par Vartak [33], ensuite,
nous proposons et décrivons une nouvelle méthode de construction de plans rectangulaires, cette fois, & partir
de schémas d’association rectangulaires & trois classes. Les plans obtenus sont, par construction de taille
k =2set 2 <s <, les autres paramétres sont déduits simplement. Le cas particulier s = [, fournit des plans
en groupes divisibles singuliers. [ est le nombre de colonnes d’une matrice rectangulaire contenant v = n x [
traitements.

Nous allons commencer d’abord par rappeler quelques définitions classiques :

Définition 13. [3]
Un Plan en Blocs Incomplet Partiellement Equilibré (PBIPE) est un arrangement de v traitements dans b
blocs tel que :

(i) Chagque traitement est contenu dans r blocs.
(ii) Chaque bloc contient k trastements distincts.

(iii) Chaque couple de trastements apparait \1, o, ..., A\, fois ensemble. Les traitements qui apparaissent
ensemble )\ fois sont dits 1°7° associés, ceuz qui apparaissent ensemble \o fois sont dits 2°"°° associés
et ainsi de suite . ..

Un PBIPE est dit résolvable si v=rq (q € N ).
Si tous le \; sont égauz, alors le PBIPE sera dit un Plan en Blocs Incomplet Equilibré (PBIE)

Les paramétres v, b, v, k, A1, A2, ..., A\, vérifient les deux équations d’existences suivantes :

rv = bk (3.1)

La répartition des traitements du plan dans les blocs peut &tre décrite par la matrice d’incidence :

Définition 14. [35]
Une matrice d’incidence M d v lignes et b colonnes d’un plan en blocs, est une matrice dont Uélément a,; de
la i°™¢ ligne et j°° colonne est défini par :

0 — 1 st le traitement t a liew dans le bloc j.
Y 0 sinon
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Définition 15. [35]

anB algB . al,l,B
Le produit de Kronecker AR B de deux maitrices A and B est défini par : AQB = anB anB ... anB
amiB am2B ... amnB

a;;B (i=1, 2, ..., m;j =1, 2, ..., n) est elle méme est une matrice.

Définition 16. [7]
Un schéma d’association divisible en groupes est un arrangement de v = nl traitements dans un tableau de n
lignes et | colonnes. Pour un traitement o :

(i) Les traitements 1°"° associés & o sont les traitements de la méme ligne distincts de «.
(ii) Les traitements 2"°° associés & « sont les trastements des autres lignes distincts de «.
Un plan en blocs partiellement équilibré basé sur un schéma d’association divisible en groupes est dit un plan

divisible en groupes.

Définition 17. Un plan en blocs partiellement équilibré basé sur un schéma d’association rectangulaire est
dit un plan rectangulaire.

Définition 18. Un plan en blocs partiellement équilibré basé sur un schéma d’association 4 angles droits est
dit un plan & angles droits.

3.2 La méthode de Vartak pour la construction des plans rectan-
gulaires

Soient deux Plans en Blocs Incomplets Equilibrés (PBIE) de paramétres o', b, ', k', X et v”, b", v,
k", X' et de matrices d’incidence M’ et M" .
M’ ® M" est la matrice d’ incidence d’un plan rectangulaire de paramétres : v = Vv, b = V'b", r = r'r"|
E=FKE'S AN =r"N, A =70"X, A3 = NN [33], et ol ® est le produit de Kronecker.

Exemple 1. Considérons deuz plans en blocs incomplets équilibrés de parameétres : v/ =3 =0, =2=1F/,
N=1letv' =4, =6,r"=3,k" =2, N\ =1 respectivement :

1 2 4 5
1 3 4 6
2 38 4 7
5 6
5 7
6 7
1 10
et de matrices d’incidence respectivement : M’ = | 1 0 1 | et
1 1
1110 0 0
1001 1 0
Y -
M7= 01 01 01
0 01 011

Le plan rectangulaire de matrice d’incidence M = M’ @ M" et de paramétres : v = 12, b = 18, r = 6,
k=4, \1 =2, \a =3, A\3 =1, a la configuration suivante :
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3.3 La Méthode Combinatoire (s)

3.3.1 Description de la Méthode Combinatoire (s)

Soit v = nl traitements rangés dans un tableau de n lignes et [ colonnes comme suit :

a1 ai12 a1j aiy
a21 a22 . ag; . asgy
a;1 ;2 . (227 . ;1
an1 an2 N Unj N anl

Considérons s traitements différents de la méme ligne 7 (2 < s <) et associons les aux s autres traitements
d’une autre ligne 7’ (i # '), en respectant la correspondance entre les traitements a;; et a,;. Juxtaposons les
2s traitements dans un méme bloc et faisons toutes les combinaisons possibles, nous obtenons alors un plan
en PBIPFE de taille k = 2s.

Théoréme 1. La Méthode Combinatoire (s) pour 2 < s < [ associée d un schéma d’association rectangulaire,
permet d’obtenir un plan rectangulaire d trois classes associés de paramétres :

v=nl, b=n(n-1)CL/2, r=n-1)C"L k=25 A\ =(n—-1)C"32,
de=CT1 M =CT5

Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.

— r: pour chaque traitement a;;, on applique la procédure avec les ({—1) autres éléments de la méme ligne,
il y a C'~] possibilités, chacune est répétée (n — 1) fois. Donc le traitement a;; est répété (n — 1)C._}
fois dans les b blocs du plan, ainsi » = (n — 1)C'~1.

— A1 : Un couple de traitements a;; et a;;» (j # j') de la méme ligne ¢ apparait (n — 1)Cé:2 fois. Alors,
A= (n—1)C72
A2 : Un couple de traitements a;; et a;/; (¢ # i) de la méme colonne j appairait avec les Cij autres
traitements. Ainsi, Ay = C'~1.

~ A3 : Un couple de traitements a;; et a; j» (j # j' et i # i') apparait ensemble C'~2 fois. D’oit, \3 = C' 2.
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— Enfin le nombre de blocs b = n(n — 1)C! /2. En effet :
Pour chaque ligne, il y a C! possibilités. En appliquant la procédure aux (n — 1) autres lignes, d’une
part, et en considérant ’'ensemble des n lignes, d’autre part, on obtient n(n — 1)C’ /2 blocs (la division
par 2 est pour éviter la répétition).
O

Remarque 1. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

rv=(n—1)C'=1 x nl
=(n—1)nC}s = bk

Et
3
Z Aing =(n—1)C s =)+ (n—1)C + 03 (s —1)
i=1
=(n—-1C; 25— 1) =r(k—1)

Remarque 2. Plus la valeur s (s < 1) augmente, plus le nombre de blocs diminue.

Exemple 2. Soit v =12=38.4, (n = 3 et | = 4) traitements rangés dans le tableau susvant :
1| 2| 8| 4
5/ 6| 7| 8

9| 10| 11| 12

Le plan rectangulaire obtenu & partir de la Méthode Combinatoire (s = 2) a pour paramétres :

v=12,0=18,r=6,k=4, M1 =2, Ao =3, \3=1
Et pour configuration :

112 5] 6
118 5] 7
1145 8
112 910
18] 9| 11
104 9|12
2036 7
20416 8
2| 8|10 11
2 4] 10 12
sl 41 7] 8
g 4] 11| 12
56| 9| 10
57| 9| 11
518 912
6| 7| 10| 11
6| 8| 10| 12
71811 12

Remarque 3. Notons que le plan obtenu par la méthode de Vartak (Ezemple 1) est identique au plan
rectangulaire obtenu par la Méthode Combinatoire (s) (Exemple 2).

Pour n et | assez grands et une utilisation pratique, nous proposons un algorithme décrivant la méthode
de construction des plans par la Méthode Combinatoire (s).
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3.3.2 Algorithme de construction de plans rectangulaires

for zy:=1...n—-1 do
for xo:=xz1+1...n do
for yp:=1...1—s+1 do
for yoi=y1+1...1—s4+2 do
for...
for ysi=ys—1+1...1 do
Agyyy N Ozyyy N N gy, N Oroyy N Ogoyy Nt N gy,

end
end
end
end
end
end

La Méthode Combinatoire (s) peut aussi étre utilisée pour la construction des plans en blocs divisibles
€n groupes.

3.3.3 La Méthode Combinatoire (s) pour les plans divisibles en groupes singu-

liers

Lemme 1. La méthode Combinatoire (s) pour s = | associée & un schéma d’association divisible en groupes,
permet d’obtenir un plan divisible en groupes (DG ) singulier & deuz classes associées de paramétres :

v=nl, b=nn—-1)/2, r=A=n—-1, k=2, \y=1
Démonstration. est identique & la démonstration du Théoréme 1, en posant s = [. O

Exemple 3. Plan divisible en groupes singulier.
Soit v =9=38.8, (n = 3 et | = 3) traiternents rangés dans le tableau suivant :

123
i1 5]6
7189

Appliquant la Méthode Combinatoire (s), s =l = 3. Le plan divisible en groupes de paramétres : v =9, b = 3,
r= A =2, k=6, Ao =1, a pour configuration :

128 4[5]6
128789
4156|789

Pour n et | assez grands et une utilisation pratique, nous proposons un algorithme décrivant la méthode
de construction des plans divisibles en groupes par la Méthode Combinatoire (s).

3.3.4 Algorithme de construction de plans divisibles en groupes singuliers

for xy:=1...n—1 do
for xo:=xz1+1...n do
Azyyy N Ozyyy N N gy N Gagyy A Qpyyy N N Gayy,

end
end
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3.4 Conclusion

A

La méthode Combinatoire (s) (2 < s < [) proposée, a permit la construction de plans rectangulaires &
partir seulement des schémas d’association de v = nl traitements, et leurs paramétres ne dépendent que des
paramétres de ces de schémas d’association et de la valeur de s.

Par contre les méthodes de construction usuelles des plans rectangulaires exigent d’une part, ’existence
des plans en blocs incomplets équilibrés (ces plans n’existent pas toujours) et d’autre part, les paramétres des
plans rectangulaires construits & partir de ces derniéres méthodes, dépendent nécessairement des paramétres
des PBIFE initiaux.

La Méthode Combinatoire (s) fournit en plus des plans divisibles en groupes pour s = .

Elle est accessible & tout utilisateur de plans d’expérience car elle a été reformulée comme une fonction *
ComS * du “ R-package ” © CombinS * [18].

Ces résultats ont été concrétisés par le papier :
Rezgui, I. and Gheribi-Aoulmi, Z. (2014). New construction method of rectangular partially balanced in-
complete block designs and singular group divisible designs. Journal of Mathematics and Statistics, 10
(45- 48). http ://dx.doi.org/10.3844 /jmssp.2014.45.48
Enfin, la Méthode Combinatoire (s) peut &tre considérée comme un outil de base pour construire de nouveaux

PBIPFE basés sur de nouveaux schémas d’association. Ces derniers sont développés dans le Chapitre 4 et le
Chapitre 5.
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Chapitre

Plans en blocs rectangulaires a angles droits
(m) (PBIPE,;;), m=4,5,7

4.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous décrivons une méthode de construction de plan en blocs incomplets partiellement
équilibrés basés sur les schémas d’association rectangulaires & angles droits (m) définis dans le Chapitre 1 et
en utilisant la Méthode Combinatoire développée dans le Chapitre 3. Les plans obtenus sont appelés, Plans
en Blocs rectangulaires & angles droits (m) (PBIPE,,) & m= 4, 5 et 7 classes associées.

Rappelons la définition d’*un schéma d’association “nested” divisible en groupes :
Définition 19. [7]

Un schéma d’association “nested” divisible en groupes est un arrangement de v = wnl trastements dans w
tableauz de n lignes et | colonnes chacun, tel que pour un traitement o :

(i) Les traitements premiers associés 4 « sont les autres traitements de la méme ligne que o du méme

tableau.

(ii) Les traitements deuziémes associés & « sont les traitements restants du méme tableau.

(iii) Les trasternents troisiémes associés & o associés sont les traitements des autres tableauz.

Un plan en blocs partiellement équilibré basé sur un schéma d’association “nested” divisible en groupes est dit
un plan “nested” divisible en groupes.

4.2 Construction des plans rectangulaires a angles droits (4) (PBIPE,,)

Soit v = 2nl (n > 2,1 > 2) traitements rangés dans deux tableaux de n lignes et [ colonnes chacun A(!)
et A :

Cig) 02(9) Cy(‘g) C’(Q)
R2g LL;{ a2g2 - aQ% ... aﬁ
R [ [ | [ [
R%g) ‘17(1%) aglgz) aglgj) aELgl)




4.2.1 Méthodes de construction de plans rectangulaires a angles droits (4)(PBIPE})
Premiére méthode de construction de plans rectangulaires 4 angles droits PBIPFE,

Appliquons la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {2, ..., I-1} & chaque tableau. L’ensemble de
tous les blocs donne un PBIPFE 3 quatre classes associées.

Théoréme 2. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres :
v=2nl, b=n(n—-1)C., r=mn-1)C"1 k=25, i=m-1C2% N=0C"1 X=0C"2 MN=0
sont des plans rectangulaires & angles droits (4) (PBIPE,).
Démonstration. Pour chaque tableau, on obtient un plan rectangulaire de paramétres :vx = nl, bx = n(n —
DCL/2,r=(n—1)CL 1, k=25, \1 = (n — 1)C'23, \a = C/27, A3 = O 73,
1l est clair qu’en considérant les deux tableaux 4 la fois, on obtient un PBIPFE, de paramétres : v = 2vx = 2nl,
b=2bx=2n(n—1)CL/2,r=(n—-1)C'= k=25, \; = (n— 1)C. 72, Ny = CLZL Ny = CL 72
A4=0, en effet :

(1)

Les deux traitement a;;’ et az(-? j), des tableaux A(") et A respectivement n’apparaissent jamais ensemble
dans le méme bloc, ainsi A4 = 0. ]

Remarque 4. Les relations d’ezistence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

Démonstration.

rv=(n—1)C'7} x 2nl = n(n — 1)CL x 25 = bk.

4
> Aimi=(n—-1)CI3(1-1)+CZi(n—1)+ C5(1 = 1)(n— 1) + 0 x nl
=1

= (n—1)CY(2s) — 1] = r(k — 1).

Exemple 4. Soit v = 2 x 3 x 3 traitements rangés dans deuz tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

1123 0] 11] 12
i1 5|6 18] 14| 15
7189 16 | 17| 18

Le plan rectangulaire d angles droits (4) obtenu & partir de la Méthode Combinatoire (s = 2) a pour para-
meétres :
v = 18,b: 18,7’:47]{:4,)\1 :2,>\2 :2,)\3 == 1,A4 =0
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11 2] 4] 5
18] 4] 6
285 6
1 2] 7] 8
18] 7] 9
2 3| 8] 9
i 5] 7] 8
4| 6 7] 9
56| 8 9

10| 11| 18| 14
10| 12| 18] 15
11| 12| 14 15
10| 11| 16 | 17
10| 12| 16 | 18
11| 12| 17] 18
18| 14 | 16 | 17
18| 15| 16 | 18
14| 15| 17] 18

Lemme 2. Pour le cas particulier s = [, la méthode précédente peut servir d la construction de plans emboités
divisibles en groupes de paramétres :

v=2nl, b=nn-1), r=mn-1), k=2, i=n—-1 =1, A3=0

Dans le paragraphe qui suit, nous proposons une deuxiéme méthode de construction de PBIPFE, ol
Ay # 0.

Deuxiéme méthode de construction de plans rectangulaires & angles droits (4) (PBIPE,)

Soit CJ(-Q) = (agg),ag—), ...,agg-))’ la j¢¢ colonne du g™¢ tableau ¢g € {1,2}. On définit Cj(-g)l = C; pour

h -
h=1et C’](.g) = (a%‘)vagi)ﬂ)j?“'7“%(2)’”(1?')""7GEZ,)—1)J')/ pour h = 2,3,..,n (g € {1,2}). En appliquant
la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {3, ..., 14+1} & chaque tableau de la forme CJ(-g)h U A@)

(¢ #g€{l,2})pour j=1,...,1, h=1,...,net g € {1,2} et en considérant uniquement les combinaisons
de s traitements contenant une composante de la colonne C(9”. L’ensemble de tous les blocs donne un
PBIPFE & quatre classes associées.

Théoréme 3. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres :

v=2nl, b=In*(n—-1)C'_,, r=sn(n—1)C._,, k=25, A\ =In(n—1)C. 72,

Ao =snCl_j, A3 =nlC'"2 X\ =4(n—1)C.7}
sont des plans rectangulaires & angles droits (4) (PBIPE,).
Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.
— r : pour chaque traitement agé’g du tableau A (g € {1,2}), nous avons :

— Sur chaque tableau C;f)hUA(g/) (¢ # g), appliquant la procédure avec les autres éléments de la méme
ligne. Il y a C!_, possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. En considérant les n permutations
(h=1,...,n),alorsona:n(n—1)C!_, apparitions répétées elles mémes n fois. Donc pour C;f)hUA(gl)
(¢’ # g), il en résulte n(n — 1)C!_, répétitions de agjg-(?.

— Sur chaque tableau A U C’](-gl)h (¢ #9),7=1,...,let h=1,...,n, appliquant la procédure avec
les autres éléments de la méme ligne. Il y a Cé:é possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. En
considérant les n permutations (h = 1,...,n), alors on a : n(n — 1)C!_, apparitions répétées elles

mémes n fois. Donc pour un tableau A() UCJ(y/)'L (¢ #9),7=1,...,lona,n(n— 1)C§:§ répétitions

de agjgg Considérons tous les tableaux A(9) U C](,gl)h (9 #9),j=1,...,1; il en résulte In(n — 1)C' "}
répétitions de a;j,.

31



Ainsi : 7 =n(n —1)[C'_; +1C 73] = sn(n — 1)CL_

- : Considérons deux traitements afj’g et a(é’) du tableau Al9) (9 = 1,2 et jo # ji), ils apparaissent
ensemble (n — 1)C'~2 fois avec les autres [ — 2 éléments de la méme linge i des tableaux de la forme
Al9) UC’J(:(’/)h (¢' # g), et ceci pour chaque tableau. En considérant les n permutations, alors on a : n(n—
I)Ci:?,, fois ot les deux traitements apparaissent ensemble. Considérant tous les tableaux A U C’J(.g/)h

(9) (9)

pour j = 1,...,1; il en résulte, In(n — 1)Cé ?,) fois ot les deux traitements a;j, et a i apparaissent

ensemble.

— Ao : Considérons deux traitements al(-fo) et ag,gj)o du tableau A9 (g =1,2eti+#1i'),ona:

— D’une part, dans un tableau A() U Cj(g/)h (¢ # g) : les deux traitements apparaissent ensemble
C'~1 fois. En considérant les n permutations (h = 1,...,n), ils apparaissent ensemble nC'~} fois.
Considérons tous les tableaux de la forme A9 U C;g/)h (¢’ # g) pour j = 1,...,1, ils apparaissent
ensemble InC'~} fois.

— D’autre part, dans un tableau Cj(f)h U A" (¢’ # g) : les deux traitements apparaissent ensemble
C!_, fois. En considérant les n permutations (h = 1,...,n), ils apparaissent ensemble nC!_, fois.

Au total Ay = n[IC' =5 + CL_|] = snCL_,.

— A3 : Considérons deux traitements a(J) et a,gf’j)(,) du tableau A9 (g = 1,2, i # ' and jo # j}), ils

apparaissent ensemble C'~2 fois pour chacun des tableaux de la forme A U C;gl)h (¢ # g). En

considérant les n permutations (h = 1,...,n), ils apparaissent ensemble nC’l_2 fois. Considérons tous
( ) (9)
et a,

les tableaux A(9) UC@/)h (¢’ # g) pour j =1,...,1, alors les deux traitements aUU i/;, apparaissent
Jo

ensemble lnC 2 fois.
- Con&uderons deux traitements a(g) et ai,gj,) des tableaux A9 et A" respectivement (9,9 =1,2):

— Si ¢ =4/, d’une part, pour le tableau A UC’].? "k (¢’ # g) et h =1 les deux traitements apparaissent
ensemble (n — 1)Ci:§ fois. Et pour le tableau C](-g)h U Al) (¢’ # g) et h = 1 ils apparaissent aussi
ensemble (n — 1)C'~} fois , ainsi ils apparaissent ensemble 2(n — 1)C’~} fois.
D’autre part, pour h =2,...,n, les deux traitements apparaissent ensemble C’é:é fois pour le tableau
de la forme AW C(.g>h’ et 0171 fois pour le tableau de la forme C(-g)h U AW) | donc ils apparaissent
ensemble QCZ _5 pour une méme valeur de h. Considérons toutes les valeurs de h (h =2,..,n), on
obtient 2(n — 1)C’l ! fois o1 les deux traitements apparaissent ensemble.
Au total Ay = 2(n — 1)Cl Y42 —1)C =4(n—1)C L.

- Sii#£ alors les deux traitements apparaissent ensemble C 2 fois pour un tableau de la forme
ALy Cj, (¢’ # g) et apparaissent ensemble 0572 fois pour un tableau de la forme C’j "y Al
(¢’ # g) pour h = 1, alors ils apparaissent ensemble 205; fois. Pour h = 2,...,n, parmi les (n — 1)

permutations du vecteur C' ]<-,g h , et pour une valeur donnée de h, le traitement a(,g]/) sera 3 la méme

(9),
ij ;
restantes, les deux traitements apparaissent ensemble Cifé fois.

Autotal \y =2C' "L + (n = 1)C L+ (n —2)C L + (n = 1)CIZL + (n = 2)CL 7 = 4(n — 1)C 1.

— b : En appliquant la méthode de construction sur chaque tableau de la forme : A9 U Cj(g)h (¢' # g), on

ligne que a7’ ; alors les deux traitements apparaissent ensemble (n — I)Ci_é fois. Pour les valeurs

obtient n(n—1)C!_, /2 blocs. Donc pour les [ tableaux de la méme forme AUCJ(-Q)}L et les n permutations

(h = 1,...,n), on obtient n x In(n — 1)C’_,/2 blocs. En considérant tous les tableaux A U C](-g/)h’
pour ¢, g = 1,2 , il en résulte In?(n — 1)C’_, blocs.
O

Remarque 5. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :
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Démonstration.
rv = sn(n —1)CL_, x 2nl = In*(n — 1)C._, x 25 = bk.

4
> Aing =lIn(n— 1)C5(1 = 1) + snCl_ (n — 1) + nlCL5(1 = 1)(n — 1) + 4(n — 1)CL=} x nl

i=1

=sn(n—1)CL_; x[(2s) — 1] = r(k — 1).

Exemple 5. Soit v = 2 x 3 x 3 traitements rangés dans deuz tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

1123 0] 11] 12
i1 5|6 18] 14| 15
71 8] 9 16 | 17| 18

Appliquant la deuziéme méthode de construction, le plan rectangulaire & angles droits (4) de paramétres :

1):18,b=162,T=54,k=6,)\1 :18,)\2227,/\3:9,>\4=16

a la configuration susvante :

110 11] 4] 18] 14
110 12] 4] 18] 15
111 12] 4] 14 15
0] 11] 12 11011 7] 16| 17
4| v [18] 14|15 = |[1]10|12]|7][16] 18],
16 | 17 18 1|11 12] 7] 17] 18
41 18] 14 7] 16] 17
411815 7| 16 18
4114157 7] 17] 18
4110111 7] 18] 14
411012 7] 18] 15
41111217 14] 15
10] 117 12 411011 1] 16] 17
U |18 1415 = [4|10]12] 1] 16] 18
16 | 17| 18 41111211 17] 18
711814 1] 16 17
7118 15| 1] 16 18
711415 1] 17] 18
711011 1] 18] 14
711012118 15
T 11121114 15
10] 117 12 711011 4| 16| 17
U |18 1415 = [ 7|10 12] 4] 16] 18
16 | 17| 18 711112 4| 17] 18
111814 4] 16| 17
1118 15] 4] 16| 18
11 1415] 4] 17] 18
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2110 11| 5| 18| 14
2110 12| 5| 13| 15
2| 11| 12| 56| 14| 15
21 10| 11| 8| 16| 17
2110| 12| 8| 16| 18
2|11 12| 8| 17| 18
5|13 | 14| 8| 16| 17
5| 13| 15| 8| 16| 18
5|14 15| 8| 17| 18
5| 10| 11| 8| 18| 14
5110 12| 8| 13| 15
5| 11| 12| 8| 14| 15
5110|111 2| 16| 17
5110| 12| 2| 16| 18
5|11 12| 2| 17| 18
8| 18| 14| 2| 16| 17
8| 13| 15| 2| 16 | 18
8| 14| 15| 2| 17| 18
8| 10| 11| 2| 18| 14
8| 10| 12| 2| 18| 15
8| 11| 12| 2| 14| 15
8| 10| 11| 5| 16| 17
8| 10| 12| 5| 16 | 18
8| 11| 12| 5| 17| 18
2|118| 14| 56| 16 | 17
2| 18| 15| 5| 16| 18
2| 14| 15| 5| 17| 18
3| 10| 11| 6| 13| 14
31 10| 12| 6| 18| 15
3| 11| 12| 6| 14| 15
3| 10| 11| 9| 16 | 17
3| 10| 12| 9| 16| 18
3| 11| 12| 9| 17| 18
6| 13| 14| 9| 16| 17
6| 13| 15| 9| 16| 18
6| 14| 15| 9| 17| 18
6| 10| 11| 9| 13| 14
6| 10| 12| 9| 13| 15
6| 11| 12| 9| 14| 15
6| 10| 11| 9| 16 | 17
6| 10| 12| 8| 16 | 18
6| 11| 12| 8| 17| 18
9|18 | 14| 3| 16| 17
9| 13| 15| 3| 16| 18
9| 14| 15| 3| 17| 18




(9] 10]11] 12
U [ 18] 14| 15
| 6] 16 | 17| 18
1]2]3 10
4 5]6] U |18
7189 16
1]2]3 18
4[5]6] U |16
7189 10
1] 2] 3 16
4[5]6] u |10
78] 9 13
1]2]3 11
4156 U |14
7189 17
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910 11| 3] 18] 14
9 10| 12| 8| 18] 15
9 11 12| 3| 14| 15
9 10| 11| 6] 16 | 17
9 10| 12| 6] 16 | 18
9 11| 12| 6| 17] 18
313|146 16 | 17
301815 6| 16 | 18
31 14| 15| 6| 17] 18
12104 5] 13
1] 210 7] 8] 16
181056/ 13
1810 7] 9] 16
2810 5|6 13,
2810 8| 9] 16
415|138 7] 8] 16
416|187 9] 16
56| 13| 8| 9] 16
1] 2184 5] 16
1] 2137|810
181356/ 16
1813 7] 9] 10
2/ 8185|616,
208188 9] 10
45| 16| 7] 8] 10
46| 16| 7] 9] 10
56| 16| 8| 9| 10
11216 4] 5] 10
11216 7] 8| 138
108165 6] 10
10816 7| 9] 13
20816 5] 6| 10
20816 8| 9| 13
4| 5|10 7] 8] 18
4| 610 7] 9] 18
50610 8| 9| 13
121145 14
1211 7] 8] 17
1181156 14
1811 7] 9] 17
281156 14,
2811 8| 9] 17
415 14| 7] 8] 17
416 14| 7]9] 17
506|148 9] 17




112 14 [ 4]5] 17

102 14 | 7] 8] 11

108 14 [ 5] 6] 17

1123 1 108 14 | 7] 9] 11
4156 u [17| = [2[38]| 14 |5|6]| 17|,

7189 11 28] 14| 8| 9] 11

415 17 | 7] 8] 11

46| 17 | 7] 9] 11

506|176 | 8| 9| 11

112171 4] 5] 11

10217 7] 8| 14

18175 6] 11

1123 17 10817 7] 9] 14

4156 u [11| = [2[8[17]5]| 6| 11

7189 1 20817 8| 9| 14

41511 7] 8] 14

416 11]| 7] 9] 14

50611 8| 9| 14

11212145 15

1] 2127|818

1] 8(12]5]6]| 15

1123 12 1] 812 7] 9] 18
5/6| U [15| = [2|8[10]5]|6]13],

70 8] 9 18 20812 8| 9] 18

45| 15| 7] 8] 18

46| 15| 7| 9] 18

56| 15| 8| 9| 18

1] 2154 5| 18

12157 8] 12

1815|656 18

11238 15 1] 8[15|7] 9] 12
41156 U [18| = [2[8[15|5|6] 18],

70 8] 9 12 20815 8| 9] 12

45| 18| 7] 8] 12

46| 18| 7] 9] 12

56| 18| 8| 9| 12

112184 5] 12

11218 7| 8| 15

118185 6] 12

1123 18 10818 7] 9] 15

11516 u [12| = [2[3]|18|5| 6] 12

7189 15 20818 8| 9] 15

4| 5|12 7] 8] 15

i1 6127 9] 15

51612 8| 9| 15

4.2.2 Meéthode de construction de plans rectangulaires i angles droits (56) (PBIPEs)

Soient v = 2nl traitements rangés dans deux tableaux de n lignes et ! colonnes chacun. Soit C](-g) =

(a(lgj)7 aé?-), ailgj)

avec s choisi dans {3, ..., 14+1} a chaque tableau de le forme CJ(»g) UAW) (¢ #ge{1,2}) pour j =1,...,1
et g € {1,2}, et en considérant uniquement les combinaisons de s traitements contenant une composante de

) la j¢™¢ colonne du ¢g¢¢ tableau g € {1,2}. En appliquant la méthode combinatoire (s)

la colonne C](.g) g € {1,2}); 'ensemble de tous les blocs donne un PBIPE & cing classes associées.
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Théoréme 4. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres suivants :
v=2nl, b=In(n—-1)C._,, r=sn—1)C'_|, k=2s, \j =I(n—1)C""2, Xy =sC._,,

A3 =102 Ny =2(n—1)C7L, N =207}
sont des plans rectangulaires 4 angles droits (5) (PBIPEs).

Démonstration. — Les valeurs de v et £k sont évidentes.
— r : pour chaque traitement agg du tableau A (g € {1,2}), nous avons :

— D’une part, sur chaque tableau C](-f YU A (¢’ # g), appliquant la procédure avec les autres éléments

de la méme ligne. Il y a C! | possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. Donc il en résulte

(n — 1)C!_, répétitions de a(q>

— D’autre part, sur chaque tableau A U C’J(g/) (¢ # g), 5 =1,...,1, appliquant la procédure avec
les autres éléments de la méme ligne. Il y a Ci:é possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois.
En Considérant tous les tableaux A(9) U C;g/) (¢ # g), pour j = 1,...,1; alors on : I[(n — 1)C 7}
répétitions de a;j,.
Ainsi : r = (n — 1)[C!_, +1C7L) = s(n —1)CL_,.
— A1 : Deux traitements agjg et agj’,) du tableau A (g = 1,2 et jo # j}) apparaissent ensemble (n—1)C’. "3
“JO
fois avec les autres [ — 2 éléments de la méme linge i des tableaux de la forme A U CJ(.'(]) (g" # g),

pour chacun des deux tableaux. En considérant tous les tableaux A(9) U C'J(»g/) pour j =1,...,[; alors
(9) (9)

iio eta

on a: I(n —1)C'~2 fois ot les deux traitements a; apparaissent ensemble.

— A2 : Considérons deux traitements a( ) et aiqj-)o du tableau A(g) (9=1,2eti#4),ona:
— D’une part, dans un tableau A U C](.g ) (¢’ # g), les deux traitements apparaissent ensemble Ci:é

fois. En considérant tous les tableaux de la forme A(g)UCJ(g/) (¢’ # g) pour j = 1,...,1,ils apparaissent
ensemble [C!~} fois.

— D’autre part, dans le tableau Cj(-f) UAW) (¢ # g), les deux traitements apparaissent ensemble C!_,
fois.
Au total \p = 1C 75 +CL_ | =sCL_ .
— A3 : Deux traitements afj]o) et ag;qj)/ du tableau A (g =1,2, i # i and j, # j},) apparaissent ensemble
JO

Cé:g fois pour chacun des tableau de la forme A U C(-g/) (¢’ # g). En considérant tous les tableaux
(9) (9)

ijo i apparaissent ensemble

AWy C’j(.g/) (9" # g) pour j = 1,...,l, alors les deux traitements a,; et a;

-2 ¢ -
CS 3 fois.

— : Soit deux traitements a( 9)

et a( g) appartenant a A et A respectivement (¢ # g et g,¢' =

1,2) :pour le tableau A9 U Cj, ( respectivement C}g Al )) les deux traitements apparaissent

ensemble (n — 1)C'~} fois (respectivement). Par conséquent, ils apparaissent ensemble 2(n — 1)C'"}
fois

- . Soit deux traitements a9 et a{¢)

©j i g’
g,9' = 1,2) : pour le tableau A(9) UC<9 ) ( respectivement C<g) UA(9/>) les deux traitements apparaissent

(i # i') appartenant & A9 et A(9") respectivement (¢ # g et

ensemble Cijé fois (respectivement) Par conséquent, ils apparaissent ensemble ZC 1 fois.
— b : En appliquant la méthode de construction sur chaque tableau de la forme : 9) U C](-g (9 # 9),
on obtient n(n — 1)C!_, /2 blocs. Donc pour les | tableaux de la méme forme A U C’J(»g)h, on obtient

In(n — 1)C!_,/2 blocs. En considérant tous les tableaux A(Y) U CJ(-g/)h pour ¢',g = 1,2, il en résulte
In?(n —1)C'_, blocs.
O

Remarque 6. Les relations d’ezistence des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

37



Démonstration.

rv=s(n—1)C'_, x 2nl = In(n — 1)C._, x 25 = bk.

5

D> Aini =1(n—1)C3(1—1) +sCL_y(n— 1) +1CL5(1 = 1)(n = 1) + 2(n — 1)CL41 + 2C " (n — 1)1

i=1

=s(n—1)CL_, x[(25) — 1] =7(k —1).

Exemple 6. Soit v = 2 x 3 x 3 traitements rangés dans deuz tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

2

3

6

1
4|5
7|8

9

Appliguons la méthode de construction avec s=38, Uensemble de tous les blocs obtenus donne un plan rectan-

gulaire d angles droits (5) de paramétres :
v=18,b="547 =18,k =6, \ =6, Ag = 9, A3 = 3, \, = 8 \s = 4

10

11

12

13

14

15

16

17

18

10 | 11 | 12
U [ 18] 14] 15
16 | 17| 18
10| 11| 12
U [ 18] 14| 15
| 8] 16 | 17 18
10] 11| 12
(6] U [13]14] 15
9] 16 | 17| 18

1] 10] 11 4| 18] 14
11012 4| 18] 15
11112 4| 14| 15
110 11| 7] 16 | 17
1] 10 12| 7] 16 | 18
11112 7] 17] 18
4 18| 14| 7] 16| 17
4 18| 15| 7] 16| 18
41415 7] 17] 18
21 10] 11| 5] 18] 14
2010|125 18| 15
2 11| 12| 5| 14| 15
2 10| 11| 8| 16 | 17
2 10| 12| 8| 16| 18
2 11| 12| 8| 17] 18
5| 18| 14| 8| 16 | 17
5|13 15| 8| 16 | 18
5| 14| 15| 8| 17 18
g1 10] 11| 6] 18] 14
gl 10|12 6| 18| 15
g 11| 12| 6| 14| 15
g 10| 11| 9| 16 | 17
gl 10| 12| 9| 16| 18
g 11| 12| 9| 17] 18
6| 13| 14| 9| 16 | 17
6| 13| 15| 9| 16 | 18
6| 14| 15| 9| 17 18




112[10]4]5] 13
10210 7] 8] 16
118105 6] 13
1123 10 11810 7] 9] 16
i 5|6 u [13| = [2[3| 105 6] 18
7189 16 20810 8| 9] 16
45|13 7] 8] 16
4| 6137 9] 16
516 18| 8| 9| 16
112111145 14
12117 8] 17
181156 14
1123 11 1811 7] 9] 17
41516 u [14| = [2[8[11|5|6] 14,
7189 17 2811 8| 9] 17
415 14| 7] 8] 17
416147917
506|148 9] 17
12121 4]5] 15
1] 212 7] 8] 18
181256/ 15
1123 12 18127 9] 18
4|56 u [15| = [2[8|10|5|6] 18],
7189 18 2812 8| 9] 18
45| 15| 7] 8] 18
46| 15| 7| 9] 18
5/6|15| 8| 9| 18

4.2.3 Meéthodes de construction de plans rectangulaires 4 angles droits (7)
(PBIPE;)

Premiére méthode de construction de plans rectangulaires & angles droits (7) (PBIPE7)

Soient v = 2nl (n > 2,1 > 2 traitements rangés dans deux tableaux de n lignes et [ colonnes chacun. La
Méthode Combinatoire (s) avec s choisi dans {2, ..., -1} 4 chaque tableau, donne deux ensembles de blocs.
En juxtaposant les blocs du premier ensemble avec ceux du second ensemble, de telle sorte que les blocs
contenant le traitement a;; et a,/; sont placés cote & cote, on obtient un plan rectangulaire & angles droits
PBIPFE & sept classes associées.

Théoréme 5. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres suivants :

u:2m,b:3@§i%1 r=(n—-1)C" =X, k=4s, A1 =(n—1)C72 = \s,

Ao =Cll =X, \3=0C2 =\
sont des plans rectangulaire & angles droits (7)(PBIPE?).

Remarque 7. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifides.

Exemple 7. Soit v = 2 x 3 x 3 traitements rangés dans deuz tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

11273 0] 11 12
4156 18| 14| 15
7189 16| 17| 18
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’0218,1):9,7':4:)\4,]{3:87)\1:2:)\5,>\2:2:)\6,)\3:1:/\7.

1124510 11] 18] 14
113461012 13| 15
285|611 12| 14| 15
1278101116 17
18| 7[910|12]| 16| 18
238|911 12| 17| 18
415 78|13 14| 16| 17
41679 13] 15| 16| 18
516|809 14|15 17| 18

Dans le paragraphe qui suit, nous proposons une deuxiéme méthode de construction de PBIPFE; oi les
Ai # Aipa (1=1,2,3).

Deuxiéme méthode de construction des plans rectangulaire & angles droits (7) (PBIPE;)

Soient v = 2nl traitements rangés dans deux tableaux de n lignes et | colonnes chacun. Soient CJ(-g) =

(a(lj),agg),. . 53)) la j°m colonne du ¢°¢ tableau et R\Y = (a9, a'?, ... a'?) la i*m* ligne du g°m*
tableau pour g € {1,2}. En appliquant la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {3, ..., 1}, d’'une
part, 4 chaque tableau de la forme 07(9) u [A(g/)\Cj(-g/)] (¢ #g€{1,2})pour j =1,...,let g € {1,2}, et
d’autre part, & chaque tableau de le forme R§g> u [A(g/)\RZ(»g,>] (¢ #g€{1,2})pouri=1,...,let g€ {1,2},
et en ne considérant que les combinaisons de s traitements contenants une composante de la colonne C’j(-g)

(respectivement de la ligne Rgg)). L’ensemble de tous les blocs donne un PBIPE & sept classes associées.

Théoréme 6. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres suivants :
v=2nl, b=n(n—1)(s+2)C), r=m—-1)(s+2)C. ], k=2,

M=s(n—1)C"2 N=sC"} \3=(01-2)0C3, X\=0,
As =2(n—1)C73, Ng =201, N\ =402

s—1»

sont des plans rectangulaires 4 angles droits (7) (PBIPE7).

Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.

— r : Pour chaque traltement aggj) de tableau A et pour g = 1,2, nous avons :

— Dans le tableau C U[Al) \C’(g/)] (¢ # g) et pour g,9' = 1,2, en appliquant la procédure avec les

[ — 1 autres elernents de la méme ligne, il y a C’ 1 possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois.

(9)
i0j0

— Dans un tableau [A(g)\C](-g)] U Cj(g/)) (¢ #getg,g =1,2)avec j # joet j=1,...,1, en appliquant

la procédure avec les [ — 1 autres traitements de la méme ligne, il y a C’l 5 poss1b111tes chacune
(9)

Alors aj)) apparait (n — 1)C.~} fois.

étant répétée (n — 1) fois. Alors a\)) apparait (n — 1)C'~2 fois. En considérant tous les tableaux

i0j0
£141_(9>\C'§g)]UC’J(»g N(g #getg g =1,2)j#joetj=1,...,1, alors a§g§0 apparait (1—1)(n—1)C! 73
ois.
— Dans le tableau RES’) U [AC \R(y )] (¢ # g et g,¢" = 1,2), en appliquant la procédure avec les !

autres traitements de la méme ligne. Il y a Cl _7 possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois, alors
e
70]

~ Dans un tableau [A9\R; g)] R(g )) (¢ #get g, g =1,2),aveci #igeti=1,...,n, en appliquant

(9)
1070

apparait (n — 1)C’~} fois.

la procédure avec les [ — 1 autres traitements de la méme ligne, alors o apparalt C 1 ! fois. Enfin,

en considérant tous les tableaux [A(g>\Rl(.g JU Rgg )aveci#igeti=1,...,n, alors agg;h est répété
(n —1)C'~1 fois.
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Par conséquent, r = (n — 1)[C. 71 + (1 - 1)C 2+ C L+ C2 ) = (n — 1) (s +2)C 1.

A1 @ Soit deux traitements afé’jo et aEgJ), appartenant & A9 avec j, # jo (g=1,2):
0
— Dans un tableau de la forme [A(g)\Cj(-m] U Cj(-g)) () # getgg =1,2) avec j # jo, § # Jj et
7 =1,...,1; les deux traitements apparaissent ensemble avec les [ — 3 autres traitements. Il y a Ci:‘;

possibilités chacune étant répétée (n — 1) fois, ainsi ils apparaissent (n — 1)C’é:§ fois. En Considérant
tous les tableaux [A(g)\C;g)] U Cj(-g,)) (¢ #getg,g =1,2)avecj #jo,j#joetj=1,...,1 les
deux traitements apparaissent ensemble (I — 2)(n — 1)C’~3 fois.

— Dans le tableau R9)i0 U [A(9/>\R§f')] (¢ # g et g,g = 1,2), les deux traitements apparaissent
ensemble avec les | — 2 autres traitements de la méme ligne (n — 1)C'~2 fois.

— Dans un tableau [A(-")\R;g)] U Rg-g/)) (¢ #getg,g =1,2)aveci #ipeti=1,...,n,le couple de
traitements apparait avec les [ — 2 autres traitements de la méme ligne C'~2 fois et en considérant
tous les tableaux [A(g)\ngg)] U R;gl)) (¢ #getg,g =1,2)aveci #igeti=1,...,n, alors les deux
traitements apparaissent ensemble (n — 1)C'~2 fois.

Ainsi, \y = (1 = 2)(n — 1)C. 3 + (n — 1)CL2 + (n — 1)C 73 = s(n — 1)CL72.

Ao : Considérons deux traitements agggo et ag/gj).o A (g =1,2), avec ig # i), on a :
- [0}

— Dans [A(g)\Cj<g)] U Cj(g/)) (¢ Zgetg,g =1,2)avec j # joet j =1,...,1, les deux traitements
apparaissent ensemble C’i:% fois pour chaque tableau. Considérons tous les tableaux de la forme
[A(9>\C](-g)] U C’j(-gl)) (¢ # getgg = 1,2) with j # j, for j = 1,...,1, les deux traitements
apparaissent (I — 1)C!~} fois.

— Dans Cj(»g> U [A<9/)\Cj(-f)] (g9 = 1,2), les deux traitements apparaissent ensemble C'~} fois.

Ainsi Ay = (1 - 1)C 72+ C7Y = sCL L.

A3 : Considérons deux traitements al(.g])b et aggj).é de AW (g =1,2) avec iy # i, and jo # 7j)), dans chaque
tableau de la forme [A(g)\C](g)] UCJ(-g )) (¢ #getg,g =1,2)avecj #jo,j#joetj=1,...,1 les
deux traitements apparaissent ensemble Ci:g fois. En Considérant tous les tableaux pour j =1,...,1,

alors les deux traitements o'’} et a7,
0Jjo i34

A4 : Considérons deux traitements a,gf)
rassent jamais ensemble, ainsi \y = 0.

A5 : Considérons deux traitements a'? et a\%) (j' # j) appartenant 3 A ( respectivement A("))

(9 #getgg =12). ’ ! ,

Dans Cj(-g) U [A(9/>\C](-g )] (respectivement dans [A(g)\C}g)] U C'J(;q )}), les deux traitements apparaissent
ensemble (n — 1)C'~2 fois. Ainsi, les deux traitements apparaissent ensemble 2(n — 1)C’~2 fois.

A¢ : Considérons deux traitements agf) E,g;)
(9 #getgyg =12). ‘
Dans R\ U [A(-"/)\RZ(-Q/)] (respectivement dans [A(©@\R!?] U Rg;q/))), les deux traitements apparaissent
ensemble C'~% fois. Ainsi, les deux traitements apparaissent ensemble 2C'~2 fois.

A7 : Considérons deux traitements a'?) et a'?)

l] ,I:/j/
A9 (g #get g.g =1,2).
Dans Cj(-g) U [A(9/>\Cj(-g )] (respectivement dans [A(g)\Cf,g)] U C'J(,g )}), les deux traitements apparaissent
ensemble C'~% fois. Ainsi, les deux traitements apparaissent ensemble 2C' "2 fois.

Dans R\ U [A(g/)\RZ(-g/)] (respectivement dans [A(@)\R\?] U Rg;ql))), les deux traitements apparaissent
ensemble C'~% fois. Ainsi, les deux traitements apparaissent ensemble 2C'~2 fois.

(g = 1,2) apparaissent ensemble (I — 2)C'~% fois.
(9"

et a;; * appartenant & A@) et A) respectivement, ils n’appai-

et a) (i’ # i) appartenant a A ( respectivement A(¢))

(i # i’ et j' # j) appartenant & A9 ( respectivement

Par conséquent, A7:4Ci:%.
b : Par construction : ,
— Le tableau C;g) U [Ale )\C§g )] (¢’ # g), génére n(n — 1)C'~1/2 blocs. Ainsi les | tableaux C’]@ U

[A(gl)\C§gl)] pour j = 1,...,1, donnent In(n — 1)C'~}/2 blocs. En Considérant tous les tableaux
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C](.g) U [A(Q')\C](»g/)] (¢ # g) pour ¢',g = 1,2 , il en résulte In(n — 1)C'~} blocs.

— Le tableau Rgg) U[A(gl)\Rgg/)] (¢' # g), génére (n—1)C! blocs. Ainsi les n tableaux R?”u [A(9/>\R§g/)]
pour i = 1,...,n, donnent n(n — 1)C!, blocs. En Considérant tous les tableaux CJ(-g) U [A(g,)\CJ(-g )]
(¢’ # g) pour ¢’,g = 1,2, il en résulte 2n(n — 1)C’ blocs.

Finalement le nombre de blocs vaut :

b=In(n—1)C=% +2n(n — 1)CL = n(n — 1)(s + 2)C".
O

Remarque 8. Les relations d’ezistence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifides.

Exemple 8. Soit v = 2 x 3 x 3 traitements rangés dans deuz tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

1123 0] 11] 12
4] 5]6 13| 14| 15
708]9 16| 17] 18
11 ] 12 12 1] 2
u yli5),..., 15| U | 4]5
17] 18 18 7] 8
KK
U 4156
18| 14| 15 U
16| 17] 18

4.3 Conclusion

Nous avons développé une série de plans rectangulaires & angles droits (m) (PBIPE,,) am=4,5¢et 7
classes associées et nous avons déterminé les expressions exactes de leurs paramétres.

Ces résultats constituent une partie du papier :

Rezgui, 1., Gheribi-Aoulmi, Z. & H. Monod (2013). New association schemes with 4, 5 and 7 associa-
ted classes and their associated partially balanced incomplete block designs. Advances and Applications
in Discrete Mathematics, 12 (179 - 206).

http ://www.pphmj.com/journals/contents/aadm.htm

Pour les utilisateurs, la configuration de ces plans peut étre obtenue en appliquant le “package” “CombinS”
que nous décrivons dans ’Annexe A.

Le Chapitre 5 généralise ces méthodes de construction. Les PBIPFE construits par ces méthodes généra-
lisées sont basés sur des schémas d’association généralisés (voir le Chapitre 2).
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Chapitre

Plans rectangulaires & angles droits (m)
généralisés, m=4, 5, 7

5.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous décrivons une méthode de construction de plans en blocs incomplets partiellement
équilibrés basés sur les schémas d’association rectangulaires & angles droits (m) généralisés, définis dans le
Chapitre 2 et en utilisant la Méthode Combinatoire développée dans le Chapitre 3. Les plans obtenus sont
appelés, plans rectangulaires & angles droits (m) généralisés (PBIPEG,, & m= 4, 5 et 7 classes associées.

5.2 Construction des plans rectangulaires a4 angles droits (m) gé-
néralisés

Soit v = wnl (n > 2,1 > 2) traitements rangés dans w tableaux de n lignes et | colonnes chacun :

cY o ... c? ... oY
Rég; ailglz ailgz aésj; aé‘(,’;
R | ay | asy | ... | ag¥ | ... | ay
Ao [ (o | [ [ | a7
RY [ a9 a9 | . ][9] .. ] a9

AW (ge{1,2,...,w})
5.2.1 Méthodes de construction de plans rectangulaires 4 angles droits (4) gé-
néralisés
Premiére méthode de construction de plans rectangulaires &4 angles droits (4) généralisés

Appliquons la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {2, ..., I-1} & chaque tableau. L’ensemble de
tous les blocs donne un PBIPFE 3 quatre classes associées.

Théoréme 7. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres :

v=wnl, b=wn(n—-1)CL/2, r=(n-1)C.7], k=25, \y =(n-1)C72, X =C1,\3=C"3, =0
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sont des plans rectangulaires & angles droits () généralisés (PBIPEG,).

Démonstration. Pour chaque tableau, on obtient un plan rectangulaire de paramétres :

vk =nl,bx=n(n—1)CL/2,r=n—-1)C" k=25, \y = (n— 1)C. 72, Ny = C7Y N3 = CL72

1l est clair qu’en considérant les w tableaux 4 la fois, on obtient un plan rectangulaire 4 angles droits (4) géné-
ralisé de paramétres : v = wvx = wnl, b = wbx = wn(n—1)CL /2, r = (n—1)C. 71, k=25, \; = (n—1)C' 73,
Ao =Clol Ny =Cl 2

A4=0, en effet :
Les deux traitement a%’) et al(»;q.,) des tableaux A et A9) (9 # ¢ € {1,2,...,w} respectivement n’appa-
raissent jamais ensemble dans le méme bloc, ainsi A, = 0. O

Remarque 9. Les relations d’ezistence des plans en blocs incomplets partiellernent équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

Démonstration.

rv = (n—1)C.=% x wnl = wn(n — 1)CL x 25 = bk.

4
Z)\mi =(n-DC21-1)+Cin—1)+C 21— 1)(n— 1) +0 x (w—1)nl
i=1

= (n - 1)C'ZH[(28) — 1] = r(k — 1).

Proposition 7. Soit un PBIPEG, de paramétres

v=wnl, b=wn(n-1)C'/2, r=n-1)C" k=25 X\ = (n-1)C!

S

2o =CTt =02 =0

Pour n ou | pair et s diviseur de | ou s, le PBIPEG, est un PBIPFE résolvable da r classes paralléles.
Chacune des classes contient ¢ = wg—i blocs.

Démonstration.
wn(n —1)CL  wn(n —1)IC.7} nl
q="b/r= -1 — -1 - Wo_-
2(n —1)C 3 2s(n—1)C,—3 2s
n ou [ pair et s diviseur de [ ou n. Alors g € N. O

Exemple 9. Soit v = 3 x 3 X 3 traitements rangés dans trois tableauz de 3 lignes et 3 colonnes :

1] 2] 3 1011 12 19 20 21
i1 5|6 13| 14| 15 22 | 23| 24
71819 16 | 17 18 25 | 26 | 27

Le plan rectangulaire & angles droits (4) généralisé obtenu & partir de la Méthode Combinatoire (s = 2) a

pour parameétres :
U:27,b:27,7“:4,k‘:4,)\1 :2,/\222,)\3:1,/\420
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11 2] 4] 5
18] 4] 6
285 6
1 2] 7] 8
18] 7] 9
2 3| 8] 9
i 5] 7] 8
4| 6 7] 9
56| 8 9
0] 11| 18| 14
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19| 21| 25| 27
20| 21 26| 27
22| 23| 25| 26
22| 24| 25| 27
23| 24| 26| 27

Lemme 3. Pour le cas particulier s = [, la méthode précédente peut servir d la construction de plans emboités
divisibles en groupes de paramétres :

v=wnl, b=wn(n—-1)/2, r=n—-1, k=2, M1=n—-1, a=1=MX3, \y=0

Dans le paragraphe qui suit, nous proposons une deuxiéme méthode de construction de PBIPEG, ot
Aq # 0.

Deuxiéme méthode de construction de plans rectangulaires 4 angles droits (4) généralisés

Soit CJ(-Q) = (a%’-),agg-), @Y 1a jeme colonne du ¢“™ tableau g € {1,2,...,w}. On définit C}g)l =C,

j nj

h
pour h = 1 et Cj(.g) = (agfj),agi)_kl)j,...,ai?,agg),...,aéz)_l)j)’ pour h = 2.3,...n (g € {1,2,...,w}).
En appliquant la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {3, ..., 1+1} 4 chaque tableau de le forme

C](-g)hUA(g/> (¢ #9g€{1,2,...,w})pour j =1,....[, h=1,...,net g € {1,2,...,w} et en considérant
uniquement les combinaisons de s traitements contenant une composante de la colonne C(9", L’ensemble de
tous les blocs donne un PBIPFE 3 quatre classes associées.

Théoréme 8. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres :

v=wnl, b=w(w—1)n*n—1)C._,/2, r=s(w—1)nn—1)C._,, k=25, \ = (w—1)in(n—1)C. 72,
Ao =s(w—1DnCl_;, A3 =(w—1)nlC=%, N\ =4(n—1)C73.

sont des plans rectangulaires & angles droits () généralisés (PBIPEG,).

Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.
- 7 : Soit agfo) € AW (g€ {1,2,...,w}), nous avons :
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— Sur chaque tableau C](f)’l U A(-‘/), appliquons la procédure avec les autres éléments de la méme ligne ;
il y a C._, possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. En considérant les n permutations (h =
1,...,n), nous avons n(n—1)C!_, apparitions de ago). Donc pour CJ(-(?)]LUA(Q/) (¢ #g€{1,2,...,w}),

(9)

il en résulte (w — 1)n(n — 1)Ct_, répétitions de a,7.
— Sur chaque tableau A U Cj(-g/)h (¢ #9),j=1,...,let h=1,...,n, appliquons la procédure avec
les autres éléments de la méme ligne; il y a C’é:é possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. En
considérant les n permutations (h = 1, ...,n), nous avons n(n—1)C!_, apparitions de agfg. Donc pour

un tableau A9 U C](,gl)h (9 #9),7=1,...,1 agfg est répété n(n — l)C’ijé fois. En Considérant tous
les tableaux A U Cj(-g/m, g #ge{l,2,...,wtetj=1,...,0;il en résulte (w — 1)in(n — 1)C._}
répétitions de a;j,.

Ainsi: 7 =n(n —1)(w - 1)[C,_, +1C' 7L = s(w — 1)n(n — 1)CL_,.

A : Soient a9, ¢\9) € A9 (g9 € {1,2,...,w} et jo # j}), ils apparaissent ensemble (n — 1)C'~2 fois

tjo?* ij)
avec les autres | — 2 éléments de la méme ligne i des tableaux de la forme A U C’](fq )h (¢ #9 €
{1,2,...,w}. Pour les n permutations,les deux traitements apparaissent ensemble n(n — I)Ci:i fois.

En considérant tous les tableaux A9 U C’j(-g/)h pour j=1,...,let ¢ #¢g € {1,2,...,w}; il en résulte,
(9) (9)

(w — 1)In(n — 1)C'~2 fois ot les deux traitements a;j, €t a;;, apparaissent ensemble.
A2 @ Soient a%’g, ag,gj)n €AW (ge{1,2,...,wleti#4),ona:

— Dans un tableau A U Cj(-g/)h (¢" # g), les deux traitements apparaissent ensemble C!~) fois. Pour
les n permutations (h = 1,...,n), ils apparaissent ensemble nCé:é fois. En considérons tous les
tableaux de la forme A U C;g/)h pour j = 1,....0let ¢ # g € {1,2,...,w}, ils apparaissent
ensemble (w — 1)InC’~} fois.

— Dans un tableau C’J(»fm U AW (g # g), les deux traitements apparaissent ensemble C!_, fois. Pour
les n permutations (h = 1,...,n) et tous les tableaux C’j%”h UAY) pour ¢ # g € {1,2,...,w}, ils
apparaissent ensemble (w — 1)nC!_, fois.

Ainsi : Ay = n(w — D)[IC"L + O] = s(w — 1)nCL_,.

E?g, a(g,), c AW (g e {1,2,...,w}), i # i et jo # j,), ils apparaissent ensemble C’i:% fois

7!
i’ 3¢

pour chacun des tableaux de la forme A9 U Cj(.g/)h (¢’ # g). Pour les n permutations (h = 1,...,n),

A3 : Soient a

ils apparaissent ensemble nC'"% fois. En considérant tous les tableaux A() U C'](»gl)h' (¢ # g) pour
j=1,...;let ¢ # g € {1,2,...,w}, alors les deux traitements an’U) et aEf’J)é apparaissent ensemble
(w — 1)InC =2 fois.
A4 @ Soient ag) € AW gt a%,) € AY) (g#4g €{1,2,...,w}) :
~ Sii=1,

— Pour le tableau A9 U CJ(-,g/)1 (respectivement C;g)l U A(gl)) les deux traitements apparaissent en-

semble (n — 1)C.”} fois. Ainsi ils apparaissent ensemble 2(n — 1)C.~} fois.

— Pour le tableau A(9) U C](.,g)h (respectivement C’](-g>h U A@)) (h = 2,...,n), les deux traitements
apparaissent ensemble C’i:%. Ainsi ils apparaissent ZCﬁjé pour une méme valeur de h. En consi-
dérant toutes les valeurs de h (h = 2,...,n), on obtient 2(n — 1)C’~} fois ou les deux traitements
apparaissent ensemble.

Par conséquent \y = 2(n — 1)C' "L 4+ 2(n — 1)C/=L = 4(n — 1)C7L.
—Sii#£4d
— Pour le tableau A9 U C’§‘7l>1 (respectivement C’j(-g)1 U AW)) les deux traitements apparaissent en-

semble C'~} fois. Ainsi ils apparaissent ensemble 2C" "} fois.

— Pour h = 2,...,n, parmi les (n — 1) permutations du vecteur Cj(_,g)h’ et pour une valeur donnée de A,
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(g")

le traitement a;;; sera a la méme ligne que a\?;

ij i
(n — 1)C'~} fois. Pour les (n — 2) valeurs restantes, les deux traitements apparaissent ensemble
¢!~ fois.

Par conséquent \y = 2C' =L+ (n—1)C' =L+ (n—2)C "L+ (n—1)CL =L+ (n—2)Cl=L = 4(n—1)C' 3.

g')h

alors les deux traitements apparaissent ensemble

— b : En appliquant la méthode de construction sur chaque tableau de la forme A9 U CJ(- , on obtient

n(n — 1)C%_, /2 blocs. Donc pour les [ tableaux de la méme forme A U CJ(-g% et les n permutations

(h=1,...,n), on obtient n x [ x n(n — 1)C’_, /2 blocs. En considérant tous les tableaux A() U C’J(-g,)h
pour ¢’ # g € {1,2,...,w} , il en résulte w(w — 1)In?(n — 1)C._, /2 blocs.
O

Remarque 10. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

Démonstration.

rv=s(w—1)n(n —1)C_, x wnl = w(w — 1)In*(n — 1)C’_| x 25 = bk.

4
> Aini = (w—1D)[In(n — )CLZ3(1 = 1) + snCl_ (n — 1) + nlCL3(1 = 1)(n — 1) + 4(n — 1)CL=} x nl]
=1

= s(w—1)n(n—1)C_| x[(2s) — 1] =r(k —1).

Proposition 8. Soit un PBIPEG, de paramétres

v=wnl, b=w(w—1)n*n—-1)C._,/2, r=s(w—1nn—-1)C._,, k=25, \ = (w—1)in(n—1)C.72,

Ay = s(w—1DnCLy, Ay = (w—DnlCT5, A=4(n—1)C75

Pour n ou |l pair et s diviseur de | ou n, le PBIPEG, est un PBIPFE resolvable d r classes paralléles, dont
chacune des classes contient ¢ = w% blocs.

Démonstration. Identique au Démonstration 5.2.1. O

Exemple 10. Soit v = 3 x 3 x 3 traitements rangés dans trois tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

1[2]3 10] 11] 12 19 20 | 21
4] 5] 6] 18] 14 15 22| 23| 24
7] 8] 9 16| 17 18 25| 26| 27

Appliquons la deuziéme méthode de construction, le plan rectangulaire & angles droits (4) généralisé de pa-
rameétres :

v =27,b=486,r = 108,k = 6,\; = 36, Ao = 54, \3 = 18, \s = 16

a la configuration susvante :

110 11] 4] 187 14
110 12] 4] 18] 15
111 12] 4] 14 15
10] 11 12 1|10 11] 7] 16 17
(4] u [18] 1415 = |[1]10] 12| 7][16] 18],
16 | 17| 18 111 12] 7] 17] 18
4118 14 7] 16 17
411815 7| 16 18
411415 7] 17] 18
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4110 11] 7] 18] 14
4| 10| 12| 7] 18] 15
4| 1112 7] 14| 15
4| 10 11| 1] 16| 17
4| 10| 12 1] 16| 18
4| 11 12| 1] 17| 18
7118 14| 1] 16 | 17
7118 15| 1] 16 | 18
7114 15| 1] 17] 18
7110 11| 1] 18| 14
7010 12| 1] 18] 15
7111 12| 1] 14| 15
7110 11| 4| 16 | 17
7110 12 4| 16 | 18
7111 12 4| 17] 18
11814 4] 16| 17
111315 4| 16| 18
1014 15| 4| 17] 18
1119120 4] 227 23
111921 4] 22 24
1120 21| 4] 23] 24
101920 7] 25| 26
111921 7] 25| 27
112021 7] 26| 27
4| 22 23| 7] 25| 26
4| 22 24| 7] 25| 27
4123 24| 7] 26| 27
41 19] 20] 7] 22 23
4119 21| 7] 22 24
4120 21| 7] 28] 24
4119 20| 1] 25| 26
4119 21| 1] 25| 27
4| 20| 21| 1] 26| 27
712223 1] 25| 26
7122 24| 1] 25| 27
7123 24| 1] 26| 27
7119] 20] 1] 22 23
7119 21| 1] 22 24
7020 21| 1] 28 24
7119 20| 4| 25| 26
7119 21| 4| 25| 27
7120 21| 4| 26| 27
122 23| 4] 25| 26
122244 25| 27
123|244 26| 27
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2110| 11| 5| 18| 14
2110 12| 5| 13| 15
2111 12|5]| 14| 15
21 10| 11| 8| 16| 17
2110| 12| 8| 16| 18
2|11 12| 8| 17| 18
5|13 | 14| 8| 16| 17
5| 13| 15| 8| 16| 18
5|14 15| 8| 17| 18
5110|111 8| 18| 14
5110 12| 8| 13| 15
5111|112 8| 14| 15
5110|111 2| 16| 17
5110| 12| 2| 16| 18
5|11 12| 2| 17| 18
8| 18| 14| 2| 16| 17
8| 13| 15| 2| 16 | 18
8| 14| 15| 2| 17| 18
8| 10| 11| 2| 18| 14
8| 10| 12| 2| 18| 15
8| 11|12 2| 14| 15
8| 10| 11| 5| 16| 17
8| 10| 12| 5| 16 | 18
8| 11| 12| 5| 17| 18
2|118| 14| 56| 16 | 17
2| 18| 15| 5| 16| 18
2| 14| 15| 5| 17| 18
2| 19| 20| 5| 22| 23
2119| 21| 5| 22| 24
2120|215 23| 24
2|19 | 20| 8| 25| 26
2| 19| 21| 8| 25| 27
2| 20| 21| 8| 26| 27
5|122| 23| 8| 25| 26
5|122| 24| 8] 25| 27
5|123| 24| 8] 26| 27
5119| 20| 8| 22| 23
51 19| 21| 8| 22| 24
5|1 20| 21| 8| 23| 24
5|19 | 20| 2| 25| 26
5119|212 25| 27
5120|212 26| 27
8|1 22| 23| 2| 25| 26
8| 22| 24| 2| 25| 27
8| 23| 24| 2| 26| 27
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8|119| 20| 2| 22| 23
8|19 21| 2| 22| 24
81 20| 21| 2| 23| 24
8119 20| 5| 25| 26
8|1 19| 21| 5| 25| 27
8| 20| 21| 5| 26| 27
2122|233 5| 25| 26
2122\ 24| 5| 25| 27
2123 24| 5| 26| 27
3| 10| 11| 6| 18| 14
31 10| 12| 6| 18| 15
3| 11| 12| 6| 14| 15
3| 10| 11| 9| 16 | 17
3| 10| 12| 9| 16| 18
3| 11| 12| 9| 17| 18
6| 13| 14| 9| 16 | 17
6| 13| 15| 9| 16| 18
6| 14| 15| 9| 17| 18
6| 10| 11| 9| 18| 14
6| 10| 12| 9| 13| 15
6| 11| 12| 9| 14| 15
6| 10| 11| 9| 16 | 17
6| 10| 12| 8| 16 | 18
6| 11| 12| 8| 17| 18
9| 18| 14| 3| 16| 17
9| 13| 15| 3| 16| 18
9| 14| 15| 3| 17| 18
9| 10| 11| 3| 18| 14
9)10| 12| 8| 18| 15
9| 11| 12| 8| 14| 15
9| 10| 11| 6| 16 | 17
9|10| 12| 6| 16 | 18
9| 11| 12| 6| 17| 18
3| 18| 14| 6| 16| 17
3118 15| 6| 16| 18
3| 14| 15| 6| 17| 18
3| 19| 20| 6| 22| 23
31 19| 21| 6| 22| 24
31 20| 21| 6| 23| 24
3| 19| 20| 9| 25| 26
3| 19| 21| 9| 25| 27
3| 20| 21| 9| 26| 27
6| 22| 23| 9| 25| 26
6| 22| 24| 9] 25| 27
6| 23| 24| 9] 26| 27




[ 6] 19 20 21
9] u [ 22] 23] ¥4
25| 26 | 27
[ 9] 19 20 21
U [ 22] 23] 24
| 6] 25| 26 | 27
1]2]3 10
415616 u [13
78] 9 16
1123 18
4156 u [16
78] 9 10
1] 2] 16
41516 u [ 10
71819 18
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6] 19 20| 9] 22 23
6| 19| 21| 9| 22| 2
6| 20| 21| 9] 28] 24
6| 19| 20| 3| 25| 26
6| 19| 21| 3| 25| 27
6| 20| 21| 3| 26| 27
9 22| 23] 3| 25| 26
922|243 25| 27
92324 3| 26| 27
919 20| 3| 22 23
919 21| 3| 22| 24
9 20]| 21] 3| 23| 24
9 19| 20| 6] 25| 26
919 21| 6| 25| 27
920|216 26| 27
322|236 25| 26
322|246 25| 27
323|246 26| 27
11 2]10] 4] 5] 18
12|10 7] 8] 16
113|105 6] 18
11310 7] 9] 16
2810|5613,
2310|8916
4513 78] 16
4161379 16
506|138 8| 9] 16
1] 2] 18] 4] 5] 16
1] 218 7] 8] 10
113185 6] 16
11318 7] 9] 10
2| 8185|616 |,
2| 8138|8910
A 501678 10
461679 10
56|16 8| 9] 10
11216 4] 5] 10
1216 7] 8] 18
18165 6] 10
1816 7] 9] 18
2/ 8(16| 5| 6| 10
2816|8913
415107813
416|120 7913
56|10 8| 9] 18




19 20 21 10
22 | 23| 24 13
25 | 26 | 27 16
19 20| 21 13
22| 23| 24 16
25 | 26 | 27 10
19 20 21 16
22 | 23| 24 10
25 | 26 | 27 13
1123 11
41 5|6 1}
70 8] 9 17
1123 1/
i1 5|6 17
70 8] 9 11

52

19120 10] 22| 23] 18
19| 20| 10| 25 | 26 | 16
19| 21| 10| 22| 24| 18
19| 21| 10| 25 | 27| 16
20| 21| 10| 23| 24 | 13
20| 21| 10| 26 | 27| 16
22 | 23| 13| 25 | 26 | 16
22| 24| 18| 25| 27| 16
28| 24| 18| 26 | 27| 16
19| 20| 13| 22| 23] 16
19| 20| 13| 25 | 26 | 10
19| 21| 13| 22| 24| 16
19| 21| 13| 25 | 27 10
20| 21| 18| 28| 24 | 16
20| 21| 18| 26 | 27| 10
22| 23| 16 | 25 | 26 | 10
22 | 24 | 16 | 25 | 27| 10
23| 24 | 16 | 26 | 27| 10
19 20] 16 | 22 | 23] 10
19| 20| 16 | 25 | 26 | 18
19| 21| 16 | 22 | 24| 10
19| 21| 16 | 25 | 27| 18
20| 21| 16 | 23| 24| 10
20| 21| 16 | 26 | 27| 13
22| 23| 10| 25| 26 | 13
22 24| 10| 25| 27| 138
28| 24| 10| 26 | 27| 138
121145 14
1211 7] 8] 17
181156 14
1811 7] 9] 17
2811|5614,
2811|8917
A5 14| 78] 17
416147917
506 14| 8] 9] 17

1] 21414 5] 17
1214 7] 8] 11
1131456 17
18|14 7]9] 11
2814|5617,
2814|8911
4517 7] 8] 11
41617 7] 9] 11
506 17] 8| 9] 11




1]2] 8 17
i 5|6 11
7189 14
191 20 | 21 11
22 | 23 | 24 14
25 | 26 | 27 17
191 20 | 21 14
22 | 23 | 24 17
25 | 26 | 27 11
19 20| 21 17
22 | 23| 24 11
25 | 26 | 27 14
1]2]3 12
4|56 15
789 18
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11217 4]5] 11

1] 2] 17| 7] 8] 14
1817 5]| 6] 11
11817 7] 9] 14

2 817] 5| 6| 11
28|17 8| 9| 14
415 11| 7] 8] 14
416 11|79 14
56|11 8| 9| 14
1920 11] 22| 23] 14
1920 11| 25 | 26 | 17
19 21| 11| 22| 24| 14
19| 21| 11| 25 | 27 17
20| 21| 11| 23| 24 | 14
20 | 21| 11| 26 | 27| 17
22 | 23| 14 | 25 | 26 | 17
22 | 24 | 14| 25 | 27| 17
28| 24 | 14| 26 | 27| 17
1920 14| 22| 28| 17
19 20| 14| 25 | 26 | 11
19| 21| 14| 22| 24 | 17
19| 21| 14| 25 | 27] 11
20| 21| 14| 28 | 24 | 17
20| 21| 14| 26 | 27| i1
22 | 23| 17| 25| 26 | 11
22 | 24| 17| 25| 27| 11
23| 24| 17| 26 | 27| 11
19 20] 17 22| 23] 11
19| 20| 17| 25 | 26 | 14
19| 21| 17| 22| 24| 11
19| 21| 17| 25 | 27| 14
20| 21| 17| 23| 24| 11
20| 21| 17 26 | 27| 14
22| 23| 11| 25| 26 | 14
22 24| 11| 25| 27| 14
28| 24| 11| 26 | 27| 14
1212 4]5] 15
1212 7] 8] 18
118|125 6] 15
11312 7] 9] 18
2810 5|6 13,
2|3 12] 8| 9] 18
4515 7] 8] 18
4|6 15| 7| 9] 18
56| 15| 8| 9] 18




11238 15
1156 18
7189 12
1123 18
4|56 12
7189 15

19 20 21 12

22 | 23| 24 15

25 | 26 | 27 18

19 20 21 15

22 | 23| 24 18

25 | 26 | 27 12

19 20 21 18

22 | 23| 24 12

25 | 26 | 27 15
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1] 21914 5] 22
1] 2197|825
181956 22
1123 19 181979/ 25
i1 5|6 U [22| = [2[8[19]5|6] 22,
7189 25 2819 8] 9] 25
415|227 8] 25
41622792
5622|8925
1] 22245 25
1] 2227|819
1] 8225|625
1123 22 1] 82279/ 19
4156 U [25| = [2(8[22(5|6] 25/,
7189 19 2/ 8228|919
45|25 7]8] 19
46|25 7]9] 19
56| 25|89 19
11225 4] 5] 19
11225 7] 8] 22
1082556 19
1123 25 10825 7|9/ 22
4156 u [19] = [2[8[25|5|6] 19
7189 22 2038|2589 22
41519 7] 8] 22
4| 6119 7] 9] 22
506 19| 8| 9| 22
19110 11] 22 13 14
19 10| 12| 22| 18| 15
19| 11| 12| 22| 14| 15
0] 11] 12 19 19 10| 11| 25| 16 | 17
1314 15| ul 22| = [19]| 10| 12| 25| 16| 18
16 | 17| 18 25 19| 11| 12| 25 | 17 18
22 | 18| 14| 25| 16 | 17
22 | 18| 15| 25| 16 | 18
22 | 14| 15| 25| 17| 18
22 10| 11| 25| 18| 14
22 | 10| 12| 25| 18| 15
22 | 11| 12| 25| 14 | 15
0] 11] 12 22 22 | 10| 11| 19| 16 | 17
18114 15| ul 25| = [22| 10| 12| 19] 16| 18
16 | 17| 18 19 22 | 11| 12| 19| 17| 18
25| 13| 14| 19| 16 | 17
25| 18| 15| 19| 16 | 18
25| 14 | 15| 19| 17| 18
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25 10| 11| 19] 18] 14
25| 10| 12| 19| 18| 15
25| 11| 12| 19| 14 | 15
1011 12 25 25| 10 | 11| 22| 16 | 17
18114 15| ul19| = [25| 10| 12| 22| 16| 18
16| 17| 18 22 25| 11 | 12| 22 | 17 18
19| 18| 14| 22| 16 | 17
19| 18| 15| 22| 16 | 18
19| 14| 15| 22| 17] 18
1220 4]5] 23
1] 2207|826
1] 8205|623
112]3 20 1820 7] 9] 26
i1 56| U [23| = [2[8|20|5|6] 23],
789 26 2/ 8208|926
45|28 7]8] 26
46|28 79] 26
5623|8926
1] 2234 5] 26
122378 20
18 235|626
1]2]3 23 182379 20
i1 56| U [26| = [2[8[255|6] 26/,
789 20 23238920
45|26 78] 20
46|26 7|9] 20
56|28 9| 20
11226 4]5] 20
11226 | 7] 8] 23
1082 |5]|6]| 20
1]2] 8 26 10826 7| 9] 23
i 5|6 U [20| = [2[3]|26|5|6] 20
7189 23 20526 8] 9] 23
4|52 78] 23
4| 627923
506 20| 8| 9| 23
20 10| 11 23] 18] 14
20 10| 12| 28| 18| 15
20| 11| 12| 28 | 14| 15
0] 11] 12 20 20| 10| 11| 26 | 16 | 17
18114 15| ul 23| = |[20| 10| 12| 26| 16| 18
16| 17| 18 26 20| 11 | 12| 26 | 17| 18
28| 13| 14 | 26 | 16 | 17
28| 13| 15| 26 | 16 | 18
28| 14 | 15| 26 | 17| 18
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23] 10| 11| 25| 18] 14
23 10| 12| 25| 18| 15
28 11| 12| 25| 14 | 15
1011 12 23 28 10| 11| 20| 16 | 17
13| 14| 15 26| = |23 10| 12| 20| 16 | 18
16 | 17| 18 20 23| 11| 12| 20| 17| 18
26| 13| 14| 20 | 16 | 17
26| 15| 15| 20| 16 | 18
26| 14| 15| 20| 17| 18
26| 10 | 11| 20| 13| 14
26| 10| 12| 20| 13| 15
26| 11| 12| 20| 14 | 15
0] 11 12 26 26| 10| 11| 23| 16 | 17
18| 14| 15 20| = |26 10| 12| 23| 16 | 18
16 | 17| 18 23 26| 11| 12| 28| 17| 18
19 13| 14| 28| 16 | 17
19| 13| 15| 23| 16 | 18
19 14 | 15| 28| 17 18
112121145 24
1] 2217|827
1] 8215|624
1123 21 1] 821 7] 9] 27
1|56 2| = [2[38|21|5]6]| 24|,
7189 27 2/ 8218|927
15|24 7]8] 27
46|24 7]9] 27
56| 24| 8| 9] 27
1] 22414 5] 27
1] 2247|821
1824156 27
1123 2/ 182479 21
4156 27| = (28|24 5|6]| 27],
7189 21 282/ 8| 9] 21
415|277 8] 21
46|27 7|9 21
56278 9| 21
112[2714]5] 21
10227 7] 8| 24
118275 6] 21
1123 27 10827 7] 9] 24
4|56 21| = [2[8|27]5|6] 21
7189 24 20827 8] 9] 24
41521 7] 8] 24
416121 7]9] 24
51621 8| 9| 24
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21| 10| 11] 24| 13| 14
21| 10| 12| 24| 18] 15
21| 11| 12| 24| 14 | 15

1011 12 21 21| 10| 11| 27 16 | 17
18114 15| ul 24| = [21| 10| 12| 27| 16| 18
16| 17| 18 27 21| 11| 12| 27| 17 18

24| 13| 14| 27| 16 | 17
2| 18| 15| 27| 16 | 18
24| 14| 15| 27| 17| 18
24| 10| 11| 27] 18| 14
24| 10| 12| 27| 13| 15
24 | 11| 12| 27| 14| 15

10| 11| 12 24 24| 10| 11| 21| 16 | 17
18 14| 15| U| 27| = 24| 10| 12| 21| 16| 18
16 | 17| 18 21 24| 11| 12| 21| 17| 18

27| 13| 14| 21| 16| 17
27| 18| 15| 21| 16| 18
27| 14 | 16| 21| 17| 18
27| 10| 11| 21| 13| 14
27| 10| 12| 21| 18| 15
27| 11| 12| 21| 14| 15

10| 11| 12 27 27| 10| 11| 24| 16 | 17
13| 14| 15| U| 21 = 27| 10| 12| 24| 16 | 18
16 | 17| 18 24 27| 11| 12| 24| 17| 18

21| 13| 14 | 24 | 16 | 17
21| 13| 15| 24 | 16 | 18
21| 14| 15| 24 | 17 18

5.2.2 Méthode de construction de plans rectangulaires 4 angles droits (5) géné-
ralisés

Soient v = wnl traitements rangés dans w tableaux de n lignes et ! colonnes chacun. Soit C](-g> =
( (9) (9) (g_))/

a1] A5 s ey Gy

natoire (s) avec s choisi dans {3, ..., 14+1} a chaque tableau de le forme C’(Q) UAW) (¢ £g€{1,2,...,w})
pour j=1,....let g€ {1,2,.. w}, et en considérant uniquement les comblnalsons de s traltements conte—

la j¢™¢ colonne du ¢“"¢ tableau g € {1,2,...,w}. En appliquant la méthode combi-

nant une composante de la colonne C;g) g €{1,2,...,w}); I'ensemble de tous les blocs donne un PBIPFE &
cinqg classes associées.

Théoréme 9. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paramétres :
v=wnl, b=ww—1)nn-1)C._,/2, r=s(w—-1)(n—1)C._,, k=25, \ = (w—1)l(n—1)C- 72

Ao = (w—1)sC._;, X3 =(w—1ICT2, A\y=2(n—1)C75 N5 =20"1
sont des plans rectangulaires 4 angles droits (5) généralisés (PBIPEGS5).
Démonstmtion - Les valeurs de v et k sont évidentes.
- r : Soit a E A9 (g€ {1,2,...,w}), nous avons :
— Sur chaque tableau C](g) UA(«‘/), appliquons la procédure avec les [ autres éléments de la méme ligne ; il

y a C!_, possibilités, chacune étant répétée (n—1) fois. Donc pour CJ(-f)UA(g/) (¢ #g€{1,2,...,w}),
(9)

ijo "

— Sur chaque tableau A9 U C’§q ) (¢ # g) j=1,...,1, appliquons la procédure avec les (I — 1) autres

il en résulte (w — 1)(n — 1)C._; répétitions de a,

éléments de la méme ligne; il y a Cl _5 possibilités, chacune étant répétée (n — 1) fois. Donc pour
un tableau A U C;gl) (¢ £9),7=1,...,1 a(g) est répété (n — 1)Cé7§ fois. En Considérant tous
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les tableaux A U C§g/), g #£ge{l,2,...,wtetj=1,...,0; il en résulte (w— 1)l(n — l)C’ija
répétitions de a;j,.
Ainsi: r = (n — 1)( —D[C'_, +1C 73] = s(w—1)(n - 1)CL_,.
— A1 : Soient aE?), U € AW (g€ {1,2,...,w} et jo # j}), ils apparaissent ensemble (n—1)C'~2 fois avec
les autres [ — 2 éléments de la méme ligne i des tableaux de la forme A UCJ(-Q,) (¢ #g€{1,2,...,w}.
En considérant tous les tableaux A9 U C’(g/)h pour j=1,....let ¢ #g € {1,2,...,w}; il en résulte,

(w—1) x I x (n—1)C'~2 fois ot les deux traitements a(?o) et a(gz apparaissent ensemble.

— A2 : Soient aijg, ag,gj?o c AW (ge{1,2,...,w}eti+#i),ona:
— Dans un tableau A U C;g/) (¢’ # g), les deux traitements apparaissent ensemble C’ijé fois. En
considérant tous les tableaux de la forme A U C;g/) pour j=1,....let ¢ £g€{1,2,...,w},ils
apparaissent ensemble (w — 1)IC'~} fois.
— Dans un tableau C’j(-f) U AW (¢’ # g), les deux traitements apparaissent ensemble C'_; fois. Pour
tous les tableaux C(g UAW@) pour ¢’ # g € {1,2,...,w}, ils apparaissent ensemble (w —1)C'_ fois.
Ainsi : \y = (w — 1)[101 V4O =s(w—1)C_,.
- : Soient a§]>, aggj, € AW (g€ {1,2,...,w}), i # 1 et jo # j}), ils apparaissent ensemble C'~2 fois
pour chacun des tableaux de la forme A UC(g ) (¢’ # g). En considérant tous les tableaux A9 UC(g )h

(93 et a(,g), apparaissent
Jo

(9 £g)pour j=1,....let ¢ #g€{1,2,...,w}, alors les deux traitements a
ensemble (w - 1) x | x C'=2 fois.

— A4 : Soient a ) e AW) gt ag) € AW) (g4 ¢ €{1,2,...,w}et j/ # j), nous avons :
Pour le tableau ALy CJ(.,g ) (respectivement C](g bu A(gl)) les deux traitements apparaissent ensemble
(n —1)C'=% fois. Ainsi ils apparaissent ensemble 2(n — 1)C.~} fois.

— A5 @ Soient aﬁj’) € AW et a%/) e AW (g +# ¢ €{1,2,...,w}), nous avons :
Pour le tableau A U C’J(‘;q> (respectivement Cj(g) U A(g/)), les deux traitements apparaissent ensemble
C'~1. Ainsi ils apparaissent ensemble 20"~} fois.

— b : En appliquant la méthode de construction sur chaque tableau de la forme A(9) UCJ(-g ) , nhous obtenons

n(n —1)C’_, /2 blocs. Donc pour les [ tableaux de la méme forme A U C(g yilyalxn(n—1)Cl_,/2

blocs. En considérant tous les tableaux A9 U Cj pour g #ge€{l,2,...,w}, il en résulte w(w —
1)in(n —1)CL_, /2 blocs.
O

Remarque 11. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifiées. En effet :

Démonstration.

rv=s(w—1)(n—1)CL_; x wnl = w(w — 1)in(n — 1)C'_,/2 x 25 = bk

Z)\mi:(wfl)[(nfl)Cé 20-1)+sCL_ (n—1)+1C 21— 1)(n— 1)+ 2(n — 1)C. =5+ 2C = (n — 1)]]

= (w—1)s(n—1)CL_; x [(25) = 1] = r(k —1).

Proposition 9. Soit un PBIPEG; de paramétres :

v=wnl, b=w(w-—1)nn-1)C_1/2,7=sw—-1)(n—-1)C'_,k=2s5X\ = (w—1)l(n—1)C. 732,
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Ao = (w—1)sC._ |, A3 = (w—1IC"2 Ny =2(n— 1)C.=5 N5 = 2C1 1.

Pour n ou | pair et s diviseur de | ou n, le PBIPEGs est un PBIPE résolvable a r classes paralléles.

Chacune des classes contient ¢ = w% blocs.

Démonstration. Identique A la démonstration 5.2.1. O

Exemple 11. Soit v = 3 x 3 x 3 traitements rangés dans 3 tableauz de 3 lignes et 3 colonnes :

112] 8 0] 11] 12 19 20 21
1156 18| 14| 15 22 | 29| 24
7189 16 | 17| 18 25 | 26 | 27

Appliguons la méthode de construction avec s=38, Uensemble de tous les blocs obtenus donne un plan rectan-
gulaire d angles droits (5) généralisé de paramétres :
v=27,b=162,r =36,k =6,A\1 =12, Ao =18, A3 =6, 4 = 8, A5 = 4.

1110 11] 4] 13] 14

11012 4] 18] 15

11112 4] 14 15

10] 11] 12 110 11| 7] 16] 17
4| v [18]14[15] = |[1]10|12]|7][16] 18],

16 | 17 18 111 12| 7] 17] 18

411814 7] 16] 17

41815 7] 16 18

411415 7] 17] 18

2110 11]5] 18] 14

211012 5] 13][ 15

211|125 14| 15

10] 11] 12 21 10[ 11| 8| 16| 17
(5| u [18]14[15] = |[2|10|12|8]16] 18],

| 8] 16 | 17 18 211 12] 8] 17] 18

511314 8] 16] 17

5113] 15| 8] 16| 18

5114 15] 8] 17] 18

81 10]11]6] 18] 14

gli10]12]6] 13] 15

gl11|12]6| 14| 15

10] 11] 12 gl 10 11| 9] 16| 17
6| U [18]14[15] = |[s8|10|12]9][16] 18],

9] 16 | 17 18 gl 1112 9] 17] 18

6| 13 14| 9] 16 17

6|13 15| 9] 16 18

6|14 15] 9] 17] 18

111920 4] 22] 23

1119 21] 4] 22] %

1120 21] 4] 23] %

19] 20 21 11920 7] 25] 26

U (2228 24| = [1]19]21[7]|25][27

25| 26| 27 112021 7] 26] 27

422|238 7] 25| 2%

422 24| 7] 25| 27

423 24| 7] 26| 27
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19 20 21
U | 22] 23| 24
| 8] 25| 26 | 27
19 20 21
6] U [ 22] 23] 24
| 9] 25| 26| 27
1] 2] 10
4 5]6] u |18
78] 9 16
1]2]3 11
415]6] U |14
7189 17
1]2]3 12
4[5]6] U [15
7189 18
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211920 5] 22] 23
2019 21| 5| 22| 24
2020 21| 5| 23] 24
2019 20| 8| 25| 26
219 21| 8| 25| 27
220 21| 8| 26| 27
5022 23] 8| 25| 26
5|22 24| 8| 25| 27
5|23 24| 8| 26| 27
3019| 20| 6] 22 23
3119 21| 6| 22| 24
31 20| 21] 6| 23| 24
319| 20| 9| 25| 26
3119 21| 9] 25| 27
3120|219 26| 27
6| 22| 23| 9| 25| 26
6| 22| 24| 9] 25| 27
6| 23] 24| 9] 26| 27
112[10] 4] 5] 138
11210 7] 8] 16
11810 5] 6] 13
10810 7] 9] 16
20810 5] 6| 13
20810 8] 9] 16
45|13 7] 8] 16
4| 6113 7] 9] 16
56| 13| 8| 9| 16
112111145 14
12117 8] 17
181156 14
1811 7] 9] 17
20811 5] 6| 14
2811 8| 9] 17
415 14| 7]8] 17
416147917
506|148 9] 17
11212145 15
1] 212 7] 8] 18
1] 8(12[5]| 6] 15
1] 812 7] 9] 18
20810 5] 6| 13
20812 8| 9] 18
45| 15| 7] 8] 18
46| 15]| 7] 9] 18
56| 15| 8| 9| 18




19 20| 21 10
22 | 23| 24 13
25 | 26 | 27 16
19 20| 21 11
22 | 23| 24 14
25 | 26 | 27 17
19 20| 21 12
22 | 23| 24 15
25 | 26 | 27 18
1]2] 3 19
4156 22
7189 25
1]2] 3 20
45| 6 23
7189 26
123 21
4156 24
7189 27
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19 20 10| 22 23 138
19 20| 10| 25| 26 | 16
19 21| 10| 22| 24 | 18
19 21| 10| 25| 27 16
20| 21| 10| 23| 24 | 13
20| 21| 10| 26 | 27| 16
22| 23| 13| 25| 26 | 16
20 24| 13| 25| 27 16
23 24| 13| 26 | 27| 16
19| 20| 11| 22| 28| 14
19 20| 11| 25| 26 | 17
19| 21| 11| 22| 24 | 14
19| 21| 11| 25| 27| 17
20| 21| 11| 23| 24 | 14
20| 21| 11| 26 | 27| 17
22 23| 14 | 25| 26 | 17
28| 24| 14| 25| 27| 17
23 24| 14| 26 | 27| 17
19| 20| 12| 22| 23| 15
19 20| 12| 25| 26 | 18
19 21| 12| 22| 24 | 15
19 21| 12| 25| 27 18
20| 21| 12| 23| 24 | 15
20| 21| 12| 26 | 27| 18
22| 23| 15| 25 | 26 | 18
290 24| 15| 25| 27| 18
23 24| 15| 26 | 27| 18
112194 5] 22
10219 7] 8] 25
118195 6] 22
10819 7] 9] 25
20819 5] 6| 22
20819 8] 9] 25
i1 522 78] 25
i1 6227925
516|228 9] 25
102204 5]| 23
11220 7]8] 26
1182056/ 23
1082 7] 9] 26
20820 5]| 6| 23
20820 8] 9] 26
4| 5|23 7|8 26
4| 61237 9] 26
506 25|8| 9] 26
102214 5] 24
11221 7] 8] 27
108215 6| 24
11821 7]9]27
208 215]| 6| 24
208218927
4524|7827
4624|7927
516 24| 8] 9|27




19 | 10| 11| 22| 13| 14
19| 10| 12| 22| 18| 15
19| 11| 12| 22| 14| 15

10| 11| 12 19 19| 10| 11| 25| 16 | 17
13 14| 15| U| 22| = 19| 10| 12| 25| 16| 18
16| 17| 18 25 19| 11| 12| 25| 17| 18

22| 18| 14| 25 | 16 | 17
22| 18| 15| 25 | 16 | 18
22| 14| 15| 25 | 17 18
20| 10| 11 | 28 | 13| 14
20| 10| 12| 23| 13| 15
20| 11| 12| 23| 14 | 15

10 11| 12 20 20| 10| 11| 26| 16 | 17
13 14| 15| U| 23| = 20| 10| 12| 26 | 16 | 18
16 | 17| 18 26 20| 11| 12| 26 | 17| 18

23 18| 14| 26 | 16 | 17
23| 18| 15| 26 | 16 | 18
23| 14 | 15| 26 | 17| 18
21| 10| 11] 24| 13| 14
21 10| 12| 24| 13 15
21| 11| 12| 24| 14 | 15

1011 12 21 21| 10| 11| 27 16 | 17
18114 15| ul 24| = [21| 10| 12| 27| 16| 18
16| 17| 18 27 21| 11| 12| 27| 17 18

24| 13| 14| 27| 16 | 17
2| 18| 15| 27| 16 | 18
24| 14| 15| 27| 17| 18

5.2.3 Meéthodes de construction de plans rectangulaires a angles droits généra-
lisés
Premiére méthode de construction de plans rectangulaires a angles droits (7) généralisés
Soient v = wnl (n > 2,1 > 2 traitements rangés dans w tableaux de n lignes et ! colonnes chacun. La
Méthode Combinatoire (s) avec s choisi dans {2, ..., -1} appliquée a chaque tableau, donne w ensembles de

(@) g

blocs. En juxtaposant les blocs des w ensembles de telle sorte que les blocs contenant le traitement a, ¥

al(?/) (9 # 9 €{1,...,w}) sont placés cote A cOte; nous obtenons un PBIPFE A sept classes associées.
Théoréme 10. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paraméires :

_ 1\l
v=wnl, b= nln —1)¢ 21)05,

r=m-1)C" =X, k=2sw, A\ =(n—-1)C72 =),

Ay = Céj = X6, Az = Céii =7
sont des plans rectangulaires 4 angles droits (7) généralisés (PBIPEG~).

Remarque 12. Les relations d’ezistence des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés (8.1 et 8.2
sont vérifides.

Proposition 10. Soit un PBIPEG; de paramétres :

b n(n — 1)C'f,,7

5 r=m-1)C" =X, k=2sw, A\ =(n—-1)C72 =),

v = wnl,

Ne=ClTl=0g, A=Cl2=X

Pour n ou |l pair et s diviseur de | ou n, le PBIPEG; est un PBIPFE résolvable d r classes paralléles.
Chacune des classes contient ¢ = % blocs.
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Démonstration. Identique au Démonstration 5.2.1. O

Exemple 12. Soit v = 3 x 3 X 3 traitements rangés dans deux tableauz de 3 lignes et 8 colonnes :

1128 10| 11| 12 19| 20 | 21

4156 13 14| 15 29 | 23| 24

78] 9 16 | 17| 18 25| 26 | 27
1)—27,[): ,7’:4:)\4,k:12,)\1 :2:)\57)\2:2:/\67)\3:1:)\7-

10| 11| 18| 14| 19| 20| 22| 23
10 12| 13| 15| 19| 21| 22| 24
11112 14| 15| 20| 21| 23| 24
10| 11| 16| 17| 19| 20| 25| 26
10 12| 16| 18| 19| 21| 25| 27
11| 12| 17| 18| 20| 21| 26 | 27
13| 14| 16 | 17| 22| 23 | 25 | 26
13| 15| 16 | 18| 22| 24 | 25 | 27
141 15| 17| 18| 23| 24 | 26 | 27

O RC (DC DD et | ot | DD |
oy | W o | el de| to| te | de
O | ~2| ~3| Oo| ~Q| ~3| | d &
©| | x| oo | | o

Dans le paragraphe qui suit, nous proposons une deuxiéme méthode de construction de PBIPEG7 ol
les /\L 75 >\7j+4 (7 = 1,2,3).

Deuxiéme méthode de construction de plans rectangulaires 4 angles droits (7) généralisés

Soient v = wnl traitements rangés dans w tableaux de n lignes et [ colonnes chacun. Soient C](-g) =

(a,(lg-), aé?-), ey aﬁl‘?)’ la j°¢ colonne du g™ tableau et R\ = (a!?,a?, ..., a!?’) 1a i*™* ligne du g°™* tableau
pour g € {1,2,...,w}. En appliquant la méthode combinatoire (s) avec s choisi dans {3, ..., 1}, d’'une part, a

chaque tableau de la forme C'j(-g) U [A(g/)\CJ(-g/)] (¢ #g€{1,2,...,w})pour j=1,....let g€ {1,2,...,w},

et d’autre part, & chaque tableau de le forme Rgg) U [A(g,)\REg )] (¢ #9€{1,2,...,w}) pour i =1,...,1
et g € {1,2,...,w}, et en ne considérant que les combinaisons de s traitements contenants une composante

de la colonne C](-g) (respectivement de la ligne Rgg)). L’ensemble de tous les blocs donne un PBIPE & sept
classes associées.

Théoréme 11. Les plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de paraméires :
v=wnl, b=ww—1)n(n—-1)(s+2)CL/2, r=(w—1)(n—1)C" (s +2), k=25,

M o=s(n—1)(w—-1)C"2 N=s(w—1)C7L, A3=(w—1)(1-2)C"3 =0,

As =2(n—1)CL72, N\¢ =201, Ay =4C72
sont des plans rectangulaires & angles droits (7) généralisés (PBIPEG7).
Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.

— 7 : Soit afgj)o € AW (g =1,2,...,w), nous avons :

— Dans un tableau Cj(g) U [A(gl)\CJ(-g/)] (¢’ # g) et pour g,¢' =1,2,...,w , en appliquant la procédure
avec les [ — 1 autres éléments de la méme ligne, il y a C'~! possibilités, chacune étant répétée (n — 1)
fois. Alors pour tous les tableaux Cj(-f) U [A(gl)\CJ(-f/)] avec ¢’ # g € {1,2,...,w}, aggj)-o apparait
(w —1)(n —1)C =1 fois.

— Dans un tableau [A(g)\C;"J)] u C’;g/) (¢ #getg,g =1,2,...,w) avec j # joet j = 1,...,1, en

appliquant la procédure avec les [ — 1 autres traitements de la méme ligne, il y a : Cij% possibilités,
(9)
, 20J0
tableaux [A(g)\CJ(-g)] U CJ(-Q) pour ¢’ # g € {1,2,...,w} et j # jo € {1,...,1}, alors agfj)-o apparait
(w—1)(I = 1)(n — 1)C'=2 fois.

chacune étant répétée (n — 1) fois. Alors a}’) apparait (n — 1)C'~3 fois. En considérant tous les
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— Dans un tableau Rl(é’) U [AC \R(g )] (¢ #getg,g =1,2,...,w), en appliquant la procédure avec
les [ — 1 autres traitements de la méme ligne, il y a Ci:i possibilités, chacune étant répétée (n — 1)
fois. Considérons tous les tableaux Rgg) U [A(gl)\Rz(-g/)} pour ¢’ # g € {1,2,...,w} alors aggg apparait
(w —1)(n — 1)C' 7} fois.

— Dans un tableau [A(g)\R(g>] UR(g/) (¢ #9€{1,2,...,w}),avec i #ipet i =1,...,n, en appliquant

(g)

la procédure avec les [ — 1 autres traitements de la rnérne ligne, alors a; apparalt C -1 ! fois. Enfin,

en considérant tous les tableaux [A( \Rig)] R,gg ) pour ¢ £ge{1,2,...,w}eti#£ip e {1,...,n},
alors a(gj)o est répété (w — 1)(n — 1)CL=} fois.
Par conséquent : 7 = (w — 1)(n — D)[C 7 4+ (w - 1) - 1)C 2+ C2L + (w—1)C Y = (w—1)(n —

1)(s+2)cl*1

: Soient aggj)o, fgj), € A9 avec jo £ b (9=1,2,...,w) :
— Dans un tableau de la forme [A(g)\C](-g)] u ng) (g #g € {1,2,...,w}) avec j # jo, j # jb et
7 =1,...,1; les deux traitements apparaissent ensemble avec les [ — 3 autres traitements; il y a C’é:i

possibilités, chacune étant répétée (n— 1) fois. Alors, ils apparaissent (n— 1)Ci:?§ fois. En Considérant
tous les tableaux [A(g)\C;g)] U CJ(-g/) (¢ £getg,g =1,2,...,w)avec j # jo, J Zjos J=1,...,l et
g #g€{1,2,...,w}, les deux traitement apparaissent ensemble (w — 1)(I — 2)(n — 1)C’~3 fois.

— Dans un tableau R@iq U [A(g')\RE(?')] (¢ # g € {1,2,...,w}), les deux traitements apparaissent
ensemble avec les [ — 2 autres traitements de la méme ligne (n — 1)C’~2 fois. En Considérant tous les
tableaux R(9)i0 U [A(-‘//)\Rgg/)] pour ¢’ # g € {1,2,...,w}, alors les deux traitements apparaissent
ensemble (w — 1)(n — 1)C' =2 fois.

— Dans un tableau [A(g)\RS-g)] U R;-g/) (¢ #9€{1,2,...,w}) avec i # ig et i = 1,...,n, le couple de
traitements apparait avec les [ — 2 autres traitements de la méme ligne C'~3 fois et en considérant
tous les tableaux [A(9>\R‘§g)] U ng»g/) pour ¢ # g € {1,2,...,w} avec i # ig et i = 1,...,n, alors il
apparait (w — 1)(n — 1)C'~2 fois.

Ainsi \; = (w—1)(1—-2)(n—1)C 3+ (w—1)(n—1)C 2+ (w—1)(n—1)C. "% = s(w—1)(n—1)C 2.

: Soient aigj)o, ai,g]) €AY (g=1,2,...,w) : avec iy # i}, on a:

— Dans le tableau [A(g)\C;g)] U C’;gl) (¢ #9€{1,2,...,w}) avec j # joet j = 1,...,1, les deux
traitements apparaissent ensemble Cé:% fois pour chacun des tableaux. Considérons tous les tableaux
de la forme [A(g)\Cj(-g)]UCj(-g/) pour ¢’ # g € {1,2,...,w}, avec j # j, for j = 1,...,l, ils apparaissent
ensemble (w — 1)(I — 1)C.} fois.

— Dans un tableau CJ(-f) U [A(g/)\C](f)] (¢ # g € {1,2,...,w}), les deux traitements apparaissent
ensemble (w — 1)C'~} fois.

Ainsi My = (w — 1)(1 = 1)C. 72 + (w — 1)CL 7 = s(w —1)CL 1.

S§—

20J0°
la forme [AO\CV|UCY) (¢ # g € {1,2,...,w}) avec j # jo, j # jhet j = 1,....1, les deux
traitements apparaissent ensemble Cif‘z fois. Considérons tous les tableaux pour j = 1,...,1 et ¢’ #

7(9])0 et a(,g)é apparaissent ensemble (w — 1)(I —2)C.~% fois.

: Soient a.%) aﬁ?} € AW (g = 1,2,...,w) avec iy # i et jo # j), dans chaque tableau de
0J0

g€{1,2,. w} alors les deux traitements a
A4 @ Soient a e AW et a € AWY) (9 # ¢'), ils n’appairassent jamais ensemble, ainsi Ay = 0.

Xs : Soient a!? ) € AW et a<g ) € AW (j # j) (¢ # g € {1,2....,w}), dans le tableau C'? U[A)\C*")]
(respectivement [A(9) \C’J(-,g)]UCJ(-,g )), ils apparaissent ensemble (n—1)C'~2 fois. Au total, ils apparaissent
ensemble 2(n — 1)C.~3 fois.

~ Xg : Soient agg) € A9 gt ag,g;) e AW (" £4) (¢ # g€ {1,2,...,w}), dans le tableau REQ)U[A(Q/)\REQ/)]

(respectivement [A(g)\RE;‘])] u Rg,g,)), ils apparaissent ensemble Cij fois. Au total, ils apparaissent
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ensemble 2C'~7 fois.

— A7 : Considérons deux traitements afj) € A9 gt a%,) c AW (" £Lietj #5) (¢ #ge{l,2,...,w}):

— Dans le tableau Cj(g) U [A(g/)\CJ(-g,>] (respectivement [A(g)\C’](.;Q)] U Cj(-,g/)), ils apparaissent ensemble
C'~2 fois. Au total, ils apparaissent ensemble 2C" 2 fois.

— Dans le tableau R U [A(gl)\Rgg/)] (respectivement [A@\R'Y'] U Rg,g/)), ils apparaissent ensemble
C'~2 fois. Au total, ils apparaissent ensemble 2C°~2 fois.

Finalement, \;=4C’"3.

— b : Par construction, nous avons :

— Pour un tableau de la forme C](-g) U [A(gl)\C](-g/)} (¢" # g), il y a n(n — 1)C'=1/2 blocs. Pour les !
tableaux de la forme C](-g) U [A(y/)\CJ(-g/)] (j = 1,...,1), nous obtenons In(n — 1)C'~}/2 blocs. En
considérant tous les tableaux de la forme CJ(-g) U [A(gl)\Cj(-g')] (¢ #g)pour ¢ #g€{1,2,...,w},il
en résulte w(w — 1)in(n — 1)C =1 /2 blocs.

~ Pour un tableau de la forme R\? U [A(gl)\REg/)](g’ #g),ily a (n—1)C! blocs. Pour les n tableaux de

la forme R'¥ U [A<9/>\R§f">] (i =1,...,n), nous obtenons n(n — 1)C’ blocs. En considérant tous les
tableaux de la forme Rgg) U [A(gl)\R,l(-g )] pour ¢’ # g € {1,2,...,w}, il en résulte w(w — 1)n(n—1)C!
blocs.

Ainsi, le nombre total de blocs vaut :
b=w(w—1)n(n—1)C 2 /24 w(w — Dn(n — 1)CL = w(w — 1)n(n — 1)CL(s + 1)/2.
O

Remarque 13. Les relations d’existence des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés (3.1) et (3.2)
sont vérifides.

Proposition 11. Soit un PBIPEG; de paramétres :
v=wnl, b=ww—1)n(n—-1)(s+2)CL/2, r=(w—-1)(n—1)C'" (s +2), k=25,
A= S(n - 1)(’(1) - 1)05:37 A2 = s(w — 1)05:17 Az = (w - 1)(l - 2)05:37 Ay =0,

As =2(n—1)C2 Ng =201, A =4C172

Pour n oul pair et s diviseur de | ou n, le plan PBIPEG; est un PBIPE résolvable d r classes paralléles.

Chacune des classes contient ¢ = w% blocs.

Démonstration. Identique au Démonstration 5.2.1. O

Exemple 13. Soit v = 3 x 3 x 3 traitements rangés dans deux tableauz de 3 lignes et 3 colonnes :

1] 2] 38 10] 11 12 19 20| 21
5|6 13 14| 15 29| 23| 24
71819 16 | 17| 18 25| 26| 27
11 12 21 1|2
U 14115 ,...,] 24| U [ 4]5
17| 18 27 7] 8
112]3
U 4156
18] 14| 15 u
16| 17] 18
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5.3 Conclusion

Nous avons décrit des méthodes de construction pour obtenir des plans rectangulaires 4 angles droits (m)
généralisés (m=4, 5 et 7) et nous avons déterminé I’expression exacte de leurs paramétres.

Pour les utilisateurs, la configuration de ces plans peut &tre obtenue en appliquant le “package” ‘CombinS’
que nous décrivons dans I’Annexe A.

Ces résultats constituent une partie du papier :

Rezgui, I.& Gheribi-Aoulmi, Z. (2015). U-type Designs via New Partially Balanced Incomplete Block Desi-
gns with m = 4, 5 and 7 Associated Classes. Applied Mathematics, 6 (242-264).

Dans le Chapitre 7, nous appliquons l'algorithme de Fang (voir [10]) sur nos plans rectangulaires & angles
droits (m) généralisés résolvables pour obtenir des plans numériques ¢ U-type ’.
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Chapitre

Construction des plans en blocs “ pairwise ”
partiellement équilibrés résolvables via des
schémas d’associations

6.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous développons une méthode de construction de Plans en Blocs “ Pairwise ” Partiel-
lement Equilibrés Résolvables PBPPFER & partir uniquement des schémas d’association que nous appelons
* SCH — PBPPER ’. Pour le cas particulier v=nm (n > 2), les plans construits sont des Plans en Blocs
Incomplets Partiellement Equilibrés Résolvables (PBIPER).

Définition 20. Soit K un ensemble d’entiers positifs et I un ensemble d’entiers non négatifs. Un PBPPE
est une paire (V; B) qui satisfait les propriétés suivantes :

1. V est un ensemble de v traitements appelés points.

2. B est une famille de sous ensembles de V' appelés blocs.
3. Chaque bloc est de taille k € K.
4. Chaque couple de points est contenu dans \ blocs (\ € I).

Définition 21. Soit (V; B) un PBPPE.Une classe paralléle dans (V'; B) est une collection de blocs disjoints
dont Punion est V.

Une partition de B en classes paralléles est appelée une résolution.

(V, B) est dit résolvable, noté (PBPPER), si B admet au moins une résolution.

Définition 22. Un PBIPER est dit PBIPER affine, si deuz blocs appartenant d la méme classe paralléle
ont ¢, traitement en commun, et deux blocs de classes paralléle différentes ont g2 traitement en commun.

6.2 Meéthode de “ dualizing with respect to pairs ”

Mohan et Kageyama [22] donne une méthode de construction des PBPPE 4 partir des PBIPER affine
comme suit :
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6.2.1 Description de la méthode de * dualizing with respect to pairs ”

Soit un PBIE de paramétres : v, b, r, k, A\, dont le nombre de traitements communs entre deux blocs
quelconque est égal 4 une constante u > 2.

— Numérotons les b blocs du plan initial par 1, ..., b.

— Considérons une paire guelconque de traitements («, 5) du plan initial 4 laquelle nous associons I’en-
semble des numéros des blocs la contenant. Cet ensemble constitue un bloc du nouveau plan.

~ L’ensemble de tous les blocs constitue alors un autre PBIE de paramétres : v’ = b, ' = CY, ' = C%,
kr=X\N=C%

Théoréme 12. Soit un PBIPER affine de paramétres v = nk, b = nr, r, k, A1, X\a(> 2), 1=0, q2=k/n.
Il existe un PBPPE, basé sur un schéma divisible en groupes, de paramétres :

v =bb =CYr = Ck ki = Aika < Ao, N1 =0,No =CE/"
Démonstration. Voir la démonstration du Théoréme 2.2 du [22]. O

Exemple 14. Soit un plan divisible en groupe de paramétres : v=16, b= 14, r= 7, k=8, \1 =7, \2=8.

112181456 7] 8
2 (1] 2 8| 4| 9|10 11] 12
g1 2 3| 4 |18] 14| 15| 16
421 2 5] 6] 910|138 14
501 2| 5| 6| 11| 12| 15] 16
6 1] 2| 7| 8| 9 | 10| 15] 16
711 2 7] 8|11 12| 18] 14
88 45| 6| 9|10 15| 16
98] 45| 6|11 12 13| 14
108 4] 7| 8| 9|10 15| 16
113 4 7 8 11]12] 13| 14
1256 7| 8| 9|10 15| 16
185 6 7| 8|11 12| 18| 14
149101112 18] 14| 15| 16

Par application de la méthode précédente, on obtient le PBPPFE de paramétres :
v=14, b=120, r=28, k1=8, ka=17, N1=0, X 2=6.
Nous illustrons la méthode pour la paire {1,2}, :

f1.2)= [1]2[8[4][5]6]7]

Dans le Paragraphe suivant, nous décrivons une méthode de construction de “PBPPER ”, que nous
appelons * SCH — PBPPER .

6.3 Meéthode de Construction des plans en blocs “ pairwise ” par-

tiellement équilibrés résolvables via des schémas d’associations
“* SCH — PBPPER’

Soit V un schéma d’association de paramétres v,n; (n; > 2,1 =1,2,...,m) et pék (i,5,k=0,2,...,m).
Pour I'obtention des blocs du PBPPFER, nous procédons comme suit :
Pour chaque traitement « :

— Le traitement « et ses premiers associés constituent un bloc.

— Les n; traitements ¢"* associés 4 o (¢ = 2,...,m) constituent chacun un bloc.
L’union de ces m blocs constitue la Classe Paralléle C' P, associée 4 «. Ainsi | J CP, donne un PBPPER.
acV
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Théoréme 13. Les plans en blocs obtenus d partir de la méthode de construction ‘SCH — PBPPER’ sont
des plans en blocs “pairwise” partiellement équilibrés résolvables (PEPPER) de paramétres :

v, b=mv, r=v, K={ni+1Lng,...,nn},
m m m
1 2 ;
I={3_p+2 X Pl oo 2P
Jj=1 j=1 j=1
Démonstration. — Les valeurs de v et k sont évidentes.
— 7 : pour chaque traitement « nous avons m blocs. Pour les v traitements nous avons vm blocs.
- 1:
— A (1=2, ..., m) : Un couple de traitements « et [ i¢™¢° associés apparait ensemble dans un bloc si
les deux sont j¢™¢° associés au méme traitement v (v # « et v # «) i.e., il apparaissent pj; fois. En
Considérant toutes les valeurs de j=2, ..., m; alors ils apparaissent Z;nzl pz»j (i=2, ..., m).

— A1 : Le méme raisonnement est valable pour \;, mais en plus, si le traitement « est 1" associé i j3,
alors « apparait avec ses 1°® associés (5 est parmi eux) et 0 apparait avec ses 1°® associés (« est
parmi eux).

. o m 1
Alors : Ay = 07 pj; + 2.
O

Exemple 15. Soit v =12=8.4, (n = 8 et | = }) trastements rangés dans le tableau suivant :

1] 2] 81 4
5/ 6| 7| 8
9| 10| 11| 12

Le PBPPER rectangulaire obtenu 4 partir de la méthode * SCH — PBPPER ’ et le schéma d’association
rectangulaire précédent a pour parameétres :

v=12,b=36, r =12, K = {2,4,6}, I={2,4,8}
Et pour configuration :

{1,234} | {59} | {6,7,8,10,11,12}
{1,234} | {6,10} | {5,7,8,9,11,12}
{1234} | {111} | {56,8,9,10,12}
{1,2,34F | {8,12} | {5,6,7,9,10,11}
{5,6,1,8} | {1,9} | {2,3,4,10,11,12}
{5,6,7,8) | {2,10} | {1,3,4,9,11,12}
{5,6,7,8} | {311} | {1,2,4,9,10,12}
{5,6,7,8} | {4,12} | {1,2,3,9,10,11}
{9,10,11,12] | {1,5} | {2,3,4,6,7,8}
{9,10,11,12] | {2,6] | {1,3,4,5,%,8}
{9,10,11,12] | {3,7} | {1,2,4,5,6,8}
{9,10,11,12} | {4,8} | {1,2,3,5,6,7}

Lemme 4. Les plans en blocs obtenus d partir de Uapplication de la méthode de construction * SCH —
PBPPER ’ sur un schéma d’association de paramétres v=mn, ni=n — 1, n;, =n > 2 (i=5, ..., m), sont
des plans en blocs incomplets partiellement équilibrés résolvables (PEIPER) de paramétres :

m m

m
v=mn, b=mv, r=v, K=n, I:{Zp}j—i—l Zp?j,..., Zp;’j’}
j=1

j=1 j=1

Démonstration. Les paramétres du PEIPER se déduisent facilement de ceux du Théoréme 13, en posant
ny+1=ns=...= ny = n. O]

70



6.4 Conclusion

Notre méthode de construction ¢ SCH — PBPPER ’ est peu exigeante et permet de construire une série
de PBPPFER via seulement les schémas d’association. Les expressions des paramétres sont données. Le cas
particulier v=mn, ny =n—1,n; =n > 2 (=2, ..., m) donne une configuration des PEIPER.

Ces résultats constituent une partie d’un proceeding “accepté” :

Rezgui, 1., Laib, M. & Gheribi-Aoulmi, Z (2015). New series of resolvable partially pairwise balanced designs
and their associated space filling designs. Afrika Statistika.

Les résultats de ce proceeding, ont été revus et enrichis par la proposition d’un nouvel algorithme et des
Corolaires, et ont été rédigés dans un article soumis :

Rezgui, I.& Gheribi-Aoulmi, Z (2015). New series of resolvable partially pairwise balanced and space filling
designs via association schemes.

Notre méthode de construction ‘SCH — PBPPER ’ est programmée pour quelques schémas d’associations
sous forme d’un “ R-package ” appelé * RPPairewiseDesigns * que nous décrivons dans Chapitre B.
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Troisiéme partie

Construction de plans numeériques
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Chapitre

Plans “ U-type ” associés aux plans en blocs

rectangulaires & angles droits (m) généralisés
résolvables (m=4, 5, 7)

7.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous appliquons P’algorithme de Fang * RBIBD —U D * [10] sur nos plans rectangulaires
a4 angles droits (m) généralisés résolvables (Voir Chapitre 5) pour obtenir une série de plans numériques “
U-type ”.

Définition 23. [§]

Soit U (v;q1,...,q.) un plan de v essais et v facteurs @ q1 ; ... ; ¢, niveauz respectivement. Ce plan corres-
pondant & une matrice d’ordre v x v X, = (z',...,2") sachant que la i°™° colonne ' prend les valeurs
d’un ensemble de q; éléments {1,...,q;} le méme nombre de fois. L’ensemble des plans de ce genre est dit
plan “ U-type ” dans la littérature statistique, est noté U (v;q1,...,q.). Dest noté U (v;q") siqr = - = q,.
v est un multiple de q; (1 <i<r).

Les lignes de X sont identiques auz essais et les colonnes aux facteurs.

2

7.2 Construction des plans numériques “ U-type ” & partir des

PBIER

Soit un plan en blocs incomplets équilibré résolvable de paramétres : v, b, r, k et ¢ = b/r (voir la Définition
13 dans le Chapitre 3).

3

L’algorithme de Fang pour la construction de plans numériques “U-type ” via un PBIFE est le suivant

[10]

7.2.1 L’algorithme ‘ RBIBD —UD ¢

— étape.1l : Numéroter de 1 & ¢ les ¢ blocs dans chaque classe paralléle CP; , j =1,...,7.

— étape.2 : Pour chaque CP; , construire une colonne 27 = (z,;) & m niveaux comme suit :
Zoj = U, si le traitement o est contenu dans le u®"° bloc de CP; ,u =1,2,...,q.
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— étape.d : Les 7 colonnes de ¢ niveaux construites 3 partir des CP; , j = 1,...,r constituent un plan
numérique’U-Type”.

7.3 Construction des plans “U-type” via les plans rectangulaires
a angles droits (m) généralisés (PBIPEG,,) résolvables (m=4,
5, 7)

En appliquant 'algorithme de Fang précédent sur nos plans rectangulaires 4 angles droits (m) généralisés
résolvables (m=4, 5, 7)(Propositions 7,..., 11 du Chapitre 5), nous obtenons une série de plans numériques
“ U-type “ U(v; q"), avec r facteurs de ¢ niveaux chacun.

[13 [£1

Proposition 12. Pour v = wnl essais (w > 2,n > 2,1 > 2), une série de plans numériques “ U-type

U(v;q") existe :

1. U(wnl; (%(n_l)ciill), n ou | patr et s diviseur de [ ou s.

2. U(wnl,; (%—le(mil)n(nil)c‘i‘l), n ou | pasr et s diviseur de | ou s.
8. U(wnl; (42 s(w_l)(n_l)cé’l), n ou | pair et s diviseur de [ ou s.
4. U(wnl; (;‘—i(nfl)c'izll), n ou | pair et s diviseur de | ou s.

wnl (s+2)(w—1)(n—1)Ci:11

o ), n oul pair et s diviseur de | ou s.

5. U(wnl; (

Démonstration. 1l suffit d’appliquer 'algorithme * RBIBD — UD °© sur chaque plan rectangulaire 3 angles
droits m généralisés resolvable des Propositions 7,..., 11 du Chapitre 5. O]

Remarque 14. Remarquons les facteurs des plans 1, 2, 8 et 5 de la Proposition 12, ont les mémes niveauz,
alors que les plans 1 et 8 de la Proposition 12 ont le méme nombre de facteurs mais les niveauz sont différents.
Le choiz revient d Uutilisateur.

Exemple 16. Soit v = 3 x 4 X 4 traitements :

1] 2] 8] 4 171 18] 19] 20 33 34| 35| 36
56 7] 8 21| 22| 23| 24 37| 38| 39| 40
9 |10 11] 12 25| 26 | 27| 28 41| 42| 43 | 44
18 14| 15| 16 29| 30| 31| 32 45| 46| 47| 48

Appliquons la Méthode Combinatoire (s=2) & chaque tableau, nous obtenons le plan rectangulaire &
angles droits (4) généralisé résolvable de paramétres : v=48, b= 108, r=9, k=4.

Nous séparons les blocs du plan en classes paralléles CP; i=1,...,r=9:
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PCy PCy PCy PCy PCh
1 2| 5|6 1 2| 9|10 1 2 |13 | 14 1 3|5 |7 1 319 11
9 | 10| 13 | 14 5| 6 |13 | 14 56| 9|10 9 | 11|13 | 15 5 711315
3 | 4| 7|8 3 | 4|11 12 3| 4 |15]| 16 2| 4|6 | 8 2| 4|10 12
11| 12| 15 | 16 7| 8 | 15| 16 7| 8 | 11| 12 10 | 12| 14 | 16 6 | 8 | 14| 16
17 | 18 | 21 | 22 17 | 18 | 25 | 26 17 | 18 | 29 | 30 17 | 19| 21 | 23 17| 19| 25 | 27
25|26 |29 | 30 21 | 22| 29| 30 21|22 |25| 26 25| 271 29| 31 212329 31
19| 20| 23 | 24 19 | 20 | 27 | 28 19 | 20 | 31 | 32 18 | 20 | 22 | 24 18 | 20 | 26 | 28
27 | 28 | 31 | 32 23 | 24 | 31 | 32 23 | 24 | 27 | 28 26 | 28 | 30 | 32 22 | 24 | 30 | 32
33 | 34 | 37 | 38 33 | 34 | 41 | 42 33 | 34 | 45 | 46 33 | 36 | 37 | 39 33 | 35 | 41 | 43
35|36 | 39 | 40 37 | 38 | 45 | 46 37 | 38 | 41 | 42 34 | 37 | 38 | 40 37|39 | 45| 47
41 | 42 | 45 | 46 35 | 36 | 43 | 44 35 | 36 | 47 | 48 41 | 43 | 45 | 47 34 | 36 | 42 | 44
43 | 44 | 47 | 48 39 | 40 | 47 | 48 39 | 40 | 43 | 44 42 | 44 | 46 | 48 38 | 40 | 46 | 48

PCyq PCy PCy PCy

1|3 |13]|15 1| 4|5 |8 1| 4| 9|12 1| 4|13 16

5| 7] 9|1 9 | 12| 13| 16 5| 8 | 13| 16 5| 8| 9|12

2| 4|14 16 2|13 6|7 2| 3|10 11 2| 3|14 15

6 | 8 | 10| 12 10 | 11| 14 | 15 6 | 7|14 15 6 | 7|10 11

17 | 19| 29 | 31 17 | 18| 21 | 24 17 | 20 | 25 | 28 17 | 20 | 29 | 32

21 | 23 | 26| 27 25 | 28 | 29 | 32 21 | 24 | 29 | 32 21 | 24 | 25 | 28

18 | 20 | 30 | 32 18 | 18 | 22 | 23 18 | 19 | 26 | 27 18 | 19 | 30 | 31

22 | 24| 26 | 28 26 | 27| 30 | 31 22|23 |30 | 31 22 | 23 | 26 | 27

33 | 35 | 45 | 47 33 | 36 | 37 | 40 33 | 36 | 41 | 44 33 | 36 | 45 | 48

37139 41| 43 34| 35| 38 | 39 37| 40 | 45 | 48 37| 40 | 41 | 44

34 | 36 | 46 | 48 41 | 44 | 45 | 48 34 | 35 | 42 | 43 34 | 35 | 46 | 47

38 | 40 | 42 | 44 42 | 43 | 46 | 47 38 | 39 | 46 | 47 38 | 39 | 42 | 43

Appliquons Palgorithme ¢ RBIBD — UD © sur ce plan, nous obtenons un plan numérique “ U-type “
U (48,129)
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Factorg

Factorg

Factor;

Factorg

Factors

Factory

Factors

Factor,

Factor;

10
10

10
10
11
11
12
12
11
11
12
12

Runs

10
11
12

13
14
15

16
17
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19
20
21

22

23
24
25

26
27
28
29

30
31

32

33
34
35

36
37
38
39
40

41

42

43

44

45

46

47

48

7.4 Conclusion

Nous avons appliqué I’algorithme de Fang sur nos plans rectangulaires & angles droits (m) généralisés

résolvables pour obtenir une série de plans numériques “ U-type ” U (v;¢") associés.
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Ces résultats constituent une partie du papier :

Rezgui, I., Gheribi-Aoulmi, Z. & H. Monod (2015). U-type Designs via New Partially Balanced Incom-
plete Block Designs with m = 4, 5 and 7 Associated Classes. Applied Mathematics, 6 (242-264).

Pour les utilisateurs, la configuration de ces plans numériques peut 8tre obtenue en appliquant le “ package
” ¢ CombinS ” que nous décrivons dans I’Annexe A.
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Chapitre

Construction des plans numériques “
space-filling ”

8.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous développons une nouvelle série de plans numériques “ space-filling ”. Nous décrivons
deux méthodes de construction de ces plans : la premiére méthode est celle utilisant ’algorithme de Fang
(Voir Sous-section 7.2.1 du Chapitre 7) sur nos plans en blocs “ pairwise ” partiellement équilibrés résolvables
développés dans le Chapitre 6. La deuxiéme méthode est celle utilisant un nouvel algorithme dit ¢ SCH —SF ’,
que nous proposons et qui permet de fournir une série de plans numériques “ space-filling ” & partir seulement
des schémas d’association.

Définition 24. Un plans numérique “ space filling ” est une matrice X, ., — (z*,...,2") telle que la i

colonne z° prend ses valeurs dans un ensemble de q; éléments {1,...,q;}. Les lignes et les colonnes de la
matrice sont respectivement les essais et les facteurs du plan. Uensemble {1,...,q;} correspond auz niveauz
du facteur j (j=1,...,r).

[£1 eme

13 9

8.2 Construction des plans numériques “ space-filling ” a partir

des plans “ pairwise ” partiellement équilibrés

Soit un PBPPFER de paramétres définis dans le Théoréme 13 du Chapitre 6. En lui appliquant I’algo-
rithme de Fang , nous obtenons un plan “ space-filling ”.

[£1 »

Proposition 13. Soit un plan en blocs partiellement équilibré résolvable @ m classes assocides

de parameétres :

pairwise

v, b=mv, r=v, K={ny1+1,ng,...,nn},

m

m m

_ 1 2

T=0 pli+2 D 9 0 D95
j=1 j=1 j=1

“ space-filling ” de v essais et r = v facteurs & m niveauz chacun.

Il génére un plan numérique
Démonstration. 1l suffit d’appliquer I'algorithme de Fang (Voir 7.2.1 du Chapitre 7). O

Exemple 17. Soit un plan “ pairwise ” rectangulaire obtenu dans ’Exemple 15 du Chapitre 6 de paramétres :
v=12,b=36,r =12, k = {2,4,6}, I={2,4,8} et de configuration :
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{1,234} | {59} | {6,7,8,10,11,12}
{1,2,34] | 16,10} | {5,1,8,9,11,12}
{1,2,34f | {111} | {5,,8,9,10,12}
{1,2,34F | {8,12} | {5,6,7,9,10,11}
{5,6,7,8F | {1,9} | {234,10,11,12}
{5,6,7,8} | {2,10} | {1,8,4,9,11,12}
{5,6,7,8} | {811} | {1,2,4,9,10,12}
{5,6,1,8} | {512} | {1,2,3,9,10,11}
{9,10,11,12] | {1,5} | {2,3,4,6,%,8}
{9,10,11,12} | {2,6} | {1,3,4,5,7,8}
{9,10,11,12} | {8,7} | {1,2,4,5,6,8}
{9,10,11,12} | {4,8} | {1,2,3,5,6,7}

[£1

Appliquons Valgorithme de Fang, nous obtenons le plan “ space-filling 7 :

Essais Hacteurs Fy | Fy | F3 | Fy | F5 | Fs | I7 | Fs | Fy | Fio | F11 | F12
1 1 1 1 1 2 3 3 3 2 3 3 3
2 1 1 1 1 3 2 3 3 3 2 3 3
3 1 1 1 1 3 3 2 3 3 3 2 3
4 1 1 1 1 3 3 3 2 3 3 3 2
7] 2 3 3 3 1 1 1 1 2 3 3 3
6 3 2 3 3 1 1 1 1 3 2 3 3
7 3 3 2 3 1 1 1 1 3 3 2 3
8 3 3 3 2 1 1 1 1 2 3 3 2
9 2 3 3 3 2 3 3 3 1 1 1 1
10 3 2 3 3 3 2 3 3 1 1 1 1
11 3 3 2 3 3 3 2 3 1 1 1 1
12 3 3 3 2 3 3 3 2 1 1 1 1

13 ”

8.3 Construction des plans numériques
des schémas d’association

space-filling ” a partir

8.3.1 L’algorithme ¢ SCH — SF°’

Soit un schéma d’association de v traitements d’un ensemble V.
Pour obtenir un plan numérique “ space-filling ”, nous proposons ’algorithme “ SCH-SF ” suivant :
— Soit X=(x;;)1<s,j<v une matrice carrée d’ordre v.

— Soit z;;,=1 pour i=1, ..., v.

— Soit z;;=x;;= k quant le traitement 7 et j sont k°"*® associés pour i # j=1,..., v.
La matrice X est le plan numérique “ space-filling ”. Notons que les lignes et les colonnes sont identifiées
respectivement 3 les essais et les facteurs. Les niveaux des facteurs prennent leurs valeurs dans {1, ..., m}

Exemple 18. Soit v =12=8.4, (n = 8 et | = 4) trastements rangés dans le tableau suivant :

1] 2] 87 4
5/ 6| 7| 8
9| 10| 11| 12

[£1

Le plan numérique “ space-filling ” est obtenu @ partir de Uapplication de Ualgorithme ‘ SCH — SF ’ sur un
schéma d’association rectangulaire.

79



Essais Facteurs Fy | Fy | F3 | Fy | F5 | Fg | F7r | Fs | Fo | Fig | F11 | Fio
1 1 1 1 1 2 3 3 3 2 3 3 3
2 1 1 1 1 3 2 3 3 3 2 3 3
3 1 1 1 1 3 3 2 3 3 3 2 3
4 1 1 1 1 3 3 3 2 3 3 3 2
5 2 3 3 3 1 1 1 1 2 3 3 3
6 3 2 3 3 1 1 1 1 3 2 3 3
7 3 3 2 3 1 1 1 1 3 3 2 3
8 3 3 3 2 1 1 1 1 2 3 3 2
9 2 3 3 3 2 3 3 3 1 1 1 1
10 3 2 3 3 3 2 3 3 1 1 1 1
11 3 3 2 3 3 3 2 3 1 1 1 1
12 3 3 3 2 3 3 3 2 1 1 1 1

Corollaire 1. L’application de Ualgorithme ‘ SCH —SF ’ sur un schéma d’association de paramétres v=mn,
ni=n—1,n, =n> 2 (i=2, ..., m), donne le plan numérique “ U-type ” U (v; m").

Remarque 15. Remarquons que les plans obienus d partir de Uapplication de algorithme de Fang sur nos
PBPPER sont les mémes que ceuz obtenus d partir de la méthode * SCH — SF .

8.4 Conclusion

Notre algorithme * SCH — SF'’ est peu exigeant et permet de construire une série de plans numériques “
space-filling ” via seulement les schémas d’association. Les expressions des paramétres sont données. Le cas
particulier v=mn, ny = n—1, n; = n > 2 (i=2, ..., m) donne une configuration de plans numériques “
U-type ”.

Ces résultats constituent une partie d’un proceeding accepté :

Rezgui, 1., Laib, M. & Gheribi-Aoulmi, Z (2015). New series of resolvable partially pairwise balanced designs
and their associated space filling designs. Afrika Statistika.

Les résultats de ce proceeding, ont été revus et enrichis par la proposition d’'un nouvel algorithme et des
Corolaires, et ont été rédigés dans un article soumis :

Rezgui, I.& Gheribi-Aoulmi, Z (2015). New series of resolvable partially pairwise balanced and space filling
designs via association schemes.

Notre algorithme de construction ¢ SCH — SF ’ est programmé pour quelques schémas d’associations sous
forme d’un “ R-package ” appelé ° RPPairewiseDesigns * que nous décrivons dans I’Annexe B.
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Conclusion et perspectives

Nous avons défini et décrit une nouvelle série de schémas d’association & plus de trois classes associées,
schémas d’association rectangulaires & angles droits (m), m=4, 5 et 7 classes associées.

Nous avons procédé a leur généralisation au cas ol les traitements sont rangés dans w (w >2) tableaux
a n lignes et [ colonnes et nous les avons appelés, schémas d’association rectangulaires & angles droits gé-
néralisés (m) m=4, 5 et 7 classes associées. Aussi, nous les avons représentés géométriquement pour rendre
leurs définitions plus intuitives. Par ailleurs, nous avons déterminé ’expression des paramétres de ces schémas.

Nous avons congu la “ Méthode combinatoire (s) ” (2 < s < 1) laquelle appliquée & ces nouveaux schémas,
rend les constructions et donc P’existence d’une série de plans en blocs incomplets partiellement équilibrés de
plus de trois classes associées, réalisables. Ces plans portent le nom des schémas d’association sur lesquels ils
sont basés et leurs paramétres ne dépendent que de ceux des schémas d’association et de “s”.

La Méthode combinatoire (s) est rendue accessible & tout utilisateur de plans d’expérience car elle a été
reformulée comme une fonction ¢ ComS ° du “ R-package ” “ CombinS ” disponible sur le site du CRAN.

Compte tenu de ces deux concepts (schémas d’association et la Méthode combinatoire (s)), nous avons
défini et proposé une série de plans rectangulaires & angles droits (PBIPFE,,) 4 m = 4, 5 et 7 classes et une
série de divers plans rectangulaires & angles droits généralisés & m = 4,5 et 7 classes. Le cas particulier s = |
(I est le nombre de colonnes d’une matrice rectangulaire contenant v = nl traitements) fournit des plans en
groupes divisibles singuliers. Nous avons précisé 'expression de leurs paramétres.

Pour les utilisateurs, la configuration de ces divers plans peut-8tre obtenue immédiatement en appliquant
le “ package “ * CombinS ‘ que nous avons proposé.

Par ailleurs, nous avons développé une autre méthode de construction de plans en blocs “ Pairwise “ par-
tiellement équilibrés résolvables & partir uniquement du concept général de schémas d’association ‘* SCH —
PBPPER ‘. Pour le cas particulier v= nm (n > 2), nous retrouvons les plans partiellement équilibrés résol-
vables. Pour chacun de ces plans, nous avons déterminé les paramétres les caractérisant.

Pour les utilisateurs, nous avons programmé la méthode ¢ SCH — PBPPER * sous forme d’un “ R-package
? ¢ RP-PairwiseDesigns °.

Notons que les plans que nous avons jusque 13 proposés, font partie de la classe des plans d’expérience
dits classiques. En leur appliquant P’algorithme ¢ RBIBD-UD ‘ de Fang [10], nous soutirons une série de
divers plans numériques “U-type“ U (v; ¢"). Leur configuration s’obtient tout simplement par application du
“ package ” ¢ CombinS ‘.

Enfin, nous avons décrit quelques plans numériques “ space-filling ” via seulement les schémas d’associa-
tion dont la configuration peut-&tre obtenue aisément, en utilisant ’algorithme * SCH — SF' ’ que nous avons
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congu. Celui-ci fournit aussi les paramétres des plans associés.

Tous nos résultats développés dans cette thése sont concrétisés par divers papiers ou “ R-packages “. (Cf
[18, 19] et [23, 24, 25, 26, 27]).

Quelques perspectives :

L’objectif de notre travail de thése était la construction algébrique et combinatoire de plans d’expérience
classiques et numériques.

Il serait intéressant d’étudier les propriétés de ces divers plans et Poptimalité des plans numeériques sou-
tirés.

Par ailleurs, il serait motivant de s’intéresser 3 I’approche directe de la construction des plans numériques.
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Annexe

Le R-package CombinS

A.1 Introduction

Comme Putilisation des plans d’expériences n’est pas exclusivement réservée aux statisticiens, alors pour
rendre nos méthodes de construction décrites dans les chapitre 3 et 4 accessibles & tout utilisateur, nous avons
reformulé ces méthodes sous forme de fonctions d’un “R- package” “Combin§ “ [18].

Le “R-package” “CombinS” est composé d’une série de fonctions suivantes :
— CombS
PBIB4
- PBIB5
- PBIB7

A.2 CombS

Les arguments de la fonction CombS sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.
— s : le nombre de traitements pris de la méme ligne du tableau des traitements.

La fonction CombS correspondant & la méthode combinatoire (s) décrite dans la Sous-section 3.3.1.

CombS pour les plans rectangulaires

La fonction CombS, avec s choisi dans {2, ...,l-1}, offre une configuration d’un plan rectangulaire et ses
paramétres : v, b, r, k, \; (¢ € {1,2,3}) (Voir le Théoréme 1 du Chapitre 3).
CombS pour les plans divisibles en groupes

La fonction CombS, avec s = [, offre une configuration d’un plan divisible en groupes et ses paramétres :
v, b, r, k, A (4 € {1,2})(Voir le Lemme 1 du Chapitre 3).

Exemple 19. L’ezécution de la fonction CombS(3,3,2)

> CombS(3,3,2)
$PBIB

[,11 [,2]1 [,3] [,4]
init 1 2 4 b
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$Type
[1] "Rectangular PBIB design"

$v
(11 9

$B
[1] 9

$R
[1] &

$K
(1] 4

$lamda
[1] 4 1

A.3 PBIB4

Les arguments de la fonction PBIB4 sont :
i) n : nombre de lignes du tableau des traitements.
i) [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.
iii) s : le nombre de traitements pris de la méme ligne du tableau des traitements.
iv) ty : la méthode utilisée pour obtenir le plan.

A.3.1 PBIB4(n,ls,ty="a")

La fonction PBIB4(n,l,s,ty = ”a”) correspond & la méthode de construction de la méthode Combina-
toire (8) appliquée & chacun des deux tableaux (n x [) ( Voir la premiére méthode de la Sous-section 5.2.1 du
Chapitre 4).

PBIB4(n,l,s,ty="a") pour les plans divisibles en groupes emboités :

La fonction PBIB4, avec s = [ et ty = ”a”, offre une configuration d’un plan divisible en groupes emboi-
tés et ses paramétres : v, b, r, k, \; (i € {1,2,3}) (Voir le Lemme 3 du Chapitre 4).

PBIB4(n,l,s,ty="a") pour les plans rectangulaires & angles droits PBIB, :

La fonction PBIB4, avec s choisi dans {3, ...]-1} et ty = ”a”, offre une configuration d’un plan rec-
tangulaire & angles droits PBIB, et ses paramétres : v, b, v, k, \; (¢ € {1,...,4}) (Voir le Théoréme 7 du
Chapitre 4).
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Exemple 20. L’ezcution de la fonction PBIBj(5,3,2)

> PBIB4(3,3,2,ty="a"
$PBIB

(.11 [,2] [,3] [,4]
init 1 2 4

init

OONNBEERER R AR EFER,OONNDARE R AR
O WWOo W WOUINNO W WO W WOo N
00 00Ul ~N~NHB ~N~N B 00O ~N~NB N~
O W HWTIWO 00 00 U W WO WWOo 00 0 Ul

$Type
[1] "Rectangular right angular PBIB4 design"

$v
[1] 18

$B
[1] 18

$R
[1] 8

$K
[1] 4

$lamda
[11 2210

A.3.2 PBIB4(n,ls,ty="b")

La fonction PBIB4(n,l,s,ty ="b") correspond & la deuxiéme méthode de construction de plans rectan-
gulaires 4 angles droits PBIB, (Voir la Sous-section 5.2.1 du Chapitre 4).

La fonction PBIB4, avec s choisi dans {3,...,1+1}et ty = "b”, offre une configuration d’un plan rectangu-
laire & angles droits PBIB, et ses paramétres : v, b, v, k, \; (¢ € {1,...,4}) (Voir le Théoréme 8 du Chapitre
4).
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A.4 PBIB5

Les arguments de la fonction PBIB5 sont :
(i) n : nombre de lignes du tableau des traitements.
(ii) ! : nombre de colonnes du tableau des traitements.
(iii) s : le nombre de traitements pris de la méme ligne du tableau des traitements.
La fonction PBIB5 correspond & la méthode de construction de plans rectangulaires & angles droits
PBIBs (Voir la Sous-section 5.2.2 du Chapitre 4).

La fonction PBIB5, avec s choisi dans {3,...1+1}, offre une configuration d’'un plan rectangulaire a
angles droits PBIDB; et ses paramétres : v, b, r, k, \; (i € {1,...,5}) (Voir le Théoréme 4 du Chapitre 4).

Exemple 21. L’ezécution de la fonction PBIB5

> PBIB5(3,3,2)

$PBIB
(,11 [,21 [,3] [,4]
init 1 2 4 5
1 2 7 8
4 5 7 8
1 3 4 6
1 3 7 9
4 6 7 9
init 1 2 4 5
1 2 7 8
4 5 7 8
1 3 4 6
1 3 7 9
4 6 7 9
2 3 5 6
2 3 8 9
b 6 8 9
init 1 2 4 5
1 2 7 8
4 5 7 8
1 3 4 6
1 3 7 9
4 6 7 9
2 3 5 6
2 3 8 9
b 6 8 9
init 1 2 4 5
1 2 7 8
4 b 7 8
1 3 4 6
1 3 7 9
4 6 7 9
2 3 5 6
2 3 8 9
b 6 8 9
init 1 2 4 5
1 2 7 8
4 5 7 8
1 3 4 6
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$Type
[1] "Rectangular right angular PBIB5 design"

$v
[1] 18

$B
[1] 51

$R
[1] 24

$K
(1] 4

$lamda
[1]1 06042

A5 PBIB7
Les arguments de la fonction PBIB7 sont :
(i) n : nombre de lignes du tableau des traitements.
(ii) ! : nombre de colonnes du tableau des traitements.
(iii) s : le nombre de traitements pris de la méme ligne du tableau des traitements.
(iv) ty : la méthode utilisée pour obtenir le plan.

A.5.1 PBIB7(n,ls,ty="a")

La fonction PBIBT7(n,l,s,ty =”a”) correspond & la premiére méthode de construction de plans rectan-
gulaires & angles droits PBIB; (Voir la premiére paragraphe de la Sous-section 5.2.3 du Chapitre 4).
La fonction PBIBTa, avec s choisi dans {3,...,]-1}, offre une configuration d’un plan rectangulaire 3 angles
droits PBIB7 et ses paramétres : v, b, r, k, A; (¢ € {1,...,7}) (Voir le Théoréme 10 du chapitre 4).

A.5.2 PBIB7(n,ls,ty="b")

La fonction PBIB7(n,l,s,ty ="b”) correspond & la deuxiéme méthode de construction de plans rectan-
gulaires & angles droits PBIB; (Voir la deuxiéme paragraphe de la Sous-section 5.2.3 du Chapitre 4).
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La fonction PBIBT, avec s choisi dans {3,...,]-1} et ty = ”b”, offre une configuration d’un plan rectangulaire
a angles droits PBI By et ses paramétres : v, b, r, k, \; (i € {1,...,7}) (Voir le Théoréme 11 du Chapitre 4).

A.6 Conclusion

Notons I’accessibilité et la fonctionnalité des sorties de chacune des fonctions de notre “package” “CominS”.
Le “package”’ “CominS” est disponible sur le site “Cran” :
M. Laib, I. Rezgui, Z. Gheribi-Aoulmi and H. Monod (2013). CombinS : Constructions method of rec-

tangular PBIB and rectangular right angular PBIB(m) (m= 4,5 and 7) designs. R package version 1.0.
http ://CRAN.R-project.org/package=CombinS
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Annexe

R- package RPPairwiseDesign

B.1 Introduction

Dans le “ R- Package ” ¢ RPPairwiseDesign ’ [19], nous appliquons la méthode * SCH — PBPPER’
(Voir Section 6.3 dans Chapitre 6 sur quelques schémas d’association pour obtenir les configurations de plans
en “ pairwise ” partiellement équilibrés résolvables (PBPPFER) associés. Nous appliquons aussi ’algorithme
“ SCH — SF ’ (Voir Sous-section 8.3.1 dans Chapitre 8) sur les mémes schémas d’association pour obtenir
les configurations des plans numeériques “ space-filling ” associés.

Les schémas d’association utilisés dans ce package sont :
Schéma d’association divisible en groupes (Voir Définition 16 dans Chapitre 3).

— Schéma d’association rectangulaire & angles droits (4) (Voir Définition 10 dans Chapitre 5).

— Schéma d’association rectangulaire & angles droits (5) (Voir Définition 11 dans Chapitre5).
Schéma d’association rectangulaire A angles droits (7) (Voir Définition 12 dans Chapitre 5).
— Schéma d’association nested divisible en groupes (Voir Définition 19 dans Chapitre 4).

— Schéma d’association rectangulaire (Voir Définition 5 dans Chapitre 1).
— Schéma d’association & angles droits (Voir Définition 6 dans Chapitre 1).

B.2 Les fonction de R- Package RP PairwiseDesign

Le “R-package” ‘RP PairwiseDesign’ est composé d'une série de fonctions suivantes :
— PPdiv

— PPGrectRightAng4

— PPGrectRight Angb

— PPGrectRight Ang7

— PPNestdiv

— PPrect

— PPrightAng

— SaceFilling

B.2.1 La fonction PPdiv

Les arguments de la fonction PPdiv

Les arguments de la fonction PPdiv sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.
— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.
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La description de la fonction PPdiv

La fonction PPdiv donne la configuration de PBPPER divisible en groupes obtenu & partir de ’appli-
cation de la méthode ¢ SCH — PBPPER '’ sur un schéma d’association divisible en groupes.

Exemple 22. L’ezécution de la fonction PPdiv(3,3)

> PPdiv(3,3)
$RPPBD

—
—_
)
—_
w
—_
S
—_
o1
—_
[))
—_
-ﬂ
—_
00
—_
©
—_
—
)
—_

[1,]
[2,]
(3,1
[4,]
(5,]
(6,1
7,1
(8,]
(9,1
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O WWOo OO W W WM
S
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BB OB NN N NN N
N NN NDNDNOG OO
Q1 O1 1 €O 00O GO QO OO 0 M
W WWwwWwwwoo oM
OO WO(WWWIWO WM

$v
[11 9

$b
[1] 18

$r
[11 9

$K
(1] 3 6

$lamda
[1] 9 3

B.2.2 La fonction PPGrectRightAng4
Les arguments de la fonction PPGrectRight Ang4

Les arguments de la fonction PPGrect Right Ang4 sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.

— w : nombre de tableaux du schéma d’association.

La description de la fonction PPGrectRight Ang4

La fonction PPGrectRight Ang4 donne la configuration de PBPPER rectangulaire 4 angles droits (4)
obtenu & partir de ’application de la méthode * SCH — PBPPFER’ sur un schéma d’association rectangulaire
4 angles droits (4).

Exemple 23. L’ezécution de la fonction PPGrectRight Ang4(3,3,2)

> PPGrectRightAng4(3,3,2)
$RPPBD
(,11 [,21 [,3] [,4] [,5] (,6]1 C[,7] [,8] [,9]1 [,10]1 [,11] [,12] [,13] [,14]
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[11,]
[12,]
[13,]
[14,]
[15,]
[16,]
[17,1]
[18,]

$v
[1] 9

$b

[1] 36

$r
[1]1 9

$k

[11 3249
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B.2.3 La fonction PPGrectRight Angb
Les arguments de la fonction PPGrectRight Angb

Les arguments de la fonction PPGrectRight Ang5 sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.

— w : nombre de tableaux du schéma d’association.

La description de la fonction PPGrectRightAngb

La fonction PPGrectRight Angb donne la configuration de PBPPER rectangulaire 4 angles droits (5)
obtenu & partir de I’application de la méthode ‘SCH — PBPPER ’ sur un schéma d’association rectangulaire
4 angles droits (5).

Exemple 24. L’ezécution de la fonction PPGrectRight Ang5(3,3,2)

> PPGrectRightAng5(3,3,2)

$RPPBD
(,11 [,21 [,3] [,4] [,s1 [,6] C,7]1 [,81 [,9]1 [,10]1 [,11] [,12] [,13] [,14]
[1,] 1 2 3 [l 4 7 [l B 6 8 9 [ 10 11
[2,] 1 2 3 [l B 8 [l 4 6 7 9 [ 10 11
[3,] 1 2 3 [l 6 9 [l 4 5 7 8 [ 10 11
[4,] 4 5 6 [l 13 16 || 2 3 8 9 [ 13 14
(5,1 4 5 6 [ 14 17 || 1 3 7 9 [ 13 14
[6,] 4 5 6 [ 15 18 || 1 2 7 8 [ 13 14
(7,17 8 9 [ 1 7 [ 2 3 5 6 [ 16 17
(8,17 8 9 [ 2 8 [ 1 3 4 6 [ 16 17
9,17 8 9 [1 3 9 [ 1 2 4 5 [ 16 17
[10,] 10 11 12 || 10 16 || 14 15 17 18 [ 1 2
[11,] 10 11 12 || 11 17 || 13 15 16 18 [ 1 2
[12,] 10 11 12 || 12 18 || 13 14 16 17 [ 1 2
[13,] 13 14 15 || 1 4 [ 11 12 17 18 [ 4 5
[14,1 13 14 15 || 2 5 [l 10 12 16 18 [ 4 5
[15,] 13 14 15 || 8 6 [ 10 11 16 17 [ 4 5
(16,1 16 17 18 || 10 13 || 11 12 14 15 [ 7 8
[17,1 16 17 18 || 11 14 || 10 12 13 15 [ 7 8
(18,1 16 17 18 || 12 15 || 10 11 13 14 [ 7 8
[,15] [,16] [,17]1 [,18] [,19] [,20] [,21] [,22]
[1,] 12 [ 13 14 15 16 17 18

[2,] 12 [ 13 14 15 16 17 18
[3,] 12 [ 13 14 15 16 17 18
[4,] 15 [ 10 11 12 16 17 18
[5,] 15 [ 10 11 12 16 17 18
[6,] 15 [ 10 11 12 16 17 18
[7,] 18 [ 10 11 12 13 14 15
[8,] 18 [ 10 11 12 13 14 15
[9,] 18 [ 10 11 12 13 14 15
[10,] 3 [ 4 5 6 7 8 9
[11,] 3 [ 4 5 6 7 8 9
[12,]1 3 [ 4 5 6 7 8 9
[13,] 6 [ 1 2 3 7 8 9
[14,] 6 [ 1 2 3 7 8 9
[15,] 6 [ 1 2 3 7 8 9
[16,]1 9 [ 1 2 3 4 5 6
[17,1 9 [ 1 2 3 4 5 6
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[18,]1 9 [ 1 2 3 4 5 6

$v
[1]1 9

$b
[1] 45

$r
[1]1 9

$k
[11 32436

$lamda
[11] 14 5 4 0 O

B.2.4 La fonction PPGrectRightAng7

Les arguments de la fonction PPGrectRight Ang7

Les arguments de la fonction PPGrect Right Ang7 sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.

— w : nombre de tableaux du schéma d’association.

La description de la fonction PPGrectRightAng7

La fonction PPGrectRight Ang7 donne la configuration de PBPPER rectangulaire i angles droits (7)
obtenu & partir de I’application de la méthode * SCH — PBPPER ’ sur un schéma d’association rectangulaire
4 angles droits (7).

Exemple 25. L’ezécution de la fonction PPGrectRight Ang7(3,3,3)

> PPGrectRightAng7(3,3,3)

$RPPBD
(,11 ,21 (,31 [,4]1 C,5] L[,6]1 [,71 [,81 [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14]
[1,] 1 2 3 [l 4 7 [l B 6 8 9 [ 10 19
2,1 1 2 3 [l 5 8 [l 4 6 7 9 [ 11 20
3,1 1 2 3 [l 6 9 [l 4 5 7 8 [ 12 21
[4,] 4 5 6 [l 13 16 || 2 3 8 9 [ 13 22
(5,1 4 5 6 [ 14 17 || 1 3 7 9 [ 14 23
[6,] 4 5 6 [ 15 18 || 1 2 7 8 [ 15 24
(7,1 7 8 9 [l 22 25 || 2 3 5 6 [ 16 25
(8,1 7 8 9 [l 23 26 || 1 3 4 6 [ 17 26
9,1 7 8 9 [l 24 27 |l 1 2 4 5 [ 18 27
[10,1 10 11 12 || 1 7 [l 14 15 17 18 [ 1 19
(11,1 10 11 12 || 2 8 [ 13 15 16 18 [ 2 20
[12,] 10 11 12 || 8 9 [ 13 14 16 17 [ 3 21
[13,] 13 14 15 || 10 16 || 11 12 17 18 [ 4 22
[14,] 13 14 15 || 11 17 || 10 12 16 18 [ 5 23
[15,] 13 14 15 [ 12 18 [ 10 11 16 17 [ 6 24
[16,1 16 17 18 || 19 25 || 11 12 14 15 [ 7 25
(17,1 16 17 18 || 20 26 || 10 12 13 15 [ 8 26
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16
16
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16
16
14
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2561 [,26] [,27]

13

22
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16
17
18
16
17
18

24
19
20
21

19
20
21

13
14
15

22
23

24
19
20
21

19
20
21

13
14
15
10
11
12
10
11
12

[,18] [,19]
20 21

12
156
18
12
15
18

161 [,16] [,17]

23

26

19
22

25

19
22

11
14
17

25

20

23

26

19
22

25

19
22

25

11

14
17
10
13
16
10
13
16

[,28] [,29] [,30] [,31] [,32]

[,33]
27
27
26
27
27
26
24
24
23
27
27
26
27
27
26

24
24
23
21

18
18
17
18
18
17
15
15
14

15
15
14
12
12
11
12
12
11

26
25
25
26
25
25
23
22
22
26
25
25
26
25
25

[1,] 23

[2,1 22

[3,1 22

(4,1 20

21

(5,1 19

20
21

(6,1 19

(7,1 20

21

(8,1 19

20

(9,1 19
[10,1 23

24
24
23
21

[11,] 22
[12,]1 22
[13,]1 20
[14,]1 19

21

20

[15,]1 19
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[16,] 20 23 3 6 21 24
[17,]1 19 22 3 6 21 24
[18,]1 19 22 2 5 20 23
[19,] 14 17 6 9 15 18
[20,] 13 16 6 9 15 18
[21,] 13 16 5 8 14 17
[22,] 11 17 3 9 12 18
[23,] 10 16 3 9 12 18
[24,]1 10 16 2 8 11 17
[25,] 11 14 3 6 12 15
[26,] 10 13 3 6 12 15
[27,] 10 13 2 5 11 14
$v

[1] 9

$b

[1] 18

$r

[1] 9

$k

[11 3242448

$lamda
[11 11 9 3 9 3 3 1

B.2.5 La fonction PPNestdiv
Les arguments de la fonction PP Nestdiv

Les arguments de la fonction PPdiv sont :

— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.
— w : nombre de tableaux du schéma d’association.

La description de la fonction PP Nestdiv

La fonction PPNestdiv donne la configuration de PBPPER “nested” divisible en groupes obtenu &
partir de 'application de la méthode * SCH — PBPPFER ’ sur un schéma d’association “nested” divisible en
groupes.

Exemple 26. L’ezécution de la fonction PP Nestdiv(3,3,3)

> PPNestdiv(3,3,3)

$RPPBD
[,11 [,21 (,31 [,4] C,5] C[,6] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14]
[1,] 1 2 3 [ 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[2,]1 1 2 3 [ 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[3,1 1 2 3 [l 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[4,] 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 10 11 12
[5,] 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 10 11 12
6,1 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 10 11 12
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7 8 9

7 8 9

7 8 9

10 11 12
10 11 12
10 11 12
13 14 15
13 14 15
13 14 15
16 17 18
16 17 18
16 17 18
19 20 21
19 20 21
19 20 21
22 23 24
22 23 24
22 23 24
256 26 27
256 26 27
256 26 27
[,15] [,16] [,1
13 14 156
13 14 15
13 14 15
13 14 15
13 14 156
13 14 156
13 14 156
13 14 15
13 14 15
4 5 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 b 6
4 5 6
4 b 6
[,28] [,29]

26 27

26 27

26 27

26 27

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
7]

1 2
1 2
1 2
13 14
13 14
13 14
10 11
10 11
10 11
10 11
10 11
10 11
22 23
22 23
22 23
19 20
19 20
19 20
19 20
19 20
19 20

[,18] [,19]

16 17

16 17

16 17

16 17

16 17

16 17

16 17

16 17

16 17

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

7 8

24

3 4 b

3 4 b

3 4 b

15 16 17
15 16 17
156 16 17
12 16 17
12 16 17
12 16 17
12 13 14
12 13 14
12 13 14
24 256 26
24 26 26
24 26 26
21 25 26
21 25 26
21 25 26
21 22 23
21 22 23
21 22 23
[,20]1 [,21] [,22]
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
18 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 19 20
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
9 10 11
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21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
21
12
12
12
12
12
12
12
12
12

[,24] [,25] [,26] [,27]

22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
22
13
13
13
13
13
13
13
13
13

T N e e N T e

1

11

11

11

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
23 24
14 15
14 15
14 15
14 15
14 15
14 15
14 15
14 15
14 15

WWwWwWwwWwwwowowowwwwwowowow

3

25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
25
16
16
16
16
16
16
16
16
16



[5,] 26 27
[6,] 26 27
[7,1 26 27
[8,1 26 27
[9,]1 26 27
[10,] 26 27
[11,] 26 27
[12,] 26 27
[13,] 26 27
[14,]1 26 27
[15,] 26 27
[16,] 26 27
[17,] 26 27
[18,] 26 27
[19,] 17 18
[20,]1 17 18
[21,] 17 18
[22,] 17 18
[23,] 17 18
[24,]1 17 18
[25,] 17 18
[26,] 17 18
[27,]1 17 18

$v
[1]1 9

$b
(11 27

$r
[11 9

$k
[11 3 6 18

$lamda
[1] 27 21 9

B.2.6 La fonction PPrect
Les arguments de la fonction PPrect

Les arguments de la fonction PPdiv sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.

La description de la fonction PPrect

La fonction PPrect donne la configuration de PBPPER rectangulaire obtenu & partir de 'application
de la méthode * SCH — PBPPER ’ sur un schéma d’association rectangulaire.

Exemple 27. L’ezécution de la fonction PPrect(3,3)
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> PPrect(3,3)
$RPPBD

-
[
N
[}
w
[}
)]
—
(o]
[}
[0 0]
[}
-
(@]
[t}
-
-
[

[1,]
[2,]
(3,]
(4,1
(5,1
(6,]
(7,1
(8,]
[9,1]

NNNAR RPN
0 00 0 O G 01 NN N M
O WWO O O W W WM
S
WNR,RWNR, OO D
O UL WO 00 ~N WO ~N M
R NR RN D O
WO 0T N N 00N~ 00—
N WWNWWOO O O M
Ul O O 00 WO W W WM

$v
[1]1 9

$b
(11 27

$r
[1]1 9

$K
(11 324

$lamda
[1] 531

B.2.7 La fonction PPrightAng
Les arguments de la fonction PPright Ang

Les arguments de la fonction PPrightAng sont :
— n : nombre de lignes du tableau des traitements.

— [ : nombre de colonnes du tableau des traitements.

w : nombre de tableaux du schéma d’association.

La description de la fonction PPrightAng

La fonction PPright Ang donne la configuration de PBPPFER & angles droits obtenu & partir de ’appli-
cation de la méthode ¢ SCH — PBPPER ’ sur un schéma d’association 4 angles droits.

Exemple 28. L’ezécution de la fonction PPright Ang(3,3,3)

> PPrightAng(3,3,3)

$RPPBD
[,11 [,21 (,31 [,4] C,5] C[,6] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14]
[1,] 1 2 3 [ 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[2,]1 1 2 3 [ 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[3,1 1 2 3 [l 4 5 6 7 8 9 [ 10 11 12
[4,] 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 13 14 15
[5,] 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 13 14 15
6,1 4 5 6 [ 1 2 3 7 8 9 [ 13 14 15
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7 8 9 [
7 8 9 [
7 8 9 [
10 11 12 ||
10 11 12 ||
10 11 12 ||
13 14 15 ||
13 14 15 [
13 14 15 ||
16 17 18 ||
16 17 18 ||
16 17 18 ||
19 20 21 ||
19 20 21 ||
19 20 21 ||
22 23 24 ||
22 23 24 ||
22 23 24 ||
25 26 27 ||
25 26 27 ||
25 26 27 ||
[,15] [,16] [,17]
19 20 21
19 20 21
19 20 21
22 23 24
22 23 24
22 23 24
25 26 27
25 26 27
25 26 27
19 20 21
19 20 21
19 20 21
22 23 24
22 23 24
22 23 24
25 26 27
25 26 27
25 26 27
10 11 12
10 11 12
10 11 12
13 14 15
13 14 15
13 14 15
16 17 18
16 17 18
16 17 18
[,28] [,29] [,30]
25 26 27
25 26 27
25 26 27
25 26 27

1 2
1 2
1 2
13 14
13 14
13 14
10 11
10 11
10 11
10 11
10 11
10 11
22 23
22 23
22 23
19 20
19 20
19 20
19 20
19 20
19 20
18] [,19]

13

13

13

10

10

10

10

10

10

4

4

4

1

1

1

1

1

1

4

4

4

1

1

1

1

1

1

24

3 4 b

3 4 b

3 4 b

15 16 17
15 16 17
156 16 17
12 16 17
12 16 17
12 16 17
12 13 14
12 13 14
12 13 14
24 256 26
24 26 26
24 26 26
21 25 26
21 25 26
21 25 26
21 22 23
21 22 23
21 22 23
[,20]1 [,21] [,22]
14 156 22
14 15 22
14 15 22
11 12 19
11 12 19
11 12 19
11 12 19
11 12 19
11 12 19
5 6 22
b 6 22
b 6 22
2 3 19
2 3 19
2 3 19
2 3 19
2 3 19
2 3 19
b 6 13
b 6 13
b 6 13
2 3 10
2 3 10
2 3 10
2 3 10
2 3 10
2 3 10
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23
23
23
20
20
20
20
20
20
23
23
23
20
20
20
20
20
20
14
14
14
11
11
11
11
11
11

[,24] [,25] [,26] [,27]

24
24
24
21
21
21
21
21
21
24
24
24
21
21
21
21
21
21
15
15
156
12
12
12
12
12
12

NNBR AR R RPRRNSNSNR R R R R e

7

16
16
16
16
16
16
13
13

Y
w

BB R N NN NN N OB R R NN N N NN

00 00 U1 O U1 NNN 0 00 00 O o1 01 N NN

8

17
17
17
17
17
17
14
14

,_.
S

Or 01 01T 00O CO 0O 0O 00O OO U1 U1 U1 GO GO 00 CO 00O QO

O OO0 O WWWWWWOoOOo O WwwWww
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18
18
18
18
18
18
15
15
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(56,1

25 26 27

[6,] 25 26 27
[7,] 22 23 24
[8,1 22 23 24
[9,1 22 23 24
[10,] 25 26 27
[11,] 25 26 27
[12,] 25 26 27
[13,] 25 26 27
[14,]1 25 26 27
[15,] 25 26 27
[16,] 22 23 24
[17,] 22 23 24
[18,] 22 23 24
[19,] 16 17 18
[20,] 16 17 18
[21,] 16 17 18
[22,] 16 17 18
[23,] 16 17 18
[24,] 16 17 18
[25,] 13 14 15
[26,] 13 14 15
[27,] 13 14 15
$v
[1] 9
$b
[1] 36
$r
[1] 9
$K
[1] 3 6 6 12
$lamda

(11 27 9 9 1

B.2.8 La fonction SaceF'illing

L’argument de la fonction SaceF'illing

L’argument de la fonction ¢ SaceFlilling ¢ est la chaine de caractére “ asch ”, il identifie le type de schéma
d’association utilisé pour obtenir le plan “ space-filling ” associé comme suit :

“Div” pour le schéma d’association divisible en groupes.

“GrectRight Ang4” pour le schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (4).
“GrectRight Ang5” pour le schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (5).
“GrectRight Ang7’ pour le schéma d’association rectangulaire 4 angles droits (7).
“Nestdiv” pour le schéma d’association “nested” divisible eb groupes.

“Rect” pour le schéma d’association rectangulaire.

“RightAng” pour le schéma d’association & angles droits.
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La description de la fonction PPdiv

La fonction ¢ SaceF'illing ¢ donne la configuration de plan numérique “ space-filling ” obtenu 4 partir de
Papplication de l'algorithme ‘* SCH — SF ’ sur une série de schémas d’association.

Exemple 29. L’ezécution de la fonction SpaceFilling(” Div”)

> SpaceFilling("Div")
Number of lines of association schemes array :
3
Number of columns of association schemes array :
3
$SFDesign
(,11 [,21 [,3] [,41 [,81 [,6] [,71 [,8] [,9]

[1,] 1 1 1 2 2 2 2 2 2
[2,] 1 1 1 2 2 2 2 2 2
[3,] 1 1 1 2 2 2 2 2 2
[4,] 2 2 2 1 1 1 2 2 2
[5,] 2 2 2 1 1 1 2 2 2
[6,] 2 2 2 1 1 1 2 2 2
[7,] 2 2 2 2 2 2 1 1 1
[8,] 2 2 2 2 2 2 1 1 1
[9,] 2 2 2 2 2 2 1 1 1
$Runs

[1] 9

$Factors

[1] 9

$Levels

[1] 2

B.3 Conclusion

) I 4

Notons l'accessibilité et la fonctionnalité des sorties de chacune des fonctions de notre “ package
RPPairwiseDesign .

M. Laib, I. Rezgui and Z. Gheribi-Aoulmi (2015). RPPairwiseDesign : Resolvable partially pairwise ba-

lanced design and Space-filling design via association scheme. R package version 1.0.
http ://CRAN.R-project.org/package=RPPairwiseDesign
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