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Premiére partie

Etude quantique de quelques

potentiels déformés



Introduction

Depuis la fondation de la mécanique quantique entre les années 1923 et 1927, la recherche
des solutions exactes des équations d’onde, dans un cadre non relativiste ou dans un contexte
relativiste, continue de susciter l'intérét des chercheurs parallélement au développement des
modeles de potentiels proposés pour décrire des interactions nucléaires en physique nucléaire ou
des interactions inter-atomiques en physique atomique ou moléculaire et en chimie quantique.

Comme exemple, nous pouvons citer en premier lieu le potentiel d’interaction entre un
neutron et un proton suggéré par Yukawa [1] et utilisé par Moller et Rosenfeld [2] dans la
recherche des états stationnaires d’un deuteron. Un potentiel de cette forme a été également
utilisé par Bohr [3] pour analyser la diffusion de particules chargées dans des champs atomiques.
L’équation de Schrodinger radiale pour cette forme de potentiel a été résolue numériquement
par Wilson [4] et par Sachs et Goeppert-Mayer [5] dans le cas des ondes s, c’est a dire pour le
moment angulaire [ = 0. Hylleraas et Risberg [6] et une année plus tard Hulthén [7] proposaient
une forme de potentiel dite potentiel de Hulthén dont 'importance en physique atomique était
soulignée par Lindhard et Winther [8]. Une modification des potentiels mentionnés ci-dessus
était utilisée par Gustavi [9], d’'une part comme potentiel d’interaction de deux nucléons et
d’autre part, pour discuter la solution de I’équation de Schrodinger radiale pour les états s.

Une combinaison linéaire du potentiel de Hulthén et d’une forme de la modification em-
ployée par Gustavi dans 'obtention de la solution de I’équation de Schrodinger était traitée
par Rosenzweig et Krieger [10] dans leur analyse des conditions de quantification de Jeffreys-
Wentzel-Kramers-Brillouin (JWKB) au moyen d’une méthode développée par N. Froman et P.
O. Froman [11]. A Paide de cette méthode, les valeurs exactes de I’énergie étaient calculées [10].

Infeld et Hull [12] avaient calculé les mémes valeurs de ’énergie par la méthode de factorisa-



tion. Ce dernier potentiel peut étre considéré comme une généralisation ou une déformation des
potentiels suggérés dans les références [6] et [7].

Un nouveau type de déformation de certains potentiels usuels avait vu le jour récemment. Il
est basé sur une ¢g-déformation des potentiels hyperboliques introduite pour la premiére fois par
Arai [13] dans une étude effectuée dans le cadre de la mécanique quantique supersymétrique
sur une classe de potentiels invariants de forme. L’introduction du parameétre ¢ peut servir
comme un parameétre supplémentaire dans la description des interactions inter-atomiques. En
particulier, dans un probléme radial, I'introduction du parameétre ¢ contraint le mouvement
quantique & se produire sur un demi-axe.

L’objet de ce travail est double : d’'une part, de traiter rigoureusement un ensemble de
quatre systémes dynamiques intéressant la physique théorique et la chimie quantique; d’autre
part, d’analyser les solutions du probléme des états liés de ces systémes dynamiques obtenues
en utilisant ’approche de 'invariance de forme des potentiels partenaires supersymétriques ou
par la méthode standard.

Ce mémoire comporte deux parties. La premiére partie est consacrée & la discussion des
quatre systémes mentionnés ci-dessus. Dans le chapitre 1, nous étudions un potentiel & quatre
parameétres servant comme modeéle de potentiel diatomique. La dépendance de ce potentiel d’un
paramétre de déformation A qui détermine la forme du potentiel, ne permet pas de traiter de
fagon unifiée le probléme des états liés quelque soit la valeur réelle de A. Dans le chapitre 2,
nous présentons les solutions de ’équation de Schrodinger pour les états s d’une particule dans
un potentiel de Manning et Rosen, qui est un potentiel généralisant le potentiel de Hulthén
et celui de Kratzer. Nous donnons le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde des états
liés et des états continus. Dans le chapitre 3, nous réexaminons le probléme d’une particule
chargée sans spin dans un potentiel vecteur et un potentiel scalaire dépendant d’un parameétre
réel g de déformation. Lorsque ¢ > 0, ces potentiels sont du type Hulthén déformé et du genre
Woods-Saxon déformé pour ¢ < 0. Dans le cas ol ¢ = 0, on a des potentiels exponentiels. Nous
donnons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états s dans chaque cas. Cette étude
est étendue aux ondes [ pour ¢ > 1 dans la chapitre 4.

La seconde partie de ce travail est consacrée & une analyse critique des approches de résolu-

tion des équations de mouvement et des résultats obtenus concernant les systémes dynamiques



mentionnés dans les chapitres précédents. Dans le premier commentaire, nous montrons que
Iinvariance de forme et 'approximation WKB en supersymétrie employées dans le traitement
du potentiel & quatre parameétres ne s’appliquent que dans le casou A > 1 et % In) <r < +o0.
Dans le second commentaire, contrairement aux arguments de Shi-Hai Dong et Garcia-Ravelo,
nous prouvons l’existence des états liés uniquement lorsque le paramétre o dont dépend le
potentiel de Manning et Rosen est o > 1 ou @ < 0.

Le troisieme commentaire concerne ’application de la supersymétrie pour I’étude du prob-
léme d’une particule chargée sans spin en présence d’un potentiel vecteur et d’un potentiel
scalaire du type Hulthén ou Woods-Saxon selon que le paramétre de déformation ¢ est positif
ou négatif. Nous montrons que cette méthode est applicable uniquement dans le cas ot ¢ > 0
et élnq < 1 < 400. Le dernier commentaire enfin traite de la validité de ’approximation du
potentiel centrifuge utilisée pour déterminer les solutions de 1’équation de Klein-Gordon pour
les états [ du systéme dynamique examiné précédemment.

Ce travail a donné lieu & 4 publications internationales sous forme de commentaires.



Chapitre 1

Potentiel & quatre parameétres pour

une molécule diatomique

1.1 Introduction

Le potentiel de Morse [14, 15, 16] a été tres utile dans de nombreux domaines de la physique
et de la chimie qui comprennent, entre autres, la physique nucléaire [17, 18], la physique molécu-
laire, et la chimie quantique [19]. En physique moléculaire et en chimie quantique, il sert dans
I'interprétation des spectres des molécules diatomiques. En 1999, Sun [19] avait proposé un nou-
veau potentiel dépendant de quatre paramétres comme modéle destiné a remplacer le potentiel
de Morse pour ajuster les courbes RKR (Rydberg - Klein - Rees) [20, 21, 22] expérimentales de
I’énergie potentielle et pour déterminer les niveaux d’énergie des états de rotation et des états
de vibration des molécules diatomiques avec une meilleure précision des résultats théoriques

comparés aux données expérimentales. Le potentiel de Sun a la forme :

o(r) = 20V () = - b (1.1)

avec a, b,n, et X des constantes définies par



=
b=34D, (e~ N), (1.2)
n=g

ol D, est la profondeur du puits de potentiel, 7. est la distance d’équilibre entre les deux noyaux
et \ est le paramétre de déformation sans dimension, « est un parameétre sans dimension positif,
M étant la masse réduite de la molécule.

Une analyse de ce potentiel a été présentée récemment dans le cadre de l'approche de
I'invariance de forme et en utilisant 'approximation WKB en supersymeétrie [23]. Cependant,
nous devons signaler que les résultats obtenues dans cette étude ne sont pas satisfaisants quelque
soit la valeur du parameétre A puisque, d’une part, le potentiel (1.1) a une forte singularité au
point r = rg = %ln)\ et d’autre part les conditions aux limites ne sont pas remplies lorsque
r—0,etr— %ln)\.

Comme ’approche de 'invariance de forme et 'approximation WKB ne conviennent pas
pour traiter ce potentiel quelque soit les signes des paramétres P, Q) et A dont dépend le super-

potentiel

—h( P
IM e — X

W(r) = +Q) (1.3)

employé par Jia et ses collaborateurs dans leur calcul [24]. Nous nous proposons ici de discuter
ce potentiel par 'approche de 1’équation de Schrodinger en considérant toutes les formes de
potentiel déterminées par le paramétre A.

Le plan de notre discussion est le suivant : dans le second paragraphe, nous rappelons que,
dans le cas d’un potentiel central, ’équation de Schrédinger indépendante du temps est rem-
placée par une équation différentielle ou intervient la seule variable radiale r. Dans le troisiéme
paragraphe, nous étudions le potentiel de Hulthén déformé (A > 0) en nous limitant a deux cas.
Le premier cas concerne la solution de I’équation différentielle radiale dans Uintervalle |rg, +00]
lorsque le parameétre A > 1. Nous calculons explicitement les énergies des états liés et les fonc-
tions d’onde correspondantes normalisées. le second cas est celui pour lequel 0 < A < 1. La
solution de I’équation différentielle radiale est analogue a celle obtenue dans le cas précédent,

mais elle est valable dans I'intervalle RT. En imposant les conditions aux limites, aux fonctions
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d’onde obtenues, on rejette la solution inacceptable physiquement. Ceci entraine également une
condition de quantification définie par une équation transcendante qui permet de déterminer
les niveaux d’énergie du systéme physique. Dans le quatriéme paragraphe, nous analysons le
potentiel de Woods-Saxon déformé lorsque le paramétre A est choisi négatif. Une résolution
analogue & celle entreprise dans le paragraphe précédent, mais en pratiquant un changement
de variable approprié, nous permet d’obtenir les fonctions d’onde et de montrer que les én-
ergies des états liés sont données par les solutions d’une équation transcendante dépendante
d’une fonction hypergéométrique. Dans le cinquiéme paragraphe, nous abordons le potentiel de
Morse radial en posant A = 0. Nous montrons que le spectre d’énergie et les fonctions d’onde

se déduisent des cas o 0 < A < 1 ou A < 0. Enfin, le dernier paragraphe sera une conclusion.

1.2 Expression de I’équation différentielle radiale

L’équation de Schrédinger indépendante du temps pour une particule de masse M dans le
potentiel (1.1) s’écrit
—h? — —
— A+ V(r) | (7)) = EY(7r). (1.4)
2M
Comme le potentiel (1.1) posséde la symétrie sphérique, les coordonnées polaires (r, 6, )

sont le mieux adaptées au probléme. L’équation (1.4) s’exprime donc en coordonnées sphériques

ainsi

p? L2
IM + W +V(T) 71’(7", 97 90) :Ew(ra&@)» (15)

—

b1, T et inétique orbitale et
o) est le moment cinétique orbitale et £ est

ol P, est lopérateur radial défini par P = ;

la valeur propre de I’Hamiltonien H.
Compte tenu des propriétés de commutation des opérateurs H , 12 et EZ, les solutions

P(r, 8, ) de 'équation (1.5) sont forcément de la forme :

9, 6,) = ()" (0,), (16)

avec u(r) une fonction de 7 et y;" (6, ¢) une harmonique sphérique. En reportant I’expression

11



(1.6) dans I’équation (1.5) et apreés simplification, on obtient I’équation différentielle suivante

R 2 U+ 1)h?

sir gt o T V()| ulr) = Bu(r), (1.7)

dont les solutions doivent remplir la condition & 'origine

u(0) =0 (1.8)

équivalente & la condition d’hermiticité de 'opérateur ]3r, et d’étre bornées & l'infini.
Pour entamer la recherche des solutions de I'équation différentielle radiale (1.7), nous devons
distinguer cinq cas comme nous ’avons déja signalé plus haut. Nous nous limiterons a 1’étude

de l'onde s (I = 0).

1.3 Potentiel de Hulthén déformé

Lorsque le parameétre de déformation A est positif, la fonction énergie potentielle & quatre
parameétres (1.1) représente une forme générale du potentiel de Hulthén [7]. Ici, nous distinguons
deux cas. Si 0 < A < 1, V() est continu sur l'intervalle entier R*. Mais, si A > 1, V(r) a une
forte singularité au point r = rg = % In A\, et dans ce cas, nous avons deux régions distinctes, une
est définie par l'intervalle |0, ro[ et Pautre par 'intervalle |rg, +o00[. Ceci nous ameéne a discuter

les solutions de 'équation (1.7) dans chaque cas.

1.3.1 Premiercas: A\>1letrg<r <400

Dans ce cas, nous discuterons la solution de I’équation (1.7) uniquement dans l'intervalle
|r0, +00[ puisque, dans 'autre intervalle, la solution de cette équation ne peut pas étre obtenue
analytiquement.

En effectuant le changement de variable défini par

y=2xe T, (1.9)

I'équation différentielle radiale (1.7) pour les états s (I = 0) devient

12



Qd_2 d 2MEFE a y? by

— - —— =0. 1.10
Y 2 + Yy + R (L—y)?  PAL—y u(r) (1.10)

En introduisant une nouvelle fonction ¢(y) définie par la relation
u(r) =" (1 = y)"e(y), (1.11)

et en utilsant la notation

v= /-3 ,U/:n%:%<1+ 1+n;%),

(1.12)
5:\/1/2—1—#4—”%\; o/:u—l—n%—l—a; ﬁ’:u—l—nﬁ)\—a,
nous obtenons de (1.10) I’équation différentielle hypergéométrique
y(1—y)d—2+[2u+1—(a/+5’+1)y]i—a’ﬁ’ o(y) =0 (1.13)
0 & . .
La solution générale de cette équation peut s’écrire sous la forme
P P
o(y) = Bi2F (/\_77 +V—€,)\—n+l/+€,21/+1;y> +
P P
Boy™% o F, <)\—77 —1/—5,)\—77 —1/+5,1—2y;y> . (1.14)

Pour trouver la solution acceptable physiquement de I’équation differentielle (1.10), nous devons

imposer les conditions aux limites

lim u(r) = 0, (1.15)
r—TrQ
et
lim u(r) =0 (1.16)

v

nécessaires pour les états liés. Lorsque 7 — 0o, y — 0 et y 7% — o0, la condition a la limite (1.16)

13



exige que By = 0. Donc les deux conditions aux limites seront satisfaites si nous choisissons
Bs =0 et /\—1; +v—e=—-n, avecn, = 0,1,2,.... Les énergies possibles pour les états liés sont

alors données par

By, = —5—Q" (1.17)

En utilisant (1.11) et la formule de transformation de Gauss (voir formule (9.131.2) dans [25])

L(c)T'(c—a—b)

I'(c—a)l'(c—b)

I'(e)l'(a+b—c)
I'(a)L'(b)

oFi(a,b,c;2) = sFi(aba+b—c+1;1—2)+(1 —2)° o

oFi(c—a,c—bc—a—b+1;1—2), (1.18)

les fonctions d’onde peuvent s’exprimer sous la forme :

e g 9P  2Q 2P -
w(r) = Bi(1—=Xe” ™) (Ae™) 7 oF1(—np,ny + — — —, —;1 =A™ ), 1.19
(r) = Bu( (e ) S -2 )

avec

(P+n.An)%2—a—\b

= 1.20
Il est clair que la fonction d’onde (1.19) remplit la condition (1.16) lorsque
Q <0. (1.21)

Donc, on peut voir de (1.20) et (1.21) que le nombre de niveaux discrets est égal & nymax

satisfaisant a 1’égalité

(1.22)

va+Ab—P
Ny max = 77—)‘ .

Ici {k} signifie le plus grand entier inférieur a k.

Nous pouvons maintenant déterminer la constante de normalisation By a partir de la con-

14



dition de normalisation

[ R ar =1 (1.23)

0
En utilisant le lien entre les polynomes de Jacobi et les fonctions hypergéométriques (voir

formule (8.962.1) dans [25])

'n+a+1) 11—z
PR (z) =———— 3 Fy (— La+1; 1.24
NP (1) T D) i(—mn+a+B+1,a+1; 5 ), (1.24)
le calcul de I'intégrale (1.23) peut étre effectué en écrivant un des 25 facteurs HT”” sous la forme
1+ l1-=z
=1- 1.25

et en employant les deux intégrales suivantes (voir formule (7.391.5) dans [25]) :

/“(1 a1 4 ) [ pl) (x)} 2 2T+ v 4+ )l (nt p+1) (1.26)

1 " B nwl'(n+v+pu+1) ’ '

ou Re(v) >0, et Re(u) > —1 et (voir formule (7.391.1) dans [25])

+1 2 VI (v + DD (n+ p+ 1)
1—2)’(1+z)" |P"(z)| do = 1.2
/1( 2 (1 +z) [” (x)} ¢ nl2n+v+p+D(n+v+p+1) (1.27)

qui est valable pour Re(r) > —1, et Re(p) > —1, on montre aisément que

2Q(P + n.An — AQ)D (n n 37_1;> r (n c2p 2_7(70)‘) 3

(P + npAn)n, T (nr - % + 1) r (77_1;)

By = |-

N |

(1.28)

1.3.2 Deuxiémecas:0< ) A<1letreR"

L’analyse présentée ci-dessus est valable également dans ce cas, mais nous préférons intro-
duire la nouvelle variable y = 1 — A\e™"". En utilisant les conditions aux limites u(0) = 0 et
lim u(r) = 0, nous montrons, de fagon identique, que la solution de ’équation différentielle
T—00

radiale a la forme

15



u(r) = Ci(1 = Ae ) F (e ™) o Fy T Ve (1.29)
)\77 ? )\,’7 ) A’rl’ )

ou (7 est un facteur constant. Alors, le specrtre d’énergie peut étre trouvé a partir d’une

solution numérique de I’équation trancendante

P P P
) s 2_ 1 — = 1.
2 1()\77—{—1/ 8,)\77—|—I/+6, /\77, )\) 0 ( 30)

1.4 Potentiel de Woods-Saxon déformé

Pour A < 0, et r € RT, le potentiel de molécule diatomique (1.1) est une généralisation du
potentiel de Woods-Saxon [26]. En prenant A pour (—A) dans (1.1), c’est a dire le nouveau

parameétre A devient positif, et en introduisant la nouvelle variable

A

= 1.31
e+ N\ (1.31)

Yy
I’équation différentielle radiale prend la forme :
d? d 2ME 1 a vy b 1

1= )= +(1 = 2)— - e
A A I (R R T b

u(r) =0. (1.32)

Pour résoudre cette équation différentielle, nous introduisons une nouvelle fonction ¢(y) a

travers la relation

u(r) =y"(1 = y)e(y). (1.33)
En posant
2MFE
et

16



a b 2ME
_ _ b M 1.35
H \/772)\2 mA  h2n?’ (1.35)

Iéquation en u(r) se réduit & I’équation hypergéométrique suivante :

d? d
l—y)—+[2v+1— 1) y] — — = 1.
y( y)dy2+[V+ (+ B+ )y]dy afB| ¢(y) =0, (1.36)
ol
=v4pu+ — B=v-+ —£+1 (1.37)
a=V—+U )\777 =VvTu ) ) :
et
P 1 4a
—=-1 1+—— . 1.
v 2( + +A2n2) (1.38)

La solution générale de 1'équation différentielle (1.36) est une combinaison linéaire de deux

fonctions hypergéométriques de la forme :

P P
ely) = Ai288 <V+M+—,l/+u—)\—n+1,2u+1;y>

An
P P
VA oF (p—v+-—p—v——+11-2uy). (1.39)
An An
Donc on a
u(r) = A1 y"(1—y)* oF V+u+£,u+,u—£+1,2y+l;y
An An

P P
Aoy V(1 — ) o F — — u—v——+1,1-2v: . 1.4
+Ay™ V(1 — y)* o Fy <u I/+)\n,u v >\?7+ , V7y> (1.40)

Maintenant, pour que u(r) soit une solution de ’équation (1.32) acceptable physiquement,

elle doit satisfaire les conditions

lim u(r) =0, (1.41)

r—00

17



u(0) = 0. (1.42)

Lorsque r — oo, y — 0, la condition a la limite (1.41) exige que Ay = 0. Donc, suivant (1.31),

la solution de I’équation de Schrodinger radiale (1.32) peut s’écrire sous la forme :

“+v
u(r) = Ce' LY
e 4+ X

P P A
X oF —.1 -— 2w+ ——, 1.43
2 1<1/+,u+)\77, MR ity em"+>\> (1.43)

ou C est un facteur constant. En utilisant le fait que la fonction hypergéométrique dans I’'équa-

tion (1.43) tende vers l'unité, nous obtenons

u(r) ~ Ce V n2
r—00

(1.44)

Donc, nous avons obtenu le comportement asymptotique correct. Afin d’obtenir les énergies
possibles des états liés, nous utilisons la condition a la limite (1.42). On voit facilement que la
solution (1.43) remplit la condition (1.42) lorsque

A

P P
F; —.1 -2 1. —— ) =0. 1.45
2 1(”+“+An’ +v+p vt v+ ,1H> (1.45)

Il s’ensuit que les niveaux d’énergie peuvent étre trouvés a partir d’une solution numérique de
I’équation transcendante (1.45).
Si on pose A = ge" avec ¢ > 0 dans l'expression (1.1), nous obtenons le potentiel suivant

qui est une forme particuliere du potentiel de Woods-Saxon déformé :

Wo B Vo
(enr=R) 4 q)* e =H) + ¢’

vws(r) = (1.46)

ou Vo = be ™ | Wy = ae 2" et nR > 1. Le paramétre R est le rayon nucléaire et ! est
I’épaisseur de surface. Dans ce cas, nous remarquons que 1%\ ~ 1 pour nR > 1. Grace a
la formule de Gauss (voir formule de Gauss (1.18)), il facile de montrer que la condition de

quantification pour les états liées (1.45) prend la forme suivante :
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(2u)T (1 +v— - )F (u + 5 - u) (e"3>_2“ I (1.47)

(=20 (1+v = £ +p)T (v+ £ +p) \ 4
Pour simplifier la discussion de cette équation (1.47), nous considérons uniquement le cas ou

u? <0, de telle sorte que suivant I’équation (1.35), u devient purement imaginaire. En posant

p=1ip, (1.48)
et en définissant ¢y, ¢y et ¢ ainsi
_ P,
¢, = argll (1/—1—)\—77 —i—zﬁ) )

¢y = argll (1/ — )\—]j] + zﬁ) , (1.49)
Y =argl'(2if),

nous pouvons aussi exprimer (1.47) sous la forme

,3 e,nR —2i8
exp |2y — 2i¢; — 2i¢p, — 2i arctan 5 < ) =—1. (1.50)
vV — 77_)‘ q
Ceci conduit a la condition de quantification
I} T

B(MR+1nq) + v — ¢; — ¢y — arctan = | = (2n+ 1)5, (1.51)

v P

nA

avec n =0,£1,£2 43.....
En posant a = 0 et ¢ = 1, le potentiel (1.46) se réduit au potentiel standard de Woods-Saxon

[16]. La condition de quantification peut étre déduite a partir de I’équation (1.47),

BnR + 1) — 2¢ — arctan <§> =(2n+ 1)%, (1.52)

ou

8=/ Vo+ 2
¢

=argl' (v +1if), (1.53)
b = arg T (2i6),
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etn=20,1,2,3,..... Ce dernier résultat est en accord avec celui de la littérature [16].

1.5 Potentiel radial de Morse

En faisant A = 0 dans 'expression (1.1), nous obtenons le potentiel de Morse radial

op(r) = a2 — be™" (1.54)

2;;‘24 D.e?7e b = %Dee“Te, et

ou les paramétres a, b, et 1 sont définis respectivement par a =

n=aq.
Dans ce cas, on peut voir a partir des équations (1.12) que
P 1, a
"M \Zo 2 T
P - 1 b 2va
m—i—y—i—e Sa) §+V+217\/E+77_>\’ (1.55)
P o 1 __b

En tenant compte de la relation (voir formule (9.122.1) dans [25])

2Fi(a, B,7; 1) = ggz)f(;);(i — g; (1.56)

valable pour Re(y) > Re(a + [3), on a a partir de ’équation transcendante (1.30),

P P P r—2
2F1<—+V—£,—+V—€;2—;1—)\>— T ( V)b =0. (1.57)
AN A AN L3 —v—57)
D’ou il résulte (la fonction d’Euler I'(—n,.) est infinie)
1
b =012, (1.58)

ey —_—
2 2ny/a
comme il était a prévoir. cette expression (1.58) représente la condition de quantification qui
permet le calcul des niveaux d’énergie. On trouve
(1.59)

Pn? b 1.4
E, =—— — Ny — =) =0,1,2, ...
Ny 2M (277\/6 Ny 2) y N Ty Sy

D’autre part, en se servant de la formule [27]
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z
B

il est facile de montrer que, dans le cas limite ou A — 0, les fonctions d’onde (1.29) deviennent

) = Cenp[(n— gzt g)r] e (L)

2ME. 2
111 <_n7“72 - h2n2nr + 1 \;ae—nr> ) (161)

B—00

lim 2F1 <Oé,6,’)/; ) = lFl (047’7;2)7 (160)

avec n, = 0,1, 2, ...npmae. Pour déterminer le nombre d’états liés 744, ; On considére le com-

portement asymptotique

u(r) ~_exp [(n - Ti/a + %) r} . (1.62)

En tenant compte de la condition a la limite (1.41), il résulte que

b 1
Nrmax = {277\/5 - 5} 3 (163)

ol {277(1/5 — %} désigne le plus grand entier inférieur a Tﬁ/«i — % Le spectre d’énergie (1.59) et

les fonctions d’onde (1.61) peuvent également étre obtenus d’une autre facon. En partant de
l’équation transcendante (1.45) et des fonctions d’onde (1.43) et en prenant la limite A — 0,
nous aurons :

P = \a

A—0

P 24/a
V+/L+ 50 Y (164)

1 1S

3|w

P 1 __0b
1+ij'u_”)‘)\:o? 2va Y
et donc, en utilisant les formules (1.56) et (1.57), nous retrouvons le spectre d’énergie et les

fonctions d’onde des molécules diatomiques dans le potentiel de Morse radial.
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1.6 Conclusion

Nous avons discuté rigoureusement le probléme du potentiel & quatre parameétres adopté
comme modele pour décrire une molécule diatomique. Nous avons montré que la solution de
I’équation de Schrodinger dépend du parameétre de déformation A et donc, une solution unifiée
est impossible & envisager contrairement & ce qui est rapporté dans I’étude présentée par Jia et
ses collaborateurs [23] a 'aide de I’approche de l'invariance de forme et aussi au moyen d’un
traitement dans le cadre de 'approximation WKB supersymétrique. Il y a lieu de remarquer
que l'approche de I'invariance de forme et 'approximation WKB supersymétrique conviennent
uniquement dans lecasou A > letr € } % In A\, +o00 { Par contre, le probléme est insoluble dans
le cadre de ses deux approches lorsque 0 < A < 1 ou A < 0. Dans ces deux cas, les niveaux d’én-

ergie sont donnés par une équation transcendante impliquant une fonction hypergéométrique.
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Chapitre 2

Solutions exactes de ’équation de
Schrodinger pour des états s d’une
particule dans le potentiel de

Manning-Rosen

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons de résoudre en toute rigueur I’équation de Schridinger
d’une particule de masse u interagissant avec une autre particule par l'intermédiaire d’un po-
tentiel effectif central qui peut étre considéré comme une généralisation du potentiel de Hulthén

[7]. Ce potentiel est défini par

2 [a(a—1) A

= : - — : 2.1
vr) 2ub? [(eb —1)2 eb —1 (2.1)

ol A, b et o sont des constantes. Le paramétre b caractérise la portée du potentiel. Lorsque
a = 0 ou a = 1, il se réduit au potentiel de Hulthén. Il admet une valeur minimum au point

ro =bln [1 + %] donnée par
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h?A?

)

(2.2)

pour a < 0 ou @ > 1.

Ce potentiel effectif est une forme dite de Manning et Rosen [28] qui étaient les premiers a
donner les valeurs propres et & esquisser des expressions pour les fonctions propres non normal-
isées relatives & un potentiel équivalent a I'expression (2.1) en 1933. Le potentiel de Manning et
Rosen est utilisé dans la description des vibrations et de la rotation des molécules diatomiques
et constitue un modeéle convenable pour d’autres situations physiques dans le calcul des états
de diffusion et des états liés [8].

Lorsque ; < 1, le potentiel de Manning et Rosen se comporte comme le potentiel dit de

(

Kratzer [16] (h=p =1, Ab = B)

1Ja(a—1) B
v, _ 2 _ = 2.3
vl =5 [ - 2|, (2.3
qui posséde un minimum au point rg = %. D’autre part, en développant Vi (r) autour du
point 7y, nous obtenons
B2 1, 5
N — - — — 2.4
Vi (r) Sala—1) + 5% (r—ro0)?, (2.4)
ou
B2
w=——, (2.5)
a(a—1)]2

est la pulsation classique des petites vibrations harmoniques. Puisque w doit étre un réel positif,
il s’ensuit que
a<0,oua>1. (2.6)

Dans un papier récent, Dong et Garcia-Ravelo [29] ont discuté, par la résolution de I’équation
de Schrodinger, les solutions des états liés des ondes s. Leurs résultats sont incorrects pour

a = 0. En effet, d’une part, en faisant n = 0, la valeur de ’énergie n’est pas finie. D’autre part,
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les fonctions d’onde radiales ne remplissent pas la condition & la limite Rg(0) = 0 et d’une
maniére générale, elles ne sont pas convenablement normalisées. Par conséquent il est utile de
réexaminer le probléme dans I’approche de I’équation de Schrodinger. Le traitement général des
états s est donné dans le paragraphe 2.2. Le paragraphe 2.3 est consacré a ’étude des états
lies (E < 0). Nous en déduisons le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’onde. Dans le
paragraphe 2.4, nous abordons le probléme des états de diffusion (E > 0) pour l'obtention des
déphasages produits par le potentiel dans 'onde s (I = 0). Enfin, dans le dernier paragraphe,

en fixant a = 0 ou a = 1, nous considérons le potentiel de Hulthén standard.

2.2 Solution de I’équation de Schrédinger radiale

Pour trouver les valeurs propres et les fonctions propres convenablement normalisées cor-
respondantes pour a < 0 ou a > 1, commencons par écrire ’équation de Schrodinger radiale
pour [ = 0,

d? 1 [a(a—1) A

G2 BE0(r) = 33 TR — Rpo(r) + 2ERpo(r) =0, (2.7)

oll nous avons utilisé un systéme d’unités pour lequel la masse réduite u et la constante de
Planck A satisfont p = h = 1.

Introduisons la nouvelle variable

N
I
®
Skl
—~
o
oo
~—

et en notant

A= \/—202E, (2.9)

cherchons des solutions sous la forme

Rpo(r) = (1 - 2)2*F(2). (2.10)

Alors, en substituant (2.8), (2.9), (2.10) dans (2.7) et en imposant sur 3 la condition :
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B(B—1)=a(a—1), cest adire f =aou = (1—a), (2.11)
l’équation différentielle hypergéométrique suivante en F'(z) est obtenue
d2

2 (1= 2o F(z) + A+ 1 — (23428 +1)7] d%F(z) B 1) — A F(z) = 0. (212)

En comparant cette équation avec la forme générale de I’équation différentielle hypergéométrique

d2

WF(Z) +lc—(a+b+1)7] iF(z) —abF(z) =0, (2.13)

z(1—2) o

on trouve pour les parameétres les valeurs :

c=2\+1, a=p+X—7, b=06+X+7, (2.14)

ou

v =\ JA+BB-1)+2 (2.15)

La solution générale de 1’équation différentielle (2.9) est alors donnée par

F(z) = CiaFi(B+A—78+A+7,2 4+ 1;2)
+Cz P oF (B=A—7,8—=A+7,1-2X\2).

(2.16)

Pour trouver la solution acceptable physiquement de 1’équation différentielle (2.7), nous devons

imposer la condition & la limite

REg0(0) = 0. (2.17)

Afin d’étudier le comportement de la fonction F(z) pour z — 1, c’est & dire r — 0, nous ferons
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intervenir la relation fonctionnelle qui se déduit de

I'(e)l'(c—a—0)
I'(c—a)l'(c—1b)
I'(e)'(a+b—c)

2F1(a,b,c;2) = oFi(a,bya+b—c+1;1—2)+(1— z)C*a*b

oFi(c—a,c—bc—a—-b+1;1—2),

I'(a)T'(b)
(2.18)
en remplagant ¢ par a +b—c+ 1 et z par 1 — z, la solution de (2.13) peut s’écrire
F(z) =N oFi(B+A—7,8+A+7,26;1-2) (2.19)

ou N est un facteur constant. La fonction d’onde satisfaisant les équations (2.7), (2.12) et

(2.17) est donc donnée par (2.10) et (2.19) ainsi

Rio(r) = N (1= e 8)%e ™0 5Py (B4 A=, B4+ A +7,28:1—eF), (2:20)

avec 8 > 1.Deux cas sont a considérer selon que £ < 0 ou £ > 0.

2.3 Etats liés

Il est évident que le spectre d’énergie est discret pour £ < 0. Dans ce cas /—2F est un
parameétre positif. Pour trouver la solution acceptable physiquement pour le probléme des états

liées, nous devons imposer la condition & la limite

lim Rpo(r) = 0. (2.21)

T—00

En utilisant la formule de transformation de Gauss (2.18) on montre que
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Rpo(r) ~ (1—67%>B

. { T'(28)T (—2)) VT | T(26)T (2)) oV }
LB=A+T(B-A—7) CB+A=T(B+A+7) '
(2.22)

Ce comportement asymptotique remplit la condition (2.21) lorsque

54‘)\_’}/:_”% nr:0,1,2,... (223)

ol n, est le nombre de noeuds de la fonction d’onde radiale. Les valeurs propres de 1’énergie

seront alors données par

1 [A+B(5-1) ?
B = _ 2.24
Ny 8b2 |: Ny +B (nT +B) ) ( )
et les fonctions propres correspondantes par
- Ang -z
Rpo(r)=C (1 - e ) Pe R (—nT,nr + 2\, + 28,2\, + Lie b> , (2.25)

ol Ay, = /—2b°E,, et~, = \/A +B(B—1)+ A2 . A partir des équations (2.9) et (2.24) et

en rappelant que nous avons choisi A positif il s’ensuit que

A+pB-1)

iy (ny + 8) > 0. (2.26)

Alors, on peut voir de 'équation (2.26) que n, est un entier positif ou nul qui vérifie I'inégalité

ognTg{\/A+B(ﬁ—1)—ﬁ}. (2.27)
Nymaz = {\/A +B8(B—-1)— B} étant le plus grand entier plus petit que /A + B(6—1) — 5.

Ainsi, suivant les conditions sur le parameétre «, les énergies possibles pour les états liés et les

fonctions d’ondes radiales correspondantes s’écrivent explicitement, pour a > 1 :

28



2
Enr = _# ;i;o(; - ”7"(7:17‘_:"(304)} , N = 07 172--')nrma:c — { A+ oz(a - 1) - Oé} ’

(2.28)
T Ang .
Ry o(r) = Cu, (1= 5% 575 F) (=np me 420, + 20,20, + Lie7F )
et pour a < 0
a2
By, = —gs [it?;;ﬁ _ m[jﬁi(ila)}} e =0,1,20., Nymag = { Ata@—1) +a} 7
T Ang .
Rnﬁo(r) = Cnr (1 - 6_3)17046_ b T2F1 <_TL7~,’I’LT + 2/\nr — 2« + 27 2/\nr + 1) €_E> )
(2.29)
ou la constante de normalisation Cj,, résulte de la condition
o0
| 1R o ar =1 (2.30)
0

Pour exprimer C),, sous forme compacte, on utilise le lien entre la fonction hypergéométrique
et les polynomes de Jacobi (voir la formule (8.962.1) dans [25])
r,  nlw+1)

1—
2Bi(mnn vt Lyt li——)=

Nn+u+DR¥M@) (2.31)

Les fonctions radiales dans (2.28) ou (2.29) peuvent s’écrire sous la forme :

An

b7 pPAnr28-1)(1 _ 2¢7F), (2.32)

(2 1
Rnr,O(r) =C, Mo ( ne )

- 1_ _£ﬁ_
TF(nr+2/\m+1)( e )e

Sous le changement de coordonnée - = 1 —2¢~ %, la constante de normalisation C,,. dans (2.32)

est donnée par

Ly B[ T 4D PPl 1t o
2 — — r nr - - 2)\nr 1 -4 23 P(Q)\nr 20 1) ) 9
O =3 F(nr+2Am+1)} [ [ (@) do. (2.33)
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Le calcul de cette intégrale peut étre effectué en écrivant un des 23 facteurs (HTI) sous la forme :

1+=x 1—-=z
=1- 2.34
5 5 (2.34)
et en utilisant les deux intégrales suivantes (voir formule (7.391.5) dans [25]) :
1 2 2T (n+v+1)I(n+p+1)
1= 27 1+ a) [PU(2)] do = 2.
[ =ty [P de = T pe LD 2a)

ot Re(v) >0, et Re(u) > —1, et (voir formule (7.391.1) dans [25])

VT (n+ v+ 1)I(n+p+ 1)

1 2
—xz) T (Wp) (g T = .
/1(1 ) (1 + )u[P"#< )] d n2n+v+p+DI(n+v+p+1) (2:36)

qui est valable pour Re(v) > —1, et Re(u) > —1. On trouve finalement que

o _ [22m.(0 4 Au, 4 B) D(ny 42X, + DDy + 2\, +25) 3 (237
. ny + B n\T(n, + 23) '
1
T + 1)
2.4 Etats de diffusion
Lorsque E > 0, le spectre de I'énergie est continu. Il resulte de (2.9) et (2.15) que
\ = ibk, v =+\A+B(B—1)—b2k2. (2.38)

Dans ce cas, le comportement asymptotique (2.22) de la fonction d’onde s’écrit :

I'(—2ibk) —ikr '(2ibk) ikr
Ryo(r) oo N I'(23) { T(B—ibk+)T (B—ibk—) € + FEFE T (=) € }

. I'(2ibk) I'(2ibk)
= 2N T'(26) ‘F(B+ibk+’y)l“(6+ibk7'y) Ccos (’“’ + arg F(B+ibk+7)l“(6+ibk7'y)>
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= v e |- [ (2ibk) '

(B +ibk + )T (B + ibk — )

X sin (kzr + T + ar [ (2:bk) )
2 " ST(B bk + )T (B+ibk—7))

(2.39)

Ainsi, nous avons obtenu le comportement asymptotique correct pour des valeurs grandes de r.

De (2.39), nous pouvons déduire le déphasage dy des ondes s

E " (2ibk)

00 = 5 A N T T (B bk — )

(2.40)

2.5 Cas particulier : le potentiel de Hulthén

Quand a = 0 ou a = 1, le potentiel de Marnning-Rosen (2.1) se réduit au potentiel de

Hulthén standard

oA

—_—— . 2.41
2#62 et — 1 ( )

V(r) =

En posant 8 = 1, le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées sont déduits de (2.24)

et (2.32), respectivement

1 A 2 /
Em« = __8b2 [nr—i—l —(Tlr"i‘l)] s Moy :07172--~7nrmaac: { A_1}7 (2‘42)
5 3 T(ny + 2\, +1)
Ny n
m = —An r+ An 1 r+ 2, 1 \
Ry, 0(7) [b (£ Any 1) (17 + 220, + )] (nr + DT (20, + 1)

Ang

x(1— e H)e BTy R (—nr,nr + 20, + 28,200, + 1 e*%) L (243)

En utilisant la formule de transformation de Gauss (2.18), on voit facilement que si on pose
2X\n, = Pn, b = a et n, +1 = n, on retrouve les resultats obtenus par 'approche de 'intégrale

de chemin [30] sur la variété SU(2) ou a travers la résolution de ’équation de Schrodinger [16].

31



Egalement, les fonctions d’onde relatives au spectre continu sont

Rro(r) = N(1—e t)e ™
o F) (1 tibk — /A — 022, 1 + bk + /A — b%k2,2;1 — e*%)

(2.44)
avec B = h;f.
Les déphasages correspondants sont donnés par
I' (2ibk
5o = g +arg (2ibk) (2.45)

T(1 + ibk + VA _B2k2)0 (1 bk — A b2k2> '
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Chapitre 3

Solutions exactes de ’équation de
Klein-Gordon pour les états s d’une
particule chargée dans des potentiels
vecteur et scalaire des types

Hulthén et Woods-Saxon déformés

3.1 Introduction

Il y a une littérature trés abondante sur 1'utilisation du potentiel de Hulthén [6, 7] comme
approximation du potentiel d’interaction entre deux corps dans de nombreux domaines de la
physique, entre autres la physique nucléaire [31], la physique atomique [33] et la physique
moléculaire [34].

Durant ces derniéres années, il y a eu un regain d’intérét pour la recherche des solutions
exactes de ’équation de Klein-Gordon avec des potentiels vecteur et scalaire dont la forme est
une modification du potentiel de Hulthén ou de celui de Woods-Saxon [26] en utilisant des
techniques de résolution différentes. Le probléme d’une particule chargée dans des potentiels

vecteur et scalaire standard de Hulthén a été étudié a travers la résolution de 1’équation de
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Klein-Gordon [35] pour les états s et dans le cadre de U'intégrale de chemin [36]. L’équation de
Klein-Gordon avec un potentiel vecteur de Hulthén déformé a été résolue en utilisant la méthode
de Nikiforov-Uvarov [37]. Nous pouvons citer aussi le travail [38] sur le potentiel scalaire de
Hulthén déformé dans la méme approche. En outre les solutions des états s de ’équation de
Klein-Gordon avec des potentiels vecteur et scalaire du type Hulthén modifié ont été obtenues
dans l'approche de la mécanique quantique supersymétrique [39] et par la méthode d’itération
asymptotique [40]. 11 faut signaler que les études réalisées dans les références [37, 38, 39, 40]
sont partiellement satisfaisantes.

L’objet de ce chapitre est de réexaminer ce probléme rigoureusement en gérant I’équation

de Klein-Gordon dans sa totalité.

3.2 Equation de Klein-Gordon

Considérons 1’'équation de Klein-Gordon indépendante du temps qui définit le mouvement
d’une particule sans spin de charge —e (e > 0) et de masse M dans un champ & symétrie
centrale constitué d’un potentiel vecteur V() et d’un potontiel scalaire S;(r) de la forme

Vo
Vo(r) = - Sq(r) = — (3.1)

ear_q’

ol a, Sy et Vp sont des constantes positives telles que Sy > Vj et ¢ est un paramétre de
déformation qui peut prendre toute valeur réelle. Dans un systéme d’unité ou la constante de

Planck % et la vitesse de la lumiére ¢ sont égales a I'unité, I’équation de Klein-Gordon s’écrit

A+ (B =Vy(n)” = (M + 5,(r))] ¥(r,0,0) = 0. (3.2)

Comme V(r) et Sy(r) sont des potentiels & symétrie sphérique, il convient de chercher les so-
lutions particuliéres de I’équation (3.2) par séparation des variables en coordonnées sphériques,

en posant

Yy aanr,0,0) = TPy (0, 0), (33)
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ou y"(0,¢) est une fonction harmonique sphérique. En substituant I'expression (3.3) dans

I’équation (3.2), il vient

2
% + (B = Vy(r)* = (M + 8,(r))* ~ l(l; D) =0, (3.4)

Il est clair que cette équation différentielle n’admet aucune solution exacte pour les états de
moment cinétique orbital [ différent de zéro a cause du terme centrifuge. Les solutions de cette
équation peuvent étre trouvées uniquement pour les ondes s (I = 0) dans le cas des potentiels de
Hulthén ou de Woods-Saxon déformés. Avant de passer a la résolution de ’équation différentielle
(3.4), il faut remarquer que l'allure des potentiels V,(r) et S,(r) dépend du parametre de
déformation g. Pour ¢ < 0, V4(r) et Sq(r) sont continus sur tout I'intervalle ]0, +-o00[ et pour ¢ >
0, deux cas peuvent se présenter. Si 0 < ¢ < 1, V,(r) et Sy(r) sont continus sur tout l'intervalle
10, +o00[. Mais si ¢ > 1, V,(r) et Sy(r) présentent un forte singularité au point r = rg = élnq
et dans ce cas, nous avons deux régions distinctes, I'une définie par I'intervalle 0, ro[ et autre
par lintervalle |rg, +00[. Ceci nous améne a résoudre ’équation différentielle (3.4) pour [ = 0
dans les quatre intervalles et suivant les valeurs de g correspondantes séparément. Le cinquiéme

cas concerne la valeur ¢ = 0. Il peut étre considéré comme un cas limite.

3.3 Potentiels déformés de Woods-Saxon

Pour g < 0 et 7eR™, les potentiels (3.1) sont des formes générales du potentiel de Woods-
Saxon. Pour résoudre I’équation différentielle radiale (3.4), dans le cas ou I = 0, faisons le

changement de variable

(3.5)

et cherchons une solution de la forme

up(r) =y (1 — y) e(y), (3.6)

qui doit étre finie en tout point et nulle & l'infini et a Uorigine. Elle doit donc vérifier les

conditions aux limites
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lim up(r) =0 (3.7)

r—00

et

up(0) =0 (3.8)

pour qu’elle soit admissible physiquement. Ceci entraine & choisir les paramétres @) et u des
quantités positives.

En utilisant (3.5) et (3.6) dans (3.4) et en définissant

1 B v
2 _
= oz\/Q + o + 2a? (3.9)
avec
1
Q= VM~ E* B =2(EVy + MSo); v =5 - Vs, (3.10)

nous obtenons I’équation différentielle hypergéométrique suivante :

d? d
y(l—y)d—y2+[2Q+1— (2Q+2u+2)y]d—y—(Q+M+P)(1+Q+M—P) e(y) =0,
(3.11)
ou
A 1 4~
P=—=-1[(1 1 . 3.12
g 2 ( * * q2a2> (3.12)
La solution de cette équation, qui remplit la condition a la limite (3.7), peut s’écrire
e(y) = N 2F1 <Q+u+P,1+Q+u—P,2Q+ L; q_qem> ; (3.13)

ou N est un facteur constant. Donc, suivant (3.5), la solution de I’équation de Klein-Gordon

radiale (3.4), pour [ = 0, est donnée par (3.6) et (3.11) ainsi
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q Q eor I q
ug(r) = N <q—em> (ear _q) 2 I <Q+M+P,1+Q+M—P,2Q+1; q—e‘”’) :
(3.14)
Afin de déterminer les énergies possibles des états liés, nous utilisons la condition & la limite

(3.8). La solution (3.14) remplit la condition (3.8) lorsque

2F1<Q+u+P,1+Q+,u—P,2Q+1;q_L1>:O. (3.15)

On trouve donc une équation transcendante comprenant une fonction hypergéométrique qui

peut étre résolue numériquement pour trouver les niveaux d’énergie discrets F,,, des états liés.

3.4 Potentiels déformés de Hulthén

3.4.1 Premier cas: 0< g <1, reR".

Pour 0 < ¢ < 1, les potentiels (3.1) sont des formes générales continues sur I'intervalle R
du potentiel de Hulthén. La discussion de ce cas différe légérement de 'analyse effectuée ci

dessus. En introduisant comme suit une nouvelle variable y

y=1-gqe ™, (3.16)

et en posant

up(r) = y* (1 —y)%l(y), (3.17)

on obtient pour ¢(y) I’équation hypergéométrique suivante :

2

y(l—y)dd—y?+[2p—<2p+2c2+1>y]diy—<P+Q+u>(P+Q—u> o) =0 (3.18)

En procédant comme dans le cas précédent, la solution de I’équation différentielle (3.18), pour

laquelle ug(r) satisfait les conditions (3.7) et (3.8), peut s’écrire
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o(y) = NoFy (P+Q+ i, P+ Q — p,2P; 1 — qe™ ") , (3.19)

ou P, @ et p sont les mémes coefficients donnés par les équations (3.10) et (3.12). N désigne un
facteur constant. La fonction d’onde satisfaisant les équations (3.4), pour [ = 0, (3.7) et (3.8)

est donc donnée par (3.17) et (3.19) ainsi :

ug(r) =N (1 — qe*‘”)P (qe*a”)Q o F1 (P +Q+pu, P+Q —p,2P;1 — qe*m) . (3.20)

Alors, les niveaux d’énergie peuvent étre trouvés & partir d’une solution numérique de I’équation

transcendante

o1 (P+Q+p, P+Q—p,2P;1—q)=0. (3.21)

3.4.2 Deuxiéme cas:q>1et ry <r < 4oo0.

Dans ce cas, nous nous limitons & la discussion de la solution de I’équation différentielle
radiale (3.4), pour [ = 0, dans 'intervalle |rg, 00| car, dans U'intervalle |0, 7], la solution de
cette équation n’est pas possible analytiquement.

La solution (3.20) est toujours valable, mais elle doit satisfaire les conditions aux limites

lim ug(r) =0, (3.22)
r—T70

et
lim ug(r) = 0. (3.23)

En utilisant la formule de transformation de Gauss (2.18) (voir chapitre précédent), nous

pouvons réécrire (3.20) ainsi
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I (2P)I' (—2Q)

P -Q—-pl'(P-Q+p)
X oF1 (P+Q+p,P+Q—11,2Q 4 1;qe")
I'(2P)T (2Q)
(P+Q+pwI'(P+Q—p)
x oI (P—Q—,u,P—Q—i—,LL,l—2Q;qe_O”).

up(r) = N (1—qe )P (qe*")%

+N (1—qe )P (geom)~@

(3.24)

Il est clair que la premiére condition & la limite (3.22) est satisfaite. La seconde condition a la
limite (3.23) exige que le coefficient de (ge=*")~? soit nul. Puisque la fonction T' (z) a des poles
simples & z = 0,—1, -2, -3, ..., le second terme de I'expression (3.24) s’annulera identiquement

si

P+Q—p=-n,; n.=0,1,2,3, ..., (3.25)

ol n,. est le nombre de noeuds de la fonction d’onde radiale, conformément aux définitions (3.9),

(3.10) et (3.12), on obtient par conséquent, pour les niveaux d’énergie les valeurs

(A+ gan,)? —~ — g8’

E? —M?=— , 3.26
nr 2q(A + qan,) (3.26)
et les fonctions d’onde radiales sont données par
ar —ar\—a(P ny )T
uolr) = C (e —q) (emor) @)
X oF) (2P 4 2Qn, — b,b,2Qy, + 1;q¢7"), (3.27)
ou
b:P+Qnr—\/P2+Q$LT—P+i2, (3.28)
qo

et C' un facteur normalisant qui se calcule par la condition de normalisation
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/wmdmﬁm:1. (3.29)

70
Nous avons indiqué, dans les chapitres précédents, un procédé simple de détermination de

la constante de normalisation de la fonction d’onde. Suivant ce procédé, on trouve

1
20Qn, (ny + P+ Qpn, )T (ny + 2P +2Q,, )T (n, +2Qy, +1)]2
(ny + P)n,'T" (n, + 2P)

1
“T20n + 1)
(3.30)

avec Q, = éw/M2 - E2 .

3.5 Cas particuliers

3.5.1 Premier cas : Potentiel de Woods-Sawon
En faisant ¢ = —e®f et aR >> 1, il est possible d’obtenir de (3.1) les potentiels de Woods-

Saxon

_ S
ex(r—R) 11’

Vo

Vivs(r) = TR T

Sws(r) = — (3.31)

ol f/a = Ve R et :3’\6 = Spe " sont les profondeurs respectives des potentiels vecteur et
scalaire. Le paramétre R est le rayon du potentiel et a~! son épaisseur de surface.
Dans ce cas, la condition de quantification de ’énergie pour les états s peut étre déterminée
a l’aide de la formule de transformation de Gauss (2.18) (voir chapitre précédent) et en notant
q

que 77 ~ 1 pour aR > 1. Ainsi donc I’équation (3.15) peut s’écrire

T@mPG+Q—P—uﬂWQ+P—u)@ﬂme

T2l (1+Q—-P+mI(v+P+p) =L (3.32)

Afin de simplifier la discussion de cette équation (3.32), nous considérons uniquement le cas

ou pu? < 0. Ce qui signifie que le nombre j est imaginaire pur.
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En posant

W=1iv (3.33)
et en définissant ¢, ¢, et 9 ainsi
¢ =argl' (Q+ P +iv),

¢y =argl (Q — P +iv), (3.34)
Y =argl' (2iv),

nous pouvons réécrire (3.32) sous la forme :

exp |21Y — 2ty — 2i1¢9 — 2¢ arctan (Q i Pﬂ (e—aR) —2iv _ g (3.35)

Ce qui conduit a la condition de quantification

uaR+zp—¢1—¢2—arctan< ”P> :(2n+1)g, (3.36)

avecn = 0,£1,£2 43....

3.5.2 Deuxiéme cas : Potentiels de Hulthén standard

En posant ¢ = 1 dans la définition (3.1), nous obtenons les potentiels de Hulthén standard

Vi(r) =~ () = -

ear — 1’

So

ear —1°

(3.37)

Le parametre P défini par expression (3.12) peut s’écrire dans ce cas

P—%<1+\/1+g>. (3.38)

Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent se déduire des

équations (3.26) et (3.27). On trouve :

2MS
_ VN -

VN+ 5
=V N(M + S0)4M — 2N, (3.39)
o?

q=1 1
2 N+ 2 N4+

Ny
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1
20Qn, (ny + P4 Qu )T (1, + 2P +2Q, ) T (n, +2Q,, +1)]2
(nr + P)n,\T (n, + 2P)

(ear o 1)P67a(P+Qnr)r

1
X—
I'(2Qn, +1)
X 2F1 (2P + QQTLT - b7 ba 2Qnr + 1a efcw) .

(3.40)
Ces résultats coincident avec ceux obtenus par I'approche des intégrales de chemin [36].

3.5.3 Troisiéme cas : Potentiels exponentiels

En faisant ¢ = 0 dans les expressions (3.1), nous obtenons les potentiels vecteur et scalaire

du type exponentiel donnés par :

Vr)=—-Ve *; S(r) = —=Spe ", (3.41)

avec les parameétres Vy, Sp, et o définis par :

Vo=Voe™;  So =S,  a=-, (3.42)

7o
oll % et :S'B sont les profondeurs respectives des potentiels vecteur et scalaire, rg est la distance

d’équilibre des deux noyaux d’une molécule diatomique. Dans ce cas, on peut voir des équations

(3.9) et (3.12) que

~ _1_8 ol _ 1.\
qio_ia_ﬁ—i_qa’ P=3+%
~ 1 1_B 2V
Q+M+Pq:0§+Q—§a—ﬁ+Jq§q:>0007 (3.43)
1+Q+u—P:%%+Q—%£%

D’autre part, en utilisant la formule [27]

Z
B

il est facile de montrer que, dans le cas limite ¢ — 0, la fonction d’onde (3.14) devient

,ma 2F1 <O[, B? s ) = 2F1 (Oé, s Z) ’ (344)
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# 2
q=00y _ N (e—or)? _ﬂ —ar F 1 168 2 1-ﬂ —ar 3.45
uy (1) (e)exp< o ¢ 1B (5 +@ 2aﬂ,Q+,a€ . (3.45)
Pour que la fonction d’onde (3.45) tende vers zéro lorsque 7 — oo, la fonction hypergéométrique
confluente contenue dans l'expression (3.45) doit se réduire a un polyndme. cette condition
signifie que

1 1
L Y (3.46)

2 207

oun, =0,1,2,.... Les niveaux d’énergie sont alors donnés par

Vi M M
An, £ \/)‘ir - 5_02 <)\nr + E) </\m~ - E)] ) (3.47)
0

-0 _ oV
ER0 = < V7
0

ou

MS, 1
WA (3.48)

Ces résultats sont en accord avec ceux obtenus récemment & travers la résolution de ’équation

A, = Ny —

r

de Klein-Gordon [41] et par application de la méthode d’itération asymptotique [42]. 11 faut
remarquer que la fonction d’onde (3.45) et le spectre d’énergie (3.47) peuvent évidemment étre
obtenus d’une autre maniére. En utilisant la formule de transformation de Gauss (2.18), nous

pouvons aussi exprimer (3.20) sous la forme :

ud< TN (1) = C(1 = qe ™) Pe @ o (P+ Q4+ 1, P+ Q — 1,2Q + 1;¢¢77) ,  (3.49)

ou C' est un facteur constant.
En prenant maintenant la limite ¢ — 0, et on se servant de la formule (3.44), on trouve la

fonction d’onde (3.45) et donc lexpression (3.47) du spectre d’énergie.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que 1’équation de Klein-Gordon radiale concernant les
ondes s se résout exactement en considérant quatre cas distincts suivant les valeurs possibles
du parameétre réel de déformation g. Dans le cas ou le paramétre ¢ > 1 et dans l'intervalle
] é In g, 400 [ de variation de la variable radiale, le spectre d’énergie est une expression analytique
qui coincide avec le résultat obtenu au moyen de ’approche de la supersymétrie. Les fonctions
d’onde correspondantes sont correctement normalisée. Pour ¢ < 0 et 0 < ¢ < 1, les niveaux
d’énergie des états liés sont définis par une équation transcendante comprenant une fonction
hypergéométrique. Ceci montre clairement que la méthode de la supersymétrie en mécanique
quantique ne peut pas étre appliquée dans ces deux cas. Enfin, lorsque ¢ = 0, on a un potentiel
vecteur et un potentiel scalaire du type exponentiel. La solution de ’equation de Klein-Gordon

est déduite comme un cas limite & partir de celles relatives & ¢ < 0 et 0 < g < 1.
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Chapitre 4

Solution de ’équation de
Klein-Gordon pour les états [ d’une
particule chargée dans des potentiels
vecteur et scalaire de Hulthén

généralisés

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le probléme d’une particule chargée et sans
spin en présence du potentiel vecteur V,(r) et d'un potentiel scalaire S;(r) en nous limitant a
la résolution exacte de I’équation de Klien-Gordon correspondant aux ondes s (I = 0). Dans ce
chapitre, nous allons étendre la résolution de cette équation par un calcul analytique simple
dans le cas général caractérisé par la présence d’un potentiel centrifuge homogeéne & une énergie
cinétique de rotation dépendant du nombre quantique azimutal [. En réalité, I’équation de Klein-
Gordon dans ce cas est trop compliquée et ne se laisse pas traiter exactement. Il faut alors
avoir recours a une résolution basée sur une méthode d’approximation qui permet d’obtenir

analytiquement une solution approchée de I’équation.
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Deux tentatives, concernant la résolution de cette équation, apparaissent dans deux articles
publiés récemment. Le premier concerne I’équation de Klein-Gordon radiale ordinaire [43] et le
second présente une étude dans un espace de dimension arbitraire [44]. Cependant, nous devons
signaler que les résultats de ces deux études sont partiellement corrects. Par conséquent, un
traitement rigoureux de ce probléme s’impose et une clarification de la validité de I’approxima-

tion utilisée est nécessaire.

4.2 Reésolution de I’équation de Klein-Gordon

Reprenons I’équation différentielle radiale

d—2+<E+ Vo )2_<M_ So )2_1(z+1)

dr? eor — e —q r?

w(r) = 0. (4.1)

Toute solution de cette équation acceptable physiquement doit satisfaire les conditions aux

limites
w(r) — 0 (4.2)
et
w(ro) =0sig>1, (4.3)
ou
w(0) =0 si0<q<l, (4.4)

avec rg = éln q.

Nous savons bien que 'équation (4.1) n’admet pas de solutions analytiques pour [ # 0 a
cause du potentiel centrifuge. Mais, & défaut de la résolution rigoureuse de cette équation, nous
pouvons utiliser I'une des méthodes d’approximation qui permettent d’obtenir analytiquement
des solutions approchées de I’équation (4.1). Nous pouvons par exemple remplacer le potentiel

centrifuge par une expression semblable aux termes du potentiel contenu dans I’équation. Il est
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commode de prendre

’1“2 ~ (ear

1 B a2q€ar
_ q)2

mais il faudrait préciser la condition de validité de cette approximation.

4.2.1 Validité de Papproximation

Examinons maintenant la condition de validité de cette approximation.

Pour ¢ > 0, on réécrira le second membre de (4.5) sous la forme :

a2qeo¢r

(67

2

(" —q)°  4sinh? [4(r—11Ing)]

et pour ar —Ilng <« 1, on a

o q ear 1 o?

(e —q)* ~ (r—21Ing)? 12 ,.1mg

Dans le cas contraire ol ¢ < 0, on peut réécrire

a2q€o¢r

—

(0}

2

oo

lorsque ¢ > 1.

(ear — q)? ~ dcosh? [S(r+ éln(—q))}

et si on suppose ar + In(—q) < 1, on obtient

a?qel” N a? 14 1
(eor —q)? 4 4

(ar +1n(—q))

)

2

(4.6)

(4.9)

A partir des équations (4.7) et (4.9), on voit clairement que l'approximation (4.5) peut étre

appliquée uniquement dans la cas ou g > 1.

4.2.2 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

En adoptant 'approximation (4.5) valable pour ¢ > 1, dans lintervalle ro < r < o0,

léquation différentielle radiale (4.1) s’écrit
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@ Vo \? So \? I+ Da%ge™  a2l(l+1)
— E — (M - — =0. (4.1
dT'2 + ( + ear — q> ( ear — q> (eon“ _ q)2 + 12 ul(r) 0 ( O)

—Qar

Il est commode de faire le changement de variable y = ge et d’introduire les notations

suivantes :

¢ =1VM2 B2, M2 = M2 4 UL

(4.11)
B=2L1\/2(MSy+ EVy), v==1./S2 - V2.
On obtient alors I’équation
2 1d & 32 V2 I(1+1)
_— - - uy(r) = 0. 4.12
dy? ydy v qy(l—vy) @20 -y? y(l-y)? ) (4.12)
En introduisant une nouvelle fonction ¢(y) & travers la relation
w(y) = (1 -9’y (y), (4.13)
nous obtenons & partir de (4.12) ’équation différentielle hypergéométrique
d? d 9 22
1l—y)=—+[2e4+1—-2c+26+1)y] — — (0 + 260 — — — — =0 4.14
y( y)dy2+[6+ (2¢ + +)y]dy (07 + 2¢ T E|rw=0 )
en imposant
5—1+ 1—i—l/—z—kl(l—i-l) (4.15)
2 4 ¢ ' ‘

L’équation (4.14) a une forme semblable & celle obtenue dans le cas du potentiel de Manning-
Rosen traité au deuxiéme chapitre et la solution u;(y) qui satisfait la condition a la limite (4.2)

est

w(r) = N (1 —9)°y oF) (=np, 0y + 2€ + 26, 2¢ + 1;7), (4.16)
ou

48



/ 2
Ny =—€—0+ —i—ﬁ——i— —; ne=0,1,2, .., (4.17)
q

et N est une constante de normalisation.

Compte tenu des équations (4.11) et (4.17), les niveaux d’énergie seront donc donnés par :

el _ +qa® By, 1 Dn,i — Vo(2SoM — oAy, )

= 4.18
Nyl 2(V02 i QQQQBTZW,Z) ( )

avec

Apy=q[n?+@2n, +1)5+1(1+1)],
Bnr,l =n, — 0, Cnrl = SOAnrl +q |:M-|- ll } o (419)
Dy, = \/4M(Cnﬁl — Mv?) — QQAQ ot J_l( 1).

ar

Enfin, compte tenu du changement de variable y = ge™", nous obtenons les fonctions d’onde

radiales sous la forme

ufZHr) = Ny, (1 —ge™om)(gemom)nrs
X oFy (=1, iy + 26,1 + 20, 265, 1 + 15qe77) (4.20)
avec
1 2
€l = — M2 — En N (421)
a T

La constante de normalisation N, ; s’obtient & partir de la condition de normalisation

/TOO‘ ul>r )(er — 1. (4.22)

En utilisant les formules bien connues (1.24), (1.25), (1.26) et (1.27) (voir le premier chapitre),

on trouve
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20e, 1(Nr + €, +0) T (n + 26, 1 + 1) T (0 + 265, 1 + 20) 2
n, + 06 n, T (n, + 29)
1
Tt 1)

Nnr,l =

(4.23)

4.3 Cas particulier : Potentiels de Hulthén standard

En posant ¢ = 1 dans I’équation (4.1), nous obtenons I’équation différentielle radiale associée
aux potentiels de Hulthén standard.

Le parameétre ¢ défini par l'expression (4.15) peut s’écrire

5= 5V 4 (U452 (4.24)

Le spectre discret de ’énergie et les fonctions d’onde normalisées des états liés peuvent étre

déduits & partir des équations (4.18) et (4.20),

gl _ :l:a2Bnthnhl — Vo(250M — a2Anhl)

- 4.25
nr,l 2(‘/02 + O‘QBZT,Z) ( )

1

W) = 20€p, (N + €n, 0+ 0) T (0 + 265, 1 + 1) T (0 + 265, 1 +20) ] 2

: ny+ 0 1T (1 + 20)
1
1— e 0" § e~ enpl
TG +1) 1)( )°(e™)
X o} (—nr, Ny + 2€,, 1+ 20, 2€p, 1 + 1; qe_o”) ,
(4.26)
avec
Ap, =124 (20, + 1) +1(1 4 1),

By = =8, Cpp = Sodn, i+ | M+ 350 B2, (4.27)

Dy = \JAM(Cror — M1?) — 0242, + H1(1 4 1),
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Abstract

We comment on several incorrect results given in a recent paper by Jia and
co-workers. In particular, it is pointed out that their discussion with the help of
the shape invariance approach and the supersymmetry WKB approximation is

wrong, since the superpotential W (r) = ——— (ﬁ + Q) of the four-parameter

2
diatomic molecule potential employed in tfl/e;#r calculation is not suitable in the
case where the deformation parameter A is A < 0 or 0 < A < 1. The correct
results for the energy levels and wavefunctions can be obtained in standard
quantum mechanics through resolution of Schrodinger’s equation by taking

into account the different ranges of the shape parameter A of the potential.

PACS number: 03.65.Ge

In a recent paper, Jia and co-workers [1] have discussed by means of the shape-invariance
approach and the supersymmetry WKB approximation the problem of a diatomic molecule
subjected to a four-parameter potential V (r) defined by
a b
(e — A2 el — A

2
v(r) = h—?V(r) = , (1)

with a, b and 7 as the real positive constants given by a = é—’z"DE(e"‘ -2 b= ‘;—’;’De e*—2)
and n = % D,,r, and A are the depth of the potential well, the equilibrium distance of
the two nuclei and the dimensionless deformation parameter, respectively, and « is a positive
dimensionless parameter, m being the reduced mass of the molecule.

In this comment, we would like to point out numerous errors in the paper of Jia and
co-workers cited above. On the one hand, by expecting the first equation in (10) of [1] , we
have two solutions for the parameter P without any condition on the sign of the deformation

parameter A. Therefore, the conditions on the sign of A in their solutions are not necessary.
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The radial wavefunction (11) in [1] defined by
N
R(r) = —(e" — A)P/nk e(@—P/Mr (2)
-
is a physically acceptable solution for the ground state problem only if the boundary condition,
lim rR(r) =0, )
r—0o0

is satisfied. We see that solution (2) fulfils condition (3) when Q < 0. Then, if P < 0 and
0 < 0, the second equation in (10) of [1] cannot be verified. In others words, the nonlinear
Riccati equation (3) in [1] is not satisfied. In this case, one cannot cast the potential (1) into a
supersymmetric form. Consequently, the solution

A —/n?A% +4a
2
in (12) of [1] must be discarded.
On the other hand, in order to check the hermiticity of the radial momentum operator

P. = B0, letus suppose that r lies in the range (rg, 0o) with vy > 0. Then

iror
0= (R, P,R) — (R, PrR>*

=d4n /OO[R*(V)(PrR(V)) — (P.R(r))*R(")]r*dr

:4nh_,/ |:i|rR(r)|2:|dr. &)
i Jy, LOr

Since Q < 0, r R(r) vanishes as r — 00, the integral with respect to r is equal to its value at
the point » = ry. The operator P, is not therefore Hermitian that if one restricts oneself to the
wavefunction R(r) which fulfils the condition

lim rR(r) = 0. (6)

r—ro

P = 4)

From this condition, it follows that
1
ro=—Ini >0, (7)
n

and consequently
A=l ®)

On the basis of the above remarks, it is clear that one can cast the potential (1) into a
supersymmetric form only for P > 0, Q0 < 0 and A > 1 contrary to the statement of the
authors of [1].

As the shape-invariance approach and the supersymmetry WKB approximation are not
convenient for handling the potential (1) whatever the signs of the parameters P and A may be,
we propose to deal with this diatomic molecule potential through the Schrodinger equation
approach by considering all potential shapes determined by the parameter A. If A = 0, we
have the ordinary Morse potential. In the case where A < 0, the potential (1) may be called
‘generalized Woods—Saxon potential” and ‘generalized Hulthén potential” if A > 0. Therefore,
the potential function (1) represents three kinds of potentials according to the choice of A.
As the features of these potentials are quite different, it is clear that their treatment does not
enable us to obtain their solutions in a unified manner. In what follows, we will be concerned
in solving the Schrédinger equation

¢ 2 e ] Ry =0 ©)
dr2  rdr #? v =5

when the deformation parameter A is positive or negative, separately.
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First, for A < 0, and r € R*, the diatomic molecule potential (1) is a generalization of
the Woods—Saxon potential. Substituting A for (—X) in (1), that is to say the new parameter A
becomes positive, and introducing the new variable

A

-~ 10
y e + A (10)
the radial differential equation for u(r) = r R(r) may be written as
(1 )d2+(1 oy 4 2mE 1 a vy b (1) =0. (11)
- p— —_ _— —_ e ur) = u.
TS Vay T y(U—y 2P i—y apl—y

To solve this differential equation, we introduce a new function ¢(y) through the relation

u(ry =y"(1=ye®). (12)
If we impose on v and u the conditions

| 2mE
V= _h2n2 s (13)

_ a b 2mE (14)
H= )\2,72 an hznz ’

and

the following hypergeometric equation for ¢(y) is obtained:

d? d
[y(l—)’)d—2+[2v+l—(Ot+/3+1)y]——aﬂ}fﬂ(y)=0, (15)
y dy
where

P P
o=v+u+—, BP=v+u——+1, (16)
An An

P 1 4a
o 1422, 17)
An 2 AZn?

The general solution of the differential equation (15) is then given by

and

P P
oY) =ApF lv+pu+ —v+u——+1,2v+1;y
A1) A1)

o P P
+ Ay O F | p—v+—,u—v——+1,1-2v;y]. (18)
An An
So
P P
u(”)=A1yU(1—y)M2F1<V+M+—,v+u——+1,2v+l;y>
An An
Y P P
+Ay A=) F (p—v+— pu—v——+1,1-2vy]). (19)
An AD

Now, for u(r) to be a physically acceptable solution of equation (11), it has to satisfy the
boundary conditions

lirglo u(r) =0, (20)
and
u(0) = 0. 21
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-V

Also as r — 00,y — 0 and y~" — o0, the boundary condition (20) requires that A, = 0.
Thus, according to (10), the solution of the radial Schrédinger equation (11) can be written as

) =A NN E (e D tevep— B (22)
u(r)= —_— \% —, V — —,zV 5 .
) \ewsa) 2PUVTHRTS = e A

where A is a constant factor. Using the fact that the hypergeometric function in equation (22)
tends to unity when r — oo, we obtain

[CInE _ [CmE,
u(r) ~ AjAV "re W (23)

Thus, we have obtained the correct asymptotic behaviour. In order to get the possible energies
for the bound states, we use the boundary condition (21). We realize that the solution (22)
fulfils condition (21) when

F + 0+ P 1+v+ P 2v+1 )L 0 (24)
v —, v ——,2v+1l;,—— ) =0.

2PV = T+2

It follows that the energy levels can be found from a numerical solution of the transcendental

equation (24).
On making the substitution A = g e"® with ¢ > 0 in expression (1), we obtain the
following potential which is a special form of the deformed Woods—Saxon potential:

Wo Vo
() = R T g T SR (25)

where Vo = be ™ | Wy = ae 2"% and nR > 1. The parameter R is the nuclear radius and
n~! is the thickness of the surface layer.

In this case, we note that Ii—/\ ~ 1 for nR > 1. Then, thanks to Gauss’s transformation
formula [2]

2Fia, b, c; 2) = ;E?Ef);(i — Z; Fi(@,bya+b—c+1;1—2)+(1—z) "
L'e)'(a+b—c)
[(a)T(b)
it is easy to show that the quantization condition for the bound states (24) takes the following
form:

2Fi(c—a,c—b,c—a—b+1;1—7), (26)

LWLl +v— 57 —wl(v+57 —u) (e"R>2”=_1 27)

F(_ZM)F(1+V—5+M)F(V+}%+/,L) q

To simplify the discussion of this equation (27), we only consider the case where u? < 0, so
that according to equation (14), u turns out to be imaginary. Writing

n=ip, (28)
and defining ¢;, ¢, and ¢ as

P
b1 =arg1"<v+—+i/3>,
AN

¢2=argF<v—i+i,3>, (29)
AT

¥ = arg T Q2ip),
we can also express (27) in the form

8 R 2
exp |:2i1/f — 2i¢p; — 2i¢h — 2iarctan <v - ﬂ):| < p ) =-1. (30
ni
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This leads on to the quantization condition

ni

,B(nR+1nq)+1/f—¢1—¢2—arctan< P) =(2n+1)%, 31)

withn =0,1,2,3,....
If we make the replacements a = 0 and ¢ = 1, the potential (25) turns to the standard
Woods—Saxon potential [3]. The quantization condition can be deduced from equation (27),

BIR + — 26 — arctan (%) — Qn+ 1)%, (32)
where
oo g 2nE
! " (33)
¢p=argl (v+ip),
Y =arg'(2ip),
andn =0, 1,2,3,.... This last result is in agreement with that of the literature [3].

Now, for A > 0, we have to inspect the variation of the potential v(r) according to the
values of the parameter A. We must distinguish two cases. If 0 < A < 1, v(r) is continuous on
the whole interval R*. But, if A > 1, v(r) has a strong singularity at the point r = rg = % InX,
and in this case, we have two distinct regions, one is defined by the interval ]0, o[ and the
other by the interval [rg, co[. This leads us to deal with the Schrédinger equation for this
potential in each case.

Consider first the case in which A > 1. In this case, we will discuss the potential (1) only
in the interval ]rg, oo[ since, in the other interval, the solution cannot be analytically found.

Changing the independent variable r in (9) to y given by

y=aire ",
the radial differential equation for u(r) = r R(r) becomes
d? d 2mE a 2 b
|:y2—2+y—+ e T :|u(r)=0. (34)
dy dy #n'n*> nA*(1 -y nal—y

Introducing a new function ¢(y) defined by the relation

u(r) =y"(1 =y e, (35)
and using the notation

2mE P 1 1+ 1+ 4a
VvV = —_——, = —_—= - s
h%n? " n. 2 n2\2
(36)
a b , P , P
e= V24 ——+ —, o =v+—+e, B =v+— —c¢,
RS ni A
we obtain from (34) the hypergeometric differential equation
d2 / / d '/
Yyl =y +[2v+l—(@+p +Dy]l——a'f o) =0. 37
dy dy

The general solution of this equation can be written in the form

P P
o(y)=Bi2Fi|—+v+e, —+v—g,2v+ 15y
A1l An

P P
+B2y—2v2F1 (E—v+8,ﬁ—v—€,l—2v;y). (38)
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To find the physically acceptable solution of (34), we have to impose the boundary conditions

lim u(r) =0, (39)
r—ro

and
lim u(r) = 0. 40)

Also as r — oo,y — 0 and y™’ — oo, the boundary condition (40) requires that
B, = 0. Thus both boundary conditions will be satisfied if we choose B, = 0 and

ﬁ +v+e = —n, (n, =0,1,2,...). The possible energies for the bound states are then
given by
o,
E, =—--—0°, (41)
2m
and by using (26) the corresponding normalized wavefunctions can be expressed in the form
1
2p 2P 20\72
W2 () = | 2P +nrhn —10) P+ )0+ 55 =) |
" (P +n,An) n T (n, — 2TQ +1)
1 [ Y 2P 20 2P o
X = (l=2e )7 (e ") 1 2 Fy —nhnr+—x————,—x;1—ke”
r) non
(42)
with
(P+n.2n)?*—a—xrb
0= (43)

2M(P +n,An)
We realize that (42) fulfils condition (40) when
0 <0. (44)
Therefore, it is seen from (43) and (44) that

n, < {—”‘H—)‘b_P} ) (45)
nA
Here {k} denotes the largest integer inferior to .

Consider now the case in which 0 < A < 1. The analysis presented above holds; but
in this case, we prefer to introduce the new variable y = 1 — Ae™"". Similarly, by using the
boundary conditions #(0) = 0 and lim,_, o, u(r) = 0, we show that the solution of the radial
differential equation has the form

r P P P _
u(r)y=Ci(1 —reMwre ™)' Fi| —+v+e, —+v—g,2—; 1 —2e™ "), (46)
A An An
where C; is a constant factor. Then, the energy spectrum can be found from a numerical
solution of the transcendental equation

P P P
JFi| —+v+e, —+v—6,2—;1—A) =0. a7
An An An

In conclusion, the shape-invariance approach and the supersymmetry WKB approximation
employed by Jia and co-workers are shown inappropriate since only one of their solutions
remains valid when A > 1 and in the interval ]% InA, oo[. The previous analysis reveals that
the diatomic molecule potential cannot be cast in the supersymmetric quantum mechanics
formalism whatever the parameter A may be.
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Abstract

We comment on several incorrect results obtained by Dong and Garcia-Ravelo (2007 Phys.
Scr. 75 307) in the discussion of the bound-state solutions of the radial Schrédinger equation
for the Manning—Rosen potential. We have identified the inconsistency in their reasoning on
the allowed values of the parameter « and we have constructed the correct energy spectrum
together with the normalized wavefunctions. Furthermore, we have shown that the
wavefunction normalization constant can be obtained in closed form.

PACS number: 03.65.Ge

In a recent paper, Dong and Garcia-Ravelo [1] (hereafter given by (DG)
referred to as DG) have discussed, through resolution

of Schrodinger’s equation, the bound state solutions of the d? R I | afe—1) A R
s waves for the so-called Manning—Rosen potential [2] dar2 E0(r) = b2 (" — ])2 T £0(r)
defined b
cneany +2ERpo(r) =0. @)
Vi) = h? [a(ot—l) _ A i| (1) (Here, we have used a system of units for which the
2ub? | (e’h—1)2 e/ —1]° reduced mass p and the Planck constant % satisfy u =% = 1.)
By defining
where A, b and o are the constants. It has a minimum at z=e ", A= -2b°E 3)

ro =bIn[l +2a(a — 1)/ A] with value . . .
and looking for solutions in the form

K2 A2

 8ubla(a—1) fora« <Qora>1and A > 0. Reo(r) =(1-2P2"F(2), “4)

V(ro) =

in which, on account of the boundary conditions
The parameter b characterizes the range of the potential.
If =0 or a =1, the potential (1) reduces to the Hulthén Rg0(0) =0 )]
potential [3].
In this comment, we would like to point out that relations
(14), (15), (21) and (22) of (DG) are incorrect for & = 0 since

for n = 0,.the energy eigenvalue is not finite and the ra.@ial we have to take 8 > 1 and A must be a positive real parameter
wavefunctions R o(r) do not fulfill the boundary condition  for the presence of bound states. Then, by substituting (3)

Rg,0(0) =0. To find the eigenvalues and the corresponding  and (4) into (2) and by imposing on 8 the condition
suitably normalized eigenfunctions for o« <0 or o > 1, let

us begin by writing the radial Schrodinger equation as BB—1D=a(@—1), ie.B=aorB=1—qa, ()

and
lim Rgo(r) =0, (6)
r—00

0031-8949/09/017001+03$30.00 1 © 2009 The Royal Swedish Academy of Sciences Printed in the UK
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the following hypergeometric differential equation for F(z) is
obtained:

2
z(1 —z)d—F(z)+[ZA+1 —Q2r+28+1)z]
dz?

x %F(z)—[ﬁ(zxﬂ)_mnz):o. ®)

Thus, the wavefunctions satisfying equations (2), (4) and (6)
are given by

Reo(r) =N =22 2 Fi(B+r—y, B+r+y,20+1;2),
)]

where y =/A+B(B—1)+A2 and N is the normalization
constant. For the bound-state problem, the solutions (9) fulfill
the boundary condition (5) when

B+r—y=—n, n=0,12,..., (10)
where n, is the number of the nodes of the radial
wavefunctions. The energy spectrum is then given by

L TA+B(B—1) ?
Ey=—— | — " 2 (n,+ , 11
, %2[ e m] (an
where f=a or B=1—«a and n,=0,1,2,..., Bimax =

{VA+B(B—=T) — B} : nrmax being the largest integer which
is less than /A + B(B — 1) — B.

Thus, according to the conditions on the parameter «, the
possible energies for the bound states and the corresponding
radial wavefunctions are written explicitly, for o« > 1:

E,

I [A—a  n(n+20) 7]
r=_@[nr+oz_ n+ao :|’

nr=0,l,2,...,nrmax={m—a},
Ry 0(r) = Ny (1 —e"/0 )2eCm/b)r

2 Fy(—=np, ne+ 20, + 20, 20, +1; e_’/b)

12)

and for o < O:

b [A+a —1 n(+20 —a))Tl
8b% | n,—a+1 e —at 1 ;
n, =0, 1’2""’nfmax={\/m+a—l}, (13)
R, 0(r) = N, (1 —e™"/P)1=ae=Cu/brr
2By (=g, e+ 20, — 20042, 20y, + 15 €7772),

where A, = /—2b%E,,,.

On the other hand, note that the procedure to find the
normalization constant N, adopted by (DG) is not suitable
since it yields N, as a doublesum of products of many
I'-functions of s and f. Nevertheless, N, can be easily
evaluated in closed form. To do this, we start by using the
relation linking the hypergeometric function and the Jacobi
polynomials (see formula (8.962.1) in [4])

Enr - -

n!"'(v+1) P("’“)(x)

1—x
Fi\-n,n+v+p+1,v+1; =
2 1(” nTvTHR Y 2 ) Fn+v+1) "

(14)

to rewrite the radial wavefunctions in (12) or (13) as

n T2, +1)
"T(n 424, +1)
(1 — e~ "/b)Be=Cu/b)r Pﬂ(?h,iﬂ—l)(l —2e"1hy.

Rn,,O(r) =N,

s)

From the normalization condition fooo[Rnrqo(r)]zdr =1,
and under the coordinate change x=1-— 2¢7"/% the
normalization constant N,, in (15) is given by

v b T @i+ 1) 2/1 1—x\%!
m T2 Te+2h, + )| Jo U2

1+x\? _ 2
x<—2x> [P,,(rz'\”"z/3 1)(x)] dx.

(16)

The calculation of this integral can be done by writing one of

the 2 factors (1 +x)/2 in the form

l+x . 1—x 17
2 2

and by making use of the following two integrals (see formula

(7.391.5) in [4]):

1
/ (1 —0)""' A+ [PO ()] dx
-1

_ " (n+v+DI(n+pu+1)
o nwl(m+v+p+1)

; (18)

where Re(v) > 0 and Re(u) > —1, and (see formula (7.391.1)
in [4])
! 2
/ (1—x)"(L+0)* [P (x)] dx
—1

2 v+ DD (4 + 1)
T nln4v+u+ DI m+v+p+ )’

19)

which is valid for Re(v) > —1 and Re(u) > —1. This
leads to

N o [2 A, (Mg + A, +B) T (1 + 20, +1)T (1 + 2,\nr+2ﬁ)} 172

b n.+p n ! (n,+2p)
1
T +1) (20)

In the case where @ =0 or o = 1, the Manning—Rosen
potential (1) reduces to the Hulthén potential. By setting
B = 1, the energy spectrum and the normalized wavefunctions
are deduced from (11) and (15), respectively,

E, =

1 2
L~
852 [nr+1 (rc + )}

ne=0,1,2,3, ... e = {VA— 1},

@1

2 12
Ry, 0(r) = |:Z)"n; (R + hn, + D) (e + 200, + 1)}
L(ne+24,, +1) (
X
(ne+1)!T 24, + 1)
X 2 Fy (—nr, R+ 20y, +2, 20, +1; efr/b) .

— e r/P) e G /P

(22)
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Using Gauss’s transformation formula (see formula (9.131.2)
in [4])

2Fi(a,b,c;z)
_ I'e)l'(c—a—>b)
T Tc—a)T(c—b)
+F(c)F(a+b—c)
['(a)T'(b)
x,Fi(c—a,c—b,c—a—b+1;1—7),

2Fi(a,b,a+b—c+1;1—2)

(1 _ Z)c—a—h
(23)

one can then easily see that if one substitutes 21, = p,,
b =aand n; + 1 = n, one recovers the results obtained by path
integration [5].

To conclude, the results of (DG) are incorrect because
they are obtained without taking into account the boundary

condition Rg ¢(0) =0 together with the conditions on the
parameter o for which the potential has a minimum. In other
words, these conditions on « are required for the existence of
bound states. Finally, the wavefunctions expressed in terms of
the Jacobi polynomials are seen to be essential for obtaining
the wave function normalization constant in closed form.
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Abstract

The supersymmetric quantum mechanical method employed by Gang Chen and co-workers to solve the problem of the s states of a Klein—
Gordon particle under the action of generalized vector plus scalar Hulthén-type potentials is shown inadequate since only one of their solutions
remains valid for ¢ > 1 and é Ing <r <o0o0.Whenqg <0or0 < g < 1, atranscendental equation is derived for the energy eigenvalues by applying

appropriate boundary conditions on the eigenfunctions.
© 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.

PACS: 03.65.Ge; 03.65.Pm

Keywords: Generalized Hulthén potential; Klein—-Gordon equation; Bound states

In a recent Letter, Gang Chen and co-workers [1] (hereafter
referred to as GC) have considered the problem of a spinless rel-
ativistic particle under the action of deformed vector plus scalar
Hulthén-type potentials defined by

Vi S
Vi) =——o—, Str)=——, (1)

ear_q eﬁtr_q

where Vpy, Sp and o are positive constants and ¢ is a defor-
mation parameter which can take any real value different from
zero. The authors GC have tried to exploit the supersymmetric
quantum mechanical method to solve the s-wave Klein—Gordon
equation given by [2,3]

d2
{ﬁ +[E-V@O] = [m+ S(r)]z}u(r) =0, ©

where u(r) = ryr(r) and ¥ (r) is the radial wave function.

DOI of original article: 10.1016/j.physleta.2004.09.032.
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In this comment, we would like to point out that they have
performed several incorrect manipulations so that their final re-
sults are not satisfactory for all real values of g 7 0. In order to
clarify our criticism, let us begin by expecting Eq. (11) in GC,
referred to as (GC 11) henceforth, we have two solutions for
the parameter A (see (GC 22) and (GC 23)) without any condi-
tion on the sign of the deformation parameter ¢q. Therefore, the
conditions on the sign of ¢ in their solutions are not proved.

Next, the ground-state wave function uo(r) given by
Eq. (GC 21) should be written as

uo(r) = N(e®" — g) /9% =B/ 3)

For uo(r) to be a physically acceptable solution, it has to satisfy
the appropriate boundary condition

lim_uo(r) = 0. 4)

We see that the solution (3) fulfills the condition (4) when
B > 0. Then, if A <0 and B > 0, Eq. (GC 12) cannot be
verified. In others words, this means that the nonlinear Riccati
equation (GC 8) is not satisfied in this case. Consequently, the
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solution

g — a7+ by
5 ;
given by (GC 23) must be discarded.
On the other hand, in order to check the hermiticity of the
radial momentum operator P, = ?%r, let us suppose that r
lies in the range (rg, 0o) with rg > 0. Then,

Oz(‘/f()a PF¢0> - (¢07 PﬂﬁO)*

A= )

. / [ () (Prro() — (Prtro () o) |2 dr

ro

—4n? /[i\m/fo(r)yz] dr
i ar

ro

=4n§,/|:i‘uo(r)’2:|dr. (6)
i ar

ro
Since B > 0, ug(r) vanishes as r — oo, the integral with the
respect to r is equal to its value at the point r = rg. The operator
P, is not therefore Hermitian that if one restricts oneself to the
wave function uq(r) which fulfills the condition

lim ug(r) =0. @)
r—ro
From this condition, it follows that
1
ro=—Ing >0, ®)
o

and we have then that

q=>1. )

On the basis of the above considerations, it is clear that the
supersymmetric quantum mechanical approach applied to the
potentials (1) is valid only if A > 0, B > 0 and ¢ > 1 contrary
to the statement of GC. Furthermore the radial wave functions
given by Eq. (GC 27) which should be expressed as

u(ry=N(e — q)Pe_“(P+Q)r
x2F1(2(P+ Q) —b,b,20+1; g™, (10)

are valid for Q >0, P > 0,¢ > 1 and élnq < r < 00. Here we
have introduced the notation

P=A =30+ /1+23), 0= Vm —E2,
B=2EVo+mS), y=5;-V;, (11

b=P+0- [P+ —P+ L

ga?’

The solution (10) fulfills the boundary condition

lim u(r) =0, (12)
r—>o0
when
2 2 B _
P+Q+ P+Q —P+—2——I’lr,
qot
n=0,1,2,3,..., (13)

where n, is the number of the nodes of the radial wave func-
tions. The energy spectrum is then given by

Erzl._mzz_[(A+qcxnr)2—J/—f]/3:|2' (14)
' 2q(A+qany)

Besides the above case, a complete discussion of this prob-
lem includes three other cases according to the values of the
deformation parameter g. As an alternative approach to the
formalism of supersymmetric quantum mechanics, the direct
resolution of the Klein—Gordon equation (2) allows us to obtain
the exact bound state solutions to the potentials (1) only in two
cases:

(1)g <Oforr e RT.

To solve the Klein—-Gordon equation (2), we introduce the
new variable

q
q— eor ?

y= (15)

and we look for a solution in the form

u(r) =y2(1 — ) e (), (16)

in which, on account of the boundary conditions

l_iglou(r) =0, 17
and
u(0) =0, (18)

Q and p have to be positive. Substituting (15) and (16) into (2)
and taking

uz\/Q2+i2+L (19)

qo q2a2 ’

we obtain the following hypergeometric differential equation
(1 )d2+[2Q+1 (20 +2u+2)y] 2
Y =075 w2V

—(Q+M+P)(1~I-Q+,u—P)](P(y)=0, (20)

where P, Q, B and y are similarly given by Egs. (11). The
solution of this equation, for which the boundary condition (17)
is fulfilled, can be written
q
q— eor ’

(21)
where N is a constant factor. Thus, according to (15), the so-
lution of the radial Klein—-Gordon equation (2) is given by (16)
and (21) as

u(r)

0] or 23
q e
=) (=)

X2F1(Q+M+P,1+Q+M—P,2Q+1;

()
=N2F1(Q+M+P,1+Q+M—P,2Q+1;

q
q_ear '

(22)
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In order to get the possible energies for the bound states, we
use the boundary condition (18). We realize that the solution
(22) fulfills the condition (18) when

2F1<Q+M+P,1+Q+/L—P,2Q+1; qu> =0. (23)
Then, the energy values are given by the solution of this tran-
scendental equation (23) which can be solved numerically.

2)0<g <1forreRT.
The discussion will differ slightly from the above analysis
by making the substitution y =1 — ge™", and setting

ur) =y" 1 —y)2p0). (24)

For ¢(y) the following hypergeometric equation is obtained
(1 )d2 +[2P (2P+2Q+1)]d
Yy y dy? Yy dy

—(P+Q+M)(P+Q—M)}0(y)=0~ (25)

Proceeding in the same way as for the case where g < 0, the
solution of (25), for which u(r) fulfills the boundary conditions
(17) and (18), can be written

9N =N2Fi(P+Q+u,P+0—pu2P;1—ge ™), (26)

where P, Q and p are similarly given by Eqgs. (11) and (19).
N denotes a constant factor. The wave function satisfying

Egs. (2), (17) and (18) is thus given by (24) and (26) as

u(ry=N(1- qe_"‘r)P(qe_“r)Q
X2FiI(P+Q+u, P+ Q— 2P 1 —ge™). (27)

Then, the energy levels can be found from a numerical solution
of the transcendental equation

2Fi(P+Q+p, P+0—p,2P;1—¢)=0. (28)

The previous analysis reveals that the superpotential W (r) =
ﬁ + B given by Eq. (GC 10) is an acceptable choice if, and
only if A > 0, B > 0 and g > 1. This means that these con-
straints on the parameters A, B and g ensure the hermiticity of
the operator P, and as consequence the square integrability of
the ground state wave function ug(r). From this requirement it

is possible to cast the effective potential Vegr(r) = ﬁ —
ﬁ given by Eq. (GC 9) into supersymmetric form. Other-
wise the supersymmetric quantum mechanical method cannot

be applied.
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In a recent Letter, Qiang and co-workers [1] have approached
the problem of a charged spinless particle in the presence of a
scalar potential Sq(r) and a vector potential Vq(r) of the form

Vo
e(l’)‘ —_ q
where «, Sgp and Vg are positive constants such that Sy > V¢ and
q is a deformation parameter which can take any real value. The
time-independent radial Klein-Gordon equation (with natural units
h=c=1)is

d? 2 2 I+
hﬁ+w—wm)—W+&m)— 3 u(r) =0, (2)
where M denotes the mass, E is the bound-state energy, u;(r) =
riyy(r) and y;(r) is the radial wave function.

To solve this equation approximately for any [, the authors have
made the substitution rlZ A % in the centrifugal term. There-
fore, Eq. (2) has been rewritten as

C o (pe Yo 2
dr? evr —q

2 2 ar
—(M— So ) o l(H—l)e2 ]u,(r):O. 3)
eotr _q (eozr _q)

So
e(xf —

Sq(r) = —

, V =— R 1
q q(r) (1)
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In this comment, we would like to point out that they have
made numerous mistakes in the afore-mentioned work.

On the one hand, their solutions are not acceptable for all real
values of the parameter q and for r € R™. It is obvious that the po-
tentials (1) have a strong singularity at the point r =rg = & Ing, for
q > 1. Furthermore, we see that the quantization condition given
by Eq. (14) in Ref. [1], holds only for g > 0. Otherwise, a # —n
since a is a positive quantity.

On the other hand, in order to ensure the hermiticity of the
radial momentum operator P, = —ir%r, the solution of Eq. (7) in
Ref. [1] must satisfy the boundary conditions

w(r) — 0, (4)
and
u(rg) =0 ifg>1, (5)
or
up(0)=0 ifq<1, (6)

contrary to the statement of Qiang and co-workers [1].

On the basis of the above considerations, a rigorous discussion
of this problem needs to distinguish at least four cases. The fifth
concerns the value g = 0. It can be considered as limiting case in
forthcoming paper.

(i)g=1and rg <1 < o0.
In this case, the solution of Eq. (3) is identical with that ob-
tained by Qiang and co-workers [1]. It can be expressed in terms
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of the Jacobi polynomials (see formula (8.962.1) in Ref. [2]) as

et 270 (1 _ggeer), (7)

u(r) = Nnr,l(l _ qe*ar)‘sqfnr.le*aenr,lrp

2 1
S=g+i+ o+
B=21/2(MSo+ En Vo).
1
o

1 5 2 BP—qn?+@n+1)81-10+1)
€n = g M —EL = 2qmTe :

The normalization constant Np ; in (7) can be determined from
the normalization condition

/|u,(r)|2dr:1. 9)
o

Using formulas (7.391.1) and (7.391.5) of Ref. [2], we find after
some simple calculation that

€n,, 1Ny + €, )+ 0)
n-+46

1

n T (n; + 2€,. | + 26) 2

Nnr 1= 20 L .
’ C(n 4+ 26)T'(ny 4 2€p, 1+ 1)

(10)

When we take n, = 0, the normalized wave function of the
ground state is then

1
ug(n = [20{ €gleg+8) T'(2eg+29) ]2

5 T@Hl2eg+1)
x q% (1 - qe_“r)se_“egr. (11)

A comparison between our Eq. (11) and Eq. (30) of Ref. [1] shows
that the result derived by Qiang and co-workers [1] is also incor-
rect.

Besides, it may be observed that the approximation for the cen-

trifugal term which consists in using & ~ < e is not applicable

r2 ~ (eocr_q)Z
in the cases where 0 <gq <1 orq<20.

(ii)g=1and 0 <r <ry.
The solution of Eq. (3) cannot be obtained analytically.

(iii) 0<qg<1and r e R™.
To solve the Klein-Gordon equation (3) for [ =0, we introduce
the new variable

y=1—qe ™, (12)
and we look for a solution in the form
uo(n) =y’ (1= ), (13)

in which, on account of the boundary conditions (4) for | =0
and (6), € and § have to be positive. Substituting (12) and (13)
into (3) and using the following abbreviations

€=1VM2—E2

v=1/s2-v2

= zv2(MSo+EVp). | (14)
Q=+ 8 +2,

s=3+/i+%

we obtain the following hypergeometric differential equation

a )d2 +[26 — (26 +2¢ +1) ]d
y ydy2 ydy

—(3+6—Q)(5+6+Q)]<ﬂ(}’)=0~ (15)

The solution of this equation, for which the boundary condition (4)
for I =0 is fulfilled, can be written

@(y)=N2F1(6+€—-Q,5+€+Q,258;y), (16)

where N is a constant factor. Thus, according to (12), the solution
of the radial Klein-Gordon equation (3) is given by (13) and (16)
as

up(r)=N(1- qe")‘r)g(qe"’”)6
x 2F1(5+€—Q,8+€+Q,25:1—qe ™). (17)

In order to find the possible energies for the bound states, we
use the boundary condition (6). The solution (17) fulfills the con-
dition (6) when

2F1(6+€—-Q,6+€+Q,25;1—q)=0. (18)

Then, the energy values are given by the solution of this transcen-
dental equation (18) which can be solved numerically.

(iv)g<0and reRt.
The discussion will differ slightly from the above analysis by
making the substitution y = and setting

q
q_eotr ’
uo(M =y (1 -y %e). (19)
For ¢(y) the following hypergeometric equation is obtained

2

[(1 L e+1-@e+20 +2y] 2
ya-ygs+l - g,

—(1+6+Q—5)(6+Q+8)]<ﬂ(}’)=0- (20)

Proceeding in the same way as for the case where 0 < q < 1, the
solution of (20), for which ug(r) fulfills the boundary conditions
(4) for | =0 and (6), can be written

@(y)=N2Fi(1+€+Q —8,e+Q +68,2¢+1;y), (21)
where €, Q and § are similarly given by Egs. (14). The wave func-

tion satisfying Eqgs. (3), (4) for | =0 and (6) is thus given by (19)
and (21) as

< : >€< 1 )Q
ug(r)y=N
q_ear 1_qe*(¥1’

><2F1<1+6+Q—3,6+Q+3,2€+1§q_qj). (22)

Then, the energy levels can be found from a numerical solution of
the transcendental equation

2F1<1+6+Q*6,6+Q+8,26+1;q%):0. (23)

To conclude, due to the above shown obvious errors in solving
the Klein-Gordon equation, the energy eigenvalues and eigenfunc-
tions derived by Qiang et al. are satisfactory only for ¢ > 1 and
ﬁlnq <r<oo. For 0 <q<1 or g <0, the bound state energy
levels are determined by a transcendental equation involving the
hypergeometric function.
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Conclusion

Notre travail s’est articulé autour de deux grandes parties. Dans la premiére partie, nous
avons présenté les solutions de I’équation de Schrodinger ou de I’équation de Klein-Gordon pour
différents systémes dynamiques intéressant la physique théorique et la chimie quantique.

Dans un premier volet, nous avons d’abord traité le cas du potentiel & quatre parameétres.
Il s’agit 1a d’une présentation détaillée qui tient compte de toutes les valeurs réelles possibles
du parameétre de déformation A. Nous avons montré qu'une solution unifiée du probléme est
impossible du fait que la forme du potentiel dépend du paramétre A. Pour A > 0, on a un
potentiel général du type Hulthén qui présente une forte singularité au point r = rg = %ln)\
dans le cas ot A > 1. Si A < 0, c’est un potentiel général du type Woods-Saxon et lorsque A = 0,
il s’agit du potentiel de Morse radial. Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liées
ont été obtenus dans chaque cas. Il faut souligner que les niveaux d’énergie sont définis par une
équation transcendante comprenant une fonction hypergéométrique pour A < 0et 0 < A < 1.

Nous avons ensuite étudié le systéme de Manning et Rosen. Les niveaux d’énergie, les
fonctions d’ondes convenablement normalisées et le nombre des états liés ont été déterminés.
Nous avons également obtenus les fonctions d’onde et les déphasages des états de diffusion. Le
potentiel de Hulthén a été considéré comme cas particulier.

Un deuxiéme volet concerne la résolution de I’équation de 1’équation de Klein-Gordon pour
une particule soumise & un potentiel vecteur et un potentiel scalaire généralisant le potentiel de
Hulthén ou celui de Woods-Saxon. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes des états s sont
donnés dans tous les cas possibles. Nous avons ensuite examiné ’extension de ce traitement au
cas des ondes [ # 0 au moyen d’une expression approximative du potentiel centrifuge valable

pour g > 1.
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La seconde partie réunit quatre commentaires sur les méthodes de résolution de I’équation
de Schrodinger ou de Klein-Gordon, concernant les systémes dynamiques en question, présentées
dans la littérature. Dans chaque cas, nous avons clarifié¢ le probléme et construit des solutions
correctes.

Pour terminer, il faut souligner que I’état actuel du développement du formalisme de la
supersymétrie en mécanique quantique ne permet pas une analyse compléte de certains types

de potentiels.
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Abstract

This work is concerned with a complete analysis of a set of dynamical
systems defined by general forms of potentials widely used in many branchs of

physics and in quantum chemistry.

In the framework of the non relativistic quantum mechanics, we have first
studied the problem of four parameter potential proposed recently to describe
Inter-atomic interactions in the diatomic molecules. Next, we have treated the
Manning and Rosen potential. In the both cases, the exact energy spectrum and

the wave functions are obtained.

In the context of the relativistic quantum mechanics, we have discussed the
behaviour of the solutions of the Klein-Gordon equation for charged particle in
presence of vector and scalar potentials depending on a deformation parameter
q by restricting ourself to the s waves. We have shown that it is possible to
extend to the waves 1=0 by means of an appropriate approximation of the

centrifugal potential in the case corresponding to q>1.

Keywords: deformed potentials, Schrodinger equation, Klein-Gordon equation,

energy spectrum, wave functions, shifts, bound states, scattering states.
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Résumeé

Ce travail Concerne une analyse compléte d’un ensemble de systémes
dynamiques définis par des formes générales de potentiels largement utilisées

dans plusieurs branches de la physique et en chimie quantique.

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons d’abord
¢tudié le probléme d’un potentiel & quatre paramétres propos€ récemment pour
décrire des interactions inter-atomiques dans les molécules diatomiques.
Ensuite, nous avons traité le potentiel de Manning et Rosen. Dans les deux cas,

le spectre d’énergie exact et les fonctions d’onde sont obtenus.

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, nous avons discuté
le comportement des solutions de 1’équation de Klein-Gordon régissant le
mouvement d’une particule chargée en présence d’un potentiel vecteur et d’un
potentiel scalaire dépendant d’un paramétre de déformation g en nous limitant
aux ondes s. Nous avons montré qu’il est possible d’étendre 1’é¢tude aux ondes
I =0 au moyen d’une approximation appropriée du potentiel centrifuge dans le

cas correspondant a q>1.

Motsclés: potentiels déformés, équation de Schrédinger, équation de Klein-
Gordon, spectre d’énergie, fonctions d’onde, déphasages, états li€s, ¢tats de

diffusion.
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